Dodatek k 4. cviceni Vice o spinu

Dftive nez se budeme hloub¢ji vénovat spinu, musime se seznamit trochu vice s formalismem
kvantové mechaniky.

1. Né&co vice formalismu kvantové mechaniky
Kvantova mechanika, tak jako kazda fyzikalni teorie, je zaloZena na nékolika postulatech', jez
vyplynuly z analyzy experimentalnich skutecnosti a jejichz opravnénost je ovéfena souhlasem
predpovédi teorie a experimentu.

Dosud jsme se seznamili se dvéma postulaty

Postulat o stavovém vektoru

Stav systému je vyCerpavajicim zplisobem popsan vinovou funkci (stavovym vektorem).

Postulat o kvantové kauzalité

Casovy vyvoj stavu systému je popsan ¢asovou Schrédingerovou rovnici.

a na ptijmuti dalSich jsme se pfipravili. Vime jiZ*>, Ze mozné hodnoty energie systému jsou
vlastni hodnoty operatoru energie — hamiltonianu. Toto zobecnime v nasledujicim postulatu:

Postulat o méritelnych veli¢inach

a) Kazdé méfitelné’ fyzikalni veli¢ing je pfifazen hemitovsky* operator.

b) Jediné hodnoty této veliCiny, jez miizeme naméfit, jsou vlastni hodnoty tohoto operatoru.

Tedy, mame-li n¢jakou fyzikalni veli¢inu 4, napft. energii, hybnost nebo moment hybnosti,
ptifadime ji operator A a budeme hledat jeho vlastni hodnoty O’y a spolu s nimi samoziejme 1

vlastni stavové vektory’ ¢np:

Ayn=anpn. (1
Vime, Ze nemlizeme naméfit nic jiného nez nékterou z vlastnich hodnot operatoru prifazeného
méfené fyzikalni veli¢iné A. Bude-li systém, na némz provadime méteni, ve stavu, ktery je

! Formulace postulati se vriznych ulebnicich 1i§i. Je to podobné jako s formulaci druhého principu

termodynamiky. Zname néekolik jeho formulaci, které jsou velmi nepodobné, a pfesto 1ze ukazat (na zaklade
podrobného rozboru, ktery neni vibec trivialni) jejich ekvivalenci.

?Viz dodatek k 3. cvieni.

3V kvantové mechanice je méfeni Gstfedni pojem. A proto se Casto na misto fyzikalni veli¢ina k4 jen stru¢né
mefitelna.

4 Pokud je operator hermitovsky, jsou v8echny jeho vlastni hodnoty redlné a navic vlastni vektory piislusejici
riznym vlastnim hodnotim jsou ortogonalni. Pojem hermitovsky operator oziejmime na hermitovské matici, pro
niz plati, ze A = A", kde + znamend, Ze v matici provedeme transpozici a komplexni sdruzeni. V pfipad¢, ze
vSechny prvky matice jsou realné, hermitovskd matice je symetricka (viz dodatek k 3. cvicenti).

5 Pfipomefime poznamku ¢&. 3 v dodatku k 3. cviCeni: V kvantové mechanice se obecn& hovoii o stavovém
vektoru z abstraktniho Hilbertova prostoru. Zvolime-li konkrétni representaci, stavovy vektor je bud’ (vinovou)
funkci, nebo sloupcovym vektorem.

Dodatek ke 4. cvi¢eni (07) 1



pravé roven nékterému z vlastnich stavll {Jj, namétime jisté hodnotu Q. Jaky bude ale
vysledek méfeni, pokud systém, na némz provadime méieni, nebude v nekterém z vlastnich
stavil operatoru A? Obecny stav &/ muiizeme vzdy vyjadiit jako superpozici® vlastnich stavil
Yn operatoru A:

W= Cnthn
(2)
kde

Cm=Jf Uyt
3)

Protoze v superpozici (2) vystupuji vSechny vlastni funkce ¥/, miizeme ocekévat, Zze namétime
kteroukoli z vlastnich hodnot Q. Otdzka pak zni, sjakou pravdépodobnosti ji namétime.
Odpoveéd dava dalsi postulat:

Postulat o méreni

a) Méfeni fyzikalni veli¢iny 4 s vysledkem ap pievadi systém ze stavu &/ do stavu ¢/p,
ktery je vlastnim stavovym vektorem operatoru A ptisluSejicim k vlastni hodnoté a'p,
jez se realizovalo pii méteni.

v v v . > 2 .

b) Pravdépodobnost, Ze namétime hodnotu dp, je rovna |cp :LLFA"F—C'Ld # , kde ¢, je

koeficient v (2)'.

Uvazujme o méfeni dvou veli¢in 4 a B. Tyto veli¢iny nemusi byt vzdy soucasn¢ métitelné
(nemusi mit soucasné ob€ ostré hodnoty). Soucasné¢ méfitelné mohou byt jen veliciny, jejichz
operatory maji spole¢ny systém vlastnich funkci. Tuto vlastnost maji operatory, které¢ komutuji.
Proto v kvantové mechanice hraje vyznamnou roli komutator*, coz je operator definovany
vztahem

[A,B|=AB-BA.
(4)

Dosud jsme neuvedli pravidlo jak konstruovat operatory fyzikalnich velicin. To je obsahem
dal§iho postulatu, ktery jiz nebudeme nyni uvadét. Spokojime se stim, ze zndme tvar
hamiltonidnu pro ¢astici v potencidlovém poli (diferencidlni operator, ktery pusobi na
vektorovém prostoru funkci)

h 2
H=——"—"—A+V(r)
2m

a pro molekulu ¢pavku (matici, kterd plisobi na prostoru sloupcovych vektort)

% Jedna se o obecny tvar Fourierovy Fady.

" To vyZzaduje, aby vSechny stavové vektory (vlnové funkce) byly normovany k jedni¢ce. To se v kvantové
mechanice samoziejmé vyzaduje. Nicméné na nékterych mistech na to opakované upozornime.

8 Komutatory v kvantové mechanice jsou analogii Poissonovych zévorek v klasické mechanice.
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A
H=F 0
A Ep
a ze v dalsi ¢asti uvedeme operatory spinu — veli¢iny bytostné kvantové, ktera nema klasickou
analogii.

i g

2. Spin

1Y

W. Pauli
(1900-1958)

Postulat o spinu

Elektron ma vlastni moment hybnosti neorbitalniho ptivodu (spin) S, jehoz slozky jsou
popsany hermitovskymi maticemi

h
S; =59
(5a)
kde i=x,y za
_ 1 _ —i _ 0
o-X - OE’ o.y - 0 Ea o-Z - _1E
(5)

jsou Pauliho matice.

Ukol 1. Najdéte operator &tvercespinu S 2=8% +S%, +82.

Ukol 2. Dokazte, Ze pro operatory spinu plati tyto komutaéni relace’

[si.s;]=inepsk, [s;,s?]=0,
(©)

kde €jjk je Levi-Civitliv symbol.

Z komutacnich relaci (6) plyne, ze slozky spinu nejsou soucasn¢ meéfitelné. Soucasné
méfitelnd je vZdy jen jedna slozka spinu (obvykle se voli z-tova slozka) a jeho kvadrat.

° Formalné stejné komutaéni relace plati i pro orbitalni moment hybnosti. Staéi jen zaménit v (6) S za L.
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| Ukol 3. Najdéte vlastni vektory (normovanék jedniGce) a vlastni hodnoty operatort spinu.

Primét spinu do daného sméru méfime Sternovym-Gerlachovym pfistrojem
s nehomogennim magnetickym polem v sméru této osy. Ma-li magnetické pole smér osy z,
tento pfistroj ozna¢ime jako SG(z). Podobné pfistroje pro méfeni spinu ve sméru osy X, ), resp.
n, kde n znaci obecny smér, budeme oznacovat jako SG(x), SG(y), resp. SG(n), pficemz je to
vlastné¢ vzdy stejné zafizeni jen natoCené tak, Ze magnetické pole ma smér vyznaceny
v zavorce. Pfipomenme, Ze operatory pfifazené pristrojam SG(x), SG(y) a SG(z) jsou prave
operatory spinu (5). Dale Ize dokdzat, ze ptistroji SG(n) odpovida operator

S [ =S, +S N, +S;n,.
(6)

Jednotkovy vektor N je vyhodné vyjadrit ve sférickych soutadnicich pomoci uhli Ga ¢

n =(sinBcosysindsingcoss) .

Ukol 4. Ukazte, 7e

E?%codg/f | [He'?sing/2f
H?%sifg/2) |~ He??cod6/2)

jsou vlastni vektory (normované k jednicce) operatoru (6) piislusné poradé vlastnim hodnotam
+h/2 a —h/2.

Uved’'me jednoduchy piiklad na méfeni spinu. Pfedpokladejme, Ze svazek elektrond'® projde
ptistrojem SG(z) a piistroj propusti jen elektrony s primétem spinu do osy z rovnym —+7#/2,
Tyto elektrony nechame dopadat na pfistroj SG(x) — viz. obr. 1, kde tihel 8 je v tomto piipadé
roven 772.

Lys T

Obr. 1. Dva Sternovy-Gerachovy pfistroje za sebou; druhy je vi&i prvému pootoceny o Uhel 8

1 Sterntiv-Gerlachiv experiment s elektrony vlastné nelze provést. Ve Sternové-Gerlachové experimentu musi
byt elektron ,,zavéSen“ na tézky atom. Elektrony jsou totiz pfili§ lehké a rozstépeni svazku nehomogennim
magnetickym polem by bylo piekryto jeho rozmazanim v disledku Heisenbergovych relaci neurcitosti.
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Ukol 5. Uréete pravdépodobnost, Ze v uvedeném experimentu bude primét spinu do osy x
roven +h/2,

Navod: Vyijadiete vlastni vektor operatoru S 7z odpovidajici vlastni hodnoté —+//2 jako superpozici

vlastnich vektort operatoru S y.

Zajimav¢jsi bude experiment, v némz druhy Sterniiv-Gerlachiiv pfistroj T bude natocen
kolem osy y vzhledem k prvnimu pfistroji S o libovolny uhel 6.

Ukol 6. Pro tento experiment urdete pravdépodobnost, Ze na piistroji T naméfime pramét
spinu +#/2.
Navod: n=(sin 8, 0, cos 0).
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