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Stacionarni stavy Klein-Gordonovy rovnice
v Coulombové potencialu

1. Sféricky symetricky potencial. Klein-Gordonovu rovnici lze obecné
zapsat
(10, — eAy) g™ (10, — eAy)] ¥(2") = mZ\D(lﬁ)a

kde 0, = 0/0z* jsou derivace podle prostorocasovych soutradnic, e je elemen-
tarni naboj, eA, = (V(r),0,0,0), r = /(21)? + (22)2 + (2*)? je potencidl,
g" je metricky tenzor se signaturou (1,3), ¥(x*) je vlnova funkce, m je
klidovd hmotnost ¢astice. Pfedpokladejme stacionarni stav, tedy W(z") =
P (2') exp(—iex?) a zavedme sférické soutadnice. Po dosazeni a tipravé dosté-
vame

{le=V@)P+A-m?}y(r.0,6) =0,

A 10 /(,0 n 1 0 (. p 0 n 1 0?
=—=— "= — | sinf— —_——
r2 or or r2sinf 00 00 r2sin? § O¢?
je Laplacetv operator ve sférickych soutradnicich. Provedeme separaci pro-

ménnych ¢ (r, 0, ¢) = u(r)Y (0, ¢) a dostaneme

S (P {le- v - mt - S =0

1 0 (. ,0Y(0.9) 1 Y(0,9)
sin 0 0¢ (sm9 o0 )+ sin?  0¢?

kde

+AY(0,0) =0
Regularnimi fesenimi druhé rovnice jsou sférické funkce
Yin(0,6), €€40,1,2,..}, me{...,—2,-1,0,1,2,...},

separa¢ni parametr musi spliiovat podminku A = ¢(¢ + 1). V prvni rovnici
provedeme substituci u(r) = R(r)/r a celkem ziskdme

d*R(r) N {q2 A+ 1)

L | ) =0

r2

kde ¢* = [e — V(r)]? — m?.
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2. 7 -mezon v Coulombové potencialu. 7 -mezon vyhovuje Klein-
Gordonové rovnici, jednd se o Castici s ndbojem —e, spinem 0, klidovou
hmotnosti m = 140 MeV a polocasem rozpadu 2.6 x 107® s (mechanismem
slabé interakce). Budeme studovat zachyceni tohoto mezonu jadrem, které
budeme povazovat za bodové, popiseme ho pomoci Coulombova potencialu

V(r) = —Ze?/r, kde Z je protonové ¢islo. Po dosazeni ziskame
2 ZZet— 00+ 1 2eZe?
=zt (+)+ CC re—m?|R(r)=0.
dr? 72 r

Zavedeme nasledujici substituce
p=2rvm?2 — €2,
eZe?
N
um =z,
s kterymi rovnice prejde na tvar
d -2 N1
— — ——— | R(p) =0.
<d02 p? " p 4) (©)

V teSeni rovnice postupujeme dale standardnim zpiisobem. Rovnice ma dva
poly 0 a oo. Pro p — oo dostavame rovnici

(dd—; - i) R(p) =0,

jejimz FeSenim jsou exp(4p/2), znaménko plus vede k neomezené vlnové
funkci. Pro p — 0 dostavame rovnici

d2 ,u2_l
(=15 o o

A\ =

1
s s v M ’ . =4 ey v o. ~ v .
jejimz FeSenim je p2~*, pficemz je t¥eba vzhledem na pozadavek omezenosti

vlnové funkce v okoli 0 vzit znaménko plus. Pfedpokladejme feseni ve tvaru

1
R(p) = p2 " exp(—p/2) f(p). Po dosazeni a tipravé dostavame
20+ 1 A—p—1
L (i_l) f’+$f:0_
p p

Ozna¢me a =2u+1lab=pu+1/2— A,
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3. Kvantovani energie. Reseni hleddme Frobeniovou metodou pomoci
mocninné fady

flp) = Z ap*
k=0

a po dosazeni dostavame podminky na koeficienty (bez Gjmy na obecnosti
miizeme polozit ag = 1)

b
a; = —Qo
a
b—|—1a1
ay = —
2T a+12
k+b—1ak
ar = ———————
T kta—1k

a s oznac¢enim (a)y = a(a+1)(a+2)---(a+k—1) vyFesime rekurzi a celkem

b k
fﬁﬁz}j%%%;

Uvedené funkei se ¥ik& konfluentni hypergeometricka funkce 1 Fiy (b, a; p) a po-
moci jeji integralni reprezentace lze ziskat asymptoticky rozvoj 1 F (b, a; p) ~
exp(p)p'b — a). Ziskali bychom tedy opét neomezenou radidlni ¢ast vinové
funkce. Jedinou moznost jak ziskat omezenou vlnovou funkci pfredstavuje
volba b = —n, kde n € {0,1,2,...}. V tomto piipadé je ax =0 pro k > n a
jako TeSeni dostaneme polynom stupné n. Musi tedy platit A — pu —1/2 =n,
z toho po zpétné substituci mame

=

VAT

[n—k%—l—\/(ﬁ—F%)Q—Zze‘*

e=-m< 1+

2 Y

znaménko minus plyne ze skutecnosti, Ze pro Z = 0 (tj. nulovy potencial)
musime ziskat e = —m.
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