PrÏõÂklady z komplexnõÂ analyÂzy

Michael Krbek 4. ledna 2002

Je pouzÏito standardnõÂ oznacÏenõÂ funkcõÂ komplexnõÂ promeÏnneÂ

w = w(z) = u(z) + i v(z) , kde z = x + i y a tedy u = u(x, y) a v = v(x, y), poprÏ. v polaÂrnõÂch sourÏadnicõÂch w = ρ(z) e^{i θ(z)} , kde z = r e^{i φ} a tedy ρ = ρ(r, φ) a θ = θ(r, φ).

1 Posloupnosti a rÏady

PrÏõÂklad 1.1: NajdeÏte naÂsledujõÂcõÂ soucÏty

1 + cos x + cos 2x + . . . + cos nx , sin x + sin 3x + . . . + sin(2n − 1)x , sin x − sin 2x + . . . + (−1)^{n−1} sin nx , cos α + cos(α + β) + . . . + cos(α + nβ) .

PrÏõÂklad 1.2: NajdeÏte polomeÏr konvergence rÏad ∞∑ n=1 n! n^n z^n , ∞∑ n=1 cos i n z^n , ∞∑ n=1 (n + a^n)z^n .

PrÏõÂklad 1.3: SecÏteÏte rÏady ∞∑ n=1 (−1)^n z^n n , ∞∑ n=1 z^n (1 − z^n)(1 − z^{n+1}) . PrÏõÂklad 1.4: VysÏetrÏete chovaÂnõÂ rÏady na hranici kruhu konvergence ∞∑ n=1 z^{pn} n , p ∈ N .

2 Funkce komplexnõÂ promeÏnneÂ

2.1 ElementaÂrnõÂ funkce

Podle deőnice je ln z = ln r + i ϕ + 2π i k, kde k ∈ Z a Ln z = ln r + iϕ je hlavnõÂ hodnota.

PrÏõÂklad 2.1: UrcÏete

ln 4 , ln(−1) , Ln(−1) , ln i , Ln i .

PrÏõÂklad 2.2: NajdeÏte chybu v odvozenõÂ (Bernoulliho paradox)

(−z)^2 = z^2 , 2 ln(−z) = 2 ln z , ln(−z) = ln z .

PrÏõÂklad 2.3: DokazÏte naÂsledujõÂcõÂ rovnosti (berou se vsÏechny hodnoty odmocnin):

arccos z = − i ln(z + √ z^2 − 1) , arc sin z = − i ln i(z + √ z^2 − 1) , arc tg z = i 2 ln i +z i −z . 2.2 KomplexnõÂ funkce reaÂlneÂ a komplexnõÂ promeÏnneÂ

PrÏõÂklad 2.4: UrcÏete krÏivky daneÂ rovnicemi z = t + i t^2 , −∞ < t < ∞ , z = t + i t , −∞ < t < 0 , z = i a + at − ib e^{− i t} , 0 ≤ t ≤ 2π , a > 0 , b > 0 . PrÏõÂklad 2.5: Pro funkci w = 1/z najdeÏte obrazy a vzory krÏivek x = C, y = C a |z| = R. PrÏõÂklad 2.6: UrcÏete obraz jednotkoveÂ kruzÏnice |z| = 1 zobrazenõÂm w = z 1 − z^2 . PrÏõÂklad 2.7: Jsou funkce 1 1 − z , 1 1 + z^2 spojiteÂ (resp. stejnomeÏrneÏ spojiteÂ) uvnitrÏ jednotkoveÂho kruhu |z| < 1?

2.3 RegulaÂrnõÂ a harmonickeÂ funkce

PrÏõÂklad 2.8: NõÂzÏe je zadaÂna reaÂlnaÂ cÏaÂst analytickeÂ funkce. PouzÏijte CauchyśRiemannovy podmõÂnky a urcÏete tvar komplexnõÂ funkce.

sin x cosh y , ln(x^2 + y^2) − x^2 + y^2 , e^{y2−x2} cos xy , x x^2 + y^2 . PrÏõÂklad 2.9: UkazÏte existenci analytickeÂ funkce jejõÂzÏ modul ρ nebo argument θ je zadaÂn nõÂzÏe ((r, φ) jsou polaÂrnõÂ sourÏadnice).

ρ = (x^2 + y^2) e^x , ρ = e^{r2 cos 2φ} , θ = xy , θ = φ + r sin ϕ .

PrÏõÂklad 2.10: UkazÏte, zÏe reaÂlnaÂ a imaginaÂrnõÂ cÏaÂst analytickeÂ funkce splnÏuje Laplaceovu rovnici. UkazÏte, zÏe reaÂlnaÂ cÏaÂst tzv. ZÏukovskeÂho funkce −E ( z − a^2 z )

je elektrostatickyÂm potenciaÂlem uzemneÏneÂho vodiveÂho nekonecÏneÂho vaÂlce o polomeÏru a se strÏedem v pocÏaÂtku sourÏadnic, kteryÂ je umõÂsteÏn ve vneÏjsÏõÂm homogennõÂm elektrickeÂm poli o intenziteÏ E orientovaneÂ v kladneÂm smeÏru osy x.

3 Taylorova rÏada, CauchyuÊ v vzorec, vyÂpocÏty integraÂluÊ

PrÏõÂklad 3.1: UrcÏete Taylorovu rÏadu v bodeÏ 0 a polomeÏr konvergence naÂsledujõÂcõÂch funkcõÂ: sin^2 z z^2

, ln(z^2 − 3z + 2) , ∫_z 0 sinw w d w . PrÏõÂklad 3.2: DokazÏte, zÏe koeőcienty c_n rozvoje 1 1 − z − z^2 = ∞∑ n=0 c_nz^n splnÏujõÂ pro n ≥ 2 vztahy c_n = c_{n−1} + c_{n−2} (tzv. Fibonacciho cÏõÂsla).

PrÏõÂklad 3.3: OveÏrÏte, zÏe funkce f(z) = Ln z (hlavnõÂ hodnota) je holomorfnõÂ pro ℜz > 0 a lze ji tam vyjaÂdrÏit jako

Ln z = ∫_z 1 d w w . PrÏõÂklad 3.4: VypocÏteÏte ∫ C z z^∗ dz , kde krÏivka C je daÂna jako kladneÏ orientovanaÂ hranice oblasti, kteraÂ je daÂna pruÊnikem hornõÂ poloroviny Gaussovy roviny a mezikruzÏõÂ s vnitrÏnõÂm polomeÏrem r, vneÏjsÏõÂm polomeÏrem R a strÏedem v pocÏaÂtku sourÏadnicoveÂho systeÂmu.

PrÏõÂklad 3.5: VypocÏteÏte integraÂl ∫ C e^z z(z + 2) d z , kde uzavrÏenaÂ krÏivka C je kladneÏ orientovanaÂ jednotkovaÂ kruzÏnice.

PrÏõÂklad 3.6: Necht’n, k ∈ N a r > 0. Pro krÏivku C : t → { r e^{i t} pro 0 ≤ t ≤ 2nπ r 2 ( 1 + e^{− i t} ) pro 2nπ ≤ t ≤ 2(n + k)π vypocÏõÂtejte index bodu ind_C r/2.

4 Klasiőkace singularit, Laurentova rÏada

4.1 Klasiőkace singularit

PrÏõÂklad 4.1: Klasiőkujte singularity naÂsledujõÂcõÂch funkcõÂ z:

z^2 sin z z + 1

, e^{cotg πz} , z^2 − 1 z^3 − z^2 + z − 1 , 1 z^2 − 1 cos πz z + 1 .

4.2 Laurentova rÏada

V naÂsledujõÂcõÂch prÏõÂkladech rozvinÏte funkci f(z) do Laurentovy rÏady se strÏedem v bodeÏ z_0:

PrÏõÂklad 4.2: f(z) = 2z^2 − 6z − 2 i z(z − i)(z + 2)

, z_0 = 0 .

PrÏõÂklad 4.3: f(z) = 1 z(z − 1) , z_0 = i .

PrÏõÂklad 4.4: f(z) = 1 (z − a)^k , k ∈ N , z_0 = 0 .

PrÏõÂklad 4.5:

f(z) = z^2 e^{1z} , z_0 = 0 .

PrÏõÂklad 4.6: f(z) = z (z − 1)(z − 2)^2

, z_0 = 1 .

PrÏõÂklad 4.7: f(z) = Ln ( z − a z − b ) , z_0 = 0 .

5 ReziduovaÂ veÏta a jejõÂ duÊ sledky, vyÂpocÏty integraÂluÊ

PrÏõÂklad 5.1: NajdeÏte poÂly naÂsledujõÂcõÂch funkcõÂ a spocÏteÏte reziduum v kazÏdeÂm poÂlu: z + 1 z^2 , e^{−z} z^4 , sin^2 z z^6

, cotg z .

V naÂsledujõÂcõÂch prÏõÂkladech spocÏteÏte integraÂly

PrÏõÂklad 5.2: ∫ |z|=2 d z (z − 3)(z^5 − 1) , kde po krÏivce obõÂhaÂme jednou v kladneÂm smyslu.

PrÏõÂklad 5.3: 1 2π i ∫ C d z √ z^2 + z + 1 , kde C je kruzÏnice |z| = r obõÂhanaÂ jednou v kladneÂm smeÏru.

PrÏõÂklad 5.4: 1 2π i ∫ C d z (z^4 + 1) √ z^2 + 1 , kde C je parabola y^2 = x v komplexnõÂ rovineÏ, kteraÂ je prochaÂzena ve smeÏru rostoucõÂho y.

V naÂsledujõÂcõÂch prÏõÂkladech spocÏteÏte urcÏiteÂ integraÂly. JednaÂ-li se o integraÂl nevlastnõÂ a divergujõÂcõÂ, urcÏete jeho hlavnõÂ hodnotu (pokud tato existuje).

PrÏõÂklad 5.5: ∫_{2π} 0 d t a + cos t , a > 1 . PrÏõÂklad 5.6: ∫_∞ −∞ x d x (x^2 + 4x + 13)^2 . PrÏõÂklad 5.7: ∫_∞ 0 d x (x^2 + 1)^n , n ∈ N . PrÏõÂklad 5.8: ∫_∞ 0 d x 1 + x^n , n ≥ 2 , n ∈ N . PrÏõÂklad 5.9: ∫_π 0 cotg(x − a) d x ,

kde a = α + i β.

PrÏõÂklad 5.10: ∫_{2π} 0 d x 1 − 2p cos x + p^2 , kde 0 < p < 1.

PrÏõÂklad 5.11: ∫_∞ −∞ sin x d x (x^2 + 4)(x − 1) . PrÏõÂklad 5.12: SpocÏteÏte ∫_∞ 0 x^{p−1} cos ax d x , a > 0 , 0 < p < 1 a ∫_∞ 0 x^{p−1} sin ax d x , a > 0 , −1 < p < 1 . PomuÊcka: Integrujte ∫ C z^{p−1} e^{−az} d z, kde C je uzavrÏenaÂ krÏivka v prvnõÂm kvadrantu komplexnõÂ roviny ohranicÏenaÂ kruzÏnicemi o polomeÏrech r → 0 a R → ∞.

PrÏõÂklad 5.13: ∫_∞ 0 ln x d x x^2 + a^2 , a > 0 . PrÏõÂklad 5.14: Necht’ f(z) = e^{i mz} F (z), kde m > 0 a funkce F (z) necht’ maÂ naÂsledujõÂcõÂ vlastnosti:

• maÂ konecÏnyÂ pocÏet singulaÂrnõÂch boduÊ a_1, . . . , a_n v hornõÂ polorovineÏ komplexnõÂ roviny

• je analytickaÂ ve vsÏech bodech na reaÂlneÂ ose s vyjõÂmkou boduÊ x_1, . . . , x_m, kde maÂ jednoducheÂ poÂly • lim z → ∞ ℑz ≥ 0 F (z) = 0.

DokazÏte, zÏe ∫_∞ −∞ f(x) d x = 2π i {_n ∑ k=1 res_{ak} f(z) + 1 2 m∑ l=1 res_{xl} f(z) } , kde integraÂl bereme ve smyslu hlavnõÂ hodnoty jak vzhledem k poÂluÊm x_l, l = 1, . . . , m, tak vzhledem k ∞.

PrÏõÂklad 5.15: ∫_∞ 0 x^2 d x (x^2 + a^2)^2 , a > 0 .

PrÏõÂklad 5.16: ∫_∞ 0 d x (x^2 + a^2)(x^2 + b^2) , a, b > 0 . PrÏõÂklad 5.17: ∫_∞ 0 (x^2 + 1) d x x^6 + 1 . PrÏõÂklad 5.18: ∫_∞ 0 cos ax d x x^2 + b^2 , a, b > 0 . PrÏõÂklad 5.19: ∫_∞ 0 x sin ax d x x^2 + b^2 , a, b > 0 . PrÏõÂklad 5.20: ∫_∞ −∞ cos tx d x 1 + x^3 , t ∈ R . PrÏõÂklad 5.21: ∫_∞ 0 sin^2 x d x x^2 . PrÏõÂklad 5.22: ∫_∞ −∞ x sin x d x x^2 − 2x + 10 . PrÏõÂklad 5.23: ∫_∞ 0 sin ax d x x(x^2 + b^2)^2 , a, b > 0 . PrÏõÂklad 5.24: ∫_1 0 ln ( 1 x − x ) d x 1 + x^2 . PrÏõÂklad 5.25: ∫_∞ 0 d x (x + a)(ln^2 x + π^2) , a > 0 .

6 Laplaceova transformace

PrÏõÂklad 6.1: NajdeÏte inverznõÂ Laplaceovu transformaci funkcõÂ 1 z − α , 1 z^n , z z^2 − α^2 , z z^2 + α^2 , kde n ∈ N a α ∈ R. PrÏõÂklad 6.2: VyuzÏitõÂm Laplaceovy transformace rÏesÏte diferenciaÂlnõÂ rovnici y^′ + y = e^{−t} + sin t s pocÏaÂtecÏnõÂ podmõÂnkou y(0_+) = 1.

PrÏõÂklad 6.3: VyuzÏitõÂm Laplaceovy transformace rÏesÏte soustavu diferenciaÂlnõÂch rovnic

x^′ + x + y = f(t) y^′ − 3x + y = 0 , kde f(t) = { 0 pro t < 1 e^{−t} pro t ≥ 1 a pocÏaÂtecÏnõÂmi podmõÂnkami x(0_+) = 0 a y(0_+) = 0.