Priklady na kolokvium z variacniho poctu

1. Soustava harmonickych oscilatoru, jeji symetrie a prechod od této soustavy ke
spojité struné. Tobias Polacek.

Uvazujme soustavu N harmonickych oscilatori: kazdy o hmotnosti m, jez jsou spojeny N
pruzinami o tuhosti &, tak, Ze j-ty oscilator je spojen s (j+ 1)-nim, j € {1,...,N — 1} a N-ty
opét s prvnim (viz obrazek 1).

Obrazek 1: Konfigurace soustavy harmonickych oscilatort

(a) Napiste lagrangian a ucinek pro tuto soustavu oscilatorti a napiste rovnéz prislusné
pohybové rovnice. Vyuzijte maticovy zapis soustavy rovnic,

i = —w?Au, (1)

kde w? = k/m a u je vektor vychylek oscildtort, A je jistd N x N matice. Muzete vyuzit
maticového zapisu i pro potencialni a kinetickou energii soustavy.

(b) Vyreste soustavu rovnic pro N = 3.

(c) Uvazte symetrii soustavy oscilatora vzhledem k otoceni, které presune prvni oscilator
do druhého, j-ty do (j + 1)-nitho a N-ty do prvniho. Tuto symetrii vyjadrete matici S.

(d) Skutecnost, Ze S je symetrii soustavy oscilatorti znamena, Ze je rovnéz symetrii sou-
stavy rovnic (1) a tedy plati, Ze rovnice

Sii = -w?ASu (2)




je stejna jako rovnice (1). Z toho plyne SA = AS. Ovérte to primo.

(e) Matice S a A komutuji, maji proto shodné systémy vlastnich vektori. Naleznéte vlastni
hodnoty a vektory S a tim i vlastni vektory A. Uvédomte si, ze SV = 1y (jednotkova
matice).

(f) Ukazte, zZe vlastni hodnoty A jsou

2mk
Ap=2{1-cos——|. 3
k ( N ) (3)
(g) Provedte prechod N — oo od souctt k integraci pres ihlovou souradnici ¢ pro akci z (a)
a ziskejte tim Lagrangeovu hustotu.
(h) Odvod'te a obecné reste pohybové rovnice pro ziskanou Lagrangeovu hustotu.

(i) Jaky operator v tomto spojitém pripadé odpovida operatoru S a jaky zakon zachovani
mu odpovida?

2. Minimalni plochy v R3. Michal Valentik
Minimalni plocha je plocha s okrajem, jejiz kazdy bod mimo hranici ma okoli, které ma
minimalni moznou plochu vzhledem k dané hranici tohoto okoli.

(a) Zformulujte predchozi zadani jako variac¢ni dlohu pro jisty varia¢ni funkcional pro

funkeci f(x,y), jejiz graf z = f(x,y) popisuje plochu.

(b) Spoctéte Euler—Lagrangeovy rovnice prislusné tomuto funkcionalu a tim i nutnou pod-
minku pro minimalni plochu.

(c) Naleznéte minimalni plochu ve specidlnim pripadé, kdy se jedna o plochu vzniklou
rotaci ktivky kolem jisté osy.

(d) Formulujte a reste tlohu rovnéz pro pripad, kdy je plocha zadana parametricky jako
F:R?—R3.

(e) Dokazte, zZe helikoida (viz obrazek 2) je minimdalni plochou. Parametrické vyjadreni
helikoidy (tj. jeji vlozeni do R?) je ddno

F: R*-R? (4)
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kde a € R je parametr.




Obrazek 2: Zavit helikoidy s parametrem a =1

(f) Ukazte, Ze Euler-Lagrangeovy rovnice z ¢asti (d) jsou ekvivalentni pozadavku, aby
tzv. stfedni krivost H byla nulova. Stredni ktivost je aritmetickym primérem obou
hlavnich ktivosti, tedy

H:%(K1+K2). (6)

O stredni ktivosti se vice dovite na http://en.wikipedia.org/wiki/Mean_
curvature, o hlavnich ktivostech potom na http://en.wikipedia.org/wiki/
Principal_curvature.

3. Hamiltonian z lagrangianu pomoci reSeni variaéniho problému s vazbou. Jan
Rybka

Mé¢jme klasicky varia¢ni problém, tj. hleddme minimum funkcionalu
b
minf L(x,u,u)dx. (7)
U Ja

(a) Ukazte, ze vySe uvedenou minimalizaci (7) lze ekvivalentné popsat jako variacni pro-
blém hledani minima

b
minf L(x,u,v)dx (8)

u,v

doplnéného podminkou u'(x) = v(x).

(b) Tento problém reste metodou Lagrangeovych multiplikatort (viz. http://en.wikipedia.
org/wiki/Lagrange_multiplier) adaptovanou pro variacni pocet. Lagrangetuv




multiplikator oznac¢ime p(x). Hledame tedy
b
minmaxf [L(x,u,v)- pu'—v)] dx. 9)
uv  poJg
(¢) Predchozi vyraz upravte uzitim metody per partes na integrand pu'dx a dale uzijte

Max-min nerovnosti http://en.wikipedia.org/wiki/Max-min_inequality

(d) Pro nové vznikly funkcion4l napiste prvni variaci. (lagrangian nezavisi na u’ ani v’).
Ziskejte p a p’ jako funkce u a v.

(e) Z funkcionalu vyloucete funkce p a p’. Co ziskame?

(f) Vyloucete funkce u a v. Ziskame tzv. dudlni variaéni problém vznikly Legendreovou
transformaci.

(g) Vyloucete v a p’. Ziskdme Hamiltonovu formulaci variaéniho problému.

(h) Predchozi proved'te konkrétné pro lagrangiany prislusné harmonickému oscilatoru a
také pohybu ¢astice v homogennim poli.

(i) Na prikladech z (h) ovérte, ze Legendreova transformace je involutivni (tj. jeji aplikace
dvakrat po sobé je identita).

4. Variacni funkcional pro zobecnénou Poissonovu rovnici. Uvazujte variacni funk-
cional

f (KK (Vu),Vu) - fuldx (10)
Q
pro dostate¢né hladkou funkci
u:R"—R (11)
x— u(x) 12)

na regularni oblasti Q2 ¢ R”. Ve funkcionalu (10) je dale K v kazdém bodé x oblasti Q2 linearni,
symetricky a pozitivni operator, (K je zadano jako n x n matice funkci na Q0), V je gradient,
(-,-) znaci skalarni soucin a f je zadana funkce.

(a) Odvodte Eulerovu—Lagrangeovu rovnici pro vyse uvedeny funkcional (10).
(b) Jakou volbou K a f dostaneme standardni Poissonovu rovnici?

(c) Jaky je fyzikalni vyznam K a f?




(d) Uvazte rovinny problém, tedy n = 2, a polarni souradnice. Dale zvolte K diagonalni a
zavisejici pouze na polarni souradnici r. Napiste a obecné reste Lagrangeovy rovnice
pro tento pripad. Objasnéte zase fyzikalni vyznam rovnice.

(e) Diskutujte jednoznacnost Dirichletovy tdlohy pro rovnici z (a). Dirichletova tloha je
rovnice (a) doplnéna okrajovou podminku u = g na 0.

5. Hmotna kladka a retéz. Amin Nakhlé

Na hmotnou stacionarni kladku ve tvaru bubnu o hmotnosti M a poloméru R je namotan
retéz délky ¢, jehoz délkova jednotka ma hmotnost u. Soustava je umisténa v homogennim
gravitacnim poli. Tieni v ose kladky zanedbejte. Na pocatku je odvinuto délka ¢ retézu a
soustavu uvolnime z klidu.

(a) Napiste Lagrangian pro soustavu téles.
(b) Vyuzijte zakon zachovani k formalni integraci pohybovych rovnic.

(c) Vypoctéte (napr. s pomoci pocitace) ¢asovou zavislost polohy volného konce retézu a
uahlu otoceni kladky na case.

(d) Vypoctéte cas, za ktery se odvine z kladky cely retéz.

6. Tlumené kmity v jedné, dvou a trech dimenzich modelované pomoci soustavy
harmonickych oscilatoru.

7. Variacni pocet a vyhlazovani pomoci metody nejmensich ¢tvercu a kubickych
splajnu. Je zaddna mnozina bodu v kartézské roviné {(x;,y;)}, i € {1,...,N}. Body chceme
prolozit splajn, tak, aby ktivka byla co nejvice hladka. Pouzijte metodu nejmensich ¢tverca
kombinovanou s minimalizaci integralu ¢tverce kiivosti dané krivky.

8. Geodetiky na paraboloidu.

9. Geodetiky na sfére a jejich minimalita, konjugované body, Jacobiho metoda.
Zdenék Pekar

Zjistéte geodetiky na sfére, Jacobiho metodou potom urcete, zda a kdy tyto geodetiky mini-
mem funkcionalu délky. Mozna bude vyhodné minimalizovat odlisny ale ekvivalentni funk-
cional, tzv. akci, ekvivalenci ale je treba dokazat.




10. Ritzova varia¢ni metoda, srovnani s exaktnim reSenim. Samuel Petura
Vyberte funkcional, u néhoz je mozné vypocist exaktné reseni Euler-Lagrangeovych rovnic,
napr. )
ITu] :fo dt(3u®-2u®+atu), w(©0)=0,u(1)=0.
Toto reseni urcete a dokazte, ze se jedna o minimum. Nasledné se pokuste zjistit minimum

funkcionalu Ritzovou variacni metodou. Zvolte vhodnou posloupnost funkci, pro vyse uve-
deny funkcional napt. u, = t"*(1 —t). Obé reSeni porovnejte.




11. Moznost vymysleni a navrzeni vlastni ulohy pro kolokvium, vyzaduje souhlas
zkousSejiciho.




