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Michael Krbek

1. Definice a souvislost s prvocisly. Bud s € C komplexni ¢islo takové,
ze Rs > 1+ 9,6 > 0. Potom pro 0 < a < 1 definujeme Hurwitzovu (-

funkct vztahem
o

(sa)=3 — 1)

n=0 (CL + n)s

Nekonecna tada je pro dana s i a absolutné konvergentni; tato skutecnost je
ziejma napriklad vyuzitim integralniho kritéria konvergence

o] - Bt - [ e - ey <
noa—i-n o (a+n)® — Rs—1 ’

n=0
Riemannova (-funkce je specialnim pfipadem (-funkce Hurwitzovy pro

a=1,((s)=C(s,1).
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Véta 1. Plati ((s) = | | TR kde soucin je pres viechna prvocisla p.
_p S

Dukaz. 7 definice mame

a tedy
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odectenim druhého vyrazu od prvniho mame
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Pro dalsi prvocisla postupujeme obdobné, dostaneme tedy nakonec

1 1 1 111
N PSR N CIE L DO S
( 5)( 3)( 28)«8) TR TCRE TR

a protoze obé strany rovnosti vzdy konverguji, ziskame dokazované tvrzeni.
(Konvergenci nekone¢ného soucdinu vysetfime prevodem na nekoneény soucet
pomoci funkce In, konverguje-li absolutné néjaka posloupnost, konverguje
absolutné i jeji libovolnd podposloupnost.) [ ]

2. Analytické prodlouzZeni. Definovali jsme ((s,a) pro Rs > 1 + 0.
Nyni vyuzijeme metody analytického prodlouzZeni k rozsifeni definiéniho
oboru. Analytickd funkce na souvislé oteviené podmnoziné U C C je urcéena
svymi hodnotami v libovolném otevieném okoli V' C U.

Napied odvodime integralni vzorec pro ((a, s).

Véta 2. ProRs >1+6,0<a <1 plati

((s,a)T(s) = / Sretdr (2)

1—e=®

Dikaz. V dikazu vyuzijeme vlastnosti I'-funkce, predevsim integralni defi-
nice

P(s):/ e "z tdu,
0

ktera rovnéz plati pro Rs > 1+ 4. Substituci ¢ = (n + a)z mame

(a + n)—s/ e—t ts_l dt = / e—(n-‘ra)x ZL's_l dz
0 0

a tedy souctem geometrické rady

C(s)T(s) = i /Oo o~ (nta)z s=1 4.
0

n=0

dostaneme dokazované tvrzeni. [ |
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Véta 3. Plati

s0) = =5 s -1

kde € je libovolnd krivka, kterd ohranicuje oblast obsahujici nezapornou osu
x a neobsahugici poly z = 2win, n € Z \ {0} (viz. Obrdzek ), ve vyrazu
(—2)*~! wvazujeme hlavni hodnotu argumentu.

F(l—s)[g(—z)s‘ e *dz 3)
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/d

Obrazek 1: Integracni kiivka ve Vété

Diikaz. Integra¢ni kiivku mtzeme zdeformovat podle Obrazku 2] ¢imz do-
staneme (€ — 0, p — 00)

(_Z)s—l e 9% » € e—i7r(s—l) 5~ Le—at q¢
—— =+ + ] = — +
& 1—e @ ©s A P 1—e

/w ieselsw eae(cos p+isinp) d © /p ei7r(s—1) 5~ Le—at d¢
€

. 1 — e€(cosp+isingp) 1—et
o /OO ts—l e—at dt
= —2isin7s —_—
0 1—et
Déle je mozno vyuzit vztahu
s
I'(s)I'(1 —s) = )
()T ) sin(7s)

pomoci néhoz ziskame dokazované tvrzeni. [ |
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Obrazek 2: Deformace integracni kiivky v dikazu Véty

Véta 4. Funkci ((s,a) lze analyticky rozsirit na C\ {1}. V bodé s =1 md
((s,a) jednoduchy pol, plati

R_elsg(s, a) = 1.

Diikaz. Integral na pravé strané (3)) dava analytickou funkci, mizeme tedy
analyticky rozsifit (s, a) na vSechny hodnoty s kromé s = 1. Zde je jedno-
duchy pdl, protoze zde mé jednoduchy pdl I'(1 — s). Ostatni pdly I'(1 — s)
v s ={2,3,...} nehraji roli, zde je totiz ((s,a) jiz dobfe definovana pomoci
(. Dale plati

. ((s,a) 1 /e_“zdz e
1 = =R =—1.
sSIT(L—s) 2mi)y e -1 0e:—1

a Res;—o'(1 — s) = —1, z toho dostaneme posledni ¢ast tvrzeni. |

3. Hermiteuv vzorec. Po dokizani pomocného tvrzeni odvodime tzv.
Hermiteiv vzorec, ktery pfimo zapise ((s, a) pro vSechny hodnoty s (kromé
s=1).
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Lemma 5. Necht m,n € Z jsou celd ¢isla, f(z) analytickd funkce, omezend
na pdsu m < Rz < n. Pak

(m)+ fm+1)+-+ f(n—1)+5f(n) =
/f / fn+1y f(n—lgg?;i(lmjﬂy)%—f(m—ly)dy.

(4)

Diikaz. Integracni kiivku Z vybereme podle Obrazku [8l Integrujme po ni
(p — 00) a pomoci reziduové véty ziskdme

o dy+

/ fn+iy) = f(n—iy) — f(m+iy) + f(m —iy)
]e 27r12_

" flx+ip)da "flx—ip)dx
] et —_2mZRes _2m_1

e2m(p—iz) _q " e2m(—p—iz) _

pricemz v bodech m a n, kterymi prochéazi integracni ktivka, je nutno vzit po-
lovinu rezidua. Druhy s¢itanec je v limité nulovy, tfeti je roven — fm" f(z)dz,
vzhledem k analyti¢nosti f(z) je integracni kiivka libovolnd. Po spocteni
rezidui ziskdme dokazované tvrzeni. [ ]

y A

pt--—a— %

m n
4.—0—!—.—‘—>1'

Obrazek 3: Integracni kiivky v dikazu Lemmatu
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Véta 6. Plati

(5)

(o) = e B [ T gy
’ 2 1 — S 0 ezWy —1 ’

Diikaz. Lemma [l aplikujeme na f(z) = (a+2)~*%, kde opét uvazujeme hlavni
hodnotu argumentu, dale vezmeme m = 0, n — oo. Plati

%ﬂﬂx+UD—f@—iw%=—Ka+$f+yﬂﬁsm<5“gaix)'

Vsimnéme si, ze limita lim, , ., predchoziho vyrazu je nula. Celkem dosta-
vame

Zf(n) —3f(0) = /OOO(CL—i- 2) 7 d 2+

N 2/°° (a® + y2)_% sin (satg?) dy
0

ot +0,

z ¢ehoz po integraci ziskame dokazované tvrzeni. [ ]
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