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Je pouzito standardni oznaCeni funkci komplexni proménné
w=w(z) =u(z) +iv(z),

kde z = z +iy atedy u = u(x,y) av = v(z,y), popf. v polarnich
soufadnicich

w = p(z) eie(z)

kde z = re'? atedy p = p(r,p) @ = 0(r, @).

Y
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1. Posloupnosti a rady

Priklad 1.1: Najdéte nasledujici soucty

1+ cosx+cos2x 4+ ...+ cosnx,
sinz +sin3z + ... +sin(2n — 1)z
sinz —sin2z + ...+ (—1)" 'sinnz,
cosa + cos(a+ ) + ...+ cos(a + nf).
Priklad 1.2: Najdéte polomér konvergence fad

[e.9] oo [e.e]

Zcosinz”, Z(n +a"™)2".

n=1 n=1 n=1

Priklad 1.3: Settéte fady

[o¢] z o0
;_ n’ Zl—z” (1 — 2t

Priklad 1.4: VySetfete chovani fady na hranici kruhu konvergence

e} pn

Z%, p € N.

n=1
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2. Funkce komplexni proménné

2.1. Elementarni funkce

Podle definicejelnz = Inr +i¢ + 2wik, kdek € Zalnz = Inr + i¢
je hlavni hodnota.

Priklad 2.1: Urcete

In4, In(-1), Ln(-1), Ini, Lni.

Y

Priklad 2.2: Najdéte chybu v odvozeni (Bernoulliho paradox)
(—2)?> =22, 2In(—2)=2lnz, In(—2)=Inz.

Priklad 2.3: Dokazte nasledujici rovnosti (berou se vdechny hodnoty od-
mocnin):
arccosz = —iln(z + V22 — 1),
arcsinz = —ilni(z + V22 — 1),
142

i
arctgz = —In —.
2 i—z
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2.2. Komplexni funkce realné a komplexni proménné

Priklad 2.4: UrcCete kfivky dané rovnicemi

A= —00 <t <00,
z=t+%, o0 <t<0,
z:ia—l—at—ibe_it, 0<t<2r, a>0, b>0.

Priklad 2.5: Pro funkci w = 1/z najdéte obrazy a vzory kfivek = = C,
y=Calz| = R.
Priklad 2.6: UrCete obraz jednotkové kruznice |z| = 1 zobrazenim

z

1 —22
Priklad 2.7: Jsou funkce
1 1
1—2" 1422

Spojité (resp. stejnomérné spojité) uvnitf jednotkového kruhu |z| < 17?2

2.3. Regularni a harmonické funkce

Priklad 2.8: NiZzejezadanarea nacast analytickefunkce. Pouzijte Cauchy—
Riemannovy podminky a urcete tvar komplexni funkce.
T

T2+ 42’

—Z

sinzcoshy, In(z?+9?) — 2%+ 92, e’ cosay
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Priklad 2.9: Ukazte existenci analytické funkce jejiz modul p nebo argu-
ment 6 je zadan nize ((r, ) jsou polarni souradnice).

p=("+yh)e", p=e" =¥ f=ay, O=¢+rsing.

Priklad 2.10: Ukazte, zerednaaimaginarni cast analytickéfunkce spliuje
Laplaceovu rovnici. Ukazte, Ze realna Cast tzv. Zukovského funkce

(-)

je elektrostati ckym potencia em uzemnéného vodivého nekonecného vélce
0 poloméru a se stfedem v pocatku soufadnic, ktery je umistén ve vngsim
homogennim elektrickém poli o intenzité £ orientované v kladnem sméru
osy x.

Michael Krbek
WWW
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3. Taylorova fada, Cauchylv vzorec, vypocty
integrald
Priklad 3.1: UrCete Taylorovu fadu v bodé 0 a polomér konvergence
nasledujicich funkci:

sin? 2 ? sinw

dw.

, In(22—-32+2), /
0

Priklad 3.2: Dokazte, Ze koeficienty ¢, rozvoje

o0

1
7o

n=0

22 w

splnuji pron > 2 vztahy ¢,, = ¢,_1 + ¢,_2 (tzv. Fibonacciho ¢ida).
Priklad 3.3: Ovéfte, zefunkce f(z) = Ln z (hlavni hodnota) je holomorfni
pro Rz > 0 alzeji tam vyjadrit jako

“dw

1w

Inz =

Priklad 3.4: Viypoctéte
z
—dz,
cZ*
kde kfivka C je dana jako kladné orientovana hranice oblasti, ktera je
dana priinikem horni poloroviny Gaussovy roviny a mezikruzi s vnitfnim
polomérem r, vn&Sim polomérem R a stfedem v pocatku soufadnicového Michael Krbek
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Priklad 3.5: Vypoctéte integral
eZ
—d
/c W=+2)
kde uzaviena kfivka C je kladné orientovana jednotkova kruznice.

Priklad 3.6: Necht n, k € N ar > 0. Pro kfivku

ot rett pro 0<t<2nrm
R .
T(1+e ') pro 2nr <t <2(n+k)r

vypocitejte index bodu indc /2.
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4.

4.1.

4.2.

Klasifikace singularit, Laurentova rada

Klasifikace singularit
Priklad 4.1: Klasifikujte singularity nasledujicich funkci z:

) 22 -1 1 Tz
, cos :
22 —224+2—-1 22 -1 z+1

o us
2% sin cotg 2

€ )

A
z+1’
Laurentova fada

V nésledujicich prikladech rozvinite funkci f(z) do Laurentovy fady se
stfedem v bodé z:

Priklad 4.2: 02 6.9
&= e 5e+y *~0
Priklad 4.3: ]
f6) = oy =i
Priklad 4.4:
f(z) = ok’ keN, 2z=0
Priklad 4.5:
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Priklad 4.6:

Priklad 4.7:
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5. Reziduova véta a jeji dusledky, vypocty in-
tegrall

Priklad 5.1: Najdéte poly nasledujicich funkci a spoCtéte reziduum v kaz-

dém polu:
z+1 e * sin? 2

, , cotgz.

22 P 28

V nasledujicich prikladech spoctéte integraly

/ dz
=2 (2 = 3)(2° = 1)

kde po kFivce obihame jednou v kladném smyslu.

Priklad 5.2

Priklad 5.3:
1 dz

21 Jo V22 ¥ 241"

kde C je kruznice |z| = r obihan&jednou v kladném sméru.

Priklad 5.4

1 / dz
21l Jo (24 4+ 1)V22 +1°
kdeC jeparabolay? = z v komplexni roving, kteraje prochazenave sméru
rostouciho .
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V nasledujicich pfikladech spoctéte urCité integraly. Jedn&li se o integré
nevlastni a divergujici, urCete jeho hlavni hodnotu (pokud tato existuje).

Priklad 5.5:
/271' dt
, a>1.
o a-+cost
Priklad 5.6:
/°° rxdx
oo (22 + 42+ 13)%°
Priklad 5.7: o g
T
N
/0 @+ S
Priklad 5.8: o g
/ L , >2, neN
o l4z"
Priklad 5.9: i
/ cotg(z —a)dx,
0
kdea = a +if.
Priklad 5.10:

/27r dz
o 1—2pcosz+p?’

kde0 < p < 1.
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Priklad 5.11:

/°° sinzdz
oo (B2 +4)(z - 1) '
Priklad 5.12: Spoctéte

/xp_lcosaxdx, a>0, 0<p<l1
0

/:Ep_lsinaa:da:, a>0, —-1l<p<l.
0

Pomiicka: Integrujte [, 27! e™**d z, kde C je uzaviena kfivka v prvnim
kvadrantu komplexni roviny ohranicena kruznicemi o polomérech » — 0
aR — oo.

Priklad 5.13:
/°° Inzdzx
—— a>0.
0

x2+a?’

Priklad 5.14: Necht f(z) = ¢'™* F(z), kde m > 0 afunkce F(z) necht
ma nasledujici vlastnosti:

e ma konecny pocet singularnich bodli a4, . . ., a,, v horni poloroving
komplexni roviny

e jeanalyticka ve viech bodech narealné ose s vyjimkou bodd
x1,..., Ty, kKde majednoduché poly

Michael Krbek
WWW
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e lim F(z)=0.

z — 00
Sz >0
Dokazte, ze
o0} n 1 m
/ f(x)dx:27ri{2resakf(z)+§Zresxlf(z)},
- k=1 =1

kde integral bereme ve smyslu hlavni hodnoty jak vzhledem k poltim x;,
l=1,...,m,tak vzhledem k cc.

Priklad 5.15:
®©  z2dzx
Priklad 5.16:
& dzx
b .
/O Era)@rr) “070
Priklad 5.17:
/°° (#2+1)d=x
0 A
Priklad 5.18:

> cosardx
/(; w, CL,b>O.
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Priklad 5.19:
* zsinardz
/ — ., a,b>0.
0

2 4+ b2
Priklad 5.20:
/°° costxdzx LER
oo 1@ '
Priklad 5.21:
/°° sin?zdz
0 2 ‘

Priklad 5.22:

< sinardz
; m, CL,b>0.

/1 (1 ) dz
ln - — X | —.
0 75 1+ 22

/00 do a>0
o (z+a)(In’z 4+ 72)’ '

/°° rsinzdx
0 T2—2x+10"

Priklad 5.23:

Priklad 5.24:

Priklad 5.25:
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6. Laplaceova transformace

Priklad 6.1: Najdéte inverzni Laplaceovu transformaci funkci

1 1 z z
2_a2’ 2242’

bl
z—a @ 2"

kden € Naa € R.

Priklad 6.2: Vyuzitim Laplaceovy transformace feSte diferenciani rovnici
Yy +y=e"+sint

s pocatetni podminkou y(0,) = 1.

Priklad 6.3: Vyuzitim Laplaceovy transformace feste soustavu diferenci-
alnich rovnic

¥+r+y = f(t)
y—3x+y =0,

_J 0 prot<l1
f(t)_{ et prot>1

apocatetnimi podminkami z(0,) = 0 ay(0) = 0.
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