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Přı́klady z komplexnı́ analýzy
Michael Krbek

4. ledna 2002

Je použito standardnı́ označenı́ funkcı́ komplexnı́ proměnné

w = w(z) = u(z) + i v(z) ,

kde z = x + i y a tedy u = u(x, y) a v = v(x, y), popř. v polárnı́ch
souřadnicı́ch

w = ρ(z) ei θ(z) ,

kde z = r eiϕ a tedy ρ = ρ(r, ϕ) a θ = θ(r, ϕ).
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1. Posloupnosti a řady

Přı́klad 1.1: Najděte následujı́cı́ součty

1 + cos x+ cos 2x+ . . .+ cosnx ,

sin x+ sin 3x+ . . .+ sin(2n− 1)x ,

sin x− sin 2x+ . . .+ (−1)n−1 sinnx ,

cosα + cos(α + β) + . . . + cos(α + nβ) .

Přı́klad 1.2: Najděte poloměr konvergence řad

∞∑
n=1

n!
nn

zn ,
∞∑

n=1

cos in zn ,
∞∑

n=1

(n+ an)zn .

Přı́klad 1.3: Sečtěte řady

∞∑
n=1

(−1)n zn

n
,

∞∑
n=1

zn

(1− zn)(1− zn+1)
.

Přı́klad 1.4: Vyšetřete chovánı́ řady na hranici kruhu konvergence

∞∑
n=1

zpn

n
, p ∈ N .

mailto:krbek@physics.muni.cz
http://www.physics.muni.cz/~krbek/


F
K

P

Michael Krbek
WWW

2. Funkce komplexnı́ proměnné

2.1. Elementárnı́ funkce

Podle definice je ln z = ln r + iφ + 2π i k, kde k ∈ Z a Ln z = ln r + iφ
je hlavnı́ hodnota.

Přı́klad 2.1: Určete

ln 4 , ln(−1) , Ln(−1) , ln i , Ln i .

Přı́klad 2.2: Najděte chybu v odvozenı́ (Bernoulliho paradox)

(−z)2 = z2 , 2 ln(−z) = 2 ln z , ln(−z) = ln z .

Přı́klad 2.3: Dokažte následujı́cı́ rovnosti (berou se všechny hodnoty od-
mocnin):

arccos z = − i ln(z +
√

z2 − 1) ,
arc sin z = − i ln i(z +

√
z2 − 1) ,

arc tg z =
i
2
ln
i+z

i−z
.
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2.2. Komplexnı́ funkce reálné a komplexnı́ proměnné

Přı́klad 2.4: Určete křivky dané rovnicemi

z = t+ i t2 , −∞ < t < ∞ ,

z = t+
i
t
, −∞ < t < 0 ,

z = i a+ at− ib e− i t , 0 ≤ t ≤ 2π , a > 0 , b > 0 .

Přı́klad 2.5: Pro funkci w = 1/z najděte obrazy a vzory křivek x = C,
y = C a |z| = R.

Přı́klad 2.6: Určete obraz jednotkové kružnice |z| = 1 zobrazenı́m

w =
z

1− z2
.

Přı́klad 2.7: Jsou funkce
1
1− z

,
1

1 + z2

spojité (resp. stejnoměrně spojité) uvnitř jednotkového kruhu |z| < 1?

2.3. Regulárnı́ a harmonické funkce

Přı́klad 2.8: Nı́že je zadána reálná část analytické funkce. Použijte Cauchy–
Riemannovy podmı́nky a určete tvar komplexnı́ funkce.

sin x cosh y , ln(x2 + y2)− x2 + y2 , ey
2−x2 cosxy ,

x

x2 + y2
.
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Přı́klad 2.9: Ukažte existenci analytické funkce jejı́ž modul ρ nebo argu-
ment θ je zadán nı́že ((r, ϕ) jsou polárnı́ souřadnice).

ρ = (x2 + y2) ex , ρ = er
2 cos 2ϕ , θ = xy , θ = ϕ+ r sinφ .

Přı́klad 2.10: Ukažte, že reálná a imaginárnı́ část analytické funkce splňuje
Laplaceovu rovnici. Ukažte, že reálná část tzv. Žukovského funkce

−E

(
z − a2

z

)
je elektrostatickým potenciálem uzemněného vodivého nekonečného válce
o poloměru a se středem v počátku souřadnic, který je umı́stěn ve vnějšı́m
homogennı́m elektrickém poli o intenzitě E orientované v kladném směru
osy x.
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3. Taylorova řada, Cauchyův vzorec, výpočty
integrálů

Přı́klad 3.1: Určete Taylorovu řadu v bodě 0 a poloměr konvergence
následujı́cı́ch funkcı́:

sin2 z
z2

, ln(z2 − 3z + 2) ,
∫ z

0

sinw

w
dw .

Přı́klad 3.2: Dokažte, že koeficienty cn rozvoje

1
1− z − z2

=
∞∑

n=0

cnz
n

splňujı́ pro n ≥ 2 vztahy cn = cn−1 + cn−2 (tzv. Fibonacciho čı́sla).

Přı́klad 3.3: Ověřte, že funkce f(z) = Ln z (hlavnı́ hodnota) je holomorfnı́
pro <z > 0 a lze ji tam vyjádřit jako

Ln z =
∫ z

1

dw

w
.

Přı́klad 3.4: Vypočtěte ∫
C

z

z∗
dz ,

kde křivka C je dána jako kladně orientovaná hranice oblasti, která je
dána průnikem hornı́ poloroviny Gaussovy roviny a mezikružı́ s vnitřnı́m
poloměrem r, vnějšı́m poloměrem R a středem v počátku souřadnicového
systému.
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Přı́klad 3.5: Vypočtěte integrál∫
C

ez

z(z + 2)
d z ,

kde uzavřená křivka C je kladně orientovaná jednotková kružnice.

Přı́klad 3.6: Necht’n, k ∈ N a r > 0. Pro křivku

C : t 7→

{
r ei t pro 0 ≤ t ≤ 2nπ
r
2

(
1 + e− i t

)
pro 2nπ ≤ t ≤ 2(n+ k)π

vypočı́tejte index bodu indC r/2.
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4. Klasifikace singularit, Laurentova řada

4.1. Klasifikace singularit

Přı́klad 4.1: Klasifikujte singularity následujı́cı́ch funkcı́ z:

z2 sin
z

z + 1
, ecotg

π
z ,

z2 − 1
z3 − z2 + z − 1

,
1

z2 − 1
cos

πz

z + 1
.

4.2. Laurentova řada

V následujı́cı́ch přı́kladech rozviňte funkci f(z) do Laurentovy řady se
středem v bodě z0:

Přı́klad 4.2:

f(z) =
2z2 − 6z − 2 i
z(z − i)(z + 2)

, z0 = 0 .

Přı́klad 4.3:
f(z) =

1
z(z − 1)

, z0 = i .

Přı́klad 4.4:

f(z) =
1

(z − a)k
, k ∈ N , z0 = 0 .

Přı́klad 4.5:
f(z) = z2 e

1
z , z0 = 0 .
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Přı́klad 4.6:
f(z) =

z

(z − 1)(z − 2)2
, z0 = 1 .

Přı́klad 4.7:

f(z) = Ln

(
z − a

z − b

)
, z0 = 0 .
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5. Reziduová věta a jejı́ důsledky, výpočty in-
tegrálů

Přı́klad 5.1: Najděte póly následujı́cı́ch funkcı́ a spočtěte reziduum v kaž-
dém pólu:

z + 1
z2

,
e−z

z4
,
sin2 z

z6
, cotg z .

V následujı́cı́ch přı́kladech spočtěte integrály

Přı́klad 5.2: ∫
|z|=2

d z

(z − 3)(z5 − 1)
,

kde po křivce obı́háme jednou v kladném smyslu.

Přı́klad 5.3:
1
2π i

∫
C

d z√
z2 + z + 1

,

kde C je kružnice |z| = r obı́haná jednou v kladném směru.

Přı́klad 5.4:
1
2π i

∫
C

d z

(z4 + 1)
√

z2 + 1
,

kde C je parabola y2 = x v komplexnı́ rovině, která je procházena ve směru
rostoucı́ho y.
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V následujı́cı́ch přı́kladech spočtěte určité integrály. Jedná-li se o integrál
nevlastnı́ a divergujı́cı́, určete jeho hlavnı́ hodnotu (pokud tato existuje).

Přı́klad 5.5: ∫ 2π

0

d t

a+ cos t
, a > 1 .

Přı́klad 5.6: ∫ ∞

−∞

x dx

(x2 + 4x+ 13)2
.

Přı́klad 5.7: ∫ ∞

0

dx

(x2 + 1)n
, n ∈ N .

Přı́klad 5.8: ∫ ∞

0

dx

1 + xn
, n ≥ 2 , n ∈ N .

Přı́klad 5.9: ∫ π

0
cotg(x− a) d x ,

kde a = α+ i β.

Přı́klad 5.10: ∫ 2π

0

dx

1− 2p cosx+ p2
,

kde 0 < p < 1.
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Přı́klad 5.11: ∫ ∞

−∞

sin x dx

(x2 + 4)(x− 1)
.

Přı́klad 5.12: Spočtěte∫ ∞

0
xp−1 cos ax dx , a > 0 , 0 < p < 1

a ∫ ∞

0
xp−1 sin ax dx , a > 0 , −1 < p < 1 .

Pomůcka: Integrujte
∫
C zp−1 e−az d z, kde C je uzavřená křivka v prvnı́m

kvadrantu komplexnı́ roviny ohraničená kružnicemi o poloměrech r → 0
a R →∞.

Přı́klad 5.13: ∫ ∞

0

lnx dx

x2 + a2
, a > 0 .

Přı́klad 5.14: Necht’f(z) = eimz F (z), kde m > 0 a funkce F (z) necht’
má následujı́cı́ vlastnosti:

• má konečný počet singulárnı́ch bodů a1, . . . , an v hornı́ polorovině
komplexnı́ roviny

• je analytická ve všech bodech na reálné ose s vyjı́mkou bodů
x1, . . . , xm, kde má jednoduché póly
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• lim
z →∞
=z ≥ 0

F (z) = 0.

Dokažte, že∫ ∞

−∞
f(x) d x = 2π i

{
n∑

k=1

resak
f(z) +

1
2

m∑
l=1

resxl
f(z)

}
,

kde integrál bereme ve smyslu hlavnı́ hodnoty jak vzhledem k pólům xl,
l = 1, . . . ,m, tak vzhledem k ∞.

Přı́klad 5.15: ∫ ∞

0

x2 dx

(x2 + a2)2
, a > 0 .

Přı́klad 5.16: ∫ ∞

0

dx

(x2 + a2)(x2 + b2)
, a, b > 0 .

Přı́klad 5.17: ∫ ∞

0

(x2 + 1) dx

x6 + 1
.

Přı́klad 5.18: ∫ ∞

0

cos ax dx

x2 + b2
, a, b > 0 .
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Přı́klad 5.19: ∫ ∞

0

x sin ax dx

x2 + b2
, a, b > 0 .

Přı́klad 5.20: ∫ ∞

−∞

cos tx dx

1 + x3
, t ∈ R .

Přı́klad 5.21: ∫ ∞

0

sin2 x dx

x2
.

Přı́klad 5.22: ∫ ∞

−∞

x sinx dx

x2 − 2x+ 10
.

Přı́klad 5.23: ∫ ∞

0

sin ax dx

x(x2 + b2)2
, a, b > 0 .

Přı́klad 5.24: ∫ 1

0
ln

(
1
x
− x

)
dx

1 + x2
.

Přı́klad 5.25: ∫ ∞

0

dx

(x+ a)(ln2 x+ π2)
, a > 0 .
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6. Laplaceova transformace

Přı́klad 6.1: Najděte inverznı́ Laplaceovu transformaci funkcı́

1
z − α

,
1
zn

,
z

z2 − α2
,

z

z2 + α2
,

kde n ∈ N a α ∈ R.

Přı́klad 6.2: Využitı́m Laplaceovy transformace řešte diferenciálnı́ rovnici

y′ + y = e−t+sin t

s počátečnı́ podmı́nkou y(0+) = 1.

Přı́klad 6.3: Využitı́m Laplaceovy transformace řešte soustavu diferenci-
álnı́ch rovnic

x′ + x+ y = f(t)

y′ − 3x+ y = 0 ,

kde

f(t) =

{
0 pro t < 1
e−t pro t ≥ 1

a počátečnı́mi podmı́nkami x(0+) = 0 a y(0+) = 0.
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