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1. Piednaska: Uvod

PN

5

1.1. U¥edni zalezitosti. Predmét je hodnocen 4 kredity, podle SZR by tedy jeho studiu pra-
meérny student mél vénovat 4 x 25 = 100 hodin svého casu. Kazdy student vypracuje béhem
semestru domaci ulohu a zucastni se podle svych moznosti cviceni i prednasek. V pribéhu
semestru bude kazdému studentovi zadana stredné slozita uloha z varia¢niho poctu. Zadani
probéhne i na zakladé preferenci studentil a zadani tlohy musi odsouhlasit prednasejici
nebo cviéici. Kolokvium probéhne formou rozpravy nad pisemnym feSenim zadané dlohy.

1.2. Obsah. Jarni semestr 2025 ma 13 tydna, kazdé kapitole skript odpovida zhruba jedna
prednaska s tim, Ze posledni tydny lze vénovat bud predvedeni zadanych tloh, nebo dalsim
témattm.

1.3. Pouzita literatura.

— Calculus of variations, Gelfand I.M., Fomin S.V.

— A first course in the calculus of variations, Mark Kot

— Calculus of Variations, Filip Rindler

— Calculus of Variations, Jurgen Jost, Xianqing Li-Jost

— Calculus of Variations, Lev D. Elsgolc

— Calculus of Variations 1., II., Mariano Giaquinta, Stefan Hildebrandt
— Calculus of Variations with Applications, George M. Ewing

— Classical Mechanics With Calculus of Variations and Optimal Control: An Intuitive
Introduction, Mark Levi

— Introduction to the Calculus of Variations, Hans Sagan
— The Hamilton-Jacobi theory in the calculus of variations, Hanno Rund
— The Differential Geometry of Finsler Spaces, Hanno Rund

— Vorlesungen iiber Variationsrechnung, O. Bolza
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1.4 Prehled

— Methoden der Mathematischen Physik, Band 1 und Band 2, R. Courant, D. Hilbert

— Lehrbuch der Theoretischen Physik, Vol. 1: Mechanik, L. D. Landau and E. M. Lifschitz

— The Parsimonious Universe Shape and Form in the Natural World, Stefan Hilde-
brandt, Anthony Tromba

1.4. Prehled. Struc¢ny prehled dualezitych oblasti varia¢niho poctu je uveden zde https:
//en.wikipedia.org/wiki/Calculus_of_variations.

1662
1687
1690
1696
1705
1733
1755
1756
1786
1835
1837
1872
1887
1890
1900
1912
1918
1918
1918
1922
1934
1936
1942
1953
1956

Pierre de Fermat

Isaac Newton
Christiaan Huygens
Johann Bernoulli
Gottfried Leibniz
Leonhard Euler
Joseph-Louis Lagrange
Leonhard Euler
Adrien-Marie Legendre
William Hamilton

Carl Gustav Jacobi
Felix Klein

Karl Weierstrass
Sophus Lie

David Hilbert
Constantin Caratheodoéry
Paul Finsler

Emmy Noether

Henri Lebesgue
Jacques Hadamard
Marston Morse

Jesse Douglas

Richard Feynman
Richard Bellmann

Lev Pontrjagin

Princip Siteni svétla
Optimalni profil télesa

Traité de la lumiére

Uloha o brachistochroné
Princip nejmensiho ucéinku
Prvni uceleny text

Analyticka metoda

Elementa Calculi Variationum
Postacujici podminky

Varying action

Konjugované body

Grupy a geometrie
Vorlesungengen tuiber die Variationsrechnung
Infinitezimalni symetrie

19., 20. a 23. problém
Souvislost s PDE 1. radu
Parametrické problémy
Symetrie a zakony zachovani
Integral a mira

Evolu¢ni dlohy

Globalni aspekty

Prvni Fieldsova medaile

The Principle of Least Action in QM
Dynamické programovani
Optimalni kontrola

1.5. Fyzikalni priklad. Pii psani prvni ¢asti téchto skript jsem shodou okolnosti sedél pod
timto ramem.
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1.5 Fyzikdlni priklad

Idealizovany retéz, ktery ma danou délku ¢ a hmotnost m, ma konstantni hustotu. Visi ve
svislé roviné xy v gravitacnim poli Zemé, které budeme povazovat za homogenni, tihové
zrychleni necht je g. Retéz zaujme takovy tvar, aby gravitacni potencidlni energie soustavy
Zemé-retéz meéla minimalni moznou hodnotu. Predpokladejme, ze tvar retézu je mozno vy-
jadrit grafem jisté funkce y = y(x). Souradnice jednoho upevnéného konce retézu oznacime
(a,A), souradnice druhého upevnéného konce (b,B). Délka malého kousku retézu, jehoz x-
ova souradnice nabyva hodnot v intervalu (x,x + dx) je z Pythagorovy véty

\/dx2 +dy2.
Délka celého retézu tedy potom je

b 2
o= [ (B e
a dx

Hmotnost pavodniho malého kousku retézu je tedy

m dy(x)\?

a jeho gravitac¢ni potencialni energie je

mg dy(x) 2
Ty(x) 1+( I ) dx.

Celkova gravitaéni potencialni energie U tedy zavisi na funkénim predpisu y = y(x) a je dana

integralem
b 2
U[y]:m—gf y(x) 1+(dy(x)) dx.
? Ja dx
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1.6 Lokdlni funkciondly

Hledana funkce x — y(x) je minimem tohoto vyrazu, pricemz musi platit, Ze délka retézu je
nemeénna.

Vyse formulovana dloha je typickou tlohou ve variacnim poctu, kterému se budeme vénovat
v této a dalSich prednaskach. Tvar retézu se pokusil uhodnout Galileo Galilei (hadal, Ze se
jedna o parabolu). Odvozeni tvaru retézu provedli samostatné Johann Bernoulli, Leibniz a
Huygens v roce 1691 poté, co je k tomu vyzval Jakob Bernoulli.

1.6. Lokalni funkcionaly. Zobrazeni, které funkci, jejimu grafu popt. parametrizované
ktivce prirazuje realné nebo komplexni ¢islo, fikame funkcional. Dalo by se tedy rict, Ze
se jedna o funkci, jejimz argumentem je opét funkce. Tento koncept neni dilezity jenom
v matematice a prirodnich védach obecné, ale napt. také v programovani (viz. https://en.
wikipedia.org/wiki/Functional_programming). Ve varia¢énim poctu nas budou zajimat
pouze tzv. lokalni funkciondly, tedy takové, pro které je jejich vyjadreni pro jednotlivé casti
grafu funkce pripadné casti parametrizované krivky dano souctem vyjadreni pro jednotlivé
casti. Takové funkcionaly jsou vyjadieny pomoci integralu. Uved'me si priklady funkcionalt:

Priklad 1 (Funkcionaly). V tomto prikladu si uvedeme nékteré, povétsinou lokalni, funkcio-
naly.

(a) Uvazme vSechny rektiﬁkovatelmﬂ krivky v roviné. S kazdou ktivkou je spojeno realné
cislo, jeji délka. Délka kiivky je tedy lokalnim funkcionalem.

(b) Predstavme si, ze krivka (napr. v roviné) je tvorena tenkym homogennim dratem. Po-
tom souradnice stfedu hmotnosti jsou funkcionaly, které ovsem nejsou lokalni! Sourad-
nice stfedu hmotnosti kiivky jsou totiz podilem dvou lokalnich funkcionald a takovy
podil obecné nedava lokalni funkcional.

(¢) Uvazme dva dané body (napr. v roviné) A, B a vSechny krivky, které je spojuji. Pred-
pokladejme, Ze bodova castice se miiZze pohybovat podél kazdé z téchto krivek tak, zZe
velikost jeji rychlosti je v(x,y) (smér rychlosti je dan tecnou ke kfivce) v bodé o sourad-
nicich (x,y). Dostavame lokalni funkcional, ktery kazdé krivce priradi cas, za ktery se
Castice, ktera se po takové krivce pohybuje, dostane z bodu A do bodu B.

(d) Bud x: t — x(¢) spojité diferencovatelna funkce na intervalu [a, b]. Potom klasicky uci-
nek pro c¢astici na primce

b 2
1= | dt[%m(dz(tt)) U ()

je lokalnim funkcionalem.

IK¥ivku aproximujeme stéle piesnéji lomenymi éarami. Pokud ma kazda takova posloupnost souétt délek
usecek tvoricich aproximace limitu, nazyvame takovou kiivku rektifikovatelnou.
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1.6 Lokdlni funkciondly

(e) Obecnéji uvazme libovolnou funkei y: x — y(x) a spojitou funkei t¥i proménnych L(x, y, z).
Potom

b d
I[y]:f de(x,y(x), ﬁ;x)),

kde y(x) je libovolna spojité diferencovatelna funkce na [a, b], je lokalni funkcional.

V dalsim budeme chtit zkoumat chovani takovych lokalnich funkcionalt, protoze tyto se
casto vyskytuji v prirodnich i jinych védach.

Historicky prvnim varia¢nim problémem je starovéky Didonin problém, téZ nazyvany izo-
perimetricky problém. Prvni konkrétni varia¢ni problémy byly feSeny vyznamnymi mate-
matiky koncem 17. stoleti. Jedna se napriklad o problém nalezeni profilu projektilu, ktery
pri pohybu klade nejmensi odpor (feseno Newtonem) a problém o brachistochroné (problém
poloZeny a vyreSeny Johannem Bernoullim a vyreseny Jacobem Bernoullim, Leibnizem, von
Tschirnhausem, 'Hopitalem a jednim anonymem — Newtonem). Obecné metody reseni tako-
vych problému vznikaly az v 18. stoleti. Uvedeme si typické priklady takovych tloh:
Priklad 2 (Variacni problémy). V tomto prikladu zminime nékteré z prvnich variacnich pro-
blém1.

(a) Naleznéte krivku, ktera spojuje dva body A a B v roviné nejkratsi moznou spojnici, tj.
naleznéte takovou funkeci y: x — y(x), Ze funkcional

b 2
ti1= [ a1 (22

nabyva svého minima. Ukazuje se, Ze resenim je usecka spojujici body A a B.

(b) Budte A a B dva pevné body ve svislé roviné. Cas, za ktery hmotny bod bez treni
sklouzne z bodu A do bodu B vlivem homogenniho gravita¢niho pole ale bez uvazeni
treni je lokalni funkcional a prislu§sna minimalizujici kiivka, tzv. brachistochrona, je
casti cykloidy.

(c) Izoperimetricky problém v roviné. Mezi v§emi rovinnymi kiivkami predepsané délky
naleznéte krivku, ktera ohranicuje nejvétsi moznou plochu. Hledanou minimalizujici
krivkou je kruznice.

(d) Odpor prostredi pii dostatecné pomalém pohybu télesa je primo imérny kvadratu ve-
likosti rychlosti. Naleznéte tvar profilu rotacné symetrického télesa (kolem vodorovné
osy x), které se pohybuje ve sméru osy x. Vypoctéte (az na kladny faktor) ubytek odporu
oproti télesu, které ma tvar valce, jehoZ osou je osa x:

b

5
dx(y)
1+ (—dy )




1.7 Eulerova metoda

1.7. Eulerova metoda. Leonhard Euler v prvni poloviné 18. stoleti popsal prvni obecnou
metodu reSeni variacnich problémi. Tato metoda ukazuje, jak 1ze za urcitych okolnosti pie-
vést variacni problémy na problémy hledani stacionarnich bodt a extrému funkce n promén-
nych. Uvazme funkcional

dy(x)
dx

b
I[y]:f de(x,y(x), ), y(a)=A,y(b)=B, (1)

kde L(x,y,z) je spojité diferencovatelna funkce tfi proménnych.

a a+h a+2h a+3h a+4h b a a+kh b

Rozdéleni na n + 1 =5 dilka Rozdéleni na n +1 =10 dilka

Interval [a,b] rozdélime na (n + 1) stejné dlouhych podintervali délky A = (b —a)/(n + 1).
Okrajové body podintervali oznacime xg = a, x =a+kh, x,,1 = b. Integral nahradime napr.
levym Riemannovym souctem a derivaci kone¢nou doprednou diferenci. Hodnoty y(xg) = A
a y(x,+1) = B jsou dané, hodnoty y(x;) = y;, i € {1,...,n} nejsou predem urceny. Dostaneme
aproximaci funkcionalu 7

YE+1 _yk)

n
Ln(y1,e9) = Y AL (a+kh,yp, =
k_

=0
jako funkci n proménnych, na kterou mizeme pouzit analytické metody znamé pro zkou-
mani funkci vice proménnych. Napr. stacionarni body I, ziskdme jak znamo tak, Ze polozime
0l,/0y, =0 pro k€ {l,...,n}. Pocitejme

oI, & |[OL(a+kh,y,,¥5=2%) OL (a+kh,y;, 29-2%) 1
0=-"=%h 8o+ =
dye Iz;) 3y ke Py 5, G+ 1
OL (a +kh, yp, 2572 1
- —Ore| =
0z h
OL(a+Ch,y,,*3=2) OL(a+(0—Dh,y,1,*5L) OL(a+lh,y,,*5)
= =+ —
oy hoz hoz
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1.7 Eulerova metoda

Posledni dva scitance v hranaté zavorce se daji napsat jako zpétna diference v bodé y, a
dostaneme

101, OL(a+/lh,ye,®5) 1

10l _ 1 oL (a +€h,yg,—y”}l_y") ~ OL (a+ (¢ -1, yr-1, y”_,f[’l)
h 0y, oy

0z 0z ’

coZ po provedeni limitniho prechodu dd podminku pro existenci stacionarniho bodu platnou
za predpokladu, Ze vSechny potiebné limity existuji a funkce L je spojité diferencovatelna.

d d
oL (x,y,é) d | oL (x,y,d—i') ‘
—_— | ———=| =0. (Euler-Lagrangeova rovnice)

o0y dx 0z
Pozndmka 1. Eulerova metoda, také nazyvana metoda konecnych diferenci, prevede tedy
dany variac¢ni problém na problém hledani stacionarniho bodu funkce n proménnych, pokud
tedy interval [a,b] rozdélime na n + 1 podintervali. Pro fungovani této metody neni prilis
podstatné, Ze vSechny podintervaly maji stejnou délku. Pouze to zjednodusuje zapis a odvo-
zeni. Tuto metodu lze dobte zobecnit pro vétsi pocet zavislych i nezavislych proménnych.
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2. Prednaska: Izoperimetricky problém

%

2.1. Zakladni pojmy. Izoperimetricky problém je slovné zadan nasledovné: najdéte kiivku
v roviné, ktera pri dané délce ohranicuje co mozna nejvétsi plochu. Toto zadani neni uplné
presné; neni uplné jasné, co se rozumi pojmy krivka, délka krivky, ohranicuje, atd.

Definice 1 (Jednoduchd uzaviena kiivka). Rovinnd kiivka c: [a,b]— R? se nazyva jednodu-
chd, je-li ¢ injektivni, tj. plati-li c(s) =c(¢) proa <s<b, a <t <b, pak s =t. Rovinna krivka ¢
se nazyva uzavrend, plati-li c(a) = c(b).

Priklad 3 (Jednoduchost a uzavienost krivky). Uvedeme nékolik prikladua tykajicich se uza-
vienosti, resp. jednoduchosti krivky. Dalsi priklady se daji ziskat napr. restrikci, ¢i naopak
roz§irenim defini¢niho oboru.

(a) Primka c: t— (t,t), t € R je jednoduchd, ale neni uzavrena.
(b) Elipsa c: t— (2cost,sint), t € [0,27] je jednoducha a uzaviena.

(¢) Hypotrochoida
2t . .2t
c:t— 2c0st+4cosg,2smt—4s1n§ , tel0,6n]

neni jednoduch4, ale je uzavrena.

N AR

Primka Elipsa Hypotrochoida
Definice 2 (Délka kiivky, rektifikovatelnost). Délkou kiivky c: [a,b] — R? rozumime

n
l(c) = sup{z d(c(ti—1),c(t;),a=tg<t1<--<t;j<---<t,=0>},
i=1

12



2.1 Zdkladni pojmy

kde supremum uvazujeme pro vSechna n € N a vSechna déleni g <t <:--<t; <<t
intervalu [a,b] a d((x, y),(%, ¥)) je euklidovska vzdalenost dvou bodt v roviné

d((, ), & ) =/ (x - 212 + (y - 2.
Je-li /(¢) < 0o, Fikame, Ze krivka je rektifikovatelnd.
Priklad 4 (Délka krivky, rektifikovatelnost). Pro po castech diferencovatelné kiivky v roviné

Ize ziskat délku kiivky pomoci (pripadné nevlastniho) Riemannova integralu. Ma-li dife-
rencovatelna krivka ¢ parametrické vyjadreni c: ¢t — (x(¢), y(t)), t € [a,b], potom jeji délku

ziskame jako
b [(dx\? dy 2
Y(c :f — | +|=| d¢
@=L yl@) (&)
Uvazujme zménu parametrizace krivky ¢: [a,b]—[¢p(a),p(b)], diferencovatelné zobrazeni
s diferencovatelnou inverzi ¢!, které parametrizované kiivce c: [a,b]—R? p¥ifadi para-

metrizovanou k¥ivku co¢@™!: [p(a), p(b)]— R2. Potom plati £(c) = ¢(co¢p~'). Pro mnohé téely
je vyhodné parametrizovat kiivku c: ¢ — (x(¢),y(¢)) jeji délkou nebo konstantnim nasobkem

jeji délky
t [(dx\2 (dy)?
= t)= _ - d
s=e fa (dr) +(dr) !

(a) Kruznice c: t— (cost,sint), ¢t € [0,27] ma délku

27
l(c) = V/(=sint)2 + cos? tdt = 2.
0

Jedna se o parametrizaci délkou, jelikoz

¢
s :f dr =t¢.
0

(b) Elipsa c: t— (2cost,sint), t € [0,27] ma délku
2w

21
/(c) = V/(=2sin )2 + cos? tdt = V' 1+ 3sin?tdt = 4E(V3),
0

0

kde

/2
E(k) = f V'1+k2sin?tdt
0
je uplny elipticky integral gruhého druhu. Délka kiivky je (£ = v/3)

t
s :f V1+E2sin?1dr = Et, k),
0

coZ je neuplny elipticky integral druhého druhu a parametrizace délkou je tedy

s —(2 cosE_l(s,k), sinE_l(s,k)).

13



2.1 Zdkladni pojmy

(c) Topologova sinusovka je diferencovatelna kiivka dana grafem funkce x — x2sin(1/x2).
Tato krivka neni rektifikovatelna.

y

T

(d) Kochova vlocka je uzavirena krivka zkonstruovana iterativné poc¢inajic rovnostrannym
trojuhelnikem v roviné, kdy kazdou ze stran rozdélime na tri stejné dily, potom na-
kreslime rovnostranny trojuhelnik se zakladnou danou prostiednim dilem a protéjsim
vrcholem smérujicim ven a nakonec odstranime prostiredni dil, jez tvoril zakladnu troj-
uthelnika zkonstruovaného v predchozim kroku. Kochova vlocka ma nekonec¢nou délku
krivky, pokud je obvod pocate¢niho trojihelnika 3, pak s kazdou dalsi iteraci obvod
vzrusta s faktorem 4/3. Ziskame geometrickou posloupnost s kvocientem vétSim nez
1, jejiz limita je nekonecno. Krivka tedy neni rektifikovatelna. Jeji Haussdorffova di-
menze je In4/In3 = 1,2618595.. ..

/NIAEE3E 3

Dale budeme potiebovat vypocist plochu A(c), jiz uzavira jednoducha uzaviena rektifikova-
telna kiivka c: [a,b]— R2. K vypoétu vyuzijeme Greenovu vétu

AO=[  dvndy=[ xdy =
A(c(la,bD) 0A(c([a,bD)=c([a,b])

1

ydx = =
2 JoA(c(a,bl)=c(la,b])

(xdy — ydx).

LA(C([a,b]))=c([a,b])

brd d
y X
x— —y—|d¢|.
fa ( a7 dt) ‘
Absolutni hodnotou jsme definici opatfili kvili zméné znamenka plochy, pii zméné orientace
ohranicujici krivky.

Vv

1
A(C) = 5

14



2.2 Presnd formulace a reseni problému

Priklad 5. Nasledujici priklady ukazuji plochu uzavienou jednoduchou ktivkou.

(a) Plocha uzavrena elipsou c: ¢ — (acost+ bsint), t € [0,27], je

21

1
A(e)= 3 (abcos®t+absint)dt = nab.
0

(b) Plocha uzaviena Kochovou vlotkou z piikladu 2 (d) je 2v/3/5, dostaneme ji jako soudet
patricné geometrické rady.

2.2. Presna formulace a reseni problému. Nyni jsme jiz pripraveni formulovat izope-
rimetricky problém presné a rovnéz presné popsat jeho reSeni. Mezi jednoduchymi uzavie-
nymi rektifikovatelnymi kfivkami v roviné hledame takovou ktivku c, jez pri dané délce ¢(c)
uzavird maximalni obsah A(c). ReSeni problému poskytuje nasledujici véta:

Véta 1 (Izoperimetricka nerovnost). Bud’ ¢: [a,b]— R? jednoduchd uzaviend rektifikovatelnd

EFivka v R2, oznadme
b J(dx\?2 (dy)?
wo=["y(g) +(q e
1
A(c)=—=

b dy dx
— —y—|d¢|.
2,[a(xdt ydt) ‘

plochu, kterou tato kFivka uzavird. Potom plati

délku této krivky a

47 A(c) < £%(c),

pFicemZ rovnost nastdvd tehdy a jen tehdy, je-li ¢ kruznice.

Dikaz (Hurwitz, 1901). Krivku reparametrizujeme tak, aby byla parametrizovana nasob-
kem délky oblouku v mezich [0,27], nové tedy mame c: ¢ — (x(¢), y(¢)), t €[0,27] a navic

CRER=
dt dt) 2n°

Realné funkce x a y mizeme rozvinout do Fourierovych rad

)= Y ane™, yt)= Y bpe’,

n=-—o00 n=—o00
pricemza, =a_, a b, =b_,. Potom mame
dx S . d o .
—@#)= ) inaye™, —y(t) = ) inb,e.
dt ey 88 t

d n="oo
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2.2 Presnd formulace a reseni problému

Pro délku krivky dostavame

) [F[(dx)? (dy)? 2r (dxdx dydy o
- dt =] |t = — ot |dt = 2 b, |%).

o fo (dt) +(dt) ] fo dt dt  dt de ”n:Z_oon (anl™ + 161
Dale mame

2n dy dx . -
2A = — —y—|dt| =4 nb <4 . bn <
@ fo (xdt ydt) nnzz_oona n nnzz_oolnlla 116,
<an 3 ntlagllbal<2n 3 n*(lanf+lbal%) = 5 2.
e n=-oo 2n

Celkem tedy dostavame, ze 471A(c) < £2(c). Déle vysetiime, kdy v nerovnostech plati rovnost.
Druh4 nerovnost vyse piejde v rovnost pro |n| = n2 a to plati pouze pro n € {~1,0,1} a tedy

toy@®)=b_1e 't +by+bielt.

x()=a_1e VP +ag+aie
Posledni nerovnost vyse prejde v rovnost pro |a1| = |b1]| a tedy a1 = %ei“ ab;= %eiﬁ, r>0.
Prvni nerovnost vyse prejde v rovnost pro

— . T 9 9 2 2
2la_1b_1+a1b1|=la_1l" + 61" +la1l” +1b1]".

Odtud dostavame B = a + n/2+ k7, k € Z a rovnost nastava pro kiivku cg: [0,27]— R? danou
predpisem
x(t)=ag+rcos(t+a), y(t)=by+rsin(t+a),

coz je kladné & zaporné orientovand kruznice. Ziejmé je potom ¢(co) = 2nr a A(co) =nr2. W

Pozndmka 2. Zdanlivé zvlastni napad pouzit k diikazu izoperimetrické nerovnosti v roviné
Fourierovu radu lze dobie motivovat a to vyuzitim symetrie tlohy. Délka i plocha kazdé
(jednoduché) uzavrené kiivky parametrizované fixnim nasobkem délky jejiho oblouku jsou
invariantni vici translacim v prostoru parametru (nasobku délky oblouku). Jinymi slovy: je
jedno, od kterého bodu na kiivce zaéneme mérit jeji délku, alespon pro jednoduché uzavrené
krivky. Teorie reprezentaci této jednorozmeérné abelovské Lieovy grupy translaci na kruznici
v prostoru parametra je teorie Fourierovych rad. Symetrie tlohy je tedy klicem k jejimu
reseni.

Pozndmka 3. Zdanlivé podobna nasledujici dloha ziejmé nema reSeni: Naleznéte jednodu-
chou uzavirenou krivku, ktera ma pro danou ji ohranicenou plochu A co mozna nejvétsi
délku L. Napr. pro vhodné naskalovanou Kochovu vlocku muzeme dosahnout nekonecné
délky L — co. Pro predem zvolenou libovolné velkou hodnotu L délky kiivky vzdy nalezneme
dokonce hladkou krivku, ktera ohranicuje danou plochu A a jejiz délka je L.
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3. Prednaska: Formalni teorie

~—
=
—

—_—

3.1. Zakladni lemmata a odvozeni nutné podminky pro minimum. Napred uvedeme
varovny priklad, ktery je pripisovan Perronovi a ilustruje nespravnou logiku, kdy predpo-
kladame existenci resSeni predtim, nez byla dokazana.

Priklad 6 (Perrén). Nalezneme nejvétsi prirozené c¢islo n € N. Predpokladejme, Ze n je ono
nejvétsi &slo. Ale pro n > 1 plati nerovnost n2 > n a tedy n? je jesté vétsi nez n, coz je spor
s predpokladem. Proto n = 1.

Podobné jsme pri Eulerové metodé odvozeni Euler-Lagrangeovy rovnice predpokladali, ze
reSeni existuje a az na zakladé jeho existence jsme odvodili podminku, kterou musi splnovat,
tj. (Euler-Lagrangeova rovnice).

Bez tijmy na obecnosti budeme v dalSim predpokladat, ze hledame minimum funkcionalu I,
pro hledani maxima staci vzit funkcional —I a hledat jeho minimum. To je potom maximem
I. Uvazme tedy obecny lokalni funkcional

b
Ily] :f de(x,y(x),
a dx

dy(x))

a rozmysleme, pro jaké funkce y: x — y(x) a (x,y,v) — L(x,y,v) dava funkcional smysl a
zejména v jaké tridé funkei chceme minimum funkcionalu y — I[y] hledat. Je mozné uva-
zovat o tom, Ze reSeni y: x — y(x) je dvakrat spojité diferencovatelna funkce, oznacujeme
y € C%([a,b]). To ale ihned vede k otazce, zda v n&jaké Sirsi tiidé funkci nenabyva funkci-
onal I jesté mensi hodnoty. MizZeme treba predpokladat, ze funkce L je spojita vy av a
meéritelna v x a funkce y je absolutné spojita, tj. plati pro ni zdkladni véta diferencialniho a
integralniho poctu

b dy(x)
o dx

Potom néjakou primou metodou najdeme minimum yy a nakonec teprve ukazeme, Ze pravée
kvili tomu, Ze se jednd o minimum, je yo regularnéjsi, napt. skuteéné yg € C%([a, b]).

dx.

y(b) - y(a) =

Piiklad 7 (Sombrero). UvaZzme funkcional

1 dy 2
= [1- (&)

s okrajovymi podminkami y(—1) = y(1) = 1, kde integrand je znazornén v grafu nize.

2
dx
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3.1 Zdkladni lemmata a odvozeni nutné podminky pro minimum

2 A

()

'
-1 1 dy
dx

Minimum funkcionalu (rovné nule) dostaneme pro yo(x) = |x| a také pro yo(x) = 2 —|x|. Ani
jedna z téchto funkci neni diferencovatelna v x = 0. Pravé takové lomené ¢ary jsou aproxi-
macemi hledané funkce pri Eulerové metodé reseni ulohy.

Priklad 8 (Infimum, nikoli minimum). Uvazme funkcional

1 y2
)

s okrajovymi podminkami (a,A) = (0,0) a (b,B) = (1,1) a posloupnost funkei y;(x) = x*, £ € N.
Potom mame I[y;] = k% a infyen I[yz] = 0. Minimum pro spojitou funkei nenastane, zejména
jej neziskame reSenim Euler-Lagrangeovy rovnice.

Snazme se nyni nepiimo odvodit nutnou podminku pro existenci minima v bodé (funkci) yj.
Potom pro vSechny funkce n € C(l)([a,b]), tj. diferencovatelné a splnujici n(a) = n(b) =0, a pro
vSechna € € R musi platit

I[y() + 617] = I[yo].
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3.1 Zdkladni lemmata a odvozeni nutné podminky pro minimum

Dale muZeme dosadit do

b d d
Yo Ui
L|x,yg+en,— +e— |dx.
( Yorel dx dx)
Predpokladejme, ze L, yg i i jsou diferencovatelné. Pro fixni n a dané yg je I[yo +enl funkei
jedné proménné €. Stacionarni bod této funkce ziskame poloZenim jeji derivace podlee ve =0

za rovnou nule. Derivaci provedeme

Iwmwm:f

a

b aL(x,yo,%) aL(x’yO’%)dn
e=0 L

+ —|dx=0 2
oy 1 0z dx * (2)

d
—1I
% [yo +€n]

a toto musi platit pro vSechna pripustna n € Cé([a, b]). Pro dalsi postup budeme potifebovat
zakladni lemmata varia¢niho poctu.

Lemma 2 (du Bois-Reymond). Necht' f € C([a,b]) je spojitd funkce a necht pro kaZdou jednou
spojité diferencovatelnou funkci n e Cé([a, bl) s n(a) =n(b) =0 plati

b
f fon(x)dx = 0. 3)

Potom f(x) =0 pro vsechna x € [a,b].

Diikaz. Lemma dokazeme sporem. Predpokladejme tedy, Ze existuje nenulova spojita funkce
f, pro kterou plati (3). Bez ijmy na obecnosti mtzeme predpokladat, Ze v néjakém bodé
x0 € (a,b) je f kladna. Ze spojitosti potom plyne, ze je kladna i v uzavireném intervalu [x1,x2]
obsahujicim xg. Definujme nyni

(x —x1)%(x —x9)?, prox € [x1,x2]
n(x) =
0, prox & [x1,x2].

Tato funkce je jednou spojité diferencovatelna a je zobrazena nize

A

n(x)
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3.1 Zdkladni lemmata a odvozeni nutné podminky pro minimum

Dostavame tedy

b X2
f Fon(edx = f f)(x — x1)%(x — x9)%dx,
a X1

ale druhy integral je z funkce, ktera je kromé hranic¢nich bodt kladna. Integral z kladné

funkce je kladné realné cislo, coz je spor s predpokladem.

Jednoduse lze ukazat i obecnéjsi verzi lemmatu pro dvé funkce.

Lemma 3. Necht f,g € C(la,b]) jsou spojité funkce a necht pro kaZdou jednou spojité dife-

rencovatelnou funkci ne€ C(l)([a, b]) s n(a) =n(b) =0 plati

h

Potom f(x)= % pro vSechna x € [a,b].

dn(x)

dx =0.
dx X

fn(x) + g(x)

Diikaz. Napred ukazeme, Ze pokud

b
f Fo3 P4, o,
a dx

pak f(x) je konstantni funkce. Ozna¢me

1 b
. b_afa Fx)dx

stredni hodnotu funkce f na intervalu [a,b] a vezméme

n(x)Zf [f(&)—c]ldé.

Potom plati n(a) = n(b) = 0. Podle predpokladu musi byt

b d b b
0= f £(x) z;x)dxz f £ [f(x)—cldx = f [£(x)— c]? dx.

Odtud je jiz pozadované tvrzeni ziejmé. Nyni polozme

X
Fo= [ fod
a
Integraci per partes dostaneme pro prvni sc¢itanec v integrandu

dn(x)
d
dx x

b b
f Fn()ds = — f Fx)

(4)
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3.1 Zdkladni lemmata a odvozeni nutné podminky pro minimum

a podminku (4) tedy mtizeme napsat také jako

b
f =P+ g0 % = 0.
a dx

Nyni mizeme pouZzit tvrzeni ukazané v predchozim odstavci a dostaneme
g(x) — F(x) = konst.

odkud derivovanim ziskame pozadované lemma. [ |

Pozndmka 4. Poznamenejme, Ze pro g = 0 dostavame lemma |2\ U funkei f a g nemusime
pozadovat spojitost, potom ale tvrzeni budou platit skoro v§ude, tj. mimo zanedbatelnou
mnoZinu na intervalu [a, b]. Naopak testovaci funkci 7 staci vzit z mnoziny C{°([a, d]) neko-
necnékrat spojité diferencovatelnych funkeci nulovych v okrajovych bodech intervalu.

Nyni se vratme k tpravé rovnosti (2). Pouzijeme lemma (3| pricemz

oL (x,yo,%)
dy

oL (x,yo, %)

flx) = 0z

a gx)=

Jako nutnou podminku existence minima tedy dostavame opét (Euler-Lagrangeova rovnice).
Miuzeme také dostat Euler-Lagrangeovu rovnici v integralnim tvaru

faL (x’yo’%)dx— o (x,yo,%) = konst. (5)

oy 0z
Z (5) muzZeme derivovanim podle x ziskat
dy dy
a 0L (x.90,92) oL (x50, %2)

dx 0z oy

a pomoci véty o implicitni funkei mizZeme za splnéni podminky

%L (x,yo,%)

g %0 )

v okoli stacionarniho bodu vyjadiit dz/dx = d2y/dx? jako funkci ostatnich vyraz v rovnici.
Z toho nazreme, Ze z je jednou spojité diferencovatelnou funkci a tedy y je dvakrat spojité di-
ferencovatelna. Celkem tedy mame nasledujici tvrzeni: Je-li jednou spojité diferencovatelna
funkce y stacionarnim bodem variaéniho problému a plati-li (6), potom je y dvakrat spojité
diferencovatelna.
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3.2 Vektorové prostory s normou a zobrazeni mezi nimi

3.2. Vektorové prostory s normou a zobrazeni mezi nimi. Uvazujme vektorovy pro-
stor V na télesem R (nebo C). Pro kazdy vektor v € V necht je zadano nezaporné realné cislo
lvll splnujici
(i) |lvll =0 prave, kdyz v =0,
(i1) pro vSechna a € R (nebo C) plati |av| = |allv],
@(iii) lv+wll < vl +lwl.
Cislo |jv] se potom nazyva normou vektoru v a vlastnosti (iii) se rika trojahelnikova nerov-

nost. Pomoci normy lze definovat vzdalenost (metriku) na vektorovém prostoru V vztahem
d(v,w) = llv-wl.

Priklad 9 (Vektorové prostory s normou). Uvedeme priklady vektorovych prostorti s normou
zejména ale nejenom s ohledem na dalsi vyuziti ve variaénim poctu.

(a) Telesa R, resp. C s normou danou absolutni hodnotou realného cisla, resp. modulem
komplexniho ¢isla.

(b) Aritmetické vektorové prostory R" resp. C* s normou | -, definovanou

— (/ p p —
”(xl,---,xn)”p = Xy t-et Xy, resp.ll(zl,...,zn)llp - {/lzllp+"'+|zn|p-

Zejména pro p =2 dostavame || - ||g = || - || euklidovskou normu.

(c) Ve vektorovém prostoru linearnich operatori A: V —V na vektorovém prostoru V

s normou | - || 1ze definovat normu vztahem
Al := sup [Av].
lvl=1

(d) Nekonecnérozmeérny vektorovy prostor C([a,b]) spojitych realnych funkci na intervalu
[a,b] s normou danou

:= max |y(x)|.
yllo xe[a,blly I

(e) Nekoneénérozmérny vektorovy prostor C1([a,b]) jednou spojité diferencovatelnych re-
alnych funkeci na intervalu [a, b] s normou danou

lyll1:= max |y(x)| + max |y (x).
x€la, x€la,b]

(f) Predchozi norma se da zobecnit pro r-krat spojité diferencovatelné funkce, pro funkce
vice proménnych na kompaktni mnoziné, pro funkce s hodnotami ve vektorovém pro-
storu s normou, atd.
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3.3 Spojité linedrni funkciondly

Nyni muzeme definovat spojitost pro funkcional. Funkce z predchoziho prikladu (d), (e), (f)
si muzeme predstavit geometricky jako body ve vektorovém prostoru.

Definice 3. Funkcional I: V —R (resp. C) je spojity v bodé yg € V, pokud pro vsechna € > 0
existuje § > 0 tak, ze

[I[yl—I[yoll<e provsechna yeV takova, Ze |y — yoll <6.

Pozndmka 5. Lokalni funkciondly, které nas zajimaji, jsou vidy spojité vzhledem k normé
(e), nemusi byt nutné spojité vzhledem k normé (d) z p¥ikladu [9] Defini¢ni obor funkcionédlu
nemusi nutné byt vektorovym prostorem, c¢asto byva jen néjakou jeho podmnozinou. Tato
situace je analogicka situaci teorie funkci n proménnych v matematické analyze.

3.3. Spojité linearni funkcionaly. Postupné se snazime dojit k vhodnému zobecnéni cha-
pani pojmu (nulovosti) diferencialu funkce na funkcionaly. Vhodnou cestou k tomu je pocho-
peni diferencialu jako nejlepsi linearni aproximace funkce v daném bodé. Linearni aproxi-
maci bude v nasem pripadé (spojity) linearni funkcional.

Definice 4. Bud V vektorovy prostor s normou | - ||. Uvazme funkcional L: V —R resp. C. L
nazveme spojitym linearnim funkcionalem, splnuje-li
(1) L(av)=aL(v), pro véechnaveV aa€Rresp. C,
(ii) L(v +w)=L(v)+ L(w), pro vSechna v,w eV,
(iii) L je spojity funkcional.
Priklad 10 (Priklady linearnich funkcional). Uvedeme priklady spojitych linearnich funk-
cionald zejména ale nejenom s ohledem na vyuziti ve variacnim poctu.
(a) Pro V konec¢nérozmérny vektorovy prostor s libovolnou normou jsou prvky dudlniho
prostoru V* spojité linearni funkcionaly.

(b) Uvazme vektorovy prostor funkei z ptikladu [9] (d). Zvolme libovolny bod x € [a,b].
Potom L: y— L[yl = y(xo) je spojity linearni funkcional.
(¢) Uvazme opét vektorovy prostor funkei z piikladu [9](d). Potom

b
L: y»—»L[y]:f y(x)dx

a

je spojity linearni funkcional.

(d) Obecnéji muzeme pro f € C([a,b]) definovat linearni funkcional

b
L: y-—»L[y]:f f(x)y(x)dx.
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3.4 Variace funkciondlu

(e) A jesté obecnéji (srovnej lemma muzeme pro f,g € C([a,b]) a V = C([a,b]) definovat
linearni funkcional

b dy(x)

dx.
dx X

L:yHL[y]:f

a

fx)y(x) + g(x)

(f) Vyse uvedené priklady lze zobecnit na vice nezavislych (i zavislych) proménnych a
vyssi stupen derivaci.

3.4. Variace funkcionalu. V tomto odstavci budeme Euler-Lagrangeovu rovnici pro funk-
ciondl I interpretovat jako variaci (tj. diferencial nebo nejlepsi linearni aproximaci) tohoto
funkcionalu. Necht I[y] je funkcional definovany na vektorovém prostoru funkei s normou.
Prirastek I v pevné zvoleném bodé y ve sméru 7 je

Allnl:=Ily +nl-1lyl.

Pro pevné zvolenou funkci x — y(x) je to (obecné nelinearni) funkcional v x — n(x). Predpo-
kladejme nyni, zZe
AI [nl=Linl+ RInllinl,

kde R[n]— 0 pro |7l — 0. Potom je funkcional I diferencovatelny a jeho linearni éast L[n] je
linearni funkciondl nazyvany variace funkcionalu I v bodé y a oznac¢ujeme ho 61[n].

Véta 4. Variace diferencovatelného funkciondlu je uréena jednoznacné.

Diikaz. (a) Napred ukazeme, ze pokud pro linearni funkcional L je L[nl/|n|l— 0 pro |[n] —O0,
pak L =0, tj. identicky nulovy linearni funkcional. Predpokladejme sporem, Ze L[ng] # 0 pro
néjaké 1o a polozme
L
Nn=—, nEN, a:ﬂ.
n Inoll
Z linearity L plati
Lln,1 .. Llnoln
—— = lim ———
n—oo [Nl n—oo |nol n
Vidime, ale zZe |1, || — 0 pro n — oo, a ze spojitosti L by tedy mélo platit L[n,]— 0 pro |[n,]— 0,
dostavame spor.

=a #£0.

(b) Dale pokracujme také sporem a predpokladejme, Ze
AI [n]=Lilnl+Rilnllinl, Al [n]= Lalnl+Ralnllinl.
Odtud dostavame pro rozdil obou vyraza
(L2 — L1)Inl = (R1lnl—RalnDinl,

pricemz prava strana splnuje pozadavky (a). Odtud L, = Lo. [ |
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3.5 Silné a slabé extrémy funkciondlu

3.5. Silné a slabé extrémy funkcionalu. Minimum funkciondlu definujme v analogii
s diferencialnim poctem funkeci vice proménnych nasledujicim pozadavkem.

Definice 5. Funkcional I ma minimum v bodé yg, pokud I[yo+nl—I[yo]l >0 v okoli yy. Okoli
muzZeme uvazovat vzhledem k normé || - |9 na prostoru C([a,b]) z (d) pf“ikladu@] resp. norme
|- |1 na prostoru C l([a,b)) z (e) stejného prikladu. Tim rozlisime silné resp. slabé minimum.

Kazdé silné minimum je ziejmé i minimem slabym. Analogickou definici 1ze formulovat i pro
silné a slabé maximum.

Véta 5. Nutnou podminkou pro existenci extrému (minima nebo maxima) funkciondlu I
v bodé yg je vymizeni proni variace I v vy, tj.

0I[nl=0, provsechna pripustnd 0.

Dikaz. Dtukaz provedeme pro minimum I v bodé yq. Z definice variace plati

AIln]l=45In]l+RInllinl

a pro dostateéné v normé malé n maji Al[n]i 61[n] stejné znaménko. Predpokladejme spo-
rem, ze existuje { tak, ze 6I[{]# 0 v bodé yg. Ale z linearity

6I[-C]1=-61I¢]

a 61 muze tedy nabyvat v libovolné v normé malém okoli bodu yg obou hodnot. To je ale ve
sporu s definici minima v Yy

AIlnl=1Ilyo+nl—Ilyo] = 0.

Pro maximum lze tvrzeni dokazat analogicky. |

Pozndmka 6. Obecné se bodtim, kde 61 = 0, rika stacionarni body. Pro funkci n proménnych je
postacujici podminkou pro minimum pozitivni definitnost druhého diferencialu. Analogické
postacujici podminky pro funkcionaly budeme formulovat pozdéji v paté prednasce.
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4. Prednaska: Specializace a zobecnéni predchozi ulohy

V této casti se zamétrime na hlavni metody, které nam umozni vyhnout se primému reseni
Euler-Lagrangeovych rovnic a formulujeme néktera vesmés zirejma zobecnéni piredchozich
casti.

4.1. Specialni typy integranda a reSeni Euler-Lagrangeovy rovnice. V tomto od-
stavci se budeme zabyvat specialnimi typy integrandi, které umoznuji reSeni Euler-Lagrangeovy
rovnice pomoci tzv. kvadratur, tj. implicitnim vyjadienim feSeni pomoci integralu.

(a) Integrand nezavisejici na zavislé proménné L(x,y,y’) = L(x,y’). Pomoci Euler-Lagrangeovy
rovnice v integralnim tvaru (5) dostaneme ihned
oL
— =konst.,
oy’
a tuto rovnici mizeme vy¥esit pro y' za predpokladu, Zze 92L/d(y')? # 0. ReSeni y potom
ziskame integraci.

(b) Integrand nezavisejici na nezavislé proménné L(x,y,y') = L(y,y'). Explicitné prove-
deme derivaci podle x v (Euler-Lagrangeova rovnice)

OL_doL oL PLdy L dy_
dy dxdy’ 9y Oydy' dx A(y)2dx2
Po vynasobeni dy/dx dostaneme

oLdy 0L (d_y)2 0’L dyd%y d (L oL dy):O

dydx 0ydy \dx) 0(y)2dxdx? dx 0y’ dx
a odtud integraci
OL dy
a—yla — L =konst

Dalsi postup je podobny jako u (a) za témér stejnych predpokladi.

(¢) Integrand nezavisejici na derivaci L(x,y,y’) = L(x, y). Euler-Lagrangeova rovnice je al-

gebraicka rovnice
oL

@_

a jeji FeSeni muzeme vyjadiit za predpokladu, ze 62L/0y? # 0.

0
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4.1 Specidlni typy integrandu a rFeseni Euler-Lagrangeovy rovnice

(d) Trividlni integrand L(x, y,5") = L& dava jako uinek konstantu (b, (b))~ f(a, y(@)).
Pricteni takového integrandu nezméni stacionarni body funkcionalu ani jejich charak-
ter.

Priklad 11. V tomto prikladu uvedeme konkrétni priklady integrace Euler-Lagrangeovych
rovnic pro specialni tvary integrandu.

(a) Geodetiky v Killing-Poincarého poloroviné (priklad neeuklidovské geometrie). Uvazme
P = {(x,y) € R?|x > 0}. Infinitezimalni étverec vzdalenosti dvou bodt o soutadnicich

(x,y) a (x + dx, y + dy) neni (dx)? + (dy)? ale
(dx)? + (dy)?
x2 '

Geodetiky (nejkratsi spojnice dvou bodu v P) vyjadritelné jako
grafy funkce x — y(x), jsou potom dany jako minima funkcionalu

b\/1+(g—i’)2dx 3:
fa x ’

coZ je integrand typu (a). Dostaneme
_OL _ y'

_0_3’/_95\/1+(y’)2’

c

odtud dpravou
, cx

y =
1—c2x2

a nakonec integraci a dalsi upravou pro ¢ #0

1
x2+(y—d)2=c—2

aproc=0

y=d.
Geodetiky v P jsou tedy vesmés ¢asti kruznic. Napr. pro A =(1,0) aB =(2,1) dostavame
¢ =1/V/5 a d = 2. Na obrazku vpravo je vyznatena maximalné prodlouzena geodetika
prochazejici zvolenymi body A a B a také nékteré dalsi geodetiky prochazejici bodem
B.

(b) Urcete kiivku spojujici body (a,A) a (b,B) v roviné xy, jejiz rotaci kolem osy x dosta-
neme plochu s minimalnim povrchem. Povrch plochy ziskané rotaci je dan integralem

b/ 2
271[ y 1+(d_y) dx,
a dx
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4.1 Specidlni typy integrandu a rFeseni Euler-Lagrangeovy rovnice

coZ je integrand typu (b). Az na nepodstatny faktor 27 dostavame

AV 2
:%y,_L:%_y 1+(3_y) :%,
Y d X d

Jie(8 (8

Odtud jiz pro ¢ # 0 (pro ¢ =0 mame y =0)
dy _ [y
dx c2
a separaci proménnych nasledovanou integraci dostaneme

X
Y :cosh(—+d).
c c
Ziskana ktivka je retézovka, odpovidajici rotacni plocha je katenoida.

Nize je znazornéno reseni pro (a,A) =(0,1), (b,B) = (1,2). Pro Tuto volbu je ¢ = 0,94999...
ad~0,32307....

—_—

Konstanty ¢ a d ur¢ime dosazenim okrajovych podminek. Bez G4jmy na obecnosti zvolme
(a,A)=(0,1). Potom 1/c = coshd a

B cosh(d + bcoshd)
B coshd '

Ukazeme, ze muZze nastat situace, kdy vySe uvedena rovnice nema reseni. Zjevneé,
tiet

2

e
cosht = >|¢l.
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4.1 Specidlni typy integrandu a rFeseni Euler-Lagrangeovy rovnice

Odtud d|
B=|b| - ———.
z10] coshd

Funkce d — ﬁ je licha a ma kladné maximum vd = 1,1997... rovné m = 0,66274....
Zvolime-li tedy |b| — B > m, nedostaneme jisté zadné reSeni. Na nasledujicim obrazku
jsou znazornény mozné koncové body (b,B) pro d € [—5,5], koncové body pro jednotliva
d jsou rozlisena barvami duhy. Cerveng jsou vyznadeny oblasti, které jsou nedostupné
jiz kvili nasemu jednoduchému odhadu.

Body na obalce systému retézovek lze s bodem (0,1) spojit pravé jednou retézovkou,
ktera ale nerealizuje globalni minimum. To ziskdme nespojitou funkeci

1 pro x=0,
x—y(x)=<0 pro 0<x<b,
B pro x=5.

Body uvnitr obalky dostupné oblasti 1ze s pocatecnim bodem (0,1) spojit dvéma riz-
nymi retézovkami. Globalni minimum realizuje retézovka, ktera se nedotyka obalky
(ta lezici vyse). Body vné obalky retézovkou s bodem (0,1) spojit nelze a dloha pro né
nema reseni.

(¢) Vzdalenost dvou funkci f, g € C([a,b]). Pomoci normy

b
1fll = f 2(0)dx
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4.2 Zobecnéni pro pripad vice zdvisle proménnych

muzeme definovat vzdalenost dvou funkci jako | f — gll. Zvolme pevné jednu z funkci,
napr. f a hledejme g tak, aby ||f — gl bylo miniméalni. Jedna se pak o integrand typu
(c) a reseni je g = f, vzdalenost je nulova.

4.2. Zobecnéni pro pripad vice zavisle proménnych. Predchozi kapitoly lze jednoduse
zobecnit pro pripad, kdy lagrangian zavisi na m zavislych proménnych, tedy na funkcionaly
typu

b
Ily1,...,ym]= f L(x,y1(x),... ,ym(x),y'l(x), e Y ().
a
pro L dostatecné hladkou (napr. dvakrat spojité diferencovatelnou) funkci 2m + 1 promén-

nych. Argumenty funkciondlu je m spojité diferencovatelnych funkei x — y;(x), j € {1,...,m}
pro ulohu s pevnymi konci podrobenych okrajovym podminkam

yil@)=A;, yjb)=B;, jell,...,m}.
Nutné podminky pro extrém v tomto pripadé ziskame variaci vSech y; o n;. Variaci 61 zis-
kame opét jako linedrni cast prirtistku
AI =Ily1+11,-- s Ym + M) = Iy1,.. ., Ym]-

a kvili nutnosti splnéni okrajovych podminek musi platit n;(a) = 17;(b) = 0 pro vSechna j €
{1,...,m}. Rozvojem integrandu do Taylorovy rady dostaneme pro linearni ¢ast prirastku

51 :fa dx S

(aL oL
j=1

+—n"|.

Tento piirGstek musi byt nulovy pro vSechny variace ;. PoloZme n; = 0 pro j # k. Potom
jsme v situaci, kdy mtzeme pouzit lemma 3|s n =1z, f = 0L/0y:, & = 6L/6y,’€ a pro kazdou
volbu % € {1,...,n} dostaneme Euler-Lagrangeovu rovnici. Celkem tedy dostaneme soustavu

rovnic oL d oL
—-—=5=0, kef{l,...,nh (7)
Oyr dx ayk
Tuto soustavu muzeme resSit spolu s okrajovymi podminkami a ziskame tak nutnou pod-
minku pro existenci extrému.

P#iklad 12 (Geodetiky na parametricky zadané plose). . Bud r(u,v), (u,v) € R? parametricky
zadana plocha. Krivka lezici na této plose je dana parametricky jako f: ¢t — (u(¢),v(¢)). Zob-
razeni rof: R > [a,b]—R3 uréuje kiivku lezici na parametricky zadané plose. Pro danou
plochu mizeme uréit geodetiky jako minima funkcionalu

or 0 or 0 2
Ilu, ,,]_f at du 4o 0r Ordud _r._r(d_v)
au au

Ou Ovdt dt ov ov\dt
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4.2 Zobecnéni pro pripad vice zdvisle proménnych

Oznaéme tradiéné
3 or Or B or Or _ar or

Tou ou’ T ou ov | v dv
a celou odmocninu v integrandu jako H. Euler-Lagrangeovy rovnice jsou potom

E,(@)* +2F, 0 +G,(0)7 d 2Ea+Fo) _ 0

H A& H
E,(@)*+2F,ud +G,(0)*  d 2(Fa+Go) _ 0
H d H

Jako ilustraci uvazme valcovou plochu r = (a cos¢,asin@,z) s obvyklym oznacenim sourad-

nic u =@, v =2z. Zde
E=a%? F=0, G=1, H=\/a2¢?+22.

a lagrangian neobsahuje ¢, ¢ ani z, zejména je pro kazdou ze zavisle proménnych je typu 4.1
(a). Odtud

2 ° °
GI.{:M:Q), ﬂ:izz
ol0) H 0z H
Podélenim obou rovnic dostaneme
pde_@
dz Z°

Resenim jsou
a’Z p-dz =C,
coZ jsou vesmeés Sroubovice (plna ¢ara), jako specialni pripad Z =0 a ® = 0 dostaneme kruz-

nice v roviné kolmé na osu valce (teCkované) a primky rovnobézné s osou valce (Carkovaneé),
viz obrazek nize.
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4.3 Uloha s volnymi konci

4.3. Uloha s volnymi konci. Pro prehlednost a jednoduchost se vratme k situaci s jed-
nou zavisle proménnou, zobecnéni na vice zavisle proménnych je primocaré. Uvazme dlohu
s volnymi konci, tj. nalezeni minima funkcionalu

b
Ily] =f dx L (x, y(x), ' (),

kde pocatecni a koncovy bod jsou volné. Provedeme variaci funkcionalu

b oL oL
51:fd (— +—'),
a g ayn ay/n

pricemz variace 1 nejsou nijak omezeny. Upravou (metodou per partes) dostaneme

b oL d oL oL
6I = | dap|l—-——|+|—
fa xn(ay dxay’)+ 0y’n

b

a

Stacionarni body funkcionalu ziskdme z podminky 61 = 0 pro vSechna 7. Specielné pro n(a) =
n(b) = 0 dostaneme opét rovnici (Kuler-Lagrangeova rovnice). Pro obecné  musi vymizet i
druhy sc¢itanec v 61, tj. musi platit

0L(a,y(@),y'@) _ . OL(b,y(0),y'®) _
oy’ - oy’ B

Analogicky reSime ulohy pouze s jednim volnym koncem.

0.
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5. Prednaska: Nutné a postacujici podminky pro existenci minima

G

V této prednasce se budeme zabyvat postacujicimi podminkami pro existenci minima. Pre-
dem zrekapitulujme, co zatim vime. Splnuje-li funkce y: x — y(x) Euler-Lagrangeovy rovnice
v integralnim tvaru (5) pro funkcional (I), pak muze byt jeho slabym a tim padem i silnym
minimem. Splnéni Euler-Lagrangeovych rovnic je tedy podminkou nutnou.

5.1. Kvadratické funkcionaly. Bud V vektorovy prostor s normou | - ||. Uvazujme funk-
cional B: V xV —R. Funkcional B: (u,v) — B(u,v) nazyvame spojitym bilinearnim funkci-
ondlem, je-li linearnim funkcionalem u — B(u,v) pro vSechna pevné zvolena v € V a je-li
linearnim funkcionalem v — B(u,v) pro vSechna pevné zvolena u € V. Tento bilinearni funk-
cional je symetricky, plati-li B(u,v) = B(v,u) pro vSechna u,v € V. Funkcional A: u — B(u,u)
pak nazyvame kvadratickym funkcionalem. Kvadraticky funkcional A je pozitivné definitni,
plati-li A(u)> 0 pro vSechna u # 0.

Priklad 13. Uvedeme si priklady bilinearnich a kvadratickych funkcionald zejména s ohle-
dem na pozdé&jsi pouziti. Obecné plati B € ©?V*, tj. bilinearni funkcionaly leZi v druhé sy-
metrické tenzorové mocniné dualniho prostoru. Je-li V konec¢nérozmérny vektorovy prostor,
jsou v8echny tyto funkcionaly spojité vzhledem k libovolné normé. Toto neplati pro nekonec-
nérozmérna V.

(a) Je-li V koneénérozmérny vektorovy prostor, (e;) jeho baze. Potom u = u’e;, v = vie; a
kazdy bilinearni funkcional lze zapsat jako
B(u,v) :Bijuivj.

Funkciondl B je symetricky, plati-li B;; = B;;. Hlavnim pfikladem je skaldrni soucin.
Jemu prislusny kvadraticky funkcional je

A(u) :Bijuiuj
a nazyvame jej kvadratickou formou, prikladem je ¢tverec euklidovské normy.
(b) Vyraz
Bly,z] :fab y(x)z(x)dx

je bilinearni funkcional na prostoru C([a,b]) spojitych funkci na intervalu [a,b]. Pri-
slusny kvadraticky funkciondl je

b
Alyl= f y2(x)dx.
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5.2 Druhd variace

(c) Obecnéji muzeme vzit
b
Bly,z]= f a(x)y(x)z(x)dx,
a

kde a € C([a,b]). Pro a(x) >0, x € [a, b] je prislusny kvadraticky funkcional

b
Alyl= f a(x)y*(x)dx

pozitivné definitni.

(d) Jesté obecnéji muzeme uvazovat vyraz

b
Aly] = f

coz je kvadraticky funkcional v prostoru funkci C1([a,b]).

dy(x)

a(x)y?(x) + Bx)y(x) 7
X

2
B,

Ty ( dx

(e) Vyraz
b b
B[y,z]:f dtf ds K(s,t)y(s)z(t)

je bilinearni funkcional s jadrem K, pevnou to integrovatelnou funkeci dvou promeén-
nych. Vezmeme-li z = y, dostaneme prislusny kvadraticky funkcional.

5.2. Druha variace. Obdobné jako jsme ve treti prednasce zavedli (prvni) variaci funkcio-
nélu I, zavedeme pomoci p¥iristku A i druhou variaci. Rekneme, Ze funkcionél I je dvakrat
diferencovatelny, mtzeme-li jeho prirtstek v bodé yy napsat jako

AITnl = Linl+ Alnl+RInlinl?, (8)

kde R[n]—0 pro [Inl| —0, pricemz L je linearni funkcional a A je kvadraticky funkcional.
Tento kvadraticky funkcional A nazyvame druhou variaci funkcionalu I a znaéime 62I[n] a
jednoznacnost dokazeme obdobné jako pro prvni variaci. V dal§im budeme predpokladat, Ze
druha variace existuje.

Véta 6. Nutnou podminkou pro to, aby funkciondl I mél minimum v bodé yg je kromé véty
také nezdpornost druhé variace v bodé y

521 [n]1=0, provsechna pripustnd n.

Pro maximum analogicky plati véta se znaménkem <.
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5.3 Legendreova podminka

Dikaz. Podle definice mame
AIlnl=81lnl+62Iln1+Rinlin|?,
ale ve stacionarnim bodé je 61 = 0 a proto
AIlnl=6%In]+ Rinlinl®. 9)

Pro dostatecné malé ||n|| bude tedy znaménko prirtstku AI[n] shodné se znaménkem druhé
variace 621[n]. Predpokladejme nyni sporem, Ze existuje { tak, ze 62I[{]< 0. Pak plati i

82I[al]l = a?6%11{1<0, pro a#O0.

Tim padem, zvolime-li dostateéné velké a, mtiZeme pravou stranu rovnice (9) uéinit zapor-
nou pro 1) = a(. To je ale v rozporu s definici minima, kdy prirtstek musi byt nezaporny. W

Podminka danéa vétou [6]je nutna, ale samoziejmé neni postacujici. Abychom mohli formulo-
vat postacujici podminku, zaved'me pojem silné pozitivni definitnosti pro kvadraticky funk-
cional A: existuje f> 0 tak, ze Alnl= Blnl2.

Véta 7. Postacujici podminkou pro to, aby funkciondl I mél minimum v bodé Yy, je nulovost
proni variace 81 = 0 v bodé yo a silnd pozitivni definitnost druhé variace 621 v bodé yy.
Obdobné muzeme vétu formulovat pro maximum.

Diikaz. Obdobné jako v dikazu predchozi véty mame
Alln]= 521[17] +R[77]||77||2 = (,3 +R[77]) ||17||2,
kde R[n]— 0 pro ||n]|— 0. Pro n splnujici |[R[n]| < B/2, tj. napt. |||l <€, mame tedy

ATl = Bini? > 0.

5.3. Legendreova podminka. Odvod'me vzorec pro druhou variaci funkcionalu v nejjed-
nodus$sim pripadé ulohy (1) s pevnymi konci. Bud' L(x,y,z) lagrangian se spojitymi parcial-
nimi derivacemi az do radu tri, vzhledem ke vSem svym argumentim. ZapiSme prirastek I
v bodé yg pomoci Taylorovy rady se zbytkem

b

b
ALlnl=1Ilyo+nl=1Ilyol = f (Lyn+Lyn')dx+ %f [Lyyn*+2Lyymn' + Ly (')?] dx,
a

a
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5.3 Legendreova podminka

kde
Lyy =Ly, (x,y+6n,y' +01), 0<6<1,
Lyy =Lyy(x,y+6n,y +61), 0<6<1,
Lyy =Lyy(x,y+0n,y +01), 0<6<1.

Posledni s¢itanec mtZeme zapsat pomoci
b
8%1n] = f [Lyyn? +2L 0 + Ly, (n')?] dx
a

a zbytku R[n], ktery konverguje k nule rychleji nez ||T]||%. Prostredni scitanec v integrandu
druhé variace upravime per partes

b ! bd 2
f L,y2mm'dx = —f E(Lyy’)n dux.
a

a

Tim dostaneme b
521n] = f [P +Qn?] dx, (10)
kde ’ q
P=P®)=Ly,, Q=Q()= (Lyy - EL”,) .

Nyni miizeme podminku nezapornosti druhé variace §2I[n] = 0 vyjad¥it i jinak. Uvazme
pro n(a) = 0. Pak pokud 7’ je malé na [a,b], je i n(x) = f(f n’'dx malé. Naopak to samoziejmé
neplati a miZeme zkonstruovat malé n s velkou derivaci 7/, jak ukazuje napt. nasledujici
obrazek.

n(x)
A

1111
I
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5.4 Pridruzeny variacni problém, konjugované body

Z toho plyne, Ze s¢itanec P(x)(n')? v integrandu hraje v druhé variaci podstatnéjsi roli, nez
s¢itanec Q(x)n?.

Zformulujeme nyni tzv. Legendreovu podminku pro minimum funkcionalu
P(x)=L,, =0. (11)

Véta 8. Legendreova podminka je pro existenci minima nutnd.

Diikaz. Predpokladejme, Ze P <0 a uvazme n,(x) =sinnnz—, n € N. Potom vZdy nalezneme
n takové, aby kvadraticky funkcional Aln,]1= 62I[n,] byl zaporny, at uz je Q(x) jakékoliv.
Mame totiz

2.2

6%1n,] = f ’ (PG, + Q)2 ] da < — ———
a " " (b-a)?

Ziejmeé pro dostatecné velké n bude prvni s¢itanec o tolik mensi nez druhy, Ze celkovy vyraz
bude zaporny. To je ale spor s pozadavkem, aby priristek z minima byl vzdy kladny. [ ]

b b
f P()ldx + f Q(0)]dx

5.4. Pridruzeny variacni problém, konjugované body. V predchozim odstavci jsme
ukazali, ze pro zjiSténi minima nejjednodussiho varia¢niho problému musime analyzovat
kvadraticky funkcional podrobeny okrajovym podminkam n(a) = n(b) = 0. Tento problém
se nazyva pridruzeny variacni problém. NapiSeme Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcional

(10, dostaneme

d
—(Pn')-@n=0. 12
3 P7)-Qn (12)
Dale budeme predpokladat, ze P(x) > 0 na [a,b] i okrajovou podminku na 7n(a) = n(b) = 0.

Vznikla rovnice je zaroven linearizaci puvodni Euler-Lagrangeovy rovnice v bodé y = yy.

Definujeme konjugovany bod d € (a,b) k bodu a tak, ze predchozi Euler-Lagrangeova rovnice
(12) ma netrividlni feseni n, pro které n(a) =n(a) = 0.

Dale definujeme tzv. Jacobiho podminku, ktera rika, Ze interval (a,b) nesmi obsahovat zZadny
konjugovany bod k bodu a. Nyni jsme jiz s to zformulovat nutnou a zaroven postacujici pod-
minku pro existenci minima funkcionalu. Za tim tcelem zformulujeme a dokazeme dtlezitou
pomocnou vétu tykajici se pozitivni definitnosti kvadratickych funkcionalt.

Véta 9. Pokud kvadraticky funkciondl A z s okrajovymi podminkami n(a) =n(b) = 0 spl-
niuje Legendreovu podminku P > 0 na [a,b] a Jacobiho podminku neexistence konjugovaného
bodu a k a v intervalu (a,b), potom je variacni funkciondl A pozitivné definitni, tj. Aln] >0
pro vSechna pripustnd n # 0. Zejména je n =0 minimem A.

Diikaz. Zaved'me skalarni soucin na prostoru pripustnych funkei vztahem

b
1,0 = f GO (odx.
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5.4 Pridruzeny variacni problém, konjugované body

Staci ukazat, Zze minimum kvadratického operatoru A na prostoru nenulovych pripustnych
funkci normovanych jako (n,1) = 1, je kladné, t;.

min A[n]>0, pron(a)=n(b)=0.
(n,m=1

Integrujme per partes

b b
f [P +@Qn*] dx = f |- (Pn')'+Qn| ndx = @n,m,
a a
kde D je samosdruzeny linearni diferencialni operator
D:n——(Pn) +@n.

Minimum kvadratického funkcionalu A je realizovano vlastnimi vektory prisluSnym nejmensi
vlastni hodnoté (vlastni hodnoty jsou nutné realné, vlastni vektory prislusné rtiznym vlast-
nim hodnotam jsou na sebe kolmé) a tato vlastni hodnota je prislusnym minimem.

Staci tedy dokazat, Ze vSsechny vlastni hodnoty operatoru D jsou kladné. Vlastni vektor je

urcen vzdy az na nasobek, této volnosti vyuzijeme k volbé dn(a)/dx = 1. Jacobiho podminka

rika, ze reseni ulohy

dn(a)
dx

nema na intervalu (a,b) Zadné nulové body. [ |

1

Dn=0, n(a)=0,

Priklad 14 (Harmonicky oscilator). Vezméme dlohu s pevnymi konci

b
I[y]:%f dx

Euler-Lagrangeova rovnice je pro kvadraticky lagrangian linearni, dostaneme

2
(j_y) —w2y2] . y(@)=A,y(b)=B.
X

d?y 9
—+w'y=0, y@)=A,y(b)=B,w>0,
dx?
jejiz obecné reseni je
y(x) = acoswx + fsinwx.

Druha variace funkcionalu je

ﬁHﬂZ%f

a

b d,7 2
dx [(—) —o®*n?|, nla)=0,7(b)=0.
dx
Pridruzeny lagrangian je pro kvadraticky funkcional shodny s ptivodnim lagrangianem. Le-
gendreova podminka je splnéna. Jacobiho podminka pozaduje, aby pridruzena Euler-Lagrangeova
rovnice neméla na intervalu [a, b] reSeni, t;j.
d?n dn(a) _

2
—+ =0 =0
dx? @1 >, (@) © dux

1
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5.4 Pridruzeny variacni problém, konjugované body

Reseni dostaneme ve tvaru .
sinw(x —a)
nx)=——

a chceme, aby 7n(x) > 0 pro vSechna x € [a, b]. Odtud dostdvame podminku

T
w <

b-a’
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6. Prednaska: Invariance vuci bodovym transformacim

¢

Jednou z vyraznych vlastnosti formalizmu varia¢niho poctu je nezavislost na volbé krivoca-
rych souradnic, tj. viaci bodovym transformacim. Invarianci funkcionalu a jemu prislusnych
Euler-Lagrangeovych rovnic vicéi témto transformacim dokazeme pomoci pojmu variac¢ni de-
rivace. Zejména kvili jednoduchosti zapisu vSe provedeme pro jednu zavislou proménnou,
zobecnéni na vice zavislych proménnych je primocaré. Podotknéme, Ze funkcionaly a jim pii-

slusné Euler-Lagrangeovy rovnice jsou invariantni vici striktné vétsi mnoziné transformaci,
tzv. kontaktnim transformacim.

6.1. Variacni derivace. Necht I[y] je funkcional a provedme jeho variaci pomoci funkce
n tak, zZe n(x) # 0 pouze v okoli bodu xg. Uvazme prirtstek Al = I[y+nl—I[y] a vydélme
jej plochou AS uzavienou mezi grafy funkcei y +n a y. Limitnim prechodem, pokud limita
existuje, dostaneme

ol AI
0Yly=x, AS—0AS
tzv. variacni derivaci I. Zjevné plati
Al —(— AS +RI|nl)
7 PR
a limitné muzeme psat 61 = g—I 68S.
Ylx=x¢

6.2. Invariance vuci bodovym transformacim. Uvazujme regularni bodovou transfor-
maci souradnic danou jako

Xu JYu
Xv Y

x=x(u,v), y=y(u,v), #=0 (13)

a variacni funkecional

b
I[y]:f de(x y(x), dyicx))

Bodovou transformaci tento funkcionadl prejde ve funkcional

d
J[v]:f ((xu +ac,,§l )du L(x(u v),y(u,v), A) f du K(u o), dv(u))

xu+xvd
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6.2 Invariance vici bodovym transformacim

Nyni ukazeme, ze splnuje-li x — y(x) Euler-Lagrangeovy rovnice

oL d oL

oy dx a(g_i')

potom u — v(u) splnuje prislusné Euler-Lagrangeovy rovnice

0K d 0K

ov du 5(3—3)

Bud y +n variace prislusna I[y], AS plocha uzaviena mezi grafem y+n a y a v +{ variace
prislusna J[v], AT plocha uzaviena mezi grafem v + { a v. Potom limita podilu

AS

lim — =% Y
AT—0 AT

Xy Y

je rovna jacobianu transformace a je podle predpokladu nenulova. Potom z toho, Ze plati

m Iy +nl-1Ilyl _

li 0
ASTo AS
plyne i
. Jv+{-Jv]
lim ——— =0.

AT —0 AT

Skutecnost, Ze krivka je stacionarnim bodem, tedy nezavisi na volbé soustavy souradnic.
Toho 1ze casto s vyhodou vyuzit pii feSeni konkrétnich probléma.

Priklad 15. Uvazme §ireni svételnych paprskt v rovinném prostiedi, kde index lomu zavisi
linearné na vzdalenosti od pevné zvoleného bodu, ktery zvolime jako poéatek soustavy sou-
radnic. Drahy paprsku zjistime na zakladé Fermatova principu, ktery v tomto pripadé rika,
Ze musime hledat stacionarni body funkcionalu

b 2
I[y]:fa \/x2+y2\/1+(j—i) dx.

Provedeme prechod do polarnich souradnic
X=rcos@, y=rsing

a budeme uvazovat transformovany funkcional

d 2
J[(p]:f rdr\/1+r2(d—(p) )
¢ dr
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6.2 Invariance viuéi bodovym transformacim

jehoz stacionarni body jsou shodné se stacionarnimi body I, ale je typu 4.1 (a). Proto plati

o 0K _ %
o) frare(
Odtud mtzeme jiz vyjadrit
dp_
dr j (%)2

coz muzeme substituci s = C/r? a naslednou separaci proménnych a integraci vytesit. Vysle-
dek je
r?sin(2¢ + a) = C,

coz zpétnym prevodem do kartézskych souradnic dava implicitni rovnici
2 2
2xycosa+ (x”—y“)sina =C.

Na obrazku niZe jsou znazornény nékteré geodetiky prochazejici bodem (1,0), vesmés se
jedna o hyperboly.
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7. Prednaska: Symetrie a zakony zachovani

&

Souvislost symetrii a zakonti zachovani je jednim z dilezitych objeva 20. stoleti. V plné
obecnosti byla objasnéna Emmy Noetherovmﬂ Z filosofického hlediska je dulezita proto, ze
idetifikuje bézné fyzikalni veliciny jako je energie soustavy castic, jeji hybnost nebo moment
hybnosti jako zachovavajici se veli¢iny pro jisté lagrangiany.

7.1. Symetrie a jejich prodlouzeni. Symetrii v prostoru zavislych a nezavislych promén-
nych rozumime tzv. jednoparametrickou grupu transformaci v tomto prostoru. Je vhodné
ucinit nasledujici definice. Akci grupy G s jednotkou e na mnoziné M rozumime zobrazeni
GxM—M,(g,m)— g-m splnujici nasledujici pozadavky:

i) eem=m,
(i) g-(h-m)=(gh)-m.
Priklad 16 (Priklady akci grup na mnozinach). Uvedeme zakladni priklady akei grup na

mnozinach s ohledem na pozdéjsi vyuziti.

(a) Akce grupy zrcadleni vzhledem k dané primce v roviné ¢i roviné v prostoru. Nize vi-
dime symetrickou bystu Nefertiti.
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7.1 Symetrie a jejich prodlouZeni

(b) Akce cyklické grupy Z/(nZ) zbytka pri déleni n na tiidach ekvivalence pri déleni n.
Konkrétni realizaci jsou napriklad rota¢ni symetrie pravidelného n-tithelnika v eukli-
dovské roviné.

(¢) Grupa symetrii ¢tverce v roviné.

Po P1 o2 P3 go o1 o2
‘ N Y ‘C\ i T y—

(d) Akce aditivni grupy Z na mnoziné Z. (g,m)—g-m=g+m.

(e) Akce aditivni komutativni grupy R na mnoziné R. (g,m)—g-m =g+ m.
(f) Akce multiplikativni grupy R4 na mnoziné R. (g,m) — gm.

(g) Akce grupy viech otoéeni SO(2) v R?, maticové

(gam)'_’g'm:(ex ey)g(;)

(h) Akce grupy viech otoéeni SO(3) v R3, maticové

X
(gm)—g-m=(e. e, e)g|y
Z
(i) Akce grupy SL(2,R) na R, kde g~(2‘ Z),ad—bczl.
( ) am+b
,m)— .
£ cm+d

Grupy (a)-(d) jsou diskrétni, grupy (e)-(i) jsou spojité.

Pro spojité grupy budeme v dal$im uvazovat pouze jednoparametrické podgrupy, parametr
budeme oznacovat €. Jednoparametricka podgrupa grupy G je homomorfizmus grup R—G.
Prikladem jednoparametrické podgrupy grupy SO(3) v casti (h) predchoziho prikladu jsou
rotace v pevné zvoleném sméru, napr. kolem jedné ze souradnicovych os. Akce jednoparame-
trické podgrupy budeme uvazovat na rozsifeném konfiguraénim prostoru {(x, y")}.

. 0X S . oY/
X=X,y e)xx+e—| +-, Y/ =Y(x,5" &)=y +¢ —
Oe e=0 0e e=0
Dale oznaé¢me .
. 0X . . 0Y/
S,y =—1| , ny)=—| .
66 e=0 ae e=0
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7.2 Rundova-Trautmannova identita

P#iklad 17. Uvazujme piiklad [16|(g) na vektorovém prostoru B2 = {(x, y)}. Potom &(x,y) = —y
an(x,y)=x.

Zabyvejme se nyni prodlouzenim akce grupy na rozsireném konfiguraénim prostoru {(x,y)}
do prostoru {(x, y, y)}. Dostavame (s potlatenim indexti u y)

dY (x,y,e) dy-+edn+--- ~d_y e(dn dy d€)+

dX(x,y,e) dx+edé+--- T dx * dx dxdx
Celkem tedy
d [dY(x,y,€) _dnp dyds (14)
de [dX(x,v,6)]|..g dx drdx’
Vyrazy
4 _of ofdy dn_on ondy
dx d0x Odydx’ dx 0x OJydx

jsou tzv. tplné derivace podle nezavisle proménné x.

Priklad 18. Pro akci grupy z predchoziho piikladu dostaneme prodlouzeni

dy )2
1+|—
( dux

7.2. Rundova-Trautmannova identita. Uvazujme funkcional

b
slyl = f L (x,y, d_y) dx.
a dx

dy _dy

aX dxC T

Po transformaci dostaneme

dY (x, y(x),€)
dX (x, y(x),€)

dY(x,y(x),e)) dX(x,y(x),e)dx
dX (x, y(x),€) dx '

B=X(b,y(b),e)
S[Y]= f L (X<x,y(x),e),Y(x,y<x>,e>,

) dX (x, y(x),€) =
A=X(a,y(a),e)

b
= f L (X(x,y(x),é‘),Y(x,y(x),e),

Pokud ma byt ucinek invariantni, musi byt s[y] = S[Y'] a zejména tedy

dS[Y] ~0
de e:0_ .
Mame tedy s vyuzitim prodlouzeni
iy TN Ayl )| L [
de dX ) dx | |9 de dX ) |lc=0 de | dx [|.=0

dx dxdx

>

d¢ oL oL aL(dn dydf)_ d df(x,y,e)
e=0

=L—+—¢{+—n+ =
635gt 6yn oy’ de dx
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7.3 Teorém Noetherové

kde na pravé strané je derivace dle € libovolného trividlniho lagrangianu zavislého na e.
S oznacenim
df(x,y,€)

F(x,y)= I

e=0

mame pak
oL 6L oL d oL dé dF
- n+——n—(y/——L)—€=—. (15)
O0x Oy ! oy’

7.3. Teorém Noetherové. S obvyklym oznacenim

oL . oL
p ay,7 _y ay,
dostavame dale
dL oL oL, .. dH dp, oL oL,
dx ~ ox Oyy dx  dx°  ox Oyy'

Po dosazeni do (15) ziskdame

(éy’—n)(d—p—%) d(F+H€ pn).

dx 0dy) dx
Pokud znovu doplnime indexy u zavisle proménnych, dostaneme
S dyJ dp; oL) d n .
— — | =— |F+H¢- ' |. 16
g’( )(dx ayj) dx S J;pﬂ (16)
—_————

=0 E-L rovnice

Pokud jsou splnény pohybové rovnice, je kazdy scitanec na levé strané nulovy a zachovava
se tedy veli¢ina
n .
F+Hé¢-) pin.
j=1
Priklad 19 (Délka krivky). Délka ktivky v roviné, ktera je grafem funkce y = y(x), je dana

Tento ucinek je zfejmé invariantni vici otoCeni v roviné m (g) a lze volit F = 0. Prislusna
zachovavajici se velicina je

y—xy'
VI+()?

Jiz vime, Ze stacionarni body funkcionalu jsou pfimky ax + fy =y a po dosazeni mame

H¢—pn=

y=xy __ ¥
\/1+(y’)2 \/a2+,32’
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7.3 Teorém Noetherové

coZ je pro y > 0 vzdélenost primky od poéatku soustavy soutadnic, ktery je pevnym bodem
rotace. Tato vzdalenost se pri rotaci skutecné neméni.

Priklad 20 (Relativisticka volna éastice na piimee). Utinek pro relativistickou volnou éstici
na primce je

Odtud dostaneme lagrangian

c2 \dt
hybnost
p= i
- (&)
a energii ,
"= p% k= mlc dx)2
1-2 ()

Z invariance u¢inku viéi Lorentzové transformaci mame

c¢T = ctcoshe — xsinhe cé=—x

X = —ctsinhe+xcoshe n=-—ct

me dx
—2 (ta - QC) .
1-5(§)

a zachovavajici se veli¢inou je

Resenim pohybovych rovnic pro relativistickou castici je jeji rovnomérny pohyb rychlosti v,
tj. x = xo + vt a zachovava se tedy

mcexg
.
v
1-a
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7.3 Teorém Noetherové
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8. Prednaska: Hamiltonovy kanonické rovnice

V predchozi prednasce jsme ukazali, Zze bodové transformace zavislych a nezavislych pro-
ménnych mohou vyrazné zjednodusit lagrangian a tim padem i jemu prislusné Euler-La-
grangeovy rovnice. Rovnéz jsme se v predchozich kapitolach snazili vyhnout primému re-
Seni Euler-Lagrangeovych rovnic, jejich primé reseni je praktické jen pro soustavy linear-
nich rovnic s konstantnimi koeficienty, tj. pro lagrangiany, které jsou nezavislé na nezavislé
proménné a kvadratické v zavislych proménnych a jejich derivacich. Teorie obecnych soustav
rovnic druhého radu je pomérné slozita, proto casto prechazime radéji ke dvojnasobné vétsi
soustavé rovnic prvniho radu, coz lze provést napr. oznacenim derivaci zavisle proménnych
podle nezavisle proménné za nové zavislé proménné. Varia¢ni formulace rovnic poskytuje
jesté vyhodnéjsi moznost, jak postupovat.

8.1. Legendreova transformace. Projednoduchost uvazujme nejjednodussi variaéni talohu
pro jednu zavisle proménnou a s pevnymi konci, tedy [1] a Lagrangeovu funkci L(x,y,z) bu-
deme povazovat za konvexni funkeci proménné z. Pro vSechna z1,z9 a t € [0, 1] tedy plati

L(x,y,tz1+(1—t)z9) <tL(x,y,z1) + (1 —#)L(x,y,29)

Spojnice libovolnych dvou bodd na grafu konvexni funkce tedy lezi nad timto grafem (na
obrazku modre), ekvivalentné musi graf konvexni funkce lezet nad teénou v libovolném bodé
tohoto grafu (na obrazku cervené).

Legendreova transformace bodu (z,L(2)) je bod (p,H(p)), kde
H(p)= mzax[pz —L(2)]

a pokud je funkce L(z) diferencovatelna, plati

O0L(2)
0z
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8.2 Komplementdrni variacni tiloha

Funkéni inverzi tohoto vztahu ziskame

0L(2)
0z

z(p)Z( )(p)

a dosazenim potom
H(p) = pz(p)—L(z(p))

a tim i dvojici (p,H(p)). Symetrickym zapisem H(p)+ L(z) = pz, ovSem jednou uvazujeme
z = z(p) a podruhé p = p(z), nazname, ze Legendreova transformace H(p) je opét ptvodni
L(2), tj.

L(z)= m;x[pz —-H(p)].

Geometricky vyznam Legendreovy transformace je ziejmy z nasledujicich obrazk.

b
A

L) |----=-=---
H(p)

L(z)

N =——-—
Y

H(p)

8.2. Komplementarni varia¢ni uloha. Varia¢ni dlohu pro hledani minima funkcionalu
miuzZeme tedy formulovat také nasledovné pomoci integrace per partes prvniho s¢itance
v integrandu

dp

dy . b
p— —-H(x,y,p)| = minmax f dx
dx y a dx

p

b
= —minf dx
P Ja

V predchozi dpravé jsme vyuzili tzv. minimax véty El ktera plati za predpokladu, zZe stacio-
narni bod funkcionélu je sedlovy bod.

b
minf dxmax -y——H(x,y,p) +[py]2 =
y Ja p Nl
=0
dp 0H(x,dp/dx, p)

dx o0y

+ H(x,dp/dx,p)|.

d
yL 1 H,y,p)
dx

b
:—minf dxmax
p Jq y

P#iklad 21. Koralek o hmotnosti m klouze po dratu ve tvaru paraboly o rovnici 2ay = x2,

a > 0, jejiz osa je svisla v homogennim gravitacnim poli Zemé. Treni zanedbejte. Rovnici

3viz napt. https://en.wikipedia.org/wiki/Minimax_theorem
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8.2 Komplementdrni variacni tiloha

paraboly ve svislé roviné xy napiSeme jako 2ay = x2, kde a > 0 je konstanta. Gravitaéni
zrychleni je —ge,. NapiSme lagrangidn pro soustavu.

L:ﬁ(1+x_2)(%)2_mgx2.
a?)\dt 2a
Zjistime napred zavislost polohy koralku na ¢ase a periodu jeho kmiti. Lagrangian expli-
citné nezavisi na nezavislé proménné (Casu) a jedna se tedy o specialni typ integrandu (b),
fyzikalné lze zachovavajici se veli¢inu ztotoznit s celkovou energii soustavy
2 2 2
m x%) (dx m
E:—(1+ )(—) + gx'
2 dt 2a

a’

Ozna¢me maximalni vzdalenost koralku od osy y jako xo. Potom pro periodu kmiti dosta-
neme pomoci uplného eliptického integralu druhého druhu

2
T\/g:4E(—x—g).
a a

Polohu ziskame inverzi nedplného eliptického integralu druhého druhu, plati totiz

2
X X
t g =E|arcsin — ——g).
a Xo| a
X
> 1
Nyni urc¢ime zobecnénou hybnost
( 14 xz) dux
-m i Bt
p a?) dt
a hamiltonian je tedy
2 2
mgx




8.3 Hamiltonovskd formulace stacionarity

Lagrangian pro komplementarni varia¢ni dlohu dostaneme jako

A (t dp) B a?p?(3p2+a?) mgp?
Par )T 2m(p2 + a2)? 2a

s obvyklym oznaéenim p = dp/dx. Tento lagrangidn A m4 stejny stacionarni bod jako ptivodni

lagrangian L, ale je podstatné komplikovanéjsi.

8.3. Hamiltonovska formulace stacionarity. Hamiltonovska formulace mechaniky je
vyhodna zejména proto, Ze proménné x, y a p jsou pojednavany rovnocenné. Zobecnéni pro
vice zavislych proménnych yi(x), i € {1,...,n} je jednoduché, zobecnéni pro vice nezavislych
proménnych je mozné, avSak presahuje rozsah této prednasky. Z vysledka predchoziho od-

stavce ziskame .
n dyl
Zpi _H(x9y’p)
o dx

b

min | dxmax
¥ Ja Di

a odtud pomoci nulovosti prvni variace vzniklého funkcionalu pro 2n nezavislych promén-
nych y* a p;, i €{1,...,n} dosp&jeme k Hamiltonovym rovnicim (8.3). Vzhledem k tomu, Ze in-
tegrand funkcionalu je linearni v derivacich zavisle proménnych, jsou jeho Euler-Lagrangeovy
rovnice prvniho radu.

dy' _0H(x,y,p) dp; _ 0H(x,y,p)

= . ef{l,...,n}.
dx op; dx dyi te.pmh
Pocitejme nyni diferencial
. . 0L " (0L . . OL _ .
dL 12y = —dx+ —dy'+—dz’
(x,5",27) = ——dx l:zl oy Wt 5%

pricemz plati o
dy'—z'dx=0, provsechnaie{l,...,n}.

Dosadime z Euler-Lagrangeovych rovnic

._OL dp; OL
pl_@zi’ dx  dy
a dostaneme oL " (4
Pi . ;
dL = —dx+ ) [=—dy'+p;dz'|.
Ox X l_zi(dx Y plz)

Mizeme dale upravit pomoci




8.3 Hamiltonovskd formulace stacionarity

a dostaneme

noo oL & dp;. . ) oL n( dp; . ; dy )
Ay pi —L|=-ZLdx+ Y [-Liay +2idp; | = - Zdx + dy + 2 ap,| =
(zp ) e 3 (- Liaytsap axx;d b,
o0H o0H o0H .
—dx + dH ‘'pi
ox Zl( oy op ) (.7%p5)

Odtud také ziskdme Hamiltonovy rovnice a také

0H OdL

ox  Ox’
Hamiltonovy rovnice se daji vyhodné formulovat geometricky jazykem diferencialni geome-
trie. Takova formulace ovSem presahuje ramec ivodniho seznameni s variacnim poctem.

Priklad 22 (Svisly vrh). Lagrangian pro svisly vrh v homogennim gravitacnim poli je

1 (dx)\2
L=—-m|—]| —mgx.
2 (dt) g
Hybnost je tedy
dx
=m—
P=ma
a hamiltonian
p?
H=—+mgx.
2m
Hamiltonovy rovnice davaji
dx p
dt m
dp
—_—=—--m
a ¢

Hamiltonovo vektorové pole ve fazovém prostoru dostaneme jako
p
m

a jeho integralni kiivky jsou

pot 1
X = x0+———g p=po—mgt.
m 2
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8.4 Kuvadratické hamiltonidny a linedrni algebra
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8.4. Kvadratické hamiltoniany a linearni algebra. UvaZujme v nasledujicim fyzikalni
systémy s n stupni volnosti, jejichz hamiltonidn je kvadratickou funkci zobecnénych sourad-
nic a hybnosti. S vyhodou zde potom muzeme vyuzit metod linearni algebry. Bod ve fazovém
prostoru budeme zapisovat jako 2n-rozmeérny vektor

4 :(qu""qn7p1’-"’pn)’

hamiltonian H potom budeme obecné moci zapsat jako kvadratickou funkeci z, tj.

q

ail aio ot A19n

1 1 as1 q"
Hz)==zAz"==(¢! ... q" ’

(2)=5 2(q q" p1 D) o1

a2n,1 QA2n2° " a2n.2n

Pn

Hamiltonian je tedy uréen matici A, zjevné musi platit A = AT, tj. matice je symetricka.

Priklad 23 (Tti télesa v roviné spojena tremi pruzinami). Soustava ma 6 stupnt volnosti,
matice A je tedy radu 12, konkrétné hamiltonian ziskame jako

2 2 2 2 2 2
+ + + k
:pl p2+p3 p4+p5 p6+ 12

2 2
_ + _ n
2m1 2m2 2m3 2 [(ql Q3) (q2 Q4) ]

H

k k
+ % [(q1-q5)" +(q2—q6)*] + % [(q5—g5)* +(qa—gq6)?],

kde (g1,92) (resp. (p1,p2)) je poloha (resp. hybnost) 1. ¢astice, (g3,q4) (resp. (p3,p4)) je po-
loha (resp. hybnost) 2. ¢astice a (g5, q¢g) (resp. (p5, pg)) je poloha (resp. hybnost) 3. castice ve
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8.4 Kvadratické hamiltonidny a linedrni algebra

zvolenych kartézskych souradnicich. Pro tento priklad je matice

K 0
4=[o )
kde
ki2+k13 0 k12 0 k13 0
0 k1o +ki13 0 —k19 0 —k13
K = —k1s 0 k1o +kog 0 —kog 0
0 —klg 0 k12 +k23 0 —k23
—k13 0 —k23 0 k13 +k23 0
0 —k13 0 —k23 0 k13 +k23

a M je diagonalni matice diag(mi,mi,mq,mo,ms,ms). Matice K a tedy i A je ovSem singu-
larni. Z hamiltonianu miazeme vyloucit pohyb hmotného stfredu. Oznacme

Pi=p1+p3+ps, Pa=po+ps+ps.

_mi1g1+maq3+msqs

Q1 ,

mi+mgo+ms

mi1qa2tmaqq+msqe
mi+mgo+ms

Q2=

hybnost a polohu hmotného stiedu a z rovnic dosad'me za ¢s, qg, p5, Pé-

Obecna linearni transformace S, ktera zachovava tvar Hamiltonovych rovnic ma tu vlast-
nost, Ze plati

T (0 1
SJS =4, kdeJ—(_1 0

a 0 zde znaci nulovou matici radu n a 1 jednotkovou matici téhoz radu. Hamiltonovy rovnice

s oznacenim z = (g, p) totiZ mizZeme psat maticové jako

o0H
0z

dz
dt
Linearni transformaci z — zS zvolime tak, aby vznikla matice

SAST

méla co mozna nejjednodussi tvar. Diagonalniho tvaru se nam podaii dosahnout tehdy, je-li
puvodni matice A pozitivné definitni, t;j.

zAz'=0 arovnost nastane tehdy a jen tehdy, je-li z =0.
Potom A muZeme interpretovat jako matici skalarniho souc¢inu

(z,w)y:=z A w'
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8.4 Kvadratické hamiltonidny a linedrni algebra

a linedrni transformace a: z — zJA~! méa viéi tomuto skaldrnimu souéinu nasledujici vlast-
nost -
(azwy=z JAT'Aw =2 Jw' =-2 A (JA™!) w' =—(z,aw).

Vlastni hodnoty transformace a jsou ryze imaginarni: Bud z vlastnim vektorem a s vlastni
hodnotou a. Potom

alz,z) =(az,z) ={(az,z) = —{z,az) = —(z,az) = —a{z,z).

Srovnanim ziskdme @ = —a. Vlastni vektory prislusné riznym vlastnim hodnotam jsou na
sebe kolmé: Bud’ z vlastnim vektorem «a s vlastni hodnotou a a w vlastnim vektorem s vlastni
hodnotou b6. Potom

0=(az,w)+{(z,aw)=a+b(z,w) =(a—b)z,w).
Vidime, 7e @ = JA™! je normélni, aa’ = a'a, tj.
JJ =—J?=-1=J"J

a tedy a je diagonalizovatelné a muzeme najit ()-ortonormalni bazi sloZenou z jednotkovych
vlastnich vektora a, v niz je a diagonalni. Ryze imaginarni vlastni hodnoty realné transfor-
mace a se musi vyskytovat v komplexné sdruzenych dvojicich, aby charakteristicky polynom
a mél realné koeficienty. Oznacme tedy

alz1)=1M121 a(z1)=-1M1121
a(z9)=1l929 a(Z9) = —1A929
alz,) =12, alz,)=-1i,2,

avektory (z1,...,2,,21,...,2,) tvori bazi jednotkovych vlastnich vektorti, A; e R pro j € {1,...,n}.
Zaved'me bazi e; = \/A;Rez;, fj = \/A;Imz;. V této bazi je symetricka matice A diagonalni

a jeji hlavni hodnoty jsou (€2,0Q2), kde Q = (w1,...,w,), w; = 1/A;. V matici Q jsou vlastni frek-
vence soustavy, vlastni vektory e; a f; predstavuji souradnice a hybnosti vlastnich méda
soustavy.
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9. Prednaska: Parametrické varia¢ni problémy

Napt'. u reseni izoperimetrického problému jsme se setkali s varia¢ni tlohou vyzZadujici pa-
rametrickou reprezentaci krivky, pricemz funkcional samotny (tj. délka ktivky) je nezavisly
na volbé parametrizace. Studium téchto uloh bylo zapocato Weierstrassem a plody tohoto
studia jsou napr. (pseudo)Riemannova geometrie obecné teorie relativity nebo jeji zobecnéni
ve formé Finslerovy geometrie. S tlohami tohoto typu se rovnéz casto setkavame v geo-
metrické optice, zejména pokud studujeme materialy, jejichZ index lomu je nehomogenni a
neizotropni, tj. zavisi na pozici v materidlu a na sméru Sireni paprsku v dané pozici.

9.1. Homogenni lagrangiany. Pro jednoduchost budeme uvazovat varia¢ni tilohu danou
funkcionalem

b
Ilx] = f L(x(t), 2(1)dt, 17

kde x: ¢t — x(£) = (x1(¢),...,x™(¢t)) je parametricky zadana k¥ivka, %: ¢ — x(£) = (x1(¢),...,%™(t))
jsou tecné vektory podél krivky v R”. Dale je L(x,v) funkce 2n proménnych, ktera je pozitivné
homogenni stupné jedna v druhé n-tici proménnych, t;j.

L(x,Av) = AL(x,v), pro vsechna 1> 0.

Tuto funkci oznacujeme jako homogenni lagrangian. Euler-Lagrangeovy rovnice pro homo-
genni lagrangian jsou stejné jako v nehomogennim pripadé

oL d(aL)_
ox/ dt\oxi)

Integral v (17) je invariantni vaci libovolné transformaci parametru s = s(¢), kde s je rostouci,
tj. § =ds/dt > 0. Je totiz

b dx s(b) dx ds) d¢ s(b) dx
I[x]= L —|dt = L ——|—ds = L — | ds.
Ll f (x dt) fs(a) (x’ds dt)ds s fs(a) (x’ds) s

Z Eulerovy véty o homogennich funkcic}f_f] plyne

oL ..
—x/ =L
O0x/

a odtud opétovnym zderivovanim
’L ,;
e X = 0.
0xJ 0x*

4viz napt. Wikipedia https://en.wikipedia.org/wiki/Homogeneous_function
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9.1 Homogenni lagrangidny

Homogenni lagrangian tedy neni nikdy regularni a zobecnéné rychlosti nelze vyjadrit pomoci
zobecnénych hybnosti a hamiltonian je vidy identicky roven nule. Proto musime najit jiny
zpusob jak definovat hamiltonian a zobecnéné hybnosti. Je vhodné misto L vzit L? stupné
homogenity dva. Potom mame

2
or? =39
0x7

oL* ,; 0°L?

oxk " %It
Polozme oo )
1 0°L 0L OL 0“L
i ———— = —— +L— 18
Ik g oioxk  o%i oxk | oxIoxk (18
Funkce g, = g jsou homogenni stupné nula, t;.

.gagjk_.j 63L2

= - =0.
0%l " oxioxkaxt

Pomoci drive uvedeného mame

Pro L > 0 mtuzeme tedy psat variac¢ni integral jako

b
Ix] = f dt\/gil, 2O

ve tvaru, ktery pripomina integral pro délku krivky, kde ale madme méné obecné, Ze g;; =
gi j(x[ ). Tato podobnost se ukazuje jako velmi prinosna.

Nyni mtuzeme zformulovat modifikovanou podminku regularity. V dalsim budeme vzdy pred-

pokladat, ze rovnici
pj = gjnlx, D) (19)

1ze vzdy Fesit vzhledem k %*. Rovnici muZeme déle upravit

1 06°L? ,, (0L oL 0°L \., ,OL
=———0x"= . + . X =L—. 20
20%0%k " o ok | omioxt)" T om 20

pPj
Vénujme se dale tvrzeni o vyjadieni £* pomoci p j z (19). Mame

Opj 08jk ., A
P
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9.2 Hamiltonovskd formulace

Jakobidnem transformace %/ — p ;j je tedy prosté g;,. Matice g;,(x,x) ma tedy maticovou
inverzi g% (x, p), pitemz % a p jsou svazany (19) a inverzni vztah dostaneme jako

x' = g"(x,p)pe.
Hamiltonian pro homogenni lagrangian L dostaneme jako

H?(x,p) =g (x,p)prpe.

Priklad 24 (Relativisticka volna ¢astice o jednotkové hmotnosti). Oznac¢me

10 0 0
0 -1 0 0

TR0 0 -1 0
00 0 -1

kde j,k €{0,1,2,3}. Potom homogenni lagrangian (rychlost svétla ¢ = 1) je
L= —\/njka'cja'ck

pi=npi*, H>=n""p;ps,
protoze L? je kvadraticka v étyfrychlostech.

Priklad 25 (Randersuv lagrangian pro relativisticky elektron v elektromagnetickém poli).

L=—\/np2/ &k — A ()%

Lagrangian je pozitivné homogenni funkci stupné jedna, predchozi mtuzeme tedy aplikovat
na né

9.2. Hamiltonovska formulace. Vyjdeme z homogenniho hamiltonianu

H?(x,p) = g’*(x,p)p ps
a vztahu '
gij(x, g’ (x,p) =0},
jehoz derivovanim podle x™ dostaneme
0g" opr  08ij _ 08" #08ij _ o

. ° + J . -
ap, axmgzj g oxm ap, 8im8ij+8 oxm

5Pavodni Randerstv &lanek je na https://journals.aps.org/pr/abstract/10.1103/PhysRev.59.195
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9.2 Hamiltonovskd formulace

Tento vztah vyndsobime x*, upravime a ziskame

agj k

. =0
6p[ DPj8eim
a odtud jiz plyne rovnéz
ag’*
——p; =0.
apy Di
Nyni mizeme za vyuziti predchoziho pocitat derivace

OH?

—9gkiy .
opp 2P
a 2
L
0prOpy
Zcela analogicky se pak dostavame
0H?
kO _ 1
g =3 (21)
2 0prdp¢

Vidime, ze H(x*, p,) je homogenni stupné jedna v proménnych p, a dosazenim dostaneme

. . OH? o0H
#=glp, =1 " 5 —g— (22)
&P 20p:0p,77 " op;

podobné jako ve (20). Dale dostavame
H?(x,p)=g" prpe=g" gnit' goj&’ = gij&'#/ = L*(x,%)

a tedy vhodnou volbou znaménka
H(x,p) = L(x,%).

Dale muZeme dostat

0H(x,p)  OL(x,X)
oxi  oxt
obdobné jako pro nehomogenni lagrangiany a hamiltoniany. Nyni se zabyvejme moznou
vhodnou volbou parametru. Takovou volbou je

t
s(t) = f L (x(r), dz(;)) dr, (23)

kde x(t) je stacionarni bod, tj. reSeni Euler-Lagrangeovych rovnic, pro kterou dostaneme
L=1a
ds = L(x,x)dt.
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9.2 Hamiltonovskd formulace

Pro tuto volbu parametru tedy Euler-Lagrangeovy rovnice mtiizeme napsat jako
d ( oL ) oL
— L= |-55=0
ds\ ox/) o0x/

coz muzeme pomoci drive odvozeného prepsat jako

d  oH

asPI T T ow
Rovnice 22) s H =L =1 dava

d , oH

—x/ = —.

ds op;

Pro tuto specialni volbu parametru s tedy dostavame Hamiltonovy rovnice v obvyklé podobé.

Priklad 26 (Randersova metrika). Budeme uvazovat parametricky variacni problém
b dx\2 (dy)? dy
Ilx, :f dt (—) +(—) +cx—
Leyl= ). [ dar) "\ae dt
Jako parametr zvolme ¢ = x. Potom dostaneme Euler-Lagrangeovu rovnici
d y'
_— = C,
dx /1 + ( y/)2
jejimz reSenim jsou kruznice
1
(x-af +(y—-p)*= .
c

Geodetiky jsou tedy kruznice, které limitné prejdou v primky pro ¢ — 0. Geodetiky vychazejici
z libovolného bodu popiseme nejlépe pomoci polarnich souradnic se stiredem v tomto bodé, tj.

2
r= 2 sin(gp — @o).

Délku geodetiky dostaneme vypoctem I v polarnich souradnicich jako

dr\? cr? 1 1.
s:fq)od(p (@) +r2+7 :2[3((;)—(,00 — 5 sin2(p — ¢o)] .

Koncové body geodetik pro dané s tvori rovnéz kruznici, viz nasledujici obrazek. Povs§im-
néte si, ze na prvni pulkruznici je geodetika minimalizujici, potom v nejvétsi vzdalenosti od
pocatku projde sdruzenym bodem a minimalizujici byt prestane.
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9.2 Hamiltonovskd formulace
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10. Pirednaska: Variac¢ni problémy s vicenasobnymi integraly

Zatim jsme uvazovali funkciondly, v nichz vystupovaly jako argumenty funkce jedné pro-
ménné. V této prednasce se budeme vénovat funkcionaliim obecnéjSim.

10.1. Definice a priklady. Budeme chtit najit stacionarni body (tj. Euler-Lagrangeovy rov-
nice) funkcionalu

A
Ily;l :f d"x ¥ (xa,yi, i ) , (24)
v 0xp

kde ¢ ={1,...,n},i={1,...,m} a V je integracni oblast v R".

Priklad 27 (Priklady varia¢nich funkcionalt s vice nezavislymi proménnymi). Uvedeme si
nékteré priklady varia¢nich funkcionalt, zejména téch, které jsou dulezité ve fyzice.

(a) Uloha o minimalni ploge. Uvazujme parametricky zadanou plochu v euklidovském pro-
storu R3, tj. zobrazeni i: K —R? zadané

RZ5K > (u,v)—r(u,v) =(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) € IR?’,

pFicemz K je kompaktni mnozina v R?, tj. prostoru parametrii. Mira této parametrické
plochy je dana funkcionalem

I[L]:I[x(u,v),y(u,v),z(u,v)]:f du dv VEG -F2, kde

K
B Oor Or 3 or Or B Oor Or
Cdu ou’ "~ du v’ T ov v’

V tomto prikladé je x, ~ (u,v) a y; ~(x,y,z) amame n=2a m = 3.

(b) Uéinek pro uzavienou strunu. Vychylka struny z rovnovazné polohy v éase ¢ pro thel
@ je u(t,p). Uéinek dostaneme ve tvaru

b 27 ou ) ou)?
I[u(t,q))l—fa dtfo d"’(ﬂ(at) 2K(6<p) )

(c) Linearni teorie pruznosti v homogennim a izotropnim prostiedi. Uvazujeme spojité
prostredi, jehoz vychylka z rovnovazné polohy v ¢ase ¢ a v misté (x,y,2) je u(¢,x,y,2),
tzv. vektorové pole posunuti. Mame tedy x, ~ (¢,x,y,2) a y; ~ (uy,uy,u;) an=4,m=3.
Utinek je dan vztahem

p (Ou;)(0u; 2u A
I[ua(xi)]:fvd‘*x{g(a—;)(#)—(?uuuiﬁguiiun —U(ui,xq)(,
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10.2 Pruni variace funkciondlu dcinku

1 (aui +6uj)

uij_§ Ooxj Ox;

je tzv. tenzorové pole deformace a % je objemova hustota potencialni energie soustavy,
podrobnéji, napt. https://www.physics.muni.cz/ krbek/el.pdf

(d) Utinek pro elektrostatické pole néboju p voblasti V je
1101 = (£ — 1) fv B [~ D, y,2)p(x, y,2)+ LIV, ,2)]2)

kde —VO je intenzita elektrostatického pole a ® je elektrostaticky potencial. Zde n =3
am=1.

(d) Utinek elektromagnetického pole F s étyipotencidlem A v ¢asoprostoru s étyfproudy j

1. 1 .
I[A]=- f dQ(— FLA; +—F"*F;|.
Q c 220

(e) Lagrangeova hustota pro Standardni model v ¢asticové fyzice, viz
https://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_formulation_of_the_Standard_Model

(f) Lagrangeova hustota pro gravitaci, viz

https://en.wikipedia.org/wiki/Einstein-Hilbert_action

10.2. Prvni variace funkcionalu uc¢inku. Prvni variaci vypocteme standardnim postu-
pem

A 0% Ou;
51 :f d'x | S o, + 262
W ou; 9% Oxg
0xq
0& 0 A 0%
:f d"x du; — - | Su; +f dS,——dbu;. (25)
W Ou; O0xq | g4 ow odu
X Xa

Prostredni s¢itanec dostaneme metodou per partes, posledni sc¢itanec z Greenovy vétyﬂv R”,
ktera rika, ze

f d"x[w(x)Vf(x)+ f(x)V-u(x)] :?g dS n-u(r)
w ow

kde u je vektorové pole v R?, f funkce v R*, OW je nadplocha, jez je hranici oblasti W,
n je vnéjsi norméla k této nadplose a ¢, dS je (nad)plosny integral. Variace du; ovSem

6Viz napi. https://en.wikipedia.org/wiki/Divergence_theorem
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10.3 RozlozZeni teploty v obdélnikové desce

na okraji oblasti v nejjednodussim pripadé Dirichletovych okrajovych podminek vymizi a
druhy sé¢itanec tim padem téz. Mnohdy je tcelné u nezavisle proménnych oddélit napr. ¢as a
prostorové souradnice a to v pripadé, kdy W=T xV, T =[a, b]. Vypoctéme potom

02 0% du; 0L _ous
6T = | a'x | 6w, + 2o s 2, 0L 50U
TxV ou; a% ot a% 0xq

b 0¥ 0 0% 0 0¥
:f dtfdnx ou; ou;— ou; ¢+

-— u
ou; ot 9oL " 0xg 037”;
b 0L
+ fdnxa—&tl +f dz dSaTéui. (26)
05t a av oL

Miuizeme zadat i komplikovanéjsi pocatecni a okrajové podminky, ale vzdy tak, aby druhy a
treti scitanec vymizel. Proto aby prvni variace ucinku 6S = 0 pro vSechny du;, musi platit

0% 0 0% 0 | 0%
. AF A0u; ou;
Oou; Ot 56_‘; 0xq a%

=0. (27)

10.3. RozlozZeni teploty v obdélnikové desce. Joseph Fourier v roce 1822 popsal ve své
praci Théorie analytique de chaleur popsal principy vedeni tepla a rozlozeni teploty 7T'. Staci-
onarni rozloZeni teploty v oblasti prostoru V je dano pomoci varia¢niho principu. % je teplotni
vodivost, ktera v principu muze zaviset jak na misté, tak napr. na teploté, pro neizotropni
materialy i na sméru. Pro jednoduchost ji budeme povazovat za konstantni. Dale se mohou
v oblasti V obecné nachazet zdroje tepla dané funkci f. V tomto pripadé je variacni princip

11T = f f fv &r -1k IVT@I2+ F)T(r)]

Pro rozlozeni teploty a zvolené okrajové podminky musi I[7'] byt stacionarni hodnotou. Vy-
pocitame prvni variaci

SI[T] = ff dr(k AT+f)5T—# dS 6Tn-kVT.
\% ov
Okrajové podminky musi byt tedy zvoleny tak, aby na okraji 0V bylo bud’ 6T = 0 nebo n-
kVT = 0. Tyto podminky se nazyvaji Dirichletovy, resp. Neumannovy. Potom dostaneme
kAT =—-f naoblasti V.

Vezméme napr. jako V kvadr o hranach a a b, treti hrana necht je efektivné nekonecna.
V kvadru necht’ se nenachazeji zdroje tepla. Jedna strana kvadru necht je udrzovana na
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10.3 Rozlozeni teploty v obdélnikové desce

teploté Ty ostatni strany necht’ jsou izolovany. Tato tloha vede k linedrni parcialni diferen-
cialni rovnici

AT(x,y)=0, (x,y)eV =(0,a)x(0,b)
doplnénou okrajovymi podminkami

oT oT
_(Oyy):_(a;y):O, yE(O’b),
ox 0x

oT
S @0=0 xea),  TGxb)=To+(T1- To)X x€(0,a).
Y a
Reseni dostaneme tzv. Fourierovou metodou separace proménnych, kdy predpokladame, zZe
T(x,y) =X (x)Y (y), coz vede k reSenim

nix nmn
T,(x,y) = cos —— cosh nry
a a

tzv. vlastnim médam dané dlohy, pro n € {0,...,9} jsou pro a/b = 2 znazornény nize.

Pomoci Fourierovy rady ziskame reseni ve tvaru

To+T, Ti-Ty & cosZE 21)”’“ cos
—4 Z

2 m? 0 (2k+1)2cosh ZtDrb

k+1)my
h a

T(x,y)=

Grafické znazornéni rozlozZeni teploty v arbitrarnich jednotkach vidime nize.
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10.3 RozloZeni teploty v obdélnikové desce
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11. Prednaska: Ritzova varia¢ni metoda

V predchozi prednasce i drive jsme vidéli, Ze Euler-Lagrangeovy rovnice jsou presné resitelné
pomoci elementarnich funkei jen ve vyjimecnych pripadech a s vyuzitim zachovavajicich se
veli¢in. Ve druhé prednasce jsme na prikladu izoperimetrického problému ukazali, jak do-
kazat, ze jisty funkcional I ma minimum, primou metodou. Ne pro kazdy funkcional je vsak
mozné a ucelné ziskat reseni timto zptisobem. Ritzova varia¢ni metoda poskytuje zptsob,
jak ziskat priblizné reSeni vSech variacnich dloh. Timto zptsobem tedy zaroven ziskame i
reSeni patricnych Euler-Lagrangeovych rovnic.

11.1. Minimalizujici posloupnosti funkci. Chceme nalézt minimum funkcionalu I[y],
ktery je definovan na néjakém prostoru funkci & definovaném podstatou problému a okra-
jovymi podminkami. Musime prepokladat, Ze existuji takova y € &, pro ktera I[y] < oo a
zaroven

inf I[y] =m > —oo0.

yeF

Z definice infima potom vyplyva, ze existuje posloupnost funkci {y,}, v, € & tak, ze
lim I[y,]=m.
n—oo

Tato posloupnost funkci se nazyva minimalizujici. Konverguje-li tato posloupnost v & k funkci
Yoo @ muZeme psat
Ilysol = lim I[y,],
n—oo
potom plati
I [y ol=m

je, ze funkce y, miZeme povazovat za priblizna reSeni variac¢ni ulohy.

Priklad 28 (Weierstrass). Uvazme funkcional

1 2
Iyl = f dx (xd—y)
-1 dx

s okrajovymi podminkami y(—1) = —1 a (1) = 1. Budeme uvazovat posloupnost funkei y, (x) =
arctgnx/arctgn. Potom integraci dostaneme

I ]_fl n?x2dx _ 1 1
Ind= _1arctg®n(1+n2x2)2 narctgn (1+n2)arctg®n’

Zjevné plati, ze lim,, .o I[y,] = 0. Dale ale plati, ze
lim y,(x) =signx,
n— oo

ale tato funkce neni v 0 ani spojita.
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11.2 Ritzova metoda

Ani pokud by limita ve smyslu normy |yllp = sup, |y(x)| v & existovala, nemusi, jak vime
z 3. prednasky, byt funkcional I[y] vzhledem k této normé spojity. Konvergenci je tedy treba
uvazit ve smyslu normy | - | 1.

Véta 10. Bud’ {y,} minimalizujici posloupnost funkci funkciondlu I[y] a necht existuje limita
Yoo- Pokud pro kazdé € > 0 plati, Ze existuje N tak, Ze Ily,]1— I[y~] < € pro vsechna n > N
(spojitost zdola), potom

Iyl = nli_,I%oI[y"l

Dikaz. Na jedné strané mame, ze lim,, . I[y,] = infI[y] a tedy I[y] < lim, .. I[y,]. Na
strané druhé ze spojitosti zdola plyne I[y.] = I[y,]1—€ pro dostatecné velka n a tedy I[y~] =
lim, . o I[y,]. Celkem dostavame pozadované tvrzeni. [ |

11.2. Ritzova metoda. Predpokladejme, ze hleddme minimum funkcionalu I[y] na pro-
storu &, ktery budeme povazovat za vektorovy prostor vybaveny normou. Uvazme neko-
nec¢nou posloupnost funkei {¢,} a bud %, vektorovy podprostor napnuty prvni n-tici funkei,
tj.

In={a19p1+ag@2+---+a, e,

Na kazdém podprostoru %, dostaneme pro danou posloupnost funkei {¢,} funkci
I(a1,...,an):=Ila1p1 +agpe+---+anp,]

n redlnych proménnych. MizZeme najit minimum této funkce n proménnych béznymi meto-
dami matematické analyzy. Minimum I(a1,...,a,) necht je I,, a nastane pro jistou linearni
kombinaci y, =a1¢1+ -+ a,@,. Zrejmé plati

ILzIlpz--1,21p412--,

protoze kazda linearni kombinace {¢1,...,¢,} je zaroven linearni kombinaci {¢1,...,¢n+1},
kde posledni koeficient je roven 0. Také zrejmé je 1 S Fo<---CF, S F 1S .

V predchozim definovanou posloupnost nazveme tplnou v &, jestlize prokazdé ye # ae >0
existuje linearni kombinace

M =a191+agP2+ - +anPn
tak, ze |n, — yl <e. Pritom n muze zaviset na €.

Véta 11. Je-li funkciondl Ily] spojity na & vzhledem k zvolené normeﬂ a je-li posloupnost
{p,} uplnd v &, potom
lim I,=1, a I, =infI[y].
y

n—oo

"Napt-. funkcional I[y] = /. ab L(x,y,y")dx je spojity na prostoru vSech jednou spojité diferencovatelnych funkei
s normou danou sou¢tem maxima funkce a maxima jeji derivace na intervalu [a, b].
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11.3 Statika tyci

Diikaz. Pro dukaz staci rozepsat definice. Z definice infima m funkcionalu I mame, Ze pro
kazdé € > 0 existuje y € & tak, ze I[y] < m + €. Ze spojitosti I vzhledem k normé plyne, Ze
[I[y]-I[yll <€, pokud ||y —y|l < 6(e). Bud nyni

NMn=b1p1+--+bpp,

takova linearni kombinace, pro kterou ||y —n,|l < 6(€). Takova linearni kombinace pro dosta-
tecné velké n(6) existuje, protoze posloupnost {¢,} je iplna. Dale bud’ y,, linearni kombinace
(¢1,...,9,) realizujici minimum I,, funkce I(ay,...,a,) koeficientd linearni kombinace. Po-
tom

m<I[y,1<Iln,l<m+2¢

a z libovolnosti € dostavame m = I ,. [ |

Hlavni myslenka predchoziho dikazu tkvi v moznosti libovolné presné aproximovat prvek
nekonecnérozmérného vektorového prostoru & pomoci prvku konecnérozmérného vektoro-
vého prostoru %,. Nic jsme nerekli o rychlosti konvergence, ktera obecné zavisi jednak na
konkrétni volbé funkcionalu I a jednak na volbé posloupnosti ¢,,.

11.3. Statika tyc¢i. Pouziti Ritzovy metody si ukazeme na prikladu rovnovazné konfigurace
tyce. Tato konfigurace je charakterizovana tim, ze celkova energie soustavy nabyva své mi-
nimalni hodnoty. Podobné by $lo formulovat jako varia¢ni i dynamické dlohy pojednavajici
vibrace tyc¢i a jinych pruznych téles, nicméné bychom jiz museli pouzivat aparat vyvinuty v
predchozi kapitole vénované teorii pole.

Elasticka energie tyce, vSechny jejiz rozméry kromé jednoho jsou zanedbatelné, musi byt
uamérna odchylce jeji kiivosti od krivosti v nezdeformovaném tvaru, protoze krivost je je-
dinym lokalnim invariantem krivky, tj. veli¢inou nezavislou na ortogonalni transformaci v
prostoru a na posunuti v prostoru. Elasticka energie tyce tedy musi byt imérna velic¢iné

b1 12
[l
a R RO

kde ¢ je libovolny parametr, R = R(x(¢)) je ktivost zdeformované tyce, Ry = R(ro(¢)) je kii-
vost nezdeformované tyce. Druhd mocnina se v integrandu musi vyskytovat kviali tomu,
Ze energie nesmi zaviset na znaménku krivosti. Podrobnéjsi analyza ukazuje, ze konstanta
amérnosti je %EJ , kde E je Youngtv modul pruznosti a J je ploSny moment setrvacnosti
symetrického profilu tyée viéi jejimu st¥edu, tedy nap¥. wa*/4 pro kruhovy profil a poloméru
a nebo a*/12 pro étvercovy profil. Pokud mé ty¢ proménny priiez, musi plosny moment setr-
vacnosti byt zahrnut v integrandu. Pro tyc, ktera ma v nezdeformovaném stavu tvar tsecky
(tj. 1/R¢ =0) a jejiz deformace je mala a rovinna, dostaneme

b J(x) d2y)
E| dx|E222
fa x( 2 dx2) ’
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11.3 Statika tyci

kde x miii podél sméru nezdeformované tyce a y ve sméru deformace. Pokud je ty¢ polozena
na pruzné podloZce, je tfeba dale uvazovat energii deformace této pruzné podlozky, ktera je

dana jako
K b
— f y2(x)dx,
2 Ja

kde K je kompresni modul.

Nakonec je treba jesté uvazit linearni hustotu sil q(x) ptasobicich na ty¢, ktera je dana vyra-
zem

b
f g(x)y(x)dx.

Jako jednoduchy priklad uvazme deformaci vlivem vlastni tithy pro ty¢ kruhového (obecné
proménného) prirezu upevnénou na koncich. V tomto pripadé neni pritomna podlozka a tedy
energie spojena s jeji deformaci je nulova. Pro energii v tomto pripadé dostaneme funkcional

2

b

EJ (d2%y 2
(@) +Agy

¢
I[y]:f dx
0

kde ¢ je délka tyce, A jeji linearni hustota a g gravitacni zrychleni. Vhodnou volbou jednotek
na ose x a y lze odstranit vSechny rozmérné konstanty x — x¢,y — yAg/E az na konstantni
kladny faktor pred integralem, ktery je pro minimalizaci nepodstatny. Dostaneme tedy

1
Iyl :f dx
0

Je tedy q(x) = 1. Proved'me nyni prvni variaci funkcionalu I.

1 d?y 2

11 @2y d%sy
§I=| |J—=2—2L+q6y|dx=
fo a2 dx2 | 1OV
114 (.d%y)\doy a2y dsy |t
=| |[-=[J-—=2|=ZL+qoy|da+|J—=2—2]| =

.[o dx( dx2) dx Tqoy|dx dx? dx |o
11 g2 [ d2y d (.d%y\_ 1" [ .d%ydsy]t
=| |—=|J—= Sydx— | — [J—= |6 J—2—2| .
_[o dx2( dx2)+q yax dx( dx2) y]0+ dx? dx |o

MuzZeme tedy uvazit razné druhy okrajovych podminek. Jsou to napr.

(a) Oba konce tyée jsou vodorovné vetknuty do boénich stén. Pak 6y(0) = 6y(1) =6y'(0) =
6y'(1)=0.

(b) Levy konec tyée je vetknut do boéni stény a pravy konec je volny. Pak §y(0) =6y'(0) =0
ady’'(1)=(Jy")Y(1)=0.
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11.3 Statika tyci

(c) Levy i pravy konec tyce jsou volné polozeny pres hrany boc¢nich stén. Pak y(0) = y(1) =
Jy"(0)=Jy"(1)=0

Euler-Lagrangeovy rovnice
d? ( a2y
da2

spolecné s okrajovymi podminkami (a), (b), resp. (¢) pro neproménny profil J = 1 prarezu a
q = 1 davaji reseni

1
(a) y= _ﬂ(l —x)%x%, &ervend
1
(b) y=-——=x?(x>—4x+6), modre
24
1
() y=—-—x(1-2)1+x—-x2), zelend
24
vyobrazena nize
EdJy

Ag ot

A

SR

T~

V pridadé, zZe J a q nejsou konstantni, je primé reseni Euler-Lagrangeovy rovnice nesnadné
a nabizi se Ritzova metoda. Vypocitame deformaci tyce vetknuté kolmo ve svislé sténé. Polo-
meér tyce necht’ se méni linearné od jednoho konce k druhému, tj. a = ag + (a1 — ag)x, kde ag
je polomér na levém konci a a1 jeji polomér na pravém konci. Kromé vlastni tihy tyce je na
jejim konci zavéseno dalsi téleso, tj. g(x) =mY (x —s)Y (1 — x)s(1 5> kde 0 <s < 1. Viz niZe na
obrazcich: zatéz tyce (nalevo), ploSny moment setrvacnosti tyce (napravo).
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11.3 Statika tyci

q(x) J(x)

Energie, kterou budeme minimalizovat tedy je

1 . 2 L 5 x—s
fo dx< 5[ag+ (a1 —ag)x] (@) +5ky +{[a0+(a1—ao)x] +mY(x—s)Y(1—x)s(1_s)}y

Zvolil jsem m =2, £ =0.001, s =0.95, ag = 1, a1 = 0.25. Jako systém aproximujicich funkei
vezmeme
Pn=x

Pro systém {¢1,...,p9} mimimalizujeme funkci I(a1,...,a9) a dostaneme

y9 = 0.650678x1% —2.37751x" + 3.63477x% — 3.00055x" + 1.43313x° — 0.407464x°+
+0.0530489x* — 0.019224x° — 0.0960484x2.

Pro c¢astecnou kontrolu spravnosti vysledku provedeme kontrolu rozdilu 8. aproximace od

9. aproximace. NiZe nalevo je znazornéna deformovana ty¢ a napravo je znazornéna chyba
nasobend 104!

y(x)

—— 9. aproximace

—— 10000-krat odchylka 8. aproximace
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