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1. Linearni a antilinearni zobrazeni

Zobrazeni ¢: U —V vektorovych prostorti nad polem komplexnich ¢éisel C se nazyva antili-
nedrnim, splnuje-li nasledujici podminku

@lau +bv) =ap(u)+bew) proviechna u,velU aa,beC.

Slozenim dvou antilinearnich zobrazeni dostaneme linearni zobrazeni, sloZzenim linearniho
a antilinearniho zobrazeni dostaneme antilinearni zobrazeni. Ozna¢me U vektorovy prostor
v$ech antilinearnich funkci ¢: U —C, U™* jako obvykle pfedstavuje dualni prostor, tj. prostor
linearnich funkci ¢: U — C. Obdobné jako pro dualni prostor (véta o dvojim dualu) existuje
rovnéz kanonicky izomorfizmus U —(U*)! explicitné dany p¥ifazenim u — (¢ — ¢(u)). Po-
vSimnéme si, zZe

plau) =ap(u)=ap(u),
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a tedy izomorfizmus U —(U")! je linearni zobrazeni. Je injektivni a tedy bijektivni, vzhledem
ke konecné dimenzi U.

Definujme U = U* ¥, tj. uvazujeme antilinearni funkce na dualnim prostoru k U. Necht
je zadana linearni funkce ¢: W — C na vektorovém prostoru W. Potom antilinearni funkci
dostaneme slozenim této funkce s komplexnim sdruzenim -: C — C takto

p=-0¢p, tj.pw)=¢w), provsechnaweW.
Naopak, zacneme-li s antilinearni funkeci, ziskame slozenim s komplexnim sdruzenim funkei
linearni. Cili nap¥. nejobecndjsi linedrni funkce na U™* je ¢ — ¢(u), u € U, tim padem nej-
obecné&jsi antilinearni funkci na U* dostaneme jako ¢ — ¢(u), u € U. MiZeme také psat

p=y=-oy,kdeyeU’a uvazovat predchozi pfirazent jako y — y(u), coZ je linearni funkce
na U* a tedy kanonicky plati U = U*! = U**. Timto zptisobem dostaneme jednoduse

U=U*H*=U.
Dale mame antilinedrni zobrazeni u — u, u € U, dané rovnosti
w(p)=@(u),  proviechna peU*,
kde u € U** =U. Tuto rovnost lze zapsat i jako
() =y(w), kdey=pecU".

Celkem tedy B
u(p)=w(u)=@u)=u**(p)=u(p), provsechna peU,
tj. T=u.

Pro tenzorovy souéin mame U®V = U ® V pomoci zobrazeni —: UeV -U®V, u®v —
URV=u®U.

Bud’ B bilinearni forma na U. Potom B miizeme povazovat za bilinedrni formu na U
danou predpisem .
B(u,v) = B(u,v). (1)

Skutecné plati

B(au,v) = B(@u,v) = B(@u,v) = aB(u,v) = aB(u,v) = aB(%,0),

pro vSechna a € C a u,v € U. Analogicky se dokézZe linearita ve druhé sloZce. Je-li bilinearni
zobrazeni B symetrické (resp. antisymetrické), je také B symetrické (resp. antisymetrické).
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2. Komplexni sdruzeni a realné formy

Komplexni sdruzeni na komplexnim vektorovém prostoru U je antilinearni zobrazeni U — U,
jehoz ¢tverec je identita. Predpokladejme, Ze

Tru — ut
je jedno takové komplexni sdruzeni. Potom mnozina vektort, které se pri komplexnim sdru-
zeni nemeéni, tj.

{u IuJr =u}
je redlnym vektorovym prostorem. Takto vznikly vektorovy prostor nazyvame redlnou for-
mou komplexniho vektorového prostoru U vzhledem ke komplexnimu sdruzeni f. Tento vek-
torovy prostor budeme oznacovat U. J'B nebo je UR, pokud je komplexni sdruzeni  jasné uréeno
z kontextu. Pokud u € UR, potom v = iu vyhovuje rovnici v’ = —v a kazdy vektor w € U lze
zapsat jednoznac¢né jako

w=u +iv, kdeu,veU%.

Zjevné plati

u :%(w+wT), v :—%(w—wT).

Priklady komplexniho sdruZeni jsou:

— Na vektorovém prostoru komplexnich matic ¥adu 7 je T = -ot, tj. kompozice transpozice
a komplexniho sdruzeni jednotlivych prvki, jind moznost je pouze komplexni sdruzeni
bez transpozice.

— Bud' V realny vektorovy prostor, komplexni vektorovy prostor vznikne pomoci tenzo-
rového soucinu U =V @ C. Komplexni sdruzeni je definovano jako

(v ®ra) =v era

a realna forma U® dana timto komplexnim sdruzenim splyva s ptivodnim realnym
vektorovym prostorem V.

Posledni priklad je univerzalnim prikladem komplexniho vektorového prostoru s komplex-
nim sdruzenim.

V dalsim budeme potiebovat dvé dalsi podoby predchozi konstrukce. Predpokladejme, ze
je dan komplexni vektorovy prostor U a zkonstruujme U®U. Komplexni sdruzeni definujeme
jako

t:u @v—(u ®0) =v ®T7.

Reélna forma je v tomto p¥ipadé (U@ U)E = (u ® ulu € U).
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Druhé konstrukee se provede obdobné s vektorovym prostorem V @V a komplexni sdru-
Zeni je zadano jako

tfru +0— W +0) =v+7. (2)

Reélna forma (V & V)R dana timto komplexnim sdruzenim je {u +u} a lze ji ztotoznit s V uva-

zZovanym jako realny vektorovy prostor (zapomeneneme na nasobeni komplexni jednotkou).

Predpokladejme déle, Ze G je komplexné bilinedrni symetrické zobrazenina V x V. Podle
(1) definujeme komplexné bilinedrni symetrické zobrazenina V x V. Miizeme proto definovat
komplexné bilinearni formu G & G na V @V tak, Ze prohlasime V a V za ortogonalni, t;j.

(GoG)(u+v,w+2)=Gu,w)+G@,32).
Na realné formé (V @ V)R dochazi k restrikci na
(GoG)(u+u,v+0)=2ReG(u,v).
Identifikujeme-li nyni redlnou formu (V @ V)® s realnym vektorovym prostorem V, potom se

symetricka bilinearni forma G oG vyjadri jako 2ReG. Predpokladejme déle, Ze G je nedege-
nerovana a (e1,...,e,) je ortonormalni baze V vzhledem ke G, tj.

0, i#j
Glej,ej)=< " 7
1, i=j.
Potom je (eq,...,e,,ieq,...,ie,) ortonormalni bazi v realném vektorovém prostoru U se syme-

trickym bilinedrnim zobrazenim 2ReG(iej,ie;) = —1. To znamen4, Ze 2ReG m4a na realném
vektorovém prostoru V signaturu (n,n).

3. Struktury na tenzorovych souc¢inech

Budte U, V komplexni vektorové prostory. Potom
A*(UeV)=S*U e A’V e A’UeS?V, (3)
kde vnéjsi soutin je dan vztahem
wev)A(we®z)=uw®vAz +tuANweuvz,

kde uw (resp. vz) znaéi symetricky souéin v S2U (resp. S2V). Necht je dale na U (resp. V)
definovana antisymetricka bilinearni forma w (resp. n). Tyto indukuji symetrickou bilinearni
formu na U ® V predpisem

(uev,wez) =owlu,wn,z).
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Tato symetricka bilinearni forma na U ® V indukuje standardnim zptusobem symetrickou
bilinedrni formu na druhé vnéjsi mocniné A%(U ® V). Explicitné mame

(U1®UVI AU BV, U3RUIAULOVY) =

=w(ug,uz)o(us, ugl)n(y,vs)n(ve,ve) — (1, ugdw(usg, ugIn(vy,vadn(ve,vy)

Tento skalarni sou¢in muzZeme interpretovat rovnéz jinak. Definujme skalarni souc¢in na
S2U (resp. A2U)) piedpisem

(wing,usus) = S(w(u1,us)o(ws, us) + (w1, udw(us,us)),
resp.
(U1 AU, U3 AUL) = %(U)(ul, us)w(ug,uyg) —o(u,ug)w(ug,us)),
a obdobné pro S2V a A%V.

Vyse uvedenou konstrukei aplikujeme na situaci V = U a 1 = ®. Komplexni sdruZeni je
v této situaci dano na homogennich prvcich jako

T: S2(U) ® AX(U)— A2(U) ® SA(U)
UVOWAZ—WAZ QUU,
coZ je situace popsana vyse v (2) pro pfimy soudet, v roli vektorového prostoru V je S2(U) ®

A%(U). Symetricka bilinedrni forma na S%(U)® A%2(U) je ptirozené indukovana antisymetric-
kou bilinearni formou w na U.

4. Spinory a Minkowského prostorocas

V tomto pripadé je U komplexni vektorovy prostor, dimc U = 2 s antisymetrickou bilinearni
formou w. Konstrukei z predchoziho odstavce ziskame symetrickou bilinearni formu na U ®
U. Musime nyni ovéFit, Ze restrikce této symetrické bilinedrni formy na realny podprostor
(U®U)"§, kde T: u®v — v®u, ma signaturu (1, 3), tedy ze se jedna o Minkowského prostorocas.
Zvolme libovolny vektor u € U, u # 0. PovS§imnéme si, Ze pro libovolny vektor w € U je vektor
u ®w vzhledem k indukované symetrické bilinearni formé svételny. Vskutku

(wew,u®w) =w(u,u)w(w,w).

Daile zvolme dalsi nenulovy vektor v € U tak, aby w(u,v) = 1/v/2. Potom plati

Uu+vU,uU+vRV)=(URU,VRV)+{(VRV, U U) :2w(u,v)2: 1.
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Vektor u ® u + v ® U je realny, casupodobny a ma jednotkovou velikost. Obdobné dostavame
prostorupodobné realné vektory

(uu—-veV,u®uU-VveUV)=-1
(uv+veu,u®v+veu)=-1
(u®v-veu),iluvv+veun)) =-1.

Vsechny ¢tyri vektory
(u®u+v®n,uluU-VvRV,uV+veu,(u®V—veu)) (4)

tvori ortogonalni bazi a jsou realné, skutecné tedy ma symetricka bilinearni forma na (U ®
U)® vyse znacend pouze (-,-) signaturu (1,3).

Oznaéme A = u Av; je to jediny prvek A2U, pro ktery plati w(a) = 1/2. Déle uvazme realny
svételny vektor u ® u a dalsi prostorupodobny vektor u ® v+ v ® u a spoctéme jejich vnéjsi
souéin

0,=WeWANueT+veu)==u?e1+18u>.
Jedn4 se o prvek prostoru A%(U o U)R, ktery je vnéjsim soucinem svételného a prostorupo-
dobného vektoru, tj. urcuje svételnou rovinu g, obsahujici svételny vektor u ® . Konstrukce

této svételné roviny nezavisi na volbé v, misto néj 1ze zvolit téz v + ku, k € C, stale plati
o(u,v+ku)=1/2.

Kazdy nenulovy vektor u € U tedy urcuje svételny vektor v, = u®u € (U ®U)R a svételnou
rovinu uréenou rozlozitelnou 2-formou o, = u?2®@ 1+ 1 ® . Dvojici vektor, rovina (v,,0,) se
rika obvykle viajka.

Vynasobime-li u fazovym faktorem e'¥, ztstane svételny vektor u ® & zjevné nezménén.
Pro svételnou rovinu ale dostaneme oy, = e*'¥ u?® 1 +e~21¥ L@ %?. Fazové faktory odstrani
nahrazeni vektoru v vektorem e~V v, takZe prostorupodobny vektor u ® v + v ® u piejde na
e?V uev+e 2V veu, coz odpovida rotaci o thel 2y v roviné uréené vektory (u ®T+veu,i(u ®
v—-v®u)). Rovinu oy, ziskdme z roviny o, rotaci o tihel 2y.

Uvazme nyni obecnou transformaci a: U — U zachovavajici antisymetrickou formu w.
Tato transformace indukuje Lorentzovu transformaci L, : (U U)R—(UU)R, L, € SOy(1,3).
Stejnou transformaci rovnéz indukuje —a.

Priklad 1: Urcete explicitni tvar transformace a, jeZ zachovava antisymetrickou formu w, tj.
w(a(u),a(v)) = w(u,v) pro véechna u,ve U.

Priklad 2: Urcete explicitni tvar transformace L, pro konkrétné zadané a.
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5. Operace se spinory a jejich odraz na vektorech v Minkowského
prostorocase

Ndsobeni skaldrem. Vektor u € U muzeme nasobit skalarem a € C. Nulovy vektor u ®u prejde
na nulovy vektor aau ® u, je tedy vynasoben ¢tvercem ¢tvercem modulu komplexniho ¢isla
a. Rozlozitelna 2-forma u?® 1+ A @ u? piejde v rozlozitelnou 2-formu a2u?® 1 +a’1 @ %2, tzn.
plocha vlajky se zvétsi aa-krat, coz odpovida zvétseni vektoru u ® w a vlajka se zaroven otoci
o thel 2arga vroviné (u®v+vQu,i(u®v —vu)).

Evaluace dvou spinoru na antisymetrické formé w. Vezméme dva spinory u,v € U a spoctéme
komplexni c¢islo w(u,v). Dale vezméme jim odpovidajici svételné vektory u®u a v®v a
spoctéme velikost jejich rozdilu pomoci symetrické bilinearni formy (-,-) indukované formou
w, mame

WU —-vU,uuU—-vV)=—uUuU,vV)— VIV, u®u)y =—2w(u,v)w(u,v).

Tim jsme interpretovali modulus w(u,v), musime jesté interpretovat argument argw(u,v).
Tento argument bude souviset s ihlem, ktery sviraji svételné roviny o, a 0,. Zadejme A =
w Az, w(A) =1/2. Potom mame

(Ou,00) = 0w,v)? +o(u,v)? = 2Rew(u,v)?,
z ¢ehoz okamzité plyne, ze

1 o 1 Rew(u,v)? 1 (Ou,00)
argw(u,v) = —argw(u,v)” = —arccos —————— = — arccos | — .
2 2 o(u,v)o(u,v) 2 (Vi = Vo, Vi — V)

Scéitdni spinorud. Scitani spinorua uzce souvisi s antisymetrickou bilinearni formou w, plati
totiz
ut+tv=w <= o(u,z)+w,z)=w(w,z) provsechnazeU. (5)

Dale bez ijmy na obecnosti predpokladejme, Ze u # av. Pokud by totiz platilo u = av, potom
w = (a +1)v a jedna se o nasobeni skalarem. Ekvivalentni tvrzeni v 5 vpravo staci ovérit
misto pro vSechna z € U pouze pro linearné nezavisly systém dvou vektorta (dim¢c U = 2), vy-
berme tedy primo (u,v). Musi tedy platit w(u,v) = —w(v,w) a w(u,v) = —w(w,u). Z predchoziho
mame, ze

1

lw(u, U)|2 = _§<Vu —Vu, Vi — Vyp)
1

Iw(v,w)l2 = _§<Vv —Vw, Vo —Vw)

1
Ia)(w,u)l2 = _§<Vw —Vu,Vw — Vu).
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Tim jsme ukazali, zZe vektory v, u, a vy, tvori rovnostranny trojihelnik v Minkowského
prostorocase. Pro svételné roviny o,, 0, a 0., mame obdobné

argw(u,v)=argw(w,v) =argw(u,w),

a porovnanim dostaneme
(04, 04) =0 u+v,04) =0y, 0u+v),

tj. patri¢cné roviny sviraji shodné uhly.

6. Antisymetrické 2-formy a spinory

VyuZijme vzorec (3) ponékud jinym zptisobem, pii¢emz za U dosadime U* a za V zase ﬁ*,
tj.
NU*eU ) =SU*e AU & N2U* ST .

Vezméme libovolny symetricky spinor ¢ € S2(U*), tento lze interpretovat jako symetrickou
bilinearni formu na U a konstrukci s predpisem (1) lze definovat symetrickou bilinearni
formu na U, tj. symetricky spinor ¢ € S2(ﬁ*). Antisymetrick4 bilinedarni forma w € A2U*
urcuje také antisymetrickou formu w € Az(ﬁ*). Vyse uvedené tedy ukazuje, Ze symetricky
spinor ¢ € S2(U*) jednoznaéné uréuje antisymetrickou 2-formu F € A2(U* ®ﬁ*)[R, jiz diive
jsme ukéazali, ze (U* ®ﬁ*)R = M™ je Minkowského prostoro¢as. Naopak, realnd antisyme-
tricka 2-forma F' na M jednoznacné urcuje symetricky spinor ¢ na U (dimenzionalné vse
souhlasi, antisymetricka 2-forma na M ma 3 +2+ 1 = 6 nezavislych realnych komponent, sy-
metricka 2-forma na U ma 2+ 1 = 3 nezavislé komplexni komponenty, tj. opét Sest realnych).
Zobrazeni Z : S?U — A2M je tedy kanonicky izomorfizmus.

Priklad 3: Spoététe explicitné izomorfizmus popsany vyse. Pracujte v dualni bazi (u*,v*)
k bazi (u,v) z odstavce 4. a pouzijte dualni bazi k ortonormalni bazi v M, jez byla rovnéz
zminéna v tomto odstavci.

Na prostorech antisymetrickych forem nad prostorem M s vnitfnim soucinem (,-), lze
zavést linedrni operaci *: A*(M*)— A" *(M*), dim M = n zvanou Hodgeova dualita defini¢-
nim vztahem

FA(+G)=(F,G)w,

ktery musi platit pro viechna F € A*M*. Skalarni souéin na M uréuje skaldrni souéin na
AM*, ktery znaéime stejné, w € A" M* oznaéujeme objemovy element definovany timto ska-
larnim soucinem (pozadujeme, aby krychle urcena n-tici ortonormalnich vektord méla jed-
notkovy objem). Potom musi platit Z(—i¢@) = «Z(¢p).

Priklad 4: Predchozi tvrzeni dokazte. Opét pouzijte bazi z predchoziho prikladu.



