I.

Kvantova fyzika

1. Idealizovany Stern-Gerlachuv pokus

1.1. Popis experimentu. Puivodni experiment byl proveden Otto Sternem a Waltherem
Gerlachem v roce 1922 [3, 4, 5] a ukazal, ze mikroskopické objekty maji jiné vlastnosti nez
makroskopické objekty a dale také Ze méreni mikroskopickych vlastnosti systému nutné

onen systém ovliviiuje.

Obrazek 1.1: Pohled-
nice, ve Kkteré pisSe
Gerlach Bohrovi o po-
tvrzeni  kvantovani
momentu hybnosti.

Experiment spoc¢ival v prichodu atomu stiibra 12§Ag (s konfiguraci

elektroni ve slupkach 2—8—-18-18-1) oblasti s nehomogennim mag-
netickym polem a jejich naslednou detekei na stinitku. Experiment
byl mnohokrat opakovan i s jinymi atomy (vhodné jsou napr. také
atomy drasliku ?SK s konfiguraci elektront ve slupkach 2-8-8-1)
a koncepci shodny experiment byl proveden Sherwoodem, Stephen-
sonem a Bernsteinem v roce 1954 [2] za ucelem zjiSténi hodnoty
spinu neutronu. Pro konkrétnost se zamérime na popis ptvodniho
experimentu Sterna a Gerlacha. Dilezité je zejména, Ze experiment
byl proveden s elektricky neutralnimi casticemi, ¢imz se zamezilo
velkym odchylkdm zptsobenym Lorentzovou silou a dalo vyniknout
efektim spojenym s nenulovym spinem (vnitinim momentem hyb-
nosti) jediného valenc¢niho elektronu, protoze celkovy moment hyb-
nosti elektroni v zcela zaplnénych slupkach je nulovy. Z hlediska
nekvantové fyziky by na stinitku meélo byt pozorovano spojité roz-
lozeni dopadlych atomu stribra, coz vzapéti ukazeme vypoctem. Pri
experimentu bylo ov§em pozorovano néco jiného, viz obrazek 1.1).
Atomy stribra dopadaly pouze do dvou oblasti, coz ukazovalo na to,
ze hodnoty momentu hybnosti atomu nejsou spojité rozlozeny, ale
mohou nabyvat pouze dvou hodnot.
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Obrazek 1.2: Schéma Stern-Gerlachova pokusu — (1) picka s varicim st¥ibrem, (2) kolimétor, (3) svazek
atomu stiibra, (4) magnety vytvarejici nehomogenni pole, (5) klasicky predpokladany vysledek pokusu,
(6) pozorovany vysledek pokusu.

Pozdéji si dokazeme, Ze miru kvantovosti systému spocteme z poméru klasického ucinku a
Planckovy konstanty 7. Stiibro se vyparuje pri teploté T' = 2500 K a rychlost atomu stribra
je asi v = VET/M = 500 m/s, cas za ktery urazi vzdalenost ¢ = 1 m (rozmér aparatury na
pokus) je ¢ = 0,002 s. Uéinek pro translaéni pohyb je tedy S = 1/2Mv¢ ~ 4,0.10723 kg.m?.s7 1,
coZ je ve srovnani s i = 10734 kg.m?.s7! velmi velka hodnota. Translaéni pohyb atomu lze
tedy popsat klasicky jako pohyb bodové castice. Naproti tomu magneticky moment atomu
stribra je m = ig_AZL’ g je bezrozmérny (Landého) faktor, q je naboj elektronu, M, je hmot-
nost elektronu a L je (vnitini) moment hybnosti elektronu. Nekvantovy 1c¢inek pro spin je
fadové S = mBt ~ 5.1073* kg.m2.s7!, coZ je srovnatelné s Planckovou konstantou. Dosa-
dili jsme B = 0,005 T, coz je indukce malého permanentniho magnetu (jedna se o prostoro-
vou stiredni hodnotu indukce magnetu vytvarejictho nehomogenni magnetické pole). Procesy
spojené s vnitinim momentem hybnosti atomu stiibra musime popisovat jinak nez pomoci
klasické fyziky.

Popisme nyni presnéji samotny pokus. V picce vyparujeme stiibro, jehoz atomy z ni unikaji
sérii malych otvord tak, ze vytvori ridky (témér nedochazi ke srazkam mezi jednotlivymi
atomy) a kolimovany (rychlosti jednotlivych atomt maji stejny smér) svazek. Tento svazek je
veden mezi poly permanentniho magnetu, pricemz jeden p6l magnetu je zaSpicatély a druhy
pol je plochy, coz vytvari nehomogenni magnetické pole. Sila plisobici na neutrdlni atom je
F=-VU =V(m-B) =mVB. S volbou os naznacenou na obrazku 1.2 Stern a Gerlach mérili
slozku magnetického momentu atomu stiibra ve sméru osy z (a tedy také z-ovou slozku
spinu elektronu ve valenc¢ni slupce) a ukazali, Ze tato slozka nabyva pouze dvou hodnot,
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z teoretickych dvah vyplynulo, Ze tyto hodnoty jsou +//2. V konfiguraci na schématu plati,
Zze 0B,/0z <0, ¢ <0, g >0 a tedy atom stribra se z-tovou sloZkou momentu hybnosti smérem
nahoru resp. dolt (ve sméru kladné resp. zaporné osy z) se odchyli nahoru resp. dold.

1.2. Feynmanova verze Stern-Gerlachova pokusu. Feynman ve svych prednaskach [1]
predstavil ucelnou a didaktickou modifikaci Stern-Gerlachova pokusu, kterou vyuzijeme i
my v naSich dalsich tvahach. Vzhledem k tomu, Ze si tuto modifikaci budeme jen predstavo-
vat, nazveme ji myslenkovym pokusem.

Na obrazku 1.3 vidime schéma modifikovaného pokusu na prvnim z obrazki vidime konfigu-
raci magnetl, ktera nema na prochazejici svazek castic zadny vliv. Na prvni pohled se tedy
muze zdat, Ze takovy pokus je zbytecny. Po drobné modifikaci spocivajici ve vlozeni prekazky,
ktera zamezuje Siteni casti svazku se ovSem ukazuje, se ukazuje, Ze takova modifikace ma
pro pochopeni a matematicky popis pokusu zasadni vyznam.

Pro dalsi pochopenti situace si uvédomme, Ze takové aparatury mtzeme radit za sebe, pop¥i-
padé jesté otoCit kolem osy y. Aparatura A, s prekazkou dole zjist'uje z-ovou slozku spinu a
zaroveti celkového momentu hybnosti atomu stifbra. Castice, jeZ z ni vychézeji, maji viechny
z-ovou slozku spinu rovnou o, = /2. Rikdme také, ze jsme kazdou &astici ve svazku piipra-
vili do stavu |+) (prozatim to pro nas budiz symbolické oznaceni). Podobné, aparatura A _
s prekazkou nahore pripravi vSechny castice do stavu |—), kdy maji z-ovou slozku spinu
o,=—h/2.

Zabyvejme se nyni otazkou, co se stane, dame-li dvé takové aparatury za sebe (se stejnou
orientaci). Dame-li za sebe dvé aparatury A, (viz obrazek 1.4), projdou druhou aparaturou
jiz vSechny castice z prvni aparatury. Podobné je tomu i pokud za sebe dame dvé aparatury
A_. Druhou aparaturou projdou jiz vSechny c¢astice z prvni aparatury. Co se stane, dame-li
za sebe dvé aparatury rozdilné, tedy A, a A_ (viz obrazek 1.5) nebo A_ a A;? Neprojdou
zadné castice.

Potud se nedéje nic prekvapujiciho, prekvapivé véci se zacnou dit az v situaci, kdy za sebe
zaradime tri aparatury, z nichz ta prostiedni bude otocena kolem osy y o dhel 7/2 v klad-
ném smyslu. Vysledek je prekvapujici. Ze systému vyjde svazek c¢astic, byt se ¢tvrtinovou
intenzitou nez ma svazek ptavodni. Vysledek tohoto pokusu nas dovadi k zavéru, ze méreni
ovlivriuje vysledky pokusu.

1.3. Vektor stavu. Jak popsat stav soustavy v pripadé Stern-Gerlachova pokusu? Stav sys-
tému popiseme pomoci jednorozmeérného podprostoru v dvourozmérném komplexnim vekto-
rovém prostoru H se samosdruzenym skalarnim soucinem, tzv. Hilbertové prostoru. Pripo-
menme si matematickou definici vektorového prostoru H nad C jeho dimenze, podprostoru a
skalarniho soucinu ve vektorovém prostoru H.
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Obrazek 1.3: Feynmanova modifikace Stern-Gerlachova pokusu: Na obrazcich vidime vzdy tii dvojice magneta
(Cerveneé je vyznacen severni p6l, modie jizni p6l), které maji celkem na prochazejici svazek ¢astic nulovy vliv,
nasledné mizeme hornimu ¢i dolnimu svazku zamezit v cesté vloZenim prekazky.
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Obrazek 1.4: Dvé Stern-Gerlachovy aparatury A, za sebou

\ =
o

Obrazek 1.5: Dvé Stern-Gerlachovy aparatury za sebou napred A, a potom A_
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Obrazek 1.6: Tti Stern-Gerlachovy aparatury za sebou napred A, a potom A, oto¢ena o /2 kolem osy svazku
a nakonec opét A
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Vektorovym prostorem H nad télesem skalarid C nazveme mnoZinu H spoletné se dvéma
operacemi nasobeni skalarem -: C x H— H a s¢itanim vektort +: H x H — H, které splnuji
nasledujici axiomy:

(1) komutativita séitani: |u) + |v) = |v) + |u) pro vSechna |u),|v) € H,

(i) asociativita scitani: (|u)+|v))+|w) = lu)+(|v)+|w)) =: lu)+|v)+|w) pro vSechna |u),|v),|w) €

H,

(iii) existence neutralniho prvku pro scitani: existuje 0 € H tak, Ze |u) + 0 = |u) pro vSechna
luy e H,

(iv) existence opacného prvku pro s¢itani: pro vSechna |u) € H existuje |v) =: —|u) tak, ze
lu) +|v) =0.

(v) kompatibilita nasobeni skalarem - s nasobenim v télese C: (a-(b-|u)) = (ab)-|u) pro
vSechnaa,beCa|u)eH,

(vi) existence neutralniho prvku pro nasobeni skalarem: existuje 1 € C tak, ze 1-|u) = |u)
pro vSechna |u) € H.

(vii) distributivita nasobeni skalarem vici sc¢itani vektora: a-(Ju) +|v)) =a-|u) +a-|v) pro
vSechnaaeC a lu),|v),lw)ye H,

(viii) distributivita s¢itani skalard viéi nasobeni skalarem: (a + b)-|lu) =a-|u) +b - |u) pro

vSechnaa,beCalu)e H.

Znaceni vektora |u) je typické pro kvantovou mechaniku, zavedl jej Paul Dirac a o jeho
uzitecnosti se presvédcime v dalsim. U nasobeni skalarem zpravidla vynechavame -.

Uved'me si priklady vektorovych prostort, které budeme potiebovat v kvantové mechanice:

(a) prostor usporadanych n-tic komplexnich cisel C”,
(b) prostor ¢2 posloupnosti (z;) komplexnich &isel takovych, ze Y crluil? < oo,

(c) prostor komplexnich funkei m realnych proménnych, s¢itani a nasobeni skalarem funkei
je definovano pomoci vycisleni na argumentech,

(d) mtzZeme uvazovat také realné vektorové prostory napr. R" pro n = 2 resp. n = 3 uzi-
tecné v rovinné a prostorové geometrii.
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Konecnou resp. spocetnou bazi nazveme konecnou resp. spocetnou posloupnost vektort (|2);cr
takovou, ze kazdy vektor |u) mtizeme napsat jako konecnou resp. spocetnou linedrni kom-
binaci vektora baze |u) =Y ;cju;li), kde I je indexova mnozina obvykle I = {1,...,n} resp.
I = N. Komplexnimu ¢islu u; se rika i-ta slozka nebo komponenta vektoru |u) vzhledem k
bazi (|7)). Uved'me si priklady bazi v ruznych vektorovych prostorech a slozek vektord viaci
nim:

(a) standardni baze v C": |i) =(0,...,0,1,0,...,0) (jednicka je na i-té pozici),
(@’) uvazme vektor |u) = (1,i) € C2. Jeho slozky viéi standardni bazi jsou u; =1 a ug =1,
(a”) uvazme stejny vektor véi bazi |1') = %(1,1), |2') = %(1, —1). Jeho slozky viéi této bazi
jsou u’lzx/§au’2:0,
(b) uvazme prostor posloupnosti ¢2, potom |i) =(0,...,0,1,0,...) je standardni baze,

(c) uvazme prostor komplexnich 2r-periodickych funkci jedné realné proménné x a v ném
einx

bazi |n) = o e Z. K vyjadreni slozek vektort potrebujeme pojem skalarniho sou¢inu
na H,

(¢’) uvazme prostor L2(R) komplexnich funkei f(x) jedné redlné proménné x integrovatel-
nych s kvadratem (t;. ffzo I (x)|2dx < 00), pFitemz funkce povaZzujeme za stejné, ligi-li
se na mnoziné miry nula, a v ném bazi

1 VA
= =1 -e"Z2H,kx), L1
In) N (n) e (x) (1.1)
kde n € Ng a H,(x) jsou tzv. Hermiteovy polynomy Hg(x) = 1, Hi(x) = 2x, H,, +1(x) =
2xH,,(x) —2nH,,_1(x) (viz obrazek 1.7).

Mohutnost baze, v konecném pripadé tedy pocet prvkd, nazyvame dimenzi vektorového pro-
storu H. Podprostorem K < H Hilbertova prostoru H nazveme podmnozinu H, ktera je zaro-
ven i vektorovym prostorem vzhledem k zizZeni sc¢itani vektord a nasobeni skalarem. Podpro-
story dimenze jedna, které urcuji stavy se daji zadat pomoci nenulového vektoru, tvoriciho
bazi podprostoru.

Skalarni sou¢in na H definujeme jako seskvilinearni zobrazeni (:|-) : H x H — C splnujici na-

sledujici axiomy

(1) linearita v druhém argumentu: (u|(a|v) + b |w)) = a {u|v) + b {(u|w) pro vSechna a,b € C
alu),lvyeH,

(ii) symetrie viic¢i komplexnimu sdruZeni: (u|v) = (v|u) pro vSechna |u),|v) € H,

8
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Ho(x) Hi(x)

Ha(x) Hs(x)

Hy(x)

.

Obrézek 1.7: Baze prostoru L2(R) zkonstruovand pomoci Hermiteovych polynomtl.

(iii) pozitivni definitnost: (u|u) = 0 pro vSechna |u) € H a (u|u) = 0 tehdy a jen tehdy, kdyz
luy =0.

Skalarni soucin v H indukuje skalarni soucin v kazdém podprostoru H. Ortogondlni doplnék
K" podprostoru K < H je K+ ={|lu) € H| (ulv) = 0 pro viechna v € K}. Pro libovolny vektor
luy e H je |[lu)| = ((u|u))Y2 normou. Skalarni souéin axiomatizuje pojem ortogonality vek-
tortl, systém vektort (Ju;)) se nazyva ortonormdlni, plati-li (u;|u;) = 6;; pro viechna i a j
(ortogonalni systém ziskame z ortonormalniho vynasobenim vektori systému nenulovymi
skalary). Z kazdé baze lze tzv. Gram-Schmidtovym procesem vytvorit ortonormalni bazi.
Vektory (u| = (|u))" jsou formalné prvky sdruzeného prostoru H'. Pokud H = C”, je operace t
dana kompozici transpozice a komplexniho sdruzeni. V dal§im uvedeme priklady skalarniho
soucinu na Hilbertovych prostorech H, které pouzivame v kvantové fyzice.

(a) H=C" a (|1),...,In)) je standardni baze, |u) = ?zluili) a vy = ?zlvili). Potom
{ulv) = Z;‘:lﬂivi je standardni skalarni soucin na C" a standardni baze je vic¢i nému
ortonormalni,

(b) zobecnénim (a) ziskdme skaldrni souéin na ¢2, ve standardni bézi |u) = Z‘i’zlui [7) a
lv) = ‘;gl v; |1). Potom (u|v) = Z‘i":’lﬁivi a standardni baze je opét ortonormalni,

(c) na prostoru 27-periodickych funkci zavedeme skalarni soucin takto: (u|v) = ffn u(x)v(x)dx,
tato baze je rovnéz ortonormalni,

(¢’) na prostoru L2(R) funkei integrovatelnych v kvadratu zavedeme skalarni souéin takto:
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(ulv) = [2 u(x)v(x)dx, baze zkonstruovana pomoci Hermiteovych polynomi je ortonor-
malni.

Stav ¢astice, kdy o, = h/2 budeme nyni reprezentovat vektorem (1,0) € C? a stav kdy o, =
—h/2 vektorem (0,1) € C2. Vektory tvoii ortogonalni systém, tak je tomu ostatné, kdy se
meérené stavy vylucuji: pozorujeme bud’ hodnotu o, = h/2, nebo hodnotu o, = —#/2.

1.4. Pozorovalelné veliciny a operatory. Pozorovatelnou velicinu S v kvantové fyzice
reprezentujeme samosdruzenym linedrnim operatorem S: H — H (znacime stejné) a mé-
ritelné hodnoty této veliciny jsou potom dany spektrem operatoru S, tj. mnozinou vSech
vlastnich hodnot operatoru H. Zopakujeme si definici vlastni hodnoty s operatoru a vlast-
niho vektoru |s) operatoru S prislusného vlastni hodnoté s: plati S|s) = s|s), |s) # 0. Ke
kazdému operatoru T na H existuje pravé jeden sdruzeny operator T definovany vztahem
(| T vy = (w|(T vy, ktery musi platit pro viechna |u),|v) € H. SamosdruZeny operator spl-
nuje (u|(S|v)) = ((u|S)|v) pro vSechna |u),|v) € H, Diracovo znaceni vektort a skalarniho
soucinu je tedy pro samosdruzené operatory obzvlast’ vyhodné.

Pokud je na Hilbertové prostoru H zadana ortonormalni baze (|i)), je jednoduché spocist
slozky u; libovolného vektoru |u) =} ;cyu; |i). Spoctéme skalarni soucin

Gluwy = G1Y wiliy =Y Tu; Gliy =Y uibij =uj.

iel iel iel

Dokazeme nyni, Ze vlastni hodnoty s; samosdruzeného operatoru S jsou realné a vlastni
vektory |s;) 1ze zvolit tak, ze tvori ortonormalni bazi Hilbertova prostoru H. Formulovat to
budeme pomoci série lemat.

Lema 1: Vlastni hodnoty samosdruzeného operatoru jsou realné.

Dukaz: Bud S € C vlastni hodnota S a |s) prislusny vlastni vektor. Plati s (s|s) = (s|(s]s)) =
(s|(S'[s))=((s|S)|s) =5s(s||s) a odtud s =s. [ |

Lema 2: Plati-li pro operator T na H vztah (u|T |u) =0 pro vSechna |u) € H, je T = 0 (nulovy
operator — kazdému vektoru priradi nulovy vektor 0).

Dukaz: Ze sekvilinearity plyne

(ul+ @DSu) + v)) = Kul = wNDS(u) - |v>)+

(ulSlv) = 1

N (ul+1wDS(u) +ilv)) = Kul —i{wDS(lu) —iIv>)i
4 b

ale prava strana je nulova z predpokladu. Vezmeme-li [v) = S |u), dostaneme ({u|S)(S |u)) =0
a kvili pozitivni definitnosti musi byt S |u) = 0. [ |

10
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Lema 3: Vlastni vektory |s), |s’) pFislu$né riznym vlastnim hodnotdm s # s’ samosdruzeného
operatoru S na H tvori ortogonalni systém.

Dukaz:
(s —s")((sls")) = (s (s])Is"y = (s1(sIs")) = (¢sIST) sy — (s1(S1s"y) = 0. |

Lema 4: Kazdy operator S na H, dim H = n < oo, ma vlastni hodnotu.

Diikaz: Zvolme nenulovy vektor |u). Systém vektora (|u),S |u) ,S2 uy,...,8™ ) je linearné
zavisly (jedna se o n + 1 vektoru a dim H = n). Existuji tedy p; € C tak, ze

poluy +p1Siu) + paS2|u) +--ppS™lu) =0,

pricemz ne vSechna p; jsou nulova. Oznatme m nejvétsi index takovy, Ze p,, # 0. Potom
muzeme kvili zakladni vété algebry (kazdy komplexni polynom ma koren) psat

p0+plz+p222+---+pnz":c(z—sl)(z—32)...(z—sm)

polu)+p1Siu) +p282|u) +prS™u)y=c(S —s11)(S —s21)---(S—s, D |u)y=0

(1 znadi identicky operator) a S —s;1 neni injektivni alespon pro jednu hodnotu j€{1,...,m}.
|

Véta o spektrdlnim rozkladu samosdruzeného operdtoru S: Bud S samosdruzeny operator
na H, dimH = n < oco. Potom v H existuje ortonormalni baze slozena z vlastnich vektora S.

Dikaz: Budeme postupovat indukei vzhledem k dimenzi H. Pro dim H = 1 véta zjevné plati.
Pro dimH > 1. Z lematu 4 plyne, Zze S ma vlastni vektor |s;) prislusny vlastni hodnoté s;.
Uvazme K =image(S —s11). Plati dimK < dimH. K je invariantni podprostor, tj. tj. S(U) <
U. Uvazme |u) € K, zrejmé S|u) = (S —s1)|u) +s1lu), ale oba sc¢itance patii do K, tedy i
jejich souéet. Dale plati ((s1|S)(S |s1)) = (s1)? (s1|s1). Vezméme vektor |s1) a dopliime jej na
ortonormalni bazi (|s1),...,|s,)) s pripadnym vyuzitim Gram-Schmidtova ortogonalizacniho
procesu. Vzhledem k takto vzniklé bazi je matice operatoru S blokové diagonalni

S1 812 N Sln
O SZZ Szn
(Si)=((jISliN=|0 Ss2 -+ San
Pro samosdruzeny operator plati [|S [s1) 12 = ((s11ST(S Is1)) = 15112 = ((s11S)(ST|s1)) = I1STIs1) |12 =
Is112 +1S12/2 + -+ +1S1,/%. Odtud vidime, ze S12 = - = S11, = 0 a miZeme zuzit Sk, priem#
dimK = n — 1. Po kone¢ném poctu krokt (dim H < co) dostaneme dimH = 1. -

Uvedeme si nyni priklady samosdruzenych operatort na Hilbertové prostoru H.

11
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(a) vezméme H =C2 a S = 0,. Potom |s1) =(1,0), s1 = li/2, |s9) = (0,1), so = —H/2 a matice

n(1 0)

(sj|oz1si = 5(0 1

je jiz diagonalni,
(a’) na stejném prostoru uvazme S = o,, pozdéji uvidime, Ze ve standardni bazi (|1),12)) je
. . n(o 1
(floelin=7; (1 O).

Vlastni hodnoty zjistime z rovnice

-s h/2

dtud plyne, 7 2s)’ 1=0
1o a odtud plyne, Ze || ~1=

|Ux_31| :‘

a odtud s = +h/2. Vlastni vektory jsou [s1) = %(1,1) pro s1 =Hh/2 a |s9) = %(1,—1) pro
s9 = —h/2 a v této bazi je pochopitelné
0 -1)°

1)
((sj]oxlsi) = 2 (1 0 )

Operatory o, a 0, nelze tedy zaroven diagonalizovat,
(c) operator X : L2(R)— L%(R), f(x)— xf(x) je samosdruZeny,

(¢) operator P: L?(R)— L2(R), f(x) — —i %(x) je rovnéz samosdruzeny. Zde musime uvazit,
ze kazdé f(x) € L2(R) je limitou posloupnosti nekoneénékrat diferencovatelnych funkei
lezicich v L2(R).

V kvantové teorii je (dokonalé) méreni interakci kvantového systému s klasickym systémem.
Pozorovatelnd veli¢ina S reprezentovand samosdruzenym operdtorem S muiZe nabyvat pouze
hodnot, jeZ jsou vlastnimi hodnotami S. Po zméreni konkrétni hodnoty s je systém ve stavu
|s) daném vlastnim vektorem k vlastni hodnoté s. Bez ujmy na obecnosti muzZeme uvazZovat
vektory stavi, jeZ maji jednotkovou normu.

Vylozme nyni, jak miZeme matematicky popsat experiment se tremi soustavami Stern-
Gerlach-Feynmanovych magnetti. Po prichodu prvni soustavou pripravime kazdy atom stri-
bra do stavu daného vektorem (1,0). Potom zmérime hodnotu o, = //2 a systém se dostane do
stavu daného vlastnim vektorem 1/v/2(1,1). Na zavér zméiime o, = /i/2 a systém se dostane
do stavu daného vektorem (1,0).

Ptejme se, jak dopadne méreni o, u systému pripraveného do stavu |1) = (1,0) predtim, nez
méreni provedeme. Odpovéd zni, Ze to s jistotou nemtzeme rict. Predpovédi kvantové teorie
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2. Rotace v kvantové fyzice

mayji pravdépodobnostni charakter a pravdépodobnost, Ze systém jez byl ve ve stavu |1) zmé-
rime ve stavu [s1) je | (s1]1) |2 = 1/2. Potom je systém ve stavu |s1) a mérime pravdépodobnost,
ze bude ve stavu |1), tj. dostaneme rovnéz | (1]s1) |2 = 1/2. Celkem tedy budeme pozorovat, ze
projde 1/2-1/2 = 1/4 atomn stribra. Obecné plati, Ze pravdépodobnost nalezeni systému ve
stavu |v), pokud vime, Ze je ve stavu |u), je

| wlu) |2, (1.2)

komplexni ¢islo (v|u) nazyvame amplitudou pravdépodobnosti nalezeni systému ve stavu |v)
pokud vime, Ze je ve stavu |u). Vzdy plati

+
I(ulu>I2=<qu><u|u>=(Z 17 (j|u>) (Z|i><i|u>)= Y Glw) Glu) li) =

jel el i,jel

= Y Glud Gy dij =Y Glwd Gilwy = ) Gy P = 1.

i,jel el iel

1.5. Stiredni hodnoty a rozptyl. MuzZeme spocist stredni hodnotu (o,) pii méreni o, pro
systém pripraveny ve stavu |1). Dostaneme (o) = %g + % (—g) = 0. Obecné plati: stredni
hodnotu pozorovatelné veli¢iny S reprezentované operatorem S ve stavu |u) dostaneme jako
(S) =(u|S |u). Rozptyl je obecné (AS )2 = (S —(S)1)?), pro predchozi pripad snadno spocteme

(AS)? = h?%/4.

2. Rotace v kvantové fyzice

2.1. Rotace pro spin 1/2. Jiz diive jsme si uvedli, zZe stav kvantového systému pro spin 1/2
je dan jednorozmeérnym podprostorem K < H, ktery muZeme urcit (nejednoznacné!) jednot-
kovym vektorem |u), K =[|u)], kde hranatou zavorkou oznacujeme linearni obal. Jednoroz-
meérné podprostory si mizeme predstavit jako tridy ekvivalence vektord vzhledem k relaci
|lu) ~ |v) pravé pokud existuje nenulové a € C tak, ze |u) = a|v). Nad télesem realnych cisel
jsou takové tridy ekvivalence zakladem projektivni geometrie, jez se pouziva napi. pro per-
spektivni zobrazovani. V kvantové mechanice je situace méné geometricky prehledna kvuli
pouziti komplexnich ¢isel, presto lze ziskat jistou geometrickou predstavu. Potiebujeme zjis-
tit jak se bude transformovat operator o, pri libovolném natoceni souradnicovych os.

Uvazujme H = C2, stavy jsou jednorozmérné podprostory K < H, mame (z1,22) ~ (w, 1), je-li
z9 #0, (21,0) ~ (1,0). Potrebujeme zjistit, jakym zptisobem jsou na H reprezentovany troj-
rozmérné rotace soutadnicového systému. Uvazme sféru x2 + y2 + 22 = (%)2 a stereografickou

projekei z jejiho severniho pélu (0,0, %) na rovinu z = —%, souradnice v této roviné oznacme

13



2. Rotace v kvantouvé fyzice

(¢,n), ztotoznime ji s komplexni rovinou w = ¢ +1i7. Dostaneme

x+1iy
1

2

w=<¢+in=

Body sféry a tedy i jim prifazené body v roviné {n ztotoznime s jednorozmérnymi podpro-
story reprezentovanymi vektorem (w, 1), severnimu pélu priradime podprostor reprezento-
vany vektorem (1,0).

Napred odvodme, jaka transformace odpovida otoceni o thel ¢ ko-
lem osy z v roviné xy. Pripomenme si, ze v komplexni roviné oto-
ceni bodu x +1iy okolo pocatku o thel ¢ dostaneme tako: x +iy —
" (x+iy)e'?. Bod

x+1iy

1
9 %

w

piejde tedy na bod w' = we'?. Z teoretické mechaniky vime, ze li-
bovolné otoceni v prostoru ziskame otocenim napred kolem osy z,
potom kolem nové osy x a nakonec kolem nové osy z. Potrebujeme
odvodit, co odpovida otoceni o tihel 6 kolem osy x, tedy v roviné yz.

Zaved'me )
Obrazek 2.8: Stere- _ytiz
< . U= 1 ’
ograficka projekce 3-x
pro geometrické ob- )
jasnéni reprezentace | potom v’ =ve'?. Déle upravujme
rotaci .
y+iz +i
i Lo +iz+i(d —x) —(x+iy)+i+z
v+1 2% _ y 3 B y B

—i yHz .7 il - . 1 )
v-1 XZE y+iz-i(-x) (k-iy)-5+z
—X

DO

Vzhledem k tomu, Ze bod (x,y,z) lezi na sféfe o poloméru % plati (x +iy)x—iy) =x2+y2% =
(% —z)(% +2z). Odtud vyjadirime vydélenim sterografickou projekci x+iy = (% —z)w také x—iy =
(% + z)/w. Celkem tedy dostaneme

. 1 1
v+1 —(g—z)w+§+z

v-i Gt+aw-G-2)

a vyjadrenim v pomoci w dostaneme

w+1l
v=i .
w-1
Stejnétak vyjadrime pro otocené body
, w'+1
v =1 ,
w' -1




2. Rotace v kvantouvé fyzice

pFicemz vime, ze v’ = vel?. Celkem tedy

w4+l yw+l
i =ie'" ——
w' -1 w-1

a odtud . ,
, 1-e? —w(1+el?

YT CA e+ w(l-eif)

coZ s vyuzitim vztaha

. 0 0 0
el +1= 2cos§ (cos§ +isin 5)

i0 .. 0 6 .. 0
e —1:21s1n§ cos — +18in —

1ze uvést do tvaru ; o

_ wcosy +ising

- . . 0 0"
iwsing +cosg

!
w

Zirejmé 1ze jak otoceni kolem osy x, tak i otoceni kolem osy z a tim padem kazdé otoceni
zapsat jako linearni lomenou transformaci

, aw+p
w' =

Cyw+6

a v Hilbertové prostoru H = C? tim padem jako linearni transformaci

)6 SE)

pricemz otoceni o ihel ¢ kolem osy z odpovid4a matice

;@
e 2 0
i@
0 e 2
a otoceni o uihel 0 kolem osy x odpovida matice
0 i
( cos 2 isin 95) .
1S1n b) COS b)

Otoceni v Hilbertové prostoru H = C2 o Eulerovy thly ¢, 0 a v ziskdme tedy pomoci matice
G(¢,0,y) dané sou¢inem

lz 0 .. 2] lﬂ 0 1(p+w .. 0 11//_<P

e 2 0 cos; ising)([e 2 0 cosge 2 isinge 2 I
~iZ [lisin?2 cosQ2 R I N P g i) (1.3)

0 e "2 2 2 0 e 2 isinge = 2 cosge 2




2. Rotace v kvantové fyzice

Operator o, dostaneme ze o, otoenim kolem osy x o thel 8 = —n/2 a 0 ze 0, dal$im oto-
¢enim o ¥ = —n/2. Operatory do nové baze transformujeme O’ = G~ 1OG. Timto postupem

dostaneme
_EO 1 _ﬁO -1 _El 0 (1.4)
973511 0)> 73li o) %27 32l0 -1) '

coZ jsou az na nasobek 7/2 tzv. Pauliho matice.

Vztahy mezi otoéenimi v euklidovském prostoru R? a transformacemi stavi a operator v
Hilbertové prostoru H = C2 vyjadiuji nutnou nezavislost popisu na volbé souiadnicového
systému.

Vsimnéme si dale, Ze jak matice odpovidajici otoceni kolem osy z, tak i matice odpovida-
jici otoceni kolem osy x zachovavaji skalarni soucin a maji jednotkovy determinant, tyto
vlastnosti zistavaji ziejmé v platnosti i pro jejich libovolné souciny. Tvori grupu SU(2) spe-
cidlnich unitarnich matic radu 2. Ukazali jsme, Ze kazdému otoceni, tj. prvku grupy SO(3) v
euklidovském prostoru R? odpovidd matice z SU(2). Pokud se podivdme na matice vyjadi-u-
jici transformace v Hilbertové prostoru, obsahuji polovi¢ni thly — oto¢enim napt. o ¢ =27
neziskame matici 1 ale —1, jednotkovou matici 1 ziskame az otocenim o 47. Kazdé matici
otoceni z SO(3) tedy odpovidaji prave dvé matice z SU(2).

2.2. Dalsi priklady dvoustavovych systému: polarizace svétla, molekula ¢pavku,
obecny q-bit. Predchozi diskusi o stavech a operatorech ve Stern-Gerlachové pokusu lze
prevést na podobné systémy. Jako prvni se budeme vénovat polarizaci svétla. Méme jed-
notlivé fotony, jez se pohybuji podél optické osy a do jejich cesty vkladejme polarizacni filtry.
Stav fotonu po prichodu horizontalnim filtrem oznac¢me |4), po prichodu vertikalnim filtrem
|vy. Opét plati (h|lv) = 0, obéma filtry za sebou neprojde Zadny foton. Vzhledem k tomu, Ze
fotony maji spin 1, jsou vztahy pro transformaci pri rotacich jiné, nez pro pripad elektroni,
neutronu ¢i atomu stribra, které maji spin 1/2. Mizeme si ale pomoci vztahy z klasické te-
orie elektromagnetického pole, které plati pro elektromagneticka pole tvorena obrovskym
poctem fotonti, dcinek takového elektromagnetického pole je o mnoho rada vétsi nez Planc-
kova konstanta 7i. V tomto pripadé lze z Maxwellovych rovnic odvodit vztahy, jez plati pro
otoceni polarizac¢niho filtru v roviné kolmé k sireni fotont o thel ¢. Jedna se o realné otoceni
a plati
, Ny _ cosp —sing
(7)) =(m ) [snt ~ne).

Uvazme napt. nasledovnou situaci: méjme polarizacni filtr v horizontalni poloze a stejny
filtr pooto¢me v kladném smyslu o ¢ = /3 s tim, Ze jej umistime za prvni filtr. Potom |h’ > =
1/2|h) +v/3/2|v) a amplituda pravdépodobnosti priichodu fotonu obéma filtry je (n' |h> =1/2,
pravdépodobnost je potom kvadrat modulu amplitudy tj. 1/4. Vzhledem k tomu, Ze mtzZeme
pomoci fotonasobice detekovat jednotlivé fotony, ukazuje i takovy myslenkovy (ale provedi-
telny) experiment a jeho modifikace analogické k Stern-Gerlach-Feynmanovu experimentu,
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2. Rotace v kvantové fyzice

Ze vysledky méreni maji pravdépodobnostni charakter. Doposud uvazované baze odpovidaly
linearneé polarizovanému svétlu. Existuje ale dalsi fyzikalné zajimava baze v Hilbertové pro-
storu polarizacnich stava fotonu. Je to

Ir) = %(IhHilv))

1€) = %(Im—ilv)),

kde |r) odpovida pravotocivé polarizovanému fotonu a |¢) levotocivé polarizovanému. Pii-
pomenme, ze kruhové polarizované fotony vyrobime z linearné polarizovanych pomoci tzv.
c¢tvrtvlnné desticky vyrobené z materialu vykazujictho dvojlom. Je zajimavé se podivat na
to jak se tyto nové baze chovaji vzhledem k otoceni v roviné kolmé k sméru siteni fotonu.
Spocteme

e x (|h'>+i|v'>] = % (cosplh) +sing|v)) +i(—sing|h) +cosp|v))] = e 1 r)

|€’>—— ")y —i|v")) ——[ (cos|h) +sing|v)) —i(~sing|h) +cosgplv))] = e'?|¢).

Bazové vektory kruhové polarlzovanych fotona tedy pii otoCeni kolem osy Sifeni naberou
pouze fazovy faktor.

Stavy molekuly ¢pavku. Uvazme nasledujici extrémné zjednoduseny kvantovy model mo-
lekuly ¢pavku [1]. Zvolime smér nahoru v prostoru libovolné. Uvazime stav |u), kde atom
dusiku je v horni poloze a stav |d), kde atom dusiku je v dolni poloze. Tyto stavy jsou ziejmé
ortogonalni, (d|u) = 0. Libovolny stav molekuly ¢pavku uvazované jako dvoustavovy systém
dostaneme

N

Obrazek 2.9: Jednoduchy model épavku NH3 uvazovaného jako dvoustavovy systém s elektrickym dip6lovym
momentem

Obecny dvoustavovy systém se nékdy nazyva g-bit v analogii s klasickym bitem. Realizace
klasického bitu v informatice je typicky: vypnuto/zapnuto, 0/1 atd. Informatici a fyzici zkou-
maji, zda v budoucnu neputjde vyrobit pocitace na principu kvantového g-bitu, je ale kom-
plikované vyrobit dvoustavové systémy, jez neinteraguji s okolim, pokud nechceme, aby tak
Cinily.
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2. Rotace v kvantové fyzice

2.3. Prechod mezi ortonormalnimi bazemi v Hilbertové prostoru. Na jednoduchych
prikladech jsme si ukazali, ze kvantové stavy mtiZzeme zapisovat jako vektory v Hilbertové
prostoru a kazdy systém navzajem se vylucujicich stavt urcuje ortonormalni bazi. V principu
muZzeme bazi zvolit libovolné, prakticky lze ¢asto zvolit bazi vyhodné tak, aby operatory v ni
meély jednoduchy tvar. Vénujme se prechodu od jedné ortonormalni baze (|i)) k druhé (| )
uréenému matici

Unn U - Upy
U. U

(|1y 2y - |2')=(1 120 - ) :21 - N = (|i)U.
Unl Un2 Unn

Pro vSechny |i) € H musi platit

8= ()i = (GIUNWU D)) = (l1i) = 845
a odtud mame U'U = 1. Operatoram pievadéjicim ortonormalni baze na ortonormélni baze
se rika unitarni, tyto operatory zachovavaji skalarni soucin a jejich aplikace odpovida pouze
jiné volbé baze v Hilbertové prostoru stavi. Prikladem unitarniho operatoru je operator

z rovnice (1.3), ktery odpovida pouze zméné otoceni souradnicovych os pozorovatele. Dalsi
priklad je unitarni operator zmény baze polarizacnich stava z (|h),|v)) na (|r),|£)).

2.4. Samosdruzené operatory jako infinitezimalni unitarni operatory. Z predcho-
ziho prikladu jiz vime, Ze méritelnym velicinam odpovidaji samosdruzené operatory. Jak ale
priradime méritelné fyzikalni veliciné, napr. poloze, hybnosti, momentu hybnosti, energii
atd. samosdruzeny operator? Voditkem jsou symetrie a véta Emmy Noetherové, ktera dava
symetrie do souvislosti se zachovavajicimi se veli¢inami. Tyto symetrie jsou zachovany i v
kvantové teorii. Jako prvni se zabyvejme momentem hybnosti. Moment hybnosti a jeho za-
chovani souvisi s tim, Ze se neméni vlastnosti prostoru pri otoc¢eni souradnicového systému,
rikame také, Ze prostor je izotropni. Predtim, nez se podivame, jaké dusledky piinasi izotro-
pie prostoru do kvantové teorie, se budeme zabyvat obecnymi infinitezimalnimi unitarnimi
operatory.

Uvazme jednoparametrickou grupu U(s) unitarnich transformaci, kuprikladu unitarni trans-
formace odpovidajici otaceni souradnicového systému kolem pevné osy o thel s. Zrejmé
plati U(0) = 1, také U(s2)U(s1) = U(s1 +s2) a odtud U~ (s) = U'(s) = U(-s). Zejména musi
platit UN(s) = U(Ns). Zavisi-li unitarni transformace U(s) na s diferencovatelné, miizeme
uvazovat o kone¢nych transformacich jako o kompozicich mnoha malych transformaci, t;.
U(s) =UN(s/N). Pisme U(s) = 1+ A(s) + - --. Potom po dosazeni dostaneme

UN(s)=U(Ns)

A+A@E) +- )N =1+AWNs)+---
1+NA@s)+---=1+ANs)+---
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2. Rotace v kvantové fyzice

a vidime, Ze operator A(s) je linearni v s. Z historickych divodu piSeme
i
U(s)= 1—E3A+---

Celkem tedy mame
dU(s)

A=ih
! ds

s=0
a naopak

—00 hN

Infinitezimalni transformace A tedy urcuje danou jednoparametrickou grupu transformaci
U(s) a naopak. Odvod'me, jaké vlastnosti ma infinitezimalni transformace A. Pro kazdou
unitarni transformaci plati

iS N isA
U(s):]\}im (1——A) =e 7,

1:UT(s)U(s):(1+%SAT+.--)(1—%3A+.--):1++%S(AT—A)+.--

a vidime, Ze operator A je samosdruzZeny.

yT—>
z X

Obrazek 2.10: Triceratops v pavodni pozici (Cervené), oto¢eny napied kolem osy x o 7/2, potom kolem osy y o
71/2 (zelené) a napred kolem osy y o 7/2, potom kolem osy x o /2 (modie)
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