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Uvod

Tento ucebni text obsahuje dvanéct lekci vénovanych hladkym varietdm doplnénych
feSenymi i nefeSenymi piiklady. Format odpovida jednosemestralnimu kurzu v roz-
sahu dvou hodin pfedndsky a dvou hodin cviceni. Tato prostorova omezeni se pode-
psala na ponékud nestandardni volbé zdkladnich definic, kdy vyuZzivdime okolnosti,
Ze studenti jsou sbéhli v teorii metrickych prostorti, neznaji oviem vesmés obecnou
topologii. Co se tyce problematiky tecnych prostort, volime zde algebraicky pfistup,
zejména proto, Ze dovoluje dalsi zobecnéni s vyhledem na supervariety, s nimiz se v te-
oretické fyzice nékdy setkdvame. Zvlastni pozornost vénujeme lokalizaci a globalizaci
geometrickych objektti na varieté. Vektorova pole, Lieovu zdvorku vektorovych poli a
Lieovy derivace definujeme pomoci derivaci v algebfe hladkych funkci a dale axioma-
ticky pfedevsim proto, abychom ilustrovali vyuZiti téchto algebraickych metod. Prak-
tickou aplikaci uvedeme na ptikladu Frobeniovy véty. V textu vyuzivdme jazyk dife-
rencidlnich forem, jejz studenti ovladaji, operace s nimi zobecnime na variety pomoci
lokalizace a rozkladu jednotky. Aplikaci Stokesovy véty a jejim abstraktnim vykladem
motivujeme de Rhamovu vétu. Teoretickd ¢ast je uzaviena modernim vykladem Rie-
mannovy geometrie. V textu je mnoho prostoru vénovéano aplikacim: osvétlime Ho-
pfovu fibraci, strukturu Poincarého grupy, spoc¢teme geodetiky na sféfe, geometricky
objasnime strukturu Schwarzschildova feseni v obecné teorii relativity.
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1. Hladké variety, hladkd zobrazeni

1. Hladké variety, hladkad zobrazeni

Hladké variety jsou obecné prostory, jez si ponechévaji dostate¢né mnozstvi vlastnosti
euklidovského prostoru R” na to, abychom na nich mohli provadét analyzu, tj. derivo-
vat, integrovat, atd. Podstatna vlastnost takovych prostort tkvi v tom, Ze jejich dosta-
tecné malé casti vypadaji stejné jako oteviené mnoziny v euklidovském prostoru R”.
V dal$im pfesnéji popiSeme, co mdme na mysli, kdyZ fikdme slova obecny prostor,
vypadaji stejné, dostate¢né malé ¢4sti.

1.1. Topologické variety. Nami uvazované variety budou vzdy metrickymi prostory,
obvykla definice variety je zdanlivé obecnéjsi, d4 se ovSem ukdzat, Ze tradi¢ni definice
anase definice, kterd je uvedena dale, jsou si ekvivalentni.

UvaZzme metrické prostory M a N a jejich spojité zobrazeni f: M — N, jeZ je bijekci a
jehoz inverze je rovnéz spojita. Takové zobrazeni f nazyvame homeomorfizmus mezi
prostory M a N, prostory M a N nazyvame homeomorfni.

Priklad 1. Uvazujme M = (0,1), N = (0,1), M i N uvazujeme se standardni euklidov-
skoumetrikou, f: M— N, f: x — x2. Toto zobrazeni je spojité, je to bijekce se spojitou
inverzi f~1: y — /¥ a tedy se jedna o homeomorfizmus.

Priklad 2. Uvazujme mnoZinu RP; piimek v R? prochdzejicich po¢atkem s vyjimkou
osy ¥, tj. M = RP; \ {y}. Vzdélenost d(p, q) dvou piimek p a g budiz jejich neoriento-
vany uhel (viz obrdzek). Zobrazeni f: M —R definujme f: p ={(x,y) € R?| y=ax}—
a € R. UkdZeme, Ze i zde se jednd o homeomorfizmus. Pro zmateni ¢tenafe shodné
oznacujeme osu y a druhou soufadnici bodu (x, y) na ptimce p. Zobrazeni f je zjevné
bijekce, musime pouze dokdazat spojitost f a f~!. Podle definice musime pro kazdé
p € M ae>0najit 6 > 0 tak, ze pokud plati d(p, q) < 6 potom také | f(p) — f(q)| <e.

\
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Zvolme tedy pfimku p € M, tj. jeji smérnici a, a € > 0 libovolné. Vezméme piimku




g € M se smérnici b. Potom explicitné dostdvame

d(p, q) = |arctga — arctgb|.

€
1+a?

Vezméme q tak, aby |arctga —arctg b| < potom bude |a - b| < € vzhledem k tomu,
la=bl|

1+a? "

Ze |arctga —arctgb| =

Obdobné postupujeme pro f~!. Podle definice musime pro kazdé a € R a € > 0 najit
6 > 0 tak, ze pokud |a—b| < § potom také |arctga—arctgb| < €. Zde ale staci zvolit § = €.
Uvédomme si, Ze mnozina M v tomto piikladé neni podmnozinou v euklidovském
prostoru!

Priklad 3. Uvazujme nyni jednotkovou sféruS? = {(x, y, z) € R3|x? + y* + z° = 1} bez se-
verniho pélu S = (0,0,1), tj. M = S2\{S} a N = R? x {0}. Stereografickou projekci f ze
severniho p6lu S bodu p € M definujeme jako prtsecik pfimky Sp s rovinou N, pfi-
¢emz prvni dvé soufadnice bodu v N urcuji bod v R? (viz obrézek). Vzhledem k tomu,
7e M, N c R3, metrika na nich je indukovana euklidovskou metrikou na R3. Toto zob-
razeni je rovnéZ spojitd bijekce se spojitou inverzi. Vyjadiete je analyticky a ukaZte to!

Metricky prostor nazyvame separabilni, obsahuje-li spocetnou hustou podmnozinu.
Separabilni metricky prostor M nazveme fopologickou varietou, pokud kazdy bod
p € M ma oteviené okoli U 3 p, jeZ je homeomorfni oteviené mnoZziné v euklidov-
ském prostoru R”. Pfirozené cislo n nazyvame (lokalni) dimenzi topologické variety
M. V dalsim budeme uvazovat pouze topologické variety konstantni dimenze. Tento
pozadavek vede pouze k nevelkému ziZeni pfedmétu naseho zdjmu, da se ukézat, ze
variety nekonstantni dimenze se ziskaji z variet konstantnich dimenzi disjunktnimi
sjednocenimi. PoZadavek separability metrického prostoru vede k tomu, Ze kazdou to-
pologickou varietu Ize vlozit do euklidovského prostoru dostatecné vysoké dimenze.
Vlozeni metrickych prostorti f: M — N je homeomorfizmus M — f (M) c N, kde met-
rika na f (M) je restrikci metriky na N.

Priklad 4. Uvazujme metricky prostor P pfimek z pfikladu 2 a na ném dvé oteviené
mnoziny U = P\ {y} a V = P\ {x}. Jiz vime, Ze U je homeomorfni R, zdménou kartéz-
skych soufadnic x < y ihned vidime, Ze i V je homeomorfni R. Kazd4 pfimka p € P
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lezi v otevieném okoli U nebo V' (vétSina pfimek opét v obou). Metricky prostor P je
tedy topologickou varietou dimenze 1.

Priklad 5. Uvazme jednotkovou sféru z ptikladu 3 a na ni dvé oteviené mnoziny U =
$2\{S}a V =82\{J}, kde J = (0,0,—1) je jizni pél. Potom U homeomorfné& zobrazime
na celé R? stereografickou projekci ze severniho p6lu, obdobné otevienou mnoZinu
V stereografickou projekci z jizniho pélu zobrazime rovnéz na celé R%. Kazdy bod na
sféfe ma otevirené okoli U nebo V (vétsina boda obé). Jednotkové sféra tedy je topolo-
gickou varietou dimenze 2.

Priklad 6. Uvazujme jednotkovou kruznici St ={(x, y)E R?|x%+ y2 = 1} (metrika je opét
dana nap¥. euklidovskou vzdalenosti v R?) spole¢né s otevienymi mnoZzinami U* =
{(, ) eSYx >0, U =1{(x,y) €S x <0}, VT ={(x,y) €Sy >0}, V" ={(x,y) eS|y <
0} a homeomorfizmy

@1 UT—(-1,1), oy XY=y,
;U —(-1,1), oy (6=,
VT —(-1,1), Py (X, y) =X,
oy Vo —(-1,1), Py (5,y) = x.

Kazdy bod ve S! lezi alespon v jedné z téchto otevienych mnozin, proto je jednotkova
kruznice topologickou varietou. Jind moZnost, jak ukdzat totéz, je vyuZit stereografické
projekce na pfimku podobné jako v prikladé 3.

1 X X L

- L

u* Uu- v+ I’

Priklad 7. (Dirichletiv hieben). Uvazujme mnozinu

H= [] {x}x

x€(0,1)

x {0} pro x iracionalni
x[0,1) pro x raciondlni.

Zfejmé plati H < R? a H je tedy metrickym prostorem s metrikou indukovanou z R?.
Ze znamych vlastnosti racionédlnich a redlnych cisel je ziejmé, ze Zzddny bod v H nema
oteviené okoli homeomorfni s otevienou mnozinou v R”. Metricky prostor H tedy
neni topologickou varietou.




1.2. Mapy, atlasy, diferencovatelné struktury. Jednou z prvnich uvazovanych va-
riet byla sféra, mnohdy se za sféru povazuje zemsky povrch. Analogie mezi povrchem
Zemé a varietou a také mezi homeomorfizmy do euklidovskych prostortit R” a ma-
povanim povrchu Zemé na listy papiru dala vzniknout nésledujici terminologii. Pod-
statny je zejména pojem atlasu, zde se ndm jednd o vztah mezi dvéma mapami, jez
riizné zobrazuji stejnou oblast.

Mapou na topologické varieté M rozumime homeomorfizmus ¢ oteviené mnoziny
U c M na otevienou mnozinu ¢(U) < R”. Defini¢ni obor zobrazeni ¢ je U, obor hod-
not ¢ je ¢(U). Mapy se tradi¢né zapisuji jako usporddané dvojice (u, ). Nékteré pii-
klady map jsme si jiz uvadéli v pfedchozim odstavci.

Priklad 8. Bud' V vektorovy prostor dimenze n nad télesem redlnych cisel s libovolnou
metrikou. Zvolme bézi (ey,..., e,) ve V. Tato volba urcuje mapu ¢ na celém V: kazdy
vektor v € V lze jednozna¢né zapsat v = v'e; +---v"e,. Mapa ¢ je ddna pfedpisem
Q:v— (v1,...,v™). Celou varietu V lze zobrazit do R" jednou mapou. Takovou mapu
nazyvame globdlni.

Priklad 9. Uvazme nekonecny véalec C = {(x, y,z) € R3|x% + y2 = 1} (metrika je opét in-
dukovdna z R%) amapu ¢: C—R?\{(0,0)}, ¢: (x,y,2) — (xe?, ye?). Potom ¢ je globdlni
mapa na vélci C. Diivodem, proc tato globadlni mapa existuje, je skutec¢nost, ze valec
muzZeme spojité zdeformovat na rovinu, z které je vyjmut jeden bod. Explicitné mame

(0,11 x C3 (¢, (x,7,2) — (xe'?, ye®, (1-1)z) e R®.

Pro t = 0 mame vélec, pro ¢ = 1 mame rovinu, z niZ je vyjmut bod.
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Pfipomenme si napfed, co rozumime /ladkym zobrazenim f: R” > U —R". Zobra-
zeni f je hladké, existuji-li vSechny jeho derivace a jsou-li spojité.

Priklad 10. Uvazujme zobrazeni

f:R?>(0,00) x (—=,m) — R*\ {(x,0) € R?|x < 0}

dané ptfedpisem f: (r,¢) — (r cos¢, r sin¢) a pro prvni slozku spoctéme

0 proa=2,
o brcosp || COS¢  proa=0lab=0 mods,
“araggr =7 “sing proa=0lab=1 mod4,
.
y —r'“cosg proa=0,lab=2 mod4,
rl=sing proa=0,1ab=3 mod4.

Pro vSechna a, b € Ny ziskdme spojité funkce. Obdobny vysledek ziskdme pro druhou
slozku. Zobrazeni f je tedy hladké.

Pristupme nyni k definici hladkého atlasu na topologické varieté M, dim M = n. Bud’
I libovolna indexova mnozina. Hladky atlas A je mnoZzina map A = {(U;, ¢;)|i € I} spl-
nujici nasledujici axiomy

(i) Hladky atlas pokryva celou topologickou varietu M, tj.

M=JU;.

iel
(ii) Provsechna i, k € I takov4, Ze U; N Uy # @, je zobrazeni
@ik =prop;’: R" 2 ¢;(U; nUy) — ¢ (U; N Uy) <R"

hladké.

Zobrazeni ¢; se nazyvaji prechodové funkce. Z definice vyplyvé, Ze ¢y; = (pl_k1 ajednd
se tedy o hladké bijekce otevienych mnozin v R” s hladkou inverzi.




Priklad 11. Kazda globélni mapa na topologické varieté je atlasem tvofenym touto jed-
nou mapou.

Priklad 12. Uvazme topologickou varietu RP; z piikladu 4 a atlas

¢1: RP;\ {y} =R ¢@2: RP1\ {x} =R
p1: p={x,y) eR|y=ax}—a @2: p=1(x,y) eR*|x =Dy} — Db

s dvéma mapami. V tomto piipadé je Uy n U, = RP1 \ {x, 3}, @1 (U nU,) = R\ {0} =
@2 (U nU,). Prechodové funkce

@12: R\ {0} =R\ {0} @21: R\ {0} =R\ {0}
ca 1 . b l
P12 p ®21: b

jsou hladké a dvouprvkovd mnozina {¢1, ¢»} je hladkym atlasem na RP;.

Priklad 13. Dokazte, Ze mapy urcené stereografickymi projekcemi na severni pol S a
jizni pél J v piikladu 5 tvoii hladky atlas na jednotkové sféfe S2.




1. Hladké variety, hladkd zobrazeni

Priklad 14. DokaZte, ze mnozina map {¢7,, ¢, ¢{,, ¢/} z piikladu 6 je hladkym atlasem
naS!.

Na hladkych atlasech dané topologické variety M definujme nésledujici relaci ekviva-
lence: hladké atlasy A a B jsou si ekvivalentni, je-li jejich sjednoceni Au B rovnéz hlad-
kym atlasem. Tato relace ekvivalence rozdéluje atlasy na topologické varieté M do tfid
ekvivalence. Tfidu ekvivalence atlast nazyvame hladkou strukturou na M, hladkou
strukturu spolec¢né s topologickou varietou nazyvame hladkou varietou. Hladkou va-
rietu obvykle zaddvame pomoci libovolného reprezentanta A tfidy ekvivalence atlast
[A].

Priklad 15. Uvazujme topologickou varietu R s globdlnim hladkym atlasem A = {(R, ¢, : x —
x)} ajinym globalnim atlasem B = {(R, ¢ : x— x>)}. pokud maji byt A a B ekvivalentni,
musi byt i Au B hladkym atlasem. Pfechodova funkce ¢q,: x — x> je hladk4, ale pte-
chodova funkce ¢y;: y — y'’® hladka neni, prvni derivace neexistuje v 0. Atlasy A a B
tedy na R zadédvaji dvé riizné hladké struktury.

1.3. P¥iklady hladkych variet. Priklad 16. Kazdy vektorovy prostor V konecné di-
menze je hladkou varietou. Globdlni atlas je ur¢en volbou béze. Detaily dopliite sami.

Priklad 17. Oteviend podmnozina W hladké variety M s atlasem (Uj;, ¢;) je hladkou
varietou s atlasem (U; n W, ¢; | W).

Priklad 18. Grafem hladkého zobrazeni f: U—R", kde U < R" je oteviena mnozina,
rozumime podmnozinu

L(f)={(x,f(x) e UxR™}.

Graf hladké funkce je hladkou varietou s atlasem urc¢enym atlasem na U, jelikoz zob-
razeni

'(H-U, &xfx)—x

a zobrazeni
U-T{), x—(xfx)
jsou hladkd a navzajem si inverzni.
Priklad 19. Kartézsky soucin hladkych variet je hladkou varietou.

Priklad 20. Mnozina v8ech reguldrnich linedrnich transformaci GL(V) vektorového
prostoru V konec¢né dimenze je hladkou varietou.
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1.4. Hladké funkce na varietach a hladka zobrazeni variet. Uvazujme hladkou va-
rietu M, tj. topologickou varietu M s atlasem A = {(U;,p;)|i € I}. Funkce f: M—R
je hladkd, jsou-li hladké funkce f o (pl.‘lz @;(U;)—R pro vSechna i € I. Nyni je tieba
se ujistit, Ze definice davd smysl, totiZ Ze nezdvisi na volbé atlasu z hladké struktury.
Zvolime-li proto na topologické varieté M jiny hladky atlas B ekvivalentni s A, mii-
Zeme uvazovat ndsledovné:

(@) je-li funkce f hladké vzhledem k danému atlasu, je hladké i k jeho libovolnému
rozsifeni (pfidani dalSich map),

(b) ztoho plyne hladkost funkce f vzhledem k atlasu AU B,

(c) je-li funkce f hladkd vzhledem k danému atlasu, je hladka i k jeho libovolnému
zGzeni (odebrani map),

(d) ztoho plyne hladkost funkce f vzhledem k atlasu B.

Pojem hladké funkce je tedy dobte definovan.

Priklad 21. Pevné zvolme funkci g: R? 3 (x,y) — e™* 4 € (0,1]. Na hladké varieté
RP; vSech pfimek prochdazejicich poc¢atkem zadané hladkym atlasem z pfikladu 12 a 4
je dana funkce f: RP; — R pfedpisem

f:prpg-

DokéaZeme, Ze f je hladka funkce. Pro pe U je y = ax a tedy

1+4a?’

00 2
Fouit@= [ axe e g [T
—00

obdobné pro p e V je x = by a tedy

o0 b’ +1
fop,t(b) :f dye_(sz“‘l)y2 Vb2+1= i) ).
—00

“V b2+4

NaUnVijep: a— % Ale skute¢né plati

=+ 1) n(1+a?)
L +4 1+4a?

atedy f je hladka funkce na varieté RP;.
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y

Priklad 22. Na jednotkové sféfe $? je zaddna funkce f: S? 3 (x, y, z) — z € [-1,1]. UkaZte,
Ze f je hladkd funkce.

Zobrazeni f: M — N hladkych variet M, dim M = m, s atlasem {(U;,@;)}, i € I a N,
dim N = n, s atlasem {(Vi, W)}, k € K je hladlké, jsou-li hladka zobrazeni

Viofopr L R™ 5 @i(Uy) — wi(f(U)) cR"

pro vSechna i € I a k € K. Obdobnym zptisobem jako pro funkce dokdZeme nezavis-
lost na volbach atlasti z danych hladkych struktur. Hladkeé bijekci variet, jejiz inverze
je rovnéz hladka, fikdme difeomorfizmus. O dvojici variet, mezi nimiz existuje dife-
omorfizmus, fikdme, Ze jsou difeomorfni. Difeomorfni variety miZeme pro vSechny
ucely povazovat za stejné, hladké variety obvykle klasifikujeme az na difeomomorfi-
zmus f: M — M.

Priklad 23. Vezméme hladké variety M = (R, [A]) a N = (R, [B]). Potom zobrazeni f: M — N
dané piedpisem f: x — x> je difeomorfizmem hladkych variet M a N. Difeomorfni
hladké variety obvykle rovnéz ztotoznujeme, tj. povaZujeme je za ekvivalentni.

Priklad 24. Na topologické varieté R* existuje nespo¢etné mnoho neekvivalentnich
hladkych struktur, na druhé strané existuji topologické variety, na nichz neexistuje
7z4dna hladka struktura. Vysvétleni téchto skute¢nosti ovSem piesahuje ivodni cha-
rakter této prednasky.

Priklad 25. Vezméme hladkou varietu S! z piikladu 14 a definujme relaci ekvivalence
8! 3 (x,¥) ~ (—x,—y) € S'. Potom na mnoziné t¥id ekvivalence S'/ ~ Ize zavést struk-
turu hladké variety tak, Ze projekce p: S! —S!/ ~ reprezentanta na jeho t¥idu je hladké
zobrazeni. Této projekci se ¥ika pokryvajici zobrazeni, vzhledem k tomu, Ze kazdy bod
v oboru hodnot p mé oteviené okoli, jez je difeomorfni nékolika (v tomto pfipadé
dvéma) otevienym okolim v defini¢cnim oboru. DokaZte to!

Priklad 26. Hladkou varietu RP; z piikladu 12 Ize reprezentovat i jinym zptsobem, a
to jako S'/ ~. To je zfejmé napiiklad z nasledujici tivahy: bod na kruznici mtizeme
zadat jednotkovym smérovym vektorem s € R%. Tento vektor s rovnéZ zaddva pfimku
prochdzejici poc¢atkem, stejnou piimku zadévi ale i —s.

12
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Priklad 27. Restrikci defini¢niho oboru zobrazeni f: R> —R?, f: (x,y) — (x> - y?,2xy)
(komplexni druhd mocnina) na kruznici S! a uvaZzenim relace ekvivalence dostavame
rovnéz zobrazeni f: RP; = S!/ ~ —R?, toto zobrazeni hladce vklad4 varietu RP; do
RZ. Ovéite!

Priklad 28. Uvazujme mnozinu RP; vSech pfimek v roviné. Pfimky mtiZeme reprezen-
tovat jako priiniky rovin v prostoru R® prochazejicich po¢atkem s rovinou z = 1. Rovina
z = 0je specidlni, odpovid4 pfimce umisténé v nekonecnu. Za vzdalenost dvou piimek
muzeme povazovat napf. thel takto jim pfislusnych rovin. Naleznéte na RP, vhodny
atlas analogicky jako pro RP; a tim zadejte na RP, hladkou strukturu. RP, lze také
reprezentovat pomoci relace ekvivalence. Rovinu prochézejici pocatkem lze reprezen-
tovat jednotkovym normalovym vektorem s, tedy s € S?. Ale vektor —s uréuje stejnou
rovinu jako s. Proto RP;, = S2/ ~, kde (x, ¥, 2) ~ (—x,—y,—2). Timto zptisobem lze RP,
vlozit do R*.

Uvazujme zobrazeni f: R —R*, f: (x,7,2) — (y* — 2%,2yz,2xy,2xz), jehoz defini¢ni
obor ztizime na S? a které zadava zobrazeni f: $?/ ~ —R* vzhledem k tomu, Ze jeho
slozky jsou homogenni polynomy stupné 2. PopiSte toto zobrazeni pomoci zkonstru-
ovaného atlasu. Projekce do poslednich tfi slozek g: S2 5 (x, ¥ 2) — 2yz,2xy,2x2z) je
znama jako Steinerova nebo Rimska plocha.

Priklad 29. « Reprezentujte RP; jako faktorprostor jednotkového uzavieného disku
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1. Hladké variety, hladkd zobrazeni

D?, kde ztotoziiujeme protilehlé body na hrani¢ni kruZnici.

Priklad 30. Lieovy grupy. Lieova grupa G je hladké varieta se strukturou grupy, kde
nasobeni u: Gx G— G je hladké zobrazeni. (D4 se ukdzat, Ze inverze 1: G— G je potom
rovnéz hladké zobrazeni.)
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2. Tecny prostor, tecné zobrazeni, podvariety, vektorové bandly

Infinitezimdlni pocet na varietach se odviji od pojmu te¢ného vektoru, prostor vsech
tecnych vektort hladké variety je rovnéz hladkou varietou. Vychozi myslenkou je moz-
nost aproximace okoli libovolného bodu p € M linedrnim prostorem. U variet, jeZ jsou
podmnoZzinami v R? jsme jiZz s témito pojmy obezndmeni: jedn4 se o te¢nu ke kivce
v daném bodé p, popf. tecnou rovinu k ploSe v p. Nyni popiseme konstrukci tecnych
vektord a tecného prostoru podrobnéji.

2.1. Te¢né vektory. Uvazujme jednoduchou hladkou krivku prochéazejici bodem p
hladké variety M, tj. hladké zobrazeni c: (—€,€) — M, € > 0, takové, Ze c(0) = p. Na
mnoziné kiivek prochdzejicich bodem p € M zavedeme nésledujici relaci ekvivalence

dgoc(0) B dgoc(0)
ds ds '

c~C pravékdyz

kde ¢ je mapa v okoli bodu p.

Priklad 31. Ukazte, Ze pfedchozi relace ekvivalence je dobfe definovana, tj. Ze nezavisi
na volbé mapy ¢ z dané hladké struktury.

Tridu ekvivalence [c], kiivek prochédzejicich bodem p € M nazyvame recnym vekio-
rem v bodé p. Na mnoziné tecnych vektorti T, M v bodé p € M zavedeme strukturu
vektorového prostoru pomoci mapy ¢; definujme

dgoc(0)

d@)y: T,M—R", (d¢),: [cl,— (d),(cly) = I

Ukdzeme, Ze se jednd o bijekci. Injektivita je ziejmda z definice relace ekvivalence,
surjektivitu dokazeme piimou konstrukci. Vezméme libovolny vektor v € R” musime
nalézt kfivku ¢, jeZ je reprezentantem tecného vektoru [c], tak, Zze (d ), ([c]p) = v. Ale
takovou kiivkou je napf. c: s— @~ (@(p) + sv).

Priklad 32. Definujte néjaky tecny vektor v projektivni roviné RP; v bodé, ktery odpo-
vid4 pfimce y = x.

15



2. Tecny prostor, tecné zobrazeni, podvariety, vektorové bandly

U predchozi definice te¢ného vektoru mnohé zavisi na volbé mapy ¢. Je ovsem Za-
douci, aby definované pojmy na volbé mapy nezavisely, proto ted’ zvolime jiny postup.
Tecné vektory lze totiz interpretovat algebraicky, jako derivace v bodé. Definujme na-
pred nékteré zakladni pojmy, které jsou potifebné pro tento piistup. Algebra A (nad
télesem R) je vektorovy prostor, na kterém je definovana bilinearni operace nésobeni
AxA— A.

Priklad 33. Ukazte, Ze ndsobeni dané vektorovym souc¢inem x na vektorovém prostoru
R3 urcuje algebru. Je toto ndsobeni komutativni resp. asociativni?

Priklad 34. Ukazte, Ze Hamiltonovy kvaterniony H jsou algebrou. Obecny kvaternion
zapisujme jako a + bi+cj+dk, pficemz plati, zeij =k, jk=1i,ki=j, i’ =j? = k* = —1.

Priklad 35. Reédlné funkce na livovolné mnoZiné tvoii algebru vzhledem k nédsobeni
zadanému bodoveé (f.g)(x) = f(x)g(x). Toto ndsobeni je komutativni a asociativni.

Priklad 36. Redlné hladké funkce na hladké varieté M tvoii algebru vzhledem k naso-
beni z pfedchoziho pfikladu. Zna¢ime ji C*°(M). Redlné linedrni kombinace hladkych
funkci a souc¢in dvou hladkych funkci jsou totiz hladkymi funkcemi.

Na algebte hladkych funkci definovanych v okoli bodu p v R"” zavedeme nasledujici
relaci ekvivalence. Funkce f a g jsou ekvivalentni, existuje-li oteviené okoli U bodu p
tak, Ze

fly=8ly-

Patficnou tfidu ekvivalence [f] nazyvame zdrodek v bodé p. Mnozinu vSech zarodkt
vbodé p oznacime C;°(R").

Priklad 37. Funkce

f(x):L, xeR\{} a g=)Y x5 xe(-1L1
1-x k=0

maji stejny zdrodek v jakémkoli bodé otevieného intervalu (-1, 1).

Derivaci D ve sméru vektoru v v bodé p na R” Ize chapat (definice) jako linearni zob-
razeni
D,: C;"(R”) —R,

které spliiuje Leibnizovo pravidlo:

Dy(f.8) =(Dy)g(p)+ f(p)(Dyg).
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Vzhledem k tomu, Ze mnozina vSech linedrnich zobrazeni tvoii vektorovy prostor,
mame ndsledujici linedrni zobrazeni A:

n
A:v—D,=) v o
-1 0x'lp

které vektoru v bodé p prirazuje derivaci v bodé p.

Derivace D v bodé p splnuje D(c) = 0 pro libovolnou konstantni funkci c. Zfejmé
D(c) = ¢D(1) z linearity, staci tedy ukazat, ze D(1) = 0. Mdme ovSem D(1) = D(1.1) =
1.D(1) + D(1).1 =2.D(1).

Lemma 1. Zobrazeni A je izomorfizmus vektorovych prostorii.

Diikaz. Napted dokazeme, Ze A je injektivni. Vzhledem k linearité staci ukazat, ze je-li
A(v) =0, potom i v = 0. Pfedpoklddejme tedy, Ze D, = 0 a aplikujme jej na souradni-

cové funkce x/. )
. no. ox/ . .
0=D,(x)) = v’—l. =v’6£:v’
i1 0x'lp
atedy v=0.

Nyni dokdZeme, Ze A je surjektivni. Necht' D je derivace v bodé p a funkce f je repre-
zentantem zarodku v C;’,O (R™). Uvazujme hvézdicovité okoli U bodu p. Pro kazdé x € U
tedy plati, Ze Gsecka p+ (x —p)t,0<t<1lezivU a f(p + (x — p)t) je definovand pro
0 < t < 1. Potom plati

L rpr-pn =Y -1 L prx-piy
det = oxt
podle pravidel o derivovani sloZené funkce. Pravou i levou stranu nyni zintegrujeme.
1 i i [ Of
[flp+x—pD)],=) (x'-p )f S Pra-pode.
i=1 0

Oznacme .

0
_fi(p+(x—p)t)dt=gi(x)~
0 0x

Potom g;(x) € C*°(U) a dostavame tzv. Taylorovu vetu se zbytkem

f@-fp=Y ('-pHg ), o)
i=1
navic
=L
gl p)= 0xi p)-

17



2. Tecny prostor, tecné zobrazeni, podvariety, vektorové bandly

Na obé strany (I) aplikujme D a vyuzijme skuteCnosti, Ze derivace konstantni funkce
je rovna nule a Leibnizova pravidla.

Df(x)= Y (D(x'—p)gi(p)+(p' — p)(Dgi(x)
i=1

=) Dx")gi(p) =) D) ==(p).
im1 i=1 ox!
Tim jsme dokézali, Ze D = D, pro v = (Dx1,...,Dx™). O

Timto zptisobem miuzeme vektory v p identikovat s derivacemi, standardni bazi
(e1,...,en) vbodé p prislusi parcidlni derivace (a/axl|p,..., (0/0x"p).

Priklad 38. Aplikujte Taylorovu vétu se zbytkem na funkci f(x, y) = xsin y vbodé (1,0).

Napfed definujeme zarodek [ f] hladké funkce f vbodé p na varieté M, algebru vSech
zarodkt oznac¢me C°(M). Tecny vektor v bodé p na hladké varieté M je derivace v bodé
p € M, tj. linedrni zobrazeni D: C;’,O(M) — R, které splnuje Leibnizovo pravidlo

D(fg)=Dfgp)+ f(p)(Dg).

Algebra zérodkt C°(U) v oteviené podvarieté U < M, p € M je shodna s algebrou
zarodki C3° (M).

Vyjadieme nyni tecny vektor pomoci soutfadnicové mapy (U,p), ¢ = (xL, ..., x™.
Bud'te p = (r',...,r") standardni soufadnicové funkce na R”. Potom

x' = riO(p: U —R
Bud’ f hladka funkce definovand na néjakém okoli bodu p € U < M. PoloZme

0 0

-— = — _1€R.
ox' |y ort fog

@(p)

Jednoduse ovéiime, 7e 8/0x | p je derivace v bodé p.

Tecné vektory v bodé p € M tvofi vektorovy prostor, tzv. tecny prostor T, M v bodé
peM.

Tvrzeni 2 (Matice pfechodu pro soufradnicova vyjadieni vektort). Budte (U, =
(x'...,x™) a(V,y = (y',...)) dvé mapy na varieté M. Potom
0 Loy o

551~ & oxl 3y
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nalunV.

Diikaz. V kazdém bodé p € UNV jsou (O/Oxilp) a (a/ayi|p) baze tecnych vektorti
v T, M. Existuje tedy reguldrni matice a{ (p) e Rtak, ze
a n

— = (l]i
ox? Loyl

j=1
Obé strany rovnosti aplikujeme na y* a dostaneme
k n

oy jsk _
2 _ sk =
ox’ ]ZZI laJ ];“ ai

Priklad 39. Vyjadrete tecny vektor ¢ = Ad/0x|, + Bd/dy|, vp € R? v polarnich soufad-
nicich x =rcosgp a y=rsing.

Priklad 40. Vyjadrete tecny vektor { = Ad/0x|,+Ba/0y|, Vv p€ R? v parabolickych sou-
fadnicich x = uva y = (u® - v?)/2.

Priklad 41. Vyjadrete tecny vektor { = Ad/0u|n+B0/0v| N nasevernim p6lu sféry vsou-
fadnicich urcenych projekcemi do souradnicové roviny xy.

2.2. Te¢né zobrazeni. Bud’ F: M — N hladké zobrazeni. V kazdém bodé p € M indu-
kuje F linedrni zobrazeni te¢nych prostord, tzv. diferencicdlv bodé p,

Ife, TpM—> Tp(p)N
ndasledujicim zptisobem. Vezméme ¢ € T), M, potom F,¢ je definovano jako
(F:d)f =¢(foF)€ER, pro feCy (o ).

Pokud chceme zdtraznit skutec¢nost, Ze diferencidl uvazujeme v bodé p € M, piSeme
nékdy Fi p.

Priklad 42. Pokud F: R" — R anaR" i R" uvazujeme standardni soufadnicové funkce,
ptom je F, vbodé p € R ddano Jacobiho matici.

Priklad 43. Spoctéte diferencidl zobrazeni z pfikladu 28 v libovolném bodé.
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2. Tecny prostor, tecné zobrazeni, podvariety, vektorové bandly

Priklad 44. Bud
a b
A=
< a
diferencidl zobrazeni F: R> —R? v bodé p vyjadieny ve standardnich soufadnicich.
Spoctéte diferencidl tohoto zobrazeni v polarnich souradnicich.

Bud'te F: M— N a G: N— P hladka zobrazeni hladkych variet. Diferencialy F , a
G+ F(p) jsou linedrni zobrazeni

F*,p G*YF(.U)
TyM — Tpp N

TewrpyP
Véta 3 (Retézové pravidlo). Plati

(GOF)*,p = G*,F(p)F*,p-

Diikaz. Necht (€ T,Ma f € CZCEF(]J)) (P). Potom

(GoF)x pS) f=E(foGoF),

ale také

(G k() Fa p)E f = (G pp) (Fi p©) f = (Fa pE)(f0G) =E(f 0 Go ).

O

Pifedchozi véta ma dutlezité disledky. Je-li F: M — N difeomorfizmus, p € M potom
Fi: TyM — Tgp) N je izomorfizmus. Zjevné Go F = idy; a Fo G = idy odtud pomoci

véty[3l
(GoF)y =Gy Fy =(idm)« =17,m, (FoG)s = F, Gy = (idn)« = 11 (p)N-

Dale mame tzv. invarianci dimenze. Jsou-li U cR", V cR" aje-li F: U — V difeomor-
fizmus, potom m = n na zdkladé prvniho dtsledku.

Tvrzeni 4 (Soufadnicové vyjadieni diferencidlu). Bud F: M — N hladké zobrazeni va-
riet, p € M bod, (U, = (x',...,x™) mapa v okoli p a (V,w = (y,...,y"™) mapa v okoli
F(p). Potom vzhledem k bazim (O/Oxilp),-:ly,mn vIipMa (a/ayi|p(,,)),-:1,m,m vTgp) N je
diferencidl F, ,, reprezentovdn matici

OF!
oxJ

(p),

kde F' = y' o F jsou slozkyF.

20



Priklad 45. Te¢ny vektor ¢’ (t) (rychlost) k hladké kiivce c: (a,b) — M vbodé t € (a, b) je

dén jako
“\dsl,)’

kde s je standardni soutadnice na (a, b).

Tvrzeni 5 (Existence kiivky s danym pocate¢nim te¢nym vektorem). Pro kazdy bod
p € M a kazdy tecny vektor ¢ € T, M existuje hladkd krivka c: (—€,€) — M tak, Ze c(0) =
pac(0)=¢.

Diikaz. Zvolme mapu (U, = (x!,...,x™) tak, ze x'(p) = --- = x"*(p) = 0 a vyjadieme
6:Zai6/6xi|p Potom c(t):(p_l(alt,...,a”t). O

Nyni uvedeme dalsi zptsob jak spocist tecné zobrazeni, ktery ma velkou praktickou
pouzitelnost.

Tvrzeni 6. Bud F: M — N hladké zobrazeni variet, p € M bod a ¢ € T, M tecny vektor
v tomto bodé. Je-1i ¢ hladkd ktivka prochdzejici bodem p, jejiz rychlost v bodé p je rovna
¢, potom

Foc(1).
=0

d
F*,p({) - a

Tecny vektor F. (&) je tedy vektorem rychlosti obrazu krivky ¢ zobrazenim F v bodé
F(p).

Diikaz. Vzhledem k ptedpokladtim plati ¢(0) = p a ¢’(0) = £. Dale plati

Foc(t).

/ d
F*,p(f) = F*,p(c (0)) = F*pr*,O ( .
0

dr

ol
= C)«,0 dr

)_i

O

Hodnost hladkého zobrazeni F: M — N v bodé p € M je hodnost tecného zobrazeni
F, p. Uvédomme si, Ze vzhledem k nezdvislosti definice tecného vektoru na soufad-
nicovych mapach nemusime dokazovat nezavislost hodnosti hladkého zobrazeni na
volbé téchto map.

Bod p € M nazveme kritickym bodem F, pokud F; , neni surjektivni, jinak je reguldr-
nim bodem. Kritickou hodnotou nazveme obraz F(p) kritického bodu p, ostatni body
g € N jsou reguldrnimi hodnotami F.

Priklad 46. Urcete kritické body a hodnoty zobrazeni z ptikladu 28.
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2. Tecny prostor, tecné zobrazeni, podvariety, vektorové bandly

Priklad 47. Tecny prostor ke kartézskému soucinu. Bud'te M, N hladké varietyam: M x
N— M, p: M x N— N projekce na prvni a druhy faktor. DokaZte, Ze pro (p,q) e mx N
je

T X s TpggMx N— T, M x TygN

izomorfizmem vektorovych prostora.

Priklad 48. Diferencidly nasobeni a inverze na Lieové grupé. Ukazte, Ze diferencidlem
nasobeni u v bodé (e, e), kde e je identita na G, je s¢itani a diferencidlem inverze 1 v e
je opacnd hodnota.

2.3. Podvariety. PodmnoZina N c M hladké variety M je reguldrni podvarietou
dimenze k hladké variety M, pokud pro kazdy bod p € N existuje mapa (U,¢ =
(x',...,x™) v M, p € U, tak, Ze priinik U n N je definovdn vymizenim poslednich n — k
soufadnicovych funkci. Mapu (U, ) nazyvame adaptovanouk podvarieté N.Na UnN
je totiz

azazenim @y = (x',...,x%) na Un N ziskame mapu na N. Cislo n — k nazyvame kodi-
menze podvariety N ve varieté N.

Priklad 49. Otevieny jednotkovy ¢tverec M = (0,1) x (0, 1) je hladkou varietou. Ukazte,
Ze Usecka (t,1/2), 0 < t < 1 je podvarietou M.

Priklad 50. Ukazte, Ze rovnik je hladkou podvarietou na jednotkové sféie S2.

Priklad 51. Topologova sinusovka. Uvazme graf I'(f) hladké funkce f(x) =sinl/x, x €
(0,7/2) v R? a tisecku I = {(0,y) € R?| -1 < y < 1}. Sjednoceni I'(f) U I neni regularni
podvarietou v R?. Pokud totiZ vezmeme libovolné okoli bodu p € I, tak jeho priinik
s I'(f) ma nekone¢né mnoho komponent.
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Dal$im zptisobem jak zadat hladkou varietu je implicitné jako vrstevnici regularni
hodnoty ¢ hladkého zobrazeni F: M — N, tj.

Fl(ich =tpe MIf(p) = c}.

Priklad 52. Jednotkova sféra S? je vrstevnici reguldrni hodnoty ¢ = 0 hladkého zob-
razeni F: R3—R, (x, V,2) — X%+ y2 +2z2-1. Nyni pouZijeme vétu o inverzni funkci a
nalezneme mapy v R® adaptované na $?. Plati

oF _, OF_  OF
ox Y 8y~ TR

a tedy jedinym kritickym bodem je (0,0,0) jez ale neleZi na $>. Hodnota ¢ = 0 je tedy
reguldrni hodnotou F. Bud’ p € S? takovy bod, Ze 0F /0z(p) = 2z(p) # 0. Potom je Jaco-
biho matice zobrazeni

@: (x,3,2)— (x,,F(x,,2))

1 0 0
0O 1 O
2x 2y 2z

a je reguldrni. Podle véty o inverzni funkci ma tedy ¢ hladkou inverzi v néjakém okoli
U bodu p a (U, ¢) je adaptovanou mapou. Obdobné budeme postupovat pro 0F/0x(p) =
2x(p) #0a0F/0y(p) =2y(p) # 0. Timto zplisobem pokryjeme celou S2 adaptovanymi
mapami a S? je tedy reguldrni podvarieta v R3.

rovna

23



2. Tecny prostor, tecné zobrazeni, podvariety, vektorové bandly

Véta 7 (Véta o regularni vrstevnici). Bud F: M — N je hladké zobrazeni, dim M = n,
dim N = m. Potom neprdzdnd vrstevnice F~' ({c}) reguldrni hodnoty c je reguldrni pod-
varietou variety M dimenze n — m.

Pozadavek, aby c¢ byla reguldrni hodnota F, 1ze nahradit pozadavkem o maximalni
hodnosti F, vbodech F~!({c}) a tento pozadavek Ize déle oslabit na pouhou konstant-
nost hodnosti F, v téchto bodech.

Diikaz. Dtikaz véty provede jeden z vas jako soucdst pozadavka k zdpoctu. O

Priklad 53. Ukazte, 7e feSeni rovnice x> + y° + z3 = 1 tvofi regularni podvarietu v R3.
Priklad 54. Rozhodnéte, zda feSeni soustavy rovnic
L+ +2=1,
X+y+z=0.
tvofi regularni podvarietu v R3.

Priklad 55. Specialni linedrni grupa SL(n). Mnozinoveé je SL(n) podmnozinou GL(n)
tvofenou maticemi s jednotkovym determinantem. UkaZte, Ze SL(n) je reguldrni pod-
varietou GL(n) dimenze n? — 1.

Priklad 56. Graf hladkého zobrazeni F: R” — R je hladkou podvarietou v R,

Priklad 57. « Hladka projektivni nadplocha. Nuly homogenniho polynomu
F(zo,...,25,) =0
jsou dobfe definovany na RP”, protoze
F(tzo,...,tzn) = t*F(zg,...,2,) =0, pro t # 0.

Naleznéte podminky, kdy nuly homogenniho polynomu urcuji regularni podvarietu
v RP”",

Priklad 58. « Grassmanian ¥ (k, n). Bud’ V vektorovy prostor,dimV =na W c V vek-
torovy podprostor, dim W = k. Mnozinové definujeme Grassmanidn ¥ (n, k) = {W c
V|dim W = k} jako mnozinu vSech k-rozmérnych poprostorti ve V.V dal$im ukdzeme,
Ze ¢ (n, k) je hladkou varietou.

Napfted ukdzeme, ze ¢ (n, k) je metricky prostor. Zvolme na V libovolné skaldrni sou-
¢in (;,-). Metriku definujeme jako d(Z, W) = ||P, — Pw ||, kde P je projek¢ni operator
sjadrem Z+ = {v e V|(z,v) = 0,Vz € Z} a obrazem Z a | A| je tzv. operdtorova norma
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A, tj. v absolutni hodnoté nejvétsi vlastni hodnota A. Separabilita je ziejma pomoci
reprezentace podprostoru Z pomoci operdtoru Pz: V — V, jez md hodnost k. JelikoZ
metricky prostor vSech operdtori V — V je separabilni, je separabilni i kazdy jeho me-
tricky podprostor.

Nyni zkonstruujeme mapy na ¢ (n, k). Bud'te Z, W < V komplementarni podprostory
veV,tj. ZeW =V,dim Z = katedy dim W = n—k. Vezméme libovolné linedrni zobra-
zeni A: Z— W auvazujme jeho grafI'(A) = {z+ Az|z € Z} jako podprostorv ZeW = V.
Vsimnéme si, Ze I'(A) N W = {0}. Je-li totiz z+ Az € I'(A) € W, potom nutné z+ Aze W
atedyize W. Ale vzhledem k tomu, ze W n Z = {0}, je z = 0. Nyni dokdZeme: Kazdy
vektorovy podprostor S c V, pro ktery je SN W = {0} je grafem jediného linedrniho
zobrazeni A: Z— W. Pro kazdé s € S mame jednoznac¢ny rozklad s = z+ w, kde ze€ Z
a w e W. PoloZzme Az = w. Zobrazeni A je dobfe definované: UvaZzujme s = z+ w a
s'=z+w'. Odtud plyne S3 s — s’ = w — w' € W. Zobrazeni A je zjevné linedrni.

A
w

Oznacme L(Z, W) vektorovy prostor linedrnich zobrazeni Z — W a dale Uy, podmno-
zinu ¥ (n, k) takovou, Ze prianiky jejich prvki s W jsou trividlni, tj.

Uw =1{S €¥9(n,k)IS nW = {0}}.

Definujme ddle zobrazeni vy : L(Z, W) — Uy pomocivyse uvedené konstrukce. V dis-
kusi jsme si ukdzali, Ze y je bijekce. Spojitost vy a @w = w;vl je rovnéz zjevnd. Po-
kud v Z a W zvolime béze, mtizeme L(Z, W) identifikovat s prostorem vSech matic
k x (n— k) a dvojice (Uw, pw) je mapou na ¥ (n, k). Pro kazdy podprostor S 1ze najit W
tak, ze SN W = {0}, takovymi mapami tedy lze pokryt cely metricky prostor ¢ (n, k) a
tim jsme ukazali, Ze ¥ (n, k) je topologickou varietou dimenze k(n — k).

v

Dale ovéfime, Ze ¢ (n, k) je hladkou varietou. Uvazme tedy dva rozklady V=Ze W =
Z'® W', kde dim Z = dim Z’ = k a k nim pat¥ici mapy (Uw, pw) a (Uy, @w). Zjevné
plati, Ze pw (Uw N Uy) je oteviend mnozina ve vektorovém prostoru vSech matic k x
(n— k). Zbyva tedy ukdzat hladkost zobrazeni

ow o @y ewUw N Uwn) — @w (U 0 Upy).
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2. Tecny prostor, tecné zobrazeni, podvariety, vektorové bandly

Bud’ tedy A € o (Uw N Uy) c L(Z, W) libovolné. Oznac¢me S c V podprostor ve V

Yo Mevs

takovy, Ze plati S = (p;Vl(A) =T(A). Polozme A’ = @y o (,0;‘,1 (A). Dle diivéjsi definice je
A’ jedinym linedrnim zobrazenim Z’' — W', jehoz grafem je S. Bud’ z’ € Z'. Uvédomme
si, ze A'z' je jediny prvek W' takovy, Ze z' + A'z’ € §, tj.

Z+A'Z =z+ Az, prongjakéze Z
Ve skutecnosti existuje pravé jedno takové z € Z, je charakterizovdno tim, Ze
z+Az-z eW',

Oznatme 14: Z — V linedrni zobrazeni14(z) = z+ Azabud nz: V— Z' projekce s ja-
drem W’ a obrazem Z'. Potom plati

0=7y(z+Az—2)=m70a(2) -2
Zobrazenim z14je pro A € oy (UywNUy) invertibilni a dostavame tedy z = (71 2/t A~ N2).
Z toho plyne, ze A’ 1ze vyjadfit pomoci A jako

Az =ipz—72 =140 M) (2)-7.
Zobrazeni i 4 je zjevné linedrni a proto hladké, inverzni zobrazeni ke kompozici linear-

nich zobrazeni (7 z14) ! je rovnéz hladké zobrazeni (existence je zaru¢ena z predpo-
kladti) a proto i jejich kompozice je hladkym zobrazenim.

Poznamenejme déle, Ze ¥ (n, k) 1ze pokryt konecnym poétem map. Zvolme za timto
Ucelem bézi (ey,...,e,) ve V. Potom kazdému rozkladu prvka baze do dvou disjunkt-
nich podmnozin o k resp. n — k prvcich zjevné odpovidé jedna volba Z a W a tyto
dohromady pokryvaji 4 (n, k).
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Priklad 59. x Grassmanidn jako podvarieta v projektivnim prostoru — Pliickerovo vlo-
Zeni. Dalsi moznost jak definovat grassmanian ¢ (n, k) je vyuziti véty o reguldrni vrs-
tevnici. Podprostor Z c V, dim Z = k je zadan k-tici vektorti (zy, ..., zx). Témto vekto-
rim piifad'me prvek z; A ... A zx € A¥V. Oviem stejny podprostor Z je uréen i k-tici
(2),--,2}) = A(z1,..., 2), kde A € GL(k). Této k-tici se pfitadi z; A... Az, = det Az A
... Az € AFV. Timto pravidlem je tedy definovano zobrazeni

w: Mat(n, k) — PA*V

do projektivniho prostoru k vektorovému prostoru A¥V. Grassmanidn je uréen tzv.
rozlozitelnymi prvky w v A¥V, tj. prvky, jez jsou v néjaké bazi (ey, ..., e,) vyjadfitelné
jako w = e; A ... A eg. Ekvivalentni podminka k rozlozitelnosti je ndsledovna: Uvazme
linearni zobrazeni n,,: V — A**1V dané piedpisem

Nw: V —V AW.

Prvek w je rozlozitelny, je-li hodnost linedrniho zobrazeni 1, (mensi nebo) rovna n—k.
Ale i zobrazeni
. Ak k+1
n: AV - LV, A"V, 0 — 1,

je linedrni a ¢ (n, k) je podvarietou v Mat(n, k) definovanou implicitné vymizenim
vsech (n—k+1) x (n — k+ 1) minord. Konstantni hodnost je zde diisledkem platnosti
Cauchy-Binetova rozvoje.

2.4. Tecny bandl. Jiz dfive jsme zjistili, Ze tecny prostor T, M v bodé p hladké va-
riety M je vektorovy prostor derivaci v bode algebry zarodku Cp°(M). Tecny bandl je
disjunktnim sjednocenim te¢nych prostort ve vSech bodech variety M,

TM = U {p} x TpM.
pEM

V dal$im dokdZeme, ze T M je hladkou varietou a Ze se jedna o C* vektorovy bandl
nad M. Bud (U, = (x},...,x")) mapana M a p € U. Te¢ny vektor ¢ € T, M md jedno-
znacné vyjadfeni

n ; a
é'_ lg,l a ﬁ p»
kde a’ = a'(&). Jelikoz
n .
(p*(E) = al a0 »
z;) or' lpwp)

muZeme tecny vektor . (¢) € Ty, R" ztotoZnit s vektorem a = (a',...,a") e R". Vez-
meéme

TU= JiptxTpoU = Y {p} x Ty M.
peU peU
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2. Tecny prostor, tecné zobrazeni, podvariety, vektorové bandly

Definujme zobrazeni

® = (@, p.): TU—(U) xR"
(p, &) — (xL(p),..., x"(p),a'(©),...,a" (&)).

)

Problém jak definovat metriku na 7'M ponechdme prozatim otevieny, k jeho vyfeSeni
pristoupime v nékteré ndsledujici kapitole.

Potom @ je bijekce s inverzi

n

1 n i Y
(p(p),a,...,a") (p,iZIa Fy

V dal§im ukaZeme, Ze je-li (U, ¢,)).; hladky atlas na M, potom ((TU,,®)).; je
hladky atlas na T M. Pfipometime si, Zze pro dvé mapy (U, = (x},...,x™) a (V,y =
WLy, peUnVaéeT,Mje

.0 .0
E:Zala :Zbl

p ay’ p’

pficemz

.yl
b]:;alﬁ(p).

Potom je pfechodové zobrazeni

D, 0d, ' o (U,NU) xR" =, (U,NU) xR"

déano jako
_ _ ;0 _
@00 (x,a',...,a" — ((pKl(x),Za]E)'—* (@0 (x),b',..., 0",
kde )
n
ZEDY aia—J/]..
-1 ox!

Na tecném bandlu T'M existuje pfirozena hladka projekce n: TM — M, n((p,&)) = p.
Timto se z tecného bandlu stava ptiklad vektorového bandlu, jehoz definici nyni uve-
deme.

Bud 7: E— M hladké zobrazeni. Potom vzor bodu p € M n~'({p}) nazyvame fibr
vbodé p aznacime E,,. Surjektivni hladké zobrazeni nazveme lokdlné trividlnirdadu r
pokud

(i) kazdy fibr E;, ma strukturu vektorového prostoru dimenze r,
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(i) prokazdé p € M existuje jeho oteviené okoli U a difeomorfizmus ® zachovava-
jici fibry
®: 7 ()~ U xR,

ktery kazdy fibr E,; zobrazi na {q} x R" jako izomorfizmus vektorovych prostorti
pro vSechna g € U.

Mnozina ((U,, ®,)),e se nazyva lokdlni trivializace E. Hladky vektorovy bandl iddu r je
trojice m: E— M, kde 7 je surjektivni hladké zobrazeni variet, které je lokalné trividlni
fadu r. Varietu E nazyvdme fotdlni prostor, M bdzovy prostor.

Bud'te m: E—~ M a p: F— N dva vektorové bandly obecné rtizného tadu. Zobrazeni
bandlii je dvojice hladkych zobrazeni (¥,v), kde ¥: E—F a w: M — N spliiujicich
ndsledujici podminky

(i) komutuje diagram

B
~

T

tjpo¥W=wou,

(ii) zobrazeni V¥ je linedrni na fibrech, tj. pro vSechna p € M je ¥: E;,, — Fyp) line-
arni.

Izomorfizmus bandlii je definovdn obdobné. V tomto ptipadé musi byt ¥ difeomorfi-
zmus a kazdé z linedrnich zobrazeni ¥ : E), — Fy () linedrni izomorfizmus.

Priklad 60. Kartézsky soucin M x V, kde V je vektorovy prostor, dim V = r. Projekce je
dénan: M xV—M,(p,&) — p. Lokdlni trivializace je ddna identitou a volbou béaze ve
V,p: MxV—->MxR",(p,{=Y a'e;) — (p,a).

Pokud je vektorovy bandl 7: E— M izomorfni kartézskému soucinu, nazyvame jej t7i-
vidlnibandl.

Rezem vektorového bandlu : E— M nazveme zobrazeni y: M — E, takové, Ze moy =
idp;. O fezu fekneme, Ze je hladky, je-li hladké zobrazeni M — E.

(Hladkeé) vektorové pole ¢ na varieté M je hladky fez {: M — T M, kazdému bodu p
variety M je tedy pfifazen tecny vektor ¢, € T, M.
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2. Tecny prostor, tecné zobrazeni, podvariety, vektorové bandly

Priklad 61. Vektorové pole na R?. Bud’

Potom ziskdme nésledujici obréazek

10 - / / / / “~ A/A/«ﬂ\\\\\\\
W A
NN
057’////’/‘/‘/+‘\\\\\\;
R A A A it U U UL U O
,%%/////$\\\\\\\,
B2 A A SRS S
a0‘0—¢¢¢¢¢» ,¢¢f$$,
BRI EATRNEN SRR
R T T A B A B I
_05,\\\\\\\””////;
: \‘\\\\\\*”//////,
NN s s g A A A
A A A

-10 \\\\\\*»/ri vy / / _

X

2.5. Konstrukce novych vektorovych bandli. Mnoho vektorovych bandla se d4 pfi-
rozenymi konstrukcemi vytvofit z pravé zkonstruovaného tecného bandlu a to s vyu-
zitim duality, pfimého souctu, tenzorového soucinu, symetrizaci a antisymetrizaci.

Dudlni bandl k vektorovému bandlu 7: E— M je vektorovy bandl 7*: E* — M, jehoz
fibry jsou dudlni vektorové prostory k fibréim 7 : E— M, pficemz je-li ®: 771 (U) — U x
R’ lokalni trivializace bandlu E, potom ®*: 7*~1(U) — U x (R")* je lokalni trivializace
E*. Pfikladem této konstrukce je kote¢ny bandl zavedeny v dalsi kapitole.

Primy soucet vektorovych bandlii. Bud'te m: E— M a p: F— M dva vektorové bandly
nad stejnoubdzi M. Potom fibr jejich pfimého souctun® p: E® F — M nad bodem p €
M je piimy soucet E, & F), fibrti Ea F, jsou-li ®: a7 W U)—-UxR a¥W: 77 1(V)— VxRS
lokdlni trivializace E a F v okoli p € M, potom ® & \V': (n_l(U),p_l(V))/ ~—->UNnV x
R” x R’ je lokdlni trivializace E & F.
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Tenzorovy soucin vektorovych badlii. Bud'te n: E— M a p: F — M dva vektorové ban-
dly nad stejnou bézi M. Potom fibr jejich tenzorového soucinu 7 ® p: E & F — M nad
bodem p € M je tenzorovy soucin E), ® F,, fibri E a F, lokdlni trivializace se definuji
obdobné jako v pfedchozich pfipadech. RovnéZz symetrizace a antisymetrizace funguji
u tenzorovych soucintt bod po bodu.

2.6. Lokalizaéni funkce a rozklad jednotky. Oznacme B(q,a) = {x € R"||x — q| < a}
uzavienou kouli v R”. Formou del$iho cvi¢eni v dalsim zkonstruujeme hladkou funkci
specifickych vlastnosti na R”, kterou nazveme lokalizacni funkce. Tyto vlastnosti jsou

(i) p(x) =0mimo x € B(qg, b),

(i) p(x)=1proxeB(g,a),a<b.

Priklad 62. Konstrukce lokaliza¢ni funkce v R”. Funkce

e_% pro x>0,
fx)=
0 pro x < 0.

je hladkou funkci na R (derivace vSech fadt zprava v nule jsou rovny nule).

Zkonstruujme hladkou funkci

fx)

80 o

Zjevné plati, Zze g(x) =0 pro x <0a g(x) =1 pro x = 1 a funkce g je hladka.
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2. Tecny prostor, tecné zobrazeni, podvariety, vektorové bandly

Dale provedeme linedrni transformaci tak, aby [a?, b?] —[0,1], tj.

2

x—a
X— D2 — a2
a zaved'me hladkou funkci
x— a?
"8 )

pro kterou zjevné plati h(x) = 0 pro x < a’a gx)=1prox= b2

=t
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Nakonec definujme lokaliza¢ni funkci p(x) = 1 - k(x). Pro |x| < a plati p(x) =1 a pro
x=bplati p(x) =0.

Takto definovanou p(x) lze posunout do libovolného bodu g € R posunutim na p(x —
q). Lokaliza¢ni funkci v bodé g € R"” potom dostaneme jako p(|x — ¢l|), kde xe R" a |.|
nyni znaci velikost vektoru. Tato funkce md hodnotu 1 na uzaviené kouli se stfedem ¢
a polomérem a a hodnotu 0 mimo otevienou kouli se sttedem v g a polomérem b.

My

Tvrzeni 8 (Rozsifeni hladké funkce). Bud' W < M oteviend mnozina, g€ W bod a f €

C*®(W) hladkd funkce. Potom existuje hladkd funkce f € C* (M), kterd se s f shoduje
na oteviené mnozinée W>o 'V 3 q.

Diikaz. Zvolme mapu (U, ¢), g € U a a vlokalizacni funkcin(p) = p(lo(p) —p(q)|) tak,
aby obraz uzaviené koule B(p(q), a) se sttedem ¢(q) a polomérem a lezel uvniti W,
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2. Tecny prostor, tecné zobrazeni, podvariety, vektorové bandly

b > a potom zvolme libovolné. Definujme

i n(p)f(p) pro pe @ L (Blp(q),b)),
fp)= y
0 jinak.
Tato funkce ma poZadované vlastnosti. O

Definujme napted rosic (hladké) funkce f: M — R jako supp f = uzdvér mnoziny{p €
M| f(p) # 0}. Nyni provedeme rozklad jednotkové funkce pro specidlni piipad otevie-
ného pokryti (Uy) oe 4 kompaktni hladké variety M. Hladky rozklad jednotkyje soubor
(Pa) ae a spliujicich

(1) ZaEAplX = 1)
(ii) supppq<cUy.

Véta 9 (Rozklad jednotky na kompaktni varieté). Necht M je kompaktni hladkd vari-
eta a (Uy)qea jeji oteviené pokryti. Potom existuje rozklad jednotky (0q)qea prislusny
tomuto pokryti.

Diikaz. Pro kazdé q € M nalezneme U, > q a 1, oznacime lokalizacni funkci
s nosicem v Uy,. ProtoZe ny4(q) > 0, existuje okoli V; bodu g, kde 1, > 0. Podle
pfedpokladané kompaktnosti ma oteviené pokryti {W,|g € m} konetné podpokryti
V.- Vg, Budte ng,...,n4, lokalizacni funkce odpovidajici tomuto konecnému
pokryti. Potom n = ¥ | 14, je zjevné kladna funkce, protoZe kazdy bod g € M nélezi
do jistého V. Definujme

Zjevné plati 37", 0; = 1 a také supp8; = suppng, < U,. Pro kazdé i € {1,...,m} bud
7(i) € Aindex, pro ktery supp; < Uy(;. Pro kazdé a € A poloZzme

Pa= Z Hi)

T()=a

pokud pro dané « neexistuje i tak, Ze 7(i) = a, poloZme p, = 0. Potom (04)geca je
hledany rozklad jednotky. O

Pifedchozi vétu Ize formulovat i bez predpokladu kompaktnosti hladké variety M, pak
ovsem jeji dtiikaz vyzaduje jiz hlubsi znalosti topologie a teorie metrickych prostord.

Priklad 63. Bud' (U,V), U = (—o0,1), V = (=1,00) pokryti na R. Zkonstruujte piimo
rozklad jednotky prislusny tomuto pokryti.
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2.7. Vektorova pole a operace s nimi. Hladké vektorové pole ¢ indukuje linearni zob-
razeni na algebfe C*°(M) hladkych funkci na M definované vztahem

ENP) =Epf, VpeM.

Véta 10 (Charakterizace hladkého vektorového pole). Hladké zobrazeni {: M — TM
Jje hladké vektorové pole tehdy a jen tehdy, je-li derivaci na algebre C*°(M) hladkych
funkcina M. Pro f,g € C*°(M) aa, b €R tedy plati

() Slaf+bg)=asf+blg, (linearita)
i) {(fg)=glf + fég. (Leibnizovo pravidlo)

Diikaz. Vezméme mapu (U, ) na M a k ni pfislusnou mapu (TU,®) na T M. Potom
D(Sp) = (@), &L (p),...,E%(p)) a & je hladké vektorové pole tehdy a jen tehdy jsou-li
hladkymi funkcemi jeho koeficienty ¢, i € {1,...,n}.

"=". Skutecné je pro f € C*°(M)

noo9
ENly = Zé’—f
=l

axt’
coz je hladka funkce (rozsifitelna na celé M).

"<". V soufadnicovém systému (U, ¢) plati & = Y ¢16/0x". Podle tvrzeni o rozsiteni
hladké funkce zkonstruujeme funkce %' definované na celém M tak, ze x* = X' na ote-
viené mnoziné V c U, p e V. Na V tedy plati

. 0xk . Oxk
-k _ it it k.
Tim jsme ukdzali, Ze fk € C‘;)O(M). Ale p € U je libovolny bod a tedy fk € C*®(U). O

Bud'te &,n hladka vektorova pole na M. Jejich Lieova zdvorka je definovana jako

[§,m] =¢n—ng,

chapeme-li nyni podle véty[I0lvektorové pole jako derivaci v C*°(M). Vezmeme-li tedy
f € C®(M), potom

[&,nlf=Emf)—nEf).
Jednoduse ovérime, Ze pro f,g € C*°(M) a a, b € R plati

&,nl(af+bg)=al,nf+bl&ng a I[&n(fg =gl nlf+finlg,

z ¢ehoz podle véty [T0 plyne, Ze Lieova zdvorka vektorovych poli je opét vektorovym
polem.
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2. Tecny prostor, tecné zobrazeni, podvariety, vektorové bandly

Véta 11 (Vlastnosti Lieovy zavorky). Bud'te,n,{ vektorovd polena M a f, g € C*°(M).
Potom plati:

(D &nl=-Ingl,

@) [§+n,{0=1&+ndl,

3) [fS,gn = fEen—-gmf)s+fglé,mnl,
@ 5,0, ¢+ [, [¢, 61+ (¢, [§,n]] = 0.

Posledni rovnost se nazyvd Jacobiho identita.
Diikaz. Dtikazy proved’te pfimym vypoctem jako cviCeni. O
Nyni vyjadiime Lieovu zavorku lokalné. Bud' (U, ¢) mapana M a f € C*°(M). Potom
;0 0
= I = 1
flu=)Y ¢ Pyt nu=>Y.n FL
i ] i 0f
& muf = Zf ox |21 e P
J
sz (077 L azf ) (afl i i O°f )_

0x! 6x1 0xiox] 0xJ axl 6xiaxf -

—ZZéla” of _ 08 of _

xioxi axl oxi
nl  0&l) o
_Z(Z(’t’a ;T z—)—(f)
Vektorova pole v okoli regularnich bodt maji velice jednoduchou strukturu.

Véta 12. Necht ¢ je vektorové pole na M, p € M je bod a plati ¢, # 0. Potom existuje
mapa (W, = (yl,...,y”)) tak, Ze

0
5|W-a—y1-
Dtikaz. Vmapé (U, = (x',...,x™) je
.0
—_ 1=
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Jelikoz ¢, # 0, miizeme piredpokladat (po pfipadné permutaci soufadnicovych funkci
x'), ze &' # 0 na okoli V 3 p, V c U. UvaZzme systém obycejnych diferencidlnich rovnic

dx'  &i(xl,...,x")

@ = m, i€{2,...,n}.

Podle véty o existenci a jednoznacnosti feSeni soustavy obycejnych diferencidlnich
rovnic existuje § > 0, {(x!,...,xM|(x},...,x")| < 6} < U a pro kazdou poé&atetni pod-
minku (22,...,2"), |z}| < 8, i € {2,..., n} mé tato soustava jednoznacné feSeni

2

i ir.1 n .
x =g (x,z%,...,2°), L1€{2,...,n},

kde g’ jsou hladké funkce. Uvazme transformaci soufadnic
1_ 1

<,

X =
i_ Sic,1 2 n e 2
x'=g(z,z%...,27), i€{2,...,n}

Jacobiho matice této transformace

0x
0z

z1=0

Potom ale )

n ox' 0
1y 0% 0 a9
¢ i:Ziazl 0x! ¢ 0z!

n ; a
Déle polozme
1 2! dzl 7 7 .
y =f0 —51 , Yy =2, 1€f2,..., n}

Potom (W, v = (¥,...,¥") je hledan4 mapa. O

Priklad 64. Uzijte pfedchozi vétu na vektorové pole z pfikladu 61.

Priklad 65. Bud' (U, (x,y)), kde U = {(x,y,2) € $2|z > 0} standardni soufadnicovy sys-
tém na sféfe S dany kolmou projekci bod?i z U do roviny z = 0. Zadejme

Uzijte pfedchozi vétuna¢.

Zobecnénim piedchozi véty je ndsledujici problém. Predpoklddejme, Ze pro kazdé
p € M je zaddn k-rozmérny podprostor L’; c TpM. Pfesnéji vyjadfeno musi platit:
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2. Tecny prostor, tecné zobrazeni, podvariety, vektorové bandly

pro kazdy bod p € M musi existovat jeho okoli U a vektorova pole ¢y, ...,¢ tak, Ze
v kazdém bodé g € U plati L’; = Span(flyq,...,fkyq). Takovy systém Lk nazyvame k-
rozmeérnd distribucena M a piSeme

L¥|y = Span(éy,...,&p).

Vektorova pole (¢5,...,¢x) zjevné nejsou urcena jednoznacné, jelikoz vektorova pole

(771)~-~)77k) = (éln-wfk)A»

kde A je libovolnd reguldrni matice funkci z C*°(U), napinaji v kazdém bodé g € U
stejny podprostor LZ.

Zobecnéni pfedchozi véty tedy bude nasledujici. Je zaddna k-rozmérna distribuce na
M. Za jakych podminek existuje soufadnicovy systém (W, @ = ( yl, ..., y™M) tak, ze

thw :Span(il,...,ik)?
ay dy

Vektorova pole

LR
{i:ZA{a—yj, i€{l,....,k}
j=1

tedy napinaji stejnou distribuci L¥. Vzhledem k tomu, ze [8/0y’,8/0y/] = 0, dostavame
piimym vypoctem
€1, E1=Y.Cliér, ipjikell, ... kb,

kde
N 04 1,k
C..: ——Am_ A_ .
7 l,mzzl Ty gyt )

Pokud tedy lze distribuci zapsat jako linedrni obal soufadnicovych vektorovych poli,
je Lieovu zavorka [L¥, L*] < L*. Tuto podminku nazyvdme Frobeniova podminka.

V dals$im ukdZeme, Ze tato nutnd podminka je zdroven podminkou postacujici.

Véta 13 (Frobeniova véta). Necht LF = Span(¢y,...,¢x) je hladkd distribuce na otevrené
mnoziné U. Potom nutnou a postacujici podminkou pro existenci souradnicového sys-
temu (W, = (yl,...,y”)) takového, Ze

Lk|W:Span(il,...,ik).
ay oy

je prdvé Frobeniova podminka.
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Diikaz. Jiz jsme ukézali, Ze se jednd o nutnou podminku. Nyni ukdZzeme, Ze se jedna
o podminku postacujici indukci vzhledem k dimenzi k distribuce L¥. Pro k = 1 jsme
vétu jiz dokazali (viz véta[l2Z). Pfedpokladejme, Ze véta plati pro ¢ € {1,..., k — 1}. Pfed-
pokladejme, Ze distribuce LF je generovana linedrné nezavislym systémem vektoro-
vych poli &;,...,¢ na U, pricemz

[€i,¢j1=0 mod¢&,,, 0<i,jms<k.

Podle véty[I2]existuje soufadnicovy systém ( yl, ...,y tak, ze £ =0/0 yk (po transpo-
zici 1 < k). Oznacme
Ep=tos— EeyDEr, 1<l<k-1.
Zjevné plati
&Y =0, &yF=1

Jelikoz L* = (&, ;C_l, &), spliuji tato vektorova pole Frobeniovu podminku.
§;,¢3) = aijéx mod&y, 1s<i,jms<k-1

a pokud aplikujeme pravou i levou stranu na soufadnicovou funkci y*, dostavame
a;j = 0. Proto distribuce L'~ = (&,. ,$%_,) spliiuje Frobeniovu podminku a vzhle-
dem k indukénimu predpokladu emstu]e soufadnicovy systém (z,...,z") vbodé ptak,
ze

0
1k—1
IL _<0 e W>
anavic 0y*/8z¢ = 0. Protoze
0 0
k _
L _<ﬁ"”’m’ék>’

Frobeniova podminka dava
0

0z0"°"
a po aplikaci pravé i levé strany na y* dostdavame by = 0 a tedy

3
P ZC

Vyjadfeme & v soufadnicich (z', ..., z"), tedy

0
Ckl=bpér mod —, 1<¢ m=<k-1

[ Pt

a z toho

39



2. Tecny prostor, tecné zobrazeni, podvariety, vektorové bandly

Porovnanim obou vyjadieni ziskdme

o¢! .
prd 1<l<k, k<j=<n.

k

Z toho plyne, Ze ¢/ zévisi pouze na zF, ..., z". PoloZzme

&=y el
s j=k 0z’

Potom stéle plati
k 0 0

— /
L _<ﬁy---ymr€k>

a podle véty[12] existuje transformace soufadnic od (z%,..., 2" ke (wk,..., w™ tak, ze
E;C = 3/dw*. Tato transformace neobsahuje soufadnice z',...,zF"!. Polozme w' = z!
proie{l,...,k—1}. Potom (wh,..., w" je soufadny systém v okoli p a plati

(i)
“\ow!" " owk /-

V praktickych vypoctech se distribuce obvykle zadavaji na dudlnim prostoru.

Priklad 66. (Disk valici se po roviné bez prokluzovani) Bod konfigura¢niho prostoru
disku o poloméru r je (x,y,0,9), kde (x, y) jsou soufadnice bodu dotyku, 8 je thel,
ktery svird projekce disku do roviny xy s osou x, ¢ urcuje otoceni disku vzhledem
k ose prochézejici bodem dotyku a kolmé k roviné xy. Potom plati

dx—-rcos8de=0, dy-rsinfde=0.

Tomu odpovidé distribuce

0 0 0
L2:(r cosf— +sinf— )
0x

+—,=—
oy) O¢ 00
Zjistéte, zda tato distribuce spliiuje Frobeniovu podminku.

Priklad 67. (Kinematicky model automobilu v roviné) Automobil ma zndmy rozvor kol
¢, jeho soufadnice jsou poloha (x, y) sttedu zadni ndpravy, otoceni 8 podélné osy au-
tomobilu vzhledem k ose x a otoceni ¢ piednich kol vzhledem k podélné ose. Auto-
mobil se po roviné nesmykéa. Najdéte distribuci, ve které se mohou nachdzet rychlosti.
Ze skute¢nosti, Ze nemtize dochdzet ke smyku, vyplyva

sinfdx—-cosf8dy =0, sin(@+¢)dx—cos@+¢)dy—~cosepdf =0.

Zjistéte opét, zda tato distribuce spliuje Frobeniovu podminku.
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3. Diferencidlni formy a integrace

Diferenciédlni formy jsou na varietach zdkladnim néstrojem, poskytuji pfistup neza-
visly na lokélnich soufadnicovych systémech. Maji pfemnohé aplikace v geometrii,
topologii a fyzice.

3.1. Linedarni diferencidlni formy. Bud M hladka varieta a p € M jeji bod. Kotecny
prostor k M v bodé p, oznacovany T, M je dudlni prostor k tecnému prostoru T, M.
Prvku prostoru w € T, M fikame kovektora je to tedy linedrni forma

w: TyM—R

Analogickym zptisobem jako pro tecny prostor muzeme zavést strukturu hladké
variety na kotecném prostoru, atlas zde bude dan soufadnicovymi systémy
(T*U, (x!, Bv(d/0x")) indukovanymi ze systému (U, = (x%,...,x™). Zde Bv(d/dx")
znaci vycisleni linedrni formy na soufadnicovém te¢ném vektoru. Kotecny prostor
T* M je tedy dalsim prikladem vektorového bandlu nad M.

Velkd uzitecnost diferencidlnich forem tkvi v moznosti jejich pullbacku libovolnym
hladkym zobrazenim.

Diferencidlhladké funkce f € C*°(M) je linedrni diferencidlni forma d f takova, Ze pro
vSechna p e M a ¢, € T, M plati

(df)pfp = fpf

Lokalni vyjadieni diferencidlu v soufadnicovém systému (U, ¢ = (x', ..., x")) je stejné
jako vyjadieni diferencidlu f o1, tj.

dfly Za—f ,

kde stejné jako v euklidovském ptipadé (d x') zna¢i dualni bazi k (/0x").

Linearni diferencidlni formy jsou tedy hladkymi fezy kote¢ného bandlu, tj. jsou to
hladka zobrazeni w: M — T* M spliiujici 77 o w = id ;.

Obdobné jako pro hladké vektorova pole madme ndsledujici charakterizaci hladkych
linedrnich diferencidlnich forem.

Tvrzeni 14. Linedrni diferencidlni forma w na M je hladkd, tehdy a jen tehdy, je-li
splnéna nékterd z ndsledujicich podminek
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3. Diferencidlni formy a integrace

(a) pro kazdy bod p € M existuje mapa (U, @ = (x%,...,x™), p e U tak, Ze pokud
n .
wly=)_ w;dx’,
i=1

potomw; € C*°(U),

() pro kazdou mapu (U, ¢ = (x',...,x™) plati, Ze je-li
n .
wly=) w;dx"
i=1
potomw; € C*°(U),

Diikaz. Mapa (U, p) na M indukuje mapu (T*U,®*) na T*M takto:
@*: T*U—¢(U) xR"
(@, ci(dx) ) — (@(@),c1,...,cn).
Vzhledem k této mapé
(@ cw)g = (@(q), c1(@g),..., cn(wg)).
Je-iw=Y w; dxt, potom wi(q) = ¢i(wg). Zde ¢; jsou funkce na T*U, zatimco w; jsou

funkce na U. O

Hladké linearni formy lze rovnéz charakterizovat pfimo pomoci hladkych vektorovych
poli.

Tvrzeni 15. Linedrni diferencidlni forma w na M je hladkd tehdy a jen tehdy, jestlize
pro kazdé hladké vektorové pole ¢ na M je w(&) hladkd funkce na M.

Dtikaz. "=". Zvolime mapu (U,¢ = (x',...,x™)) v okoli bodu p € M. Potom

. )
wly =) w;dx', f|U=Zf]E

@l =F o1 L6 2|~ T T wicls] = Lo’
i j i j i

J
coz je hladka funkce.

"<". Necht jsou splnény ptedpoklady a zapi$me v soufadnicich w|y = ¥ w;d x’. Po-
moci lokaliza¢ni funkce 0: M — R kolem p € M, ktera je jednotkova na V ziskdme

£ o= o(q)%, progeU
"7 o, pro g ¢ U.
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Potom ¢; jsou hladka vektorova pole na M a w(¢;) jsou hladké funkce podle predpo-
kladu. Na oteviené mnoZiné V potom plati

.0
wE)ly = ;wjdxf(@) = w;.
l

Pullback F* w linearni diferencidlni formy w na hladké varieté N hladkym zobrazenim
F: M — N definujeme vztahem

(F*w)p(fp) = WF(p) (F*,p‘fp)»

pro vSechnape Ma¢, e T, M.

Priklad 68. Dokazte C*°(M)-linearitu linearnich diferencidlnich forem, tj. w(fé+n) =
fw(&)+wm) pro f € C*°(M), hladkou linedrni diferencidlni formu w na M a hladkd
vektorova pole ¢, na M.

Priklad 69. Linearni formana M = R%\ (0,0). Bud'te

3

+y2 9
S o=V X<
Yoy 1= Yoy

”& oy

hladka vektorova pole na M. Naleznéte linedrni formu w na M tak, aby w({) =1 a
w(mn) =0.

Priklad 70. Zaved'te strukturu vektorového badlu na k-té vnéjsi mocniné kotecného
bandlu AFT* M.

Priklad 71. Uvazte zobrazeni f: R3 —R* a g: §2 — R3 z ptikladu 28, 2-formu a =d y' A
dy?+dy*Ady* naR* al-formu B = x'dx? + x*d x! naR3. Spoctéte f*a a g*B.

Hladké tezy vektorového bandlu A¥T* M nazyvame hladké diferencidlni k-formy na
hladké varieté M. Pro k = 0 poloZme A°T*M = M xR, fezy tohoto, tzv. skaldrniho
bandlu jsou hladké funkce na M.

Mnozinu hladkych diferencidlnich k-forem znacime Qk(M), déle zavadime znaceni
Qf (M) pro hladké diferencidlni k-formy s kompaktnim nosicem. Mnoziny Q(M) =

Z:OQ’C(M), resp. Qc(M) = Z:oQkC(M) jsou gradované algebry vzhledem k bodo-
vému vnéjsimu nasobeni nad okruhem C*° (M) hladkych funkci na M, resp. okruhem
CZ° (M) hladkych funkci s kompaktnim nosicem.

Bud’ F: M — N hladké zobrazeni a a € QF(N). Potom pullback F*a definujeme bo-
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3. Diferencidlni formy a integrace

dové
F*a(flw-')é_k) = a(F*él,...,F*fk),

tedy mj. plati, ze F* (@ A B) = F* (@) A F*(B).

3.2. Vnéjsiderivace. Diferencidlni k-formy hraji v diferencidlnim poctu na varietach
stézejni roli kviili existenci vnéjsi derivace d: Q¥ (M) — QF*+1(M).

Véta 16 (Existence a jednoznacnost vnéjsi derivace). Bud' M hladkd varieta. Potom
existuje prdveé jedno zobrazenid: Q(M) — Q(M) takové, Ze

(1) provsechnya, e QM) platid(a+ ) =da+dp,
@) bud a e Qk(M), potom d je gradovand derivace, tj.

danp)=danp+-Dkandp,

3) je-li f € Q%(M) hladkd funkce, potom d f je diferencidl f,
) pro f € Q°(M) jed(d f) =0.
Diikaz. Napred ukdzeme, ze vnéjsi derivace d existuje a Ze je to lokdlni operace. Lo-

kélnost znamena toto: necht’ a, f € Q¥ (M), pfitemz restrikce a|yy = Bly na oteviené
mnoziné U c M. Potom da|y = d B|y. S vyuZzitim podminky (1) a (2)

d(1) =d1.1) =d@).1+1.d(1) =2d1), d1)=0
d(1) =d((-1).-1D) =d(=D.(-D + (=D.d(-1), d(-1)=0.

stac¢i dokazat (@ — B)|y = 0 = d(a — B)|y = 0. Ozna¢me w = @ — . Zvolme bod p € M
libovolné. Existuje lokaliza¢ni funkce p spolu s otevienou mnozina W c U, p € W, tak,

ze
1 geWw,
P(LI)—{O el

Tedy pw € QX(M) a pw = 0 identicky. Proto plati z (2) d(pw) = dp Aw + pdw a odtud
dwlw = 0. Vzhledem k libovolnosti p € U musi byt |y = 0.

Necht w € Q¥ (U). Vzhledem k existenci lokaliza¢ni funkce pro libovolny p € U existuje

@ € QX (M) tak, ze

olw =wlw
a proto mtizeme definovatdw|y = dd|y.
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Nyni dokdZeme jednoznacnost d v soufadnicovém okoli (U, ¢ = (xL, ..., x™). Kvali (1)
a pripadnou permutaci souradnicovych funkci sta¢i uvazovat monom

w=adx1/\.../\dxk,

kde a € C*°(M). Operace d aplikovand na w € Q*(U) musi spliovat podminky (1)—(4).
Proto
do=dandx'A...dx*

dw|U je tedy urCena jednoznacné a zfejmeé spliiuje (1) a (3). Ukazeme, Ze splnuje (2).

Uvazme dva monomy a = adx” A...Adx%* a B = bdx/' A...Ad x/*. Potom dostdvame

d@np)=(bda+adb)dx" A...Adx* Adx' AL AdxI =
dadx" A..Adx* Abdx' A...AdX/ +
+(=D*adx" A...Adx* Adbdx" A...Adx/ =

=danpf+(-DFandp.

Nakonec ovéfime (4). Bud’ f € C*°(M). Potom na U plati

df=> —dx'
/ iz 0x' *

a tedy
d(df)—i PS4 ndxi=0
- =1 0x'0x] -

kviili zdménnosti druhych parcidlnich derivaci hladké funkce.

Bud’ nyni V jiné souradnicové okoli. Kvtili lokalnosti vnéjsi derivace a jednoznacnosti
v soufadnicovém okoli plati

(doly)luny =dolyny = doly)luay.

dje tedyna UnV atim je dokdzédna existence. O

Z predchozi véty bezprostfedné vyplyva nasledujici:

Véta 17 (Poincarého lemma). d? =0, tj. pro kaZdou k-formu a € Q¥(M) plati d(d a) =
0.

vz %

Diikaz. Vzhledem k linearité d staci vétu dokdzat pro monom

a=adx'A...ndxF.
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3. Diferencidlni formy a integrace

Mame

dda)=ddadx'A...AndxF) =

dda)dx'A...Adx*—danddx' Adx®*A...AdxF+

Priklad 72.Bud'te (x, y, z) standardni soufadnice v R3. Spo¢téte vnéjsi derivaci k-formy
na R3 v téchto soutfadnicich pro ke {0,1,2,3}.

Lemma 18. Bud w € Q' (M) a&,n vektorovd pole na M. Potom

(dw)(&,n) =& (wm) —nw@)) —w(lE,n)).

Priklad 73. Ptedchozi lemma dokazte pfimym vypoctem pravé a levé strany.

Priklad 74. Dokazte obdobnou rovnost pro w € QF(M) a vektorova pole ¢y,..., ¢+ Na
M:

k+1 . R
o)1, EerD) = Y. (D0, Ehy e S+

i=1
+ Y CDMoELE e e SR,

I<i<j<k+1

kde * znamend vynechéni v posloupnosti.

Uzitim lemmatu I8 miizeme reformulovat Frobeniovu podminku dudlné pomoci tzv.
anihilatoru distribuce L¥. Anihildtor (L*)° distribuce L* je definovan

(L*)° = {w € Q' (M) |w(&) = 0 pro viechna & € LF}.

V okoli kazdého bodu p € M existuje linedrné nezavisly systém 1-forem (wg+1,...,©0n),
jehoz C°°(M)-linearnim obalem je anihildtor (L¥°. To vidime napf. nasle-
dovné. Systém (&y,...,¢x), ktery v okoli bodu p generuje Lk, doplnime na béazi
€1,--, ¢k €k+1, -, €n). Dudlni baze je potom (wy,..., 0k, Wkt1,---,On).
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Lokélné tedy distribuci LF zadame jako soustavu rovnic
w;=0, k+1<i<n,
kterd se nazyva Pfaffova soustava rovnic. S vyuzitim lemmatu I8 mame

dwi) (&, Em) =Ce(@i(Em)) —Emwi(€)) —wi([Er,Em]) = —wi([Er, Em)),

prok+1<is<n, 1</ ms k. Distribuce L¥ tedy spliiuje Frobeniovu podminku tehdy
a jen tehdy, je-li
dwi(f[,fm) =0.

UkdaZeme, Ze toto je ekvivalentni podmince
dw; =0 mod{wii1,...,w,), k+1<i<n.

Vyjadiime dw; v bézi (wy,...,w,). Dostdvame
SO kot
do;j= ) aloj+) 6,m=1"b;"w; Aoy,
j=k+1

kde a{ jsou 1-formy a bf ™ funkce na M. Vzhledem k tomu, Ze w; (¢ = 0; j» dostavame
pém = .
1

Pokud existuje mapa (U, x’) tak, ze podvariety x/ =0, k+1 < j < n spliiuji soustavu
rovnic w; =0, k+1 < j < n, pak fekneme, Ze tato Pfaffova soustava rovnic je tuplné
integrabilni. V této situaci je tecny prostor k podvarieté urc¢en uvazovanou distribuci.
Frobeniova véta tedy zodpovidé otdzku, kdy dand distribuce urcend svym anihiléto-
rem je ve skutecnosti tecnym prostorem k néjaké podvarieté N variety M.

Véta 19 (Frobeniova véta). Nutnou a postacujici podminkou pro tiplnou integrovatel-
nost Pfaffovy soustavy rovnic

w;=0, k+1l<i<n

je
dw; =0 mod (wi41,...,0w+n), k+1<i<n.

Priklad 75. « Uvazte Pfaffovu rovnici Q = Pdx+ Qdy+ Rdz v R3. Ukazte, Ze rovnice
je plné integrabilni tehdy a jen tehdy, plati-lidQ A Q =0.
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3. Diferencidlni formy a integrace

Nyni ukdZeme, Ze vnéjsi derivace a pullback komutuji.

Véta 20. Bud F: M — N hladké zobrazeni a w € QF(N) hladkd diferencidlni k-forma.
Potom indukované zobrazeni F* : QX (N) — QF (M) komutuje s vnéjsi derivaci, tj.

F*dw=dF*w.

Jinak feceno komutuje diagram

Q) —4- o) .

‘| [

QM) e QM)

Diikaz. Obé operace jsou linedrni, diikaz tedy stac¢i provést pro monom. Uvazme na-
pfed f € Q%) a zvolme hladké vektorové pole ¢ na M libovolné. Potom

F*df)(&) = (df)(F.d) =E(Fu f) = &(f o F) =d(F™ /)(8).
Tvrzeni tedy plati pro 0-formy. Déle vezméme a = fd g, kde f, g € C*°(NN). Potom
F*da)=F*(dfAdg) =F*dfAF*dg=dF* fAdF*'g=d(F"a)

a tvrzeni tedy plati pro 1-formy. Déle pokracujme indukci vzhledem k fadu k dife-
rencidlni formy w. UvaZme monom w = a A 3, kde a € QY(N) a B e Qk=1(N\). Potom
s vyuzitim indukéni hypotézy plati

dF*(w)=d(F*aAF*B)=dF*aAF*f-F*andF*f=
=F'danF*"B-F'anF*df=F"(danpf-anrndp)=F"'do

O

Priklad 76. Spoctéte f*da,d f*a, g*d B, dg* B z prikladu 71.

3.3. Integrace. Nejjednodussim zptisobem jak propojit lokdlni a globélni vlastnosti
variety je integrace diferencidlnich forem. K definici integrace potfebujeme napfed
definovat jisté zakladni pojmy.

Hladkou nenulovou diferencialni n-formu w na hladké varieté M, dim M = n nazveme
objemovy element na M. Hladkou varietu, na niZ existuje objemovy element, nazy-
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vame orientovatelnou, pokud je w zadédno, zaddva na M orientaci. Pokud je zadan jiny
objemovy element o’ = fw, kde f > 0 je hladka funkce na M, urcuje stejnou orientaci.
Pro (souvislou) orientovatelnou varietu tedy existuji pravé dvé orientace.

Zvolme soutadny systém (U, ¢ = (x',...,x™) na M.Potom se w|y adx' A...Adx"lisi
o nenulovy faktor. Pokud je tento faktor kladny, fekneme, Ze soufadny systém (U, @) je
konzistentnis orientaci w na M. Je ziejmé, Ze pro kaZzdou orientovanou varietu M exis-
tuje atlas tvofeny konzistentnimi mapami (pfipadné se prosté provede jedna transpo-
zice soutfadnicovych funkci), jacobidn transformace soufadnic tedy vZdy bude kladny.

Priklad 77. Dokazte opacné tvrzeni k pfedchozimu. Je zadan atlas na M takovy, Ze
jacobidny vSech transformaci soufadnic jsou kladné. Vyuzijte existenci rozkladu jed-
notky ke konstrukci nenulové hladké diferenciédlni n-formy na M.

Priklad 78. Mébiova péska je pfikladem hladké variety, jeZ neni orientovatelna. Uve-
deme jeji realizaci vlozenou podvarietou v R3, 1: S! x (=1,1) = R3, (1, v) — 1(u, v)

[13vo0s3)
x=|1+—-vcos—|cosu
2 2

[1o5oeong]s
y=|1+—=-vcos—|sinu
2 2

Nyni s vyuzitim existence rozkladu jednotky na orientované varieté M miizeme de-
finovat integrdl hladké diferencidlni formy n € Q' (M) s kompaktnim nosi¢em. Inte-
grdl [,,n je roven [;;n, kde U je oteviena mnoZina takovd, Ze U je nosi¢ 7. Potom
zjevné [,,n = [yn = [gn. Mé&me rozklad jednotky (p) piislusny atlasu (Ug, ¢q). Po-
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3. Diferencidlni formy a integrace

tom zjevné plati

n=0Q_pa)n=2_(pam).

Ale forma supp p,n < U, a mizeme definovat

fpaﬂ:[ Pafl,
M U

kde integral na pravé strané je Riemannuv integral na R”, tj.

panly = fx',...,xMdx! A Adx"

pan:f f(xl,...,x")dxl/\.../\dx".
Ua @a(Uy)

Musime ukézat, Ze prava strana je dobfe definovand. Vezméme tedy dva libovolné sou-
fadné systémy (U, ¢ = (x',...,x™) a (V,w = (y},...,¥™. Jacobidn transformace

. 6(y1,...,y”)

= >0
o(xl,..., x™

J
podle piredpokladu. Vyjadiime p,n v obou soutadnicovych systémech, tj.
pan=fdx' .. Adx" = fdy'A...Ady",

kde f = f] = flJl asupp f = supp f € U n V. Proto z véty o transformaci soufadnic
v Riemannové integralu dostdvame

fdy'a...ady"= frdx*a...Adx"=
unv unv

= fUldx! AL Adx" = fdxta...Adx",
unVv unVv

fUpan=pran~
o= oo

Prava strana je pro dany rozklad jednotky dobie definovand. Na z4vér jeSté musime
ukdzat, Ze integrdl nezdvisi na volbé rozkladu jednotky. Pfedpoklddejme, Ze (7p) je je
jiny rozklad jednotky pfislusny danému atlasu. Potom

%[MT/W :%;fMPaTﬁn = ;fMpa%rﬁn = ;fMpan-

tj. skutecné plati

Polozme nyni
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Priklad 79. Dokazte, ze integral 71— [,,7 je linedrni funkcional na R-vektorovém pro-
storu hladkych n-forem na M s kompaktnim nosicem.

Déle mtizeme definovat integrél diferencidlni k-formy 7 na k-rozmérné podvarieté
t: N— M variety M vztahem
f n= f n.
L(N) N

Priklad 80. Uvazujte sféru $? o poloméru r jako vloZenou podvarietu v R3. Spoététe
integral z diferencidlni formy

xdyndz +ydzadx+zdxady
n:

VX2 +y?+ 22

pies 1(S?).

3.4. Stokesova véta. Napfed je tfeba definovat, co rozumime integracni oblasti a co
pfesné povazujeme za jeji hranici. Definujme horni poloprostor R” = {(x!,...,x") €
R"|x" = 0}. Uvazujme nyni soufadnicové systémy (U, @) takové, Ze ¢ (U) je oteviend
podmnozina v RY, pficemz vSe ostatni, tj. atlas, hladka struktura, hladkd varieta se
zkonstruuje analogicky s touto modifikaci. Takto ziskdme varietu s okrajem. Vnitrek
Int M variety s okrajem je mnozina bodd, v jejichZ okoli existuje soufadny systém
(U, ), kde @(U) je oteviena mnozina v R”. OkrajoM = M \Int M hladké variety s okra-
jem je hladkou varietou (bez okraje).

Priklad 81. Ukazte, Ze uzaviend jednotkova koule {(x, y,z) € R3|x%+ y2 +z2<1} je hlad-
kou varietou s okrajem. Co je jejim okrajem?

Priklad 82. Dokazte, ze M je hladkou varietou.

Na hornim poloprostoru budeme uvazovat standardni orientaci odx' A... Adx". In-
dukovanou orientacina hranici R = {x" = 0} definujeme jako w, = (-1)" dx'an...A
dx"!. Pro obecnou orientovanou varietu M s okrajem dM bud (U, ¢) konzistentni
soufadnicovd mapa a polozme 0U = dM n U. Potom indukovand orientace orientace
na dU je dana jako ¢*w, a indukovanou orientaci na M ziskame standardné pomoci
rozkladu jednotky. Nyni médme vse ptripraveno k formulaci dtilezité véty.

Véta 21 (Stokesova véta). Bud'n hladkd diferencidlni (n — 1)-forma na orientované va-
rieté M s okrajem 0 M, dim M = n, pricemz okraj oM je opatien indukovanou orientaci.

Potom
f dn= 7.
M oM
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3. Diferencidlni formy a integrace

Diikaz. Napfed vétu dokdzeme pro dva specidlni pfipady odpovidajici vnitinim a
okrajovym bodtim.

Specidlni piipad 1 (R"). Kvtili linearité integrandu sta&i uvazovat n = f(—1)""'dx!' A
.Adx" !, Potomdn=0af/0x"dx' A...Adx""! asvyuzitim Fubiniovy véty

dn= [ dx'A...Adx™! —1"—1( d ")
fRnn fx/\ Adx™ T (-1) B X

Ale f je funkce s kompaktnim nosicem a proto f(x!,...,x""
f(xl, X"l —00)=0.0R" =@ a integral na pravé strané je také roven 0.

I)OO) -

Specidlni pfipad 2 (R}). Uvazme

i . .
n=Y (-D"fidx' AL AZ ALLdX"
i=1
Potom " 5
dnp=dx'A...Adx" i
i=10x!

PovSimnéme si, Zze pro i € {1,..., n — 1} plati

0 €2 0
fl .../\dx":f (f fl dx /\.../\dx"_l)dx",
R" 6x 0 Rr-1 0x!t

vyraz v zavorce je roven nule podle specidlniho pfipadu 1 (n —1 < n). Zbyva tedy

n n—1 n—1 ooafn n
L2Adx'A...Adx"= [ dx'A...Adx (=D —dx" =
ﬂ R 6x 0o O0Ox"

=) _ldx A AdXTH =D (L x o0) = fulat L, X 0) =

= fn(xl,...,x”_l,O)(—l)”dxlA...Adx”_l:f n
R-1 OR”

Obecny pfipad dokdaZeme pomoci rozkladu jednotky. Bud’ (Uy, ) atlas tvofeny ma-
pami konzistentnimi s orientaci M a p, odpovidajici rozklad jednotky. Mtizeme tedy
psatn =) 4 pan- Vzhledem k tomu, Ze Stokesova véta je linedrni v 7, staci ji dokdzat
pro formu p7n, jejiz nosic je podmnozinou soufadnicového okoli U, . Forma p,n ma
rovnéz kompaktni nosic¢, protoZe supp pon = Supp p, Nsuppn je uzaviend podmno-
zina kompaktni mnoziny a tedy kompaktni.

Vime, Ze soufadnicové okoli okoli Uy, je difeomorfni bud’ R", nebo R’. Proto podle
predchoziho plati

f dpan=f dpan=f (dpamly, =
M Us «(Ug)
=[ (pamlu, =[ pan=f Paf
09 (Uy) oU, oM
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coz vzhledem k linearité uzavira dikaz. O

Priklad 83.Bud' n = xdyAdz+ydzAdx+zdxAdy diferencidlni forma na R® zizen4
na: 82 — R3. Spoctéte Js2 t* 1 ptimo a pomoci Stokesovy véty.

Priklad 84. DokaZte Stokesovu vétu piimo pro jednotkovou krychli v R”.

Priklad 85. Dokazte Stokesovu vétu piimo pro simplex x,y,z=0, x+ y+z< 1.

3.5. De Rhamova véta. Definujme nyni standardni n-simplex A" = {(ty,..., t;) €
R™HY! fi=11

Standardni simplex A% v R.

Potom n-simplexem na M rozumime spojité zobrazeni o, : A" — M. Toto zobrazeni
nemusi byt injektivni, rizné simplexy mohou mit ptekryvajici se obory hodnot v M.
Hranici simplexu rozumime obraz hranice standardniho simplexu, hranice standard-
niho n-simplexu se sklddd z (n—1)-simplexti, coz mtizeme reprezentovat jako formélni
soucet s alternujicim znaménkem znacicim orientaci. Formdlni soucet je prvkem ko-
mutativni grupy C, (M) generované nespocetnou mnozinou vsech obrazli standard-
nich simplexti. Prvky této abelovské grupy se nazyvaji retezce.
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3. Diferencidlni formy a integrace

Kruh v R? reprezentovany jako soucet obrazii tif 2-simplexti.
Hrani¢ni operator 0 rozsifime na fetézce 9, : C, (M) — C,_1 (M) a ziskdme zobrazeni

On O+ 0, 0,— 0
Ch(M) —— ... —> C; (M) — C_1 (M) —— ... — Co(M) ,

pro kterd zjevné plati 9, 00,41 = 0. Ozna¢me Z.(M) = kerd, podgrupu r-cyklii a
B, (M) = imd,+, podgrupu r-hranic. Zjevné B,.(M) c Z.(M). Faktorgrupu H,(M) =
Zr(M)/B;(M) nazyvame r-tou homologickou grupou M. Maximdlni pocet linedrné
nezavislych prvka H" (M) je by, r-té Bettiho ¢islo. Pro kompaktni variety plati b, < co.

Integrace je aditivni operace vzhledem k sjednoceni integra¢nich obort. Na integral
se tedy mtizeme divat jako na dualitu mezi fetézci a diferencidlnimi formami, tj.

(g,nm):= f 7.
mao

Stokesova véta potom fikd, Ze operdtory hranice d a vnéjsi derivace d jsou si sdruze-
nymi operatory vzhledem k této dualité, tj.

(0o,n) = (o,dn).
Diferenciélni formy jsou tedy dudlni fetézce, tzv. kofetézce a dostavame

d d d,_ d, d, d,
QM) —= QL (M) — ... —= QL(M) —— ... — = Q' (M) —— {0} .

Oznacme

Z' (M) = {n € Q¢ (M)|dn =0}
B"(M)={neQlL(M)n=da,aecQ. " (M)
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Prvky Z" (M) nazyvame exaktni r-formy, prvky B" (M) uzavrené r-formy. Poincarého
lemma nam ik, ze Z" (M) < B" (M). Piislusnou faktorgrupu H" (M) = B"(M)/ Z" (M)
nazyvame r-tou de Rhamovou kohomologickou grupou variety M. Obsahem de Rha-
movy véty je skutecnost, Zze de Rhamova kohomologickd grupa H' (M) je izomorfni
dudlni homologické grupé H;' (M), kde dualita je vzhledem k integraci.

Priklad 86. Uvazme M = R?\ {(0,0)}. Ukazte, Ze linedrni diferencidlni forma

_xdy-ydx
X2+ y?

na M je uzaviend, ale neni exaktni.

Priklad 87. Uzaviené 1-formy na M jsou tedy w = d f + kn. UZitim Stokesovy véty
spottéte ¢islo k pomoci w. Formu 1 nazyvame generatorem H' (M).

Priklad 88. x UkaZte, ze

R r=0r=n,

H' (8" x(0,1)"™) = {
{0} jinak,

pomoci Mayer-Vietorisovy posloupnosti a stereografickych projekci.

Priklad 89. Najdéte uzavienou 2-formu na $?, jeZ neni exaktni, tj. generator kohomo-
logické grupy H?(S?).

Priklad 90. « (Hopfova fibrace). Vezméme $3cC? S ={(z,w) € C?|z|* + |w|? = 1}.
Na C? definujme relaci ekvivalence (z, w) ~ (z', w') tehdy a jen tehdy, je-li (z/, w') =
Mz, w), kde A € C\{0}. Vznikly faktorprostor je komplexni projektivni rovina, téZ zndma
jako Riemannova sféra. Vezmeme-li navic |A| = 1, respektuje relace ekvivalence S° a
dostavame tzv. Hopfovu fibraci H

Sl(_> 83

|

§2 ——=CPL

Fibr nad kazdym bodem $? je difeomorfni ke kruZnici.
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3. Diferencidlni formy a integrace

Znézornéni Hopfovy fibrace. Rovnobézkdam odpovidaji jako vzory zobrazenim H tory.
Odpovidajici si body maji stejnou barvu. Sf° je zndzornéno pomoci stereografické
projekce na R3, R? je zobrazeno na otevienou kouli (pfevzato od Nilese Johnsona).

Budeme se nyni zabyvat vlastnostmi libovolného zobrazeni F: S*— 82, Ozna¢me «
generator H?(S?) (viz. pfedchozi piiklad). Jelikoz H?(S3) = {0}, existuje na $3 linearni
forma w tak, Ze F*a = dw. UkdZeme, Ze ¢islo

h(F) =/ wNdw
83

je nezévislé na volbé w a nazyvame jej Hopfiiv invariant. Bud’ F*a = do', tj. dlw-ow') =
0. Potom

fwAdw—f w’Adw'zf(w—w’)Adwz
S8 s S8

=f d[(w-0")rw] =0,
S3
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kde posledni rovnost ziskdme pouzitim Stokesovy véty.

Ve skute¢nosti je h(F) vzdy celé &islo, jez lze ziskat z vlastnosti F~'(p) a F~!(q) libo-
volnych reguldrnich hodnot F. Jednd se o tzv. uzlové ¢islo.

Dvé zobrazeni F;: M— N, i € {0,1} jsou homotopickd, existuje-li hladké zobrazeni
F: M x[0,1] — N, tzv. homotopie, takové, Ze F(p,0) = Fy(p) a F(p,1) = F1(p). Viz pfi-
klad 9, kde Fj je vlozeni vélce do R® a F, je vlozeni R \ {(0,0)} do R3.

Lemma 22. Homotopickd zobrazeni maji shodny Hopfiiv invariant.
Diikaz. Bud' F homotopie mezi Fya Fy at;: $3 —83x[0,1] vloZeni; : p+— (p,i). Potom
Fo i = Fi.

Bud a € H?(S?) generator. Potom F*a = dw pro 1-formu o na 2 x [0,1]. Definujme
w; =1;w.Potom F/a =dw; arovnéZ w; Adw; =] (0 Adw).

Pocitejme tedy

h(Fl)—h(Fo):f a)l/\dwl—f a)ol\dwo:f Li‘(w/\dw)—f y(wAdw) =
s3 s3 s3 s3

:f w/\dw—f a)/\dw=f owoNdw=
S3x {1} $3x{0} a(8*x[0,11)

:f dedw:f F*(ana)=0.
$3x(0,1] $3x10,1]

Posledni rovnost plati z dimenziondlnich dtivodd, jelikoZ a A a je 4-formanaS?. O

Spocteme nyni Hopftv invariant pro Hopfovu fibraci H (a vSechna s ni homotopicka
zobrazeni). Z pfedchozich vypocti vime, Ze plosny element (normovany na jednicku)
na sféfe S? (vlozené v R3) dostaneme jako

1
o= E(xdyAdz +ydzadx+zdxAady).

Jelikozdr Ao =r/4ndxAdyAdz, jednd se o kladny generdtor. Pro z # 0 lze psat
d
o= XA dy.
4nz
Inverzni stereografickd projekce s: CP! — 82 c R3 je pro body typu [z,1] ddna

2u 2v ur+1%2-1
T+u2+ v 1+ +v2 1+ u2+v2)

z=u-+iv —

Pullbackem s*o dostaneme generator na CP!, coZ po spoéteni dava

i dz Adz
21 (1+]z]2)2°

*

S 0=
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4. Riemannova geometrie d la Cartan

Orientace na podmnoziné CP' neobsahujici bod v nekoneénu je konvenéné zaddna
naopak (tj. stereografickd projekce méni orientaci), vezmeme proto

i dzAadz
a=———
21 (1 +]z2)2

a provedeme pullback zobrazenim H: (z, w) — z/w. Oznatme z = xtt+ixtaw=x3+
ix*. Potom dostaneme

1
Ha=—dx'Adx*+dx>Ardxh
T
a chceme-li najit H* @ = dw, vede to napft. k
1
w==(x"dx*+x3dx".
T
Po parametrizaci v zobecnénych sférickych soufadnicich dostdvame

h(H) =1.

4. Riemannova geometrie a la Cartan

ZN ¥

V této kapitole se budeme zabyvat pifevazné Riemannovou geometrii, zacnheme se za-
byvat konexemi na bandlu ortonormalnich repérti, dokdZzeme existenci Levi-Civitovy
konexe a spocteme jeji kiivost. VyuZzivat budeme Frobeniovu vétu.

4.1. Bandl repérai a konexe na ném. V okoli kazdého bodu p hladké variety M m1i-
Zeme zadat tzv. pohyblivy repér, tj. maximdlni linedrné nezavisly systém vektorovych
poli (£1,...,&,), zejména toto lze provést v bodé p. Na mnoziné dvojic (p,e), kde
e = (ey,...,ey) je baze tetného prostoru T), M, lze zavést strukturu bandlu obdobnym
zptisobem jako jsme to provedli pro vektorové bandly, takto vznikly bandl F (M) se na-
zyva bandl repérii. Opét existuje prirozené definovana projekce n: F(M)— M a také
plati, Ze lokdlni soufadnicovy systém (U, ¢ = (qcl,...,x")) na M zadava lokalni sou-
fadnicovy systém (n‘l(U),(x",Xli)), ex = Xj X]ia/axj vzhledem k tomu, Ze kazdou
bazi v T, M lze vyjadFit pomoci soufadnicové béze, zde X = (Xli) € GL(n) je regularni
matice. Z toho je zfejmé, ze dim F(M) = n + n?. Mizeme tedy definovat zobrazeni
7 Y (U)— U x GL(n), Y(p,e) — (p,X), které rovnéz nazyvame lokdlni trivializace ve
shodé s terminologii uZivanou pro vektorové bandly. Obdobné definujeme pohyblivé
korepéry, coz jsou dudlni systémy bazovych linedrnich forem.
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Lieova grupa GL(n) pfirozené ptisobi na F(M), tj. mdme hladké zobrazeni R 4: GL(n) x
F(M)— F(M).Bud A e GL(n), potom

Ra((p,e)) = (p,eA) = (p,(}_ eiAj'-)).
i=l1

Zjevné se zachovavaji fibry, tj. mo Ry = m. Zobrazeni R 4 nazyvame pravd translace prv-
kem A. Obdobné definujeme levou translaci L 4.

Nyni se budeme zabyvat transformacnimi vlastnostmi repérti. Bud'te (U, ¢ = .(x"))
a (V,y = (y/)) dvé mapy na M, na F(M) indukuji mapy (~'(U),(x',X])) a
(n_l(V), (yi, Yk])). Potom na n_l(Um V) dostaneme

dy' =Z—.dxf,
E 0xJ

aE ayi s
XHp=) = ™h,
k i axk !
z toho vyplyvd, ze ¥ ;(X _1);'. dx/ =Y ]-(Y_l);'. dy/ a tedy linearni diferencidlni formy

gt = Z(X‘l)é-dxj maticové 0 =dx X!
J

nejsou zavislé na volbé soufadnic a tedy 0! € Q' (F(M)). Pfaffova soustava rovnic
0' =0, i €{0,...,n} zadava tedy n?-rozmérnou vertikdlni distribuci V" na F(M).
Vzhledem k tomu, Ze d x* = > j X]’fej je tato soustava ekvivalentni dx’ =0, ztoho plyne,
ze vertikalni distribuce urcuje te¢né prostory k fibraim a7 1( p}). Frobeniova podminka
nam iika, Ze
d6’ =) 0 A0/ maticove d6 = -6 A ©,
J

pro © = (6;),6; e QL (F(M)). Formy 0;. zjevné nejsou urceny jednoznacné; é;. = 6; +
> k Cl‘(]’ ka, kde C;: = C]ij jsou hladké funkce na F (M) rovnéz spliiuje Frobeniovu pod-
minku.

Konexe na F(M) je pravidlo urcujici distribuci H" na F(M) tak, ze pro kazdy bod
(p,e) € F(M) plati, ze

. 2
() Tip,oF(M) =V o F(M)® HlL o F(M),

(i) (Ra)s (p,e) (H{b o F(M)) = HP:

s((pep (FD).

Tato distribuce je tedy uré¢ena vymizenim soustavy n? linearnich forem 0; na F(M),
které usporadame do matice 1-forem ©. Distribuce H" tedy urcCuje, jak se repér (resp.
korepér) zméni pti prechodu mezi blizkymi fibry.
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4. Riemannova geometrie a la Cartan

Odvodime transformacni formuli pro © pfi libovolné pravé translaci korepéru. Vyuzi-
jeme zdménnosti vnéjsi derivace a pullbacku.

dR,0=d0A) =dOA -OAdA =-0AOA -OArdA.
Na druhé strané
R,d0=-R,(OAO)=-R,06ANR,0=—0A AR,06=-0AAR,0.

Odtud mame
A A(AT'@A +AT'dA -R}0)

a kviili podmince (ii) o invarianci horizontalni distribuce vii¢i pravé translaci nakonec

R0=A"'0A +A'dA.

vev,

Spoctéme vnéjsi derivaci vyrazu
AR,0=0A +dA.
Dostaneme

dA AR;©0+AdR;©0=dOA -©AdA
(AR3}©0-OA) AR O+ AdR;0=dOA —~OA(AR;0-0A)
AdR;©+AROAR;0=d0A +OAOA.

Odtud vidime, ze
Q=dO+0A0

se transformuje homogenné. Matici forem Q € Q2 (F(M)) nazyvame krivostkonexe ©.
Plati tzv. Bianchiho identita

dQ=dOAO-0OAdO=(Q+OAB)AO-BOAQ+OAO) =QAB-BAQ.

Lokélné zaddme konexi nasledovné: Bud’ s, : U, — F(Uy) lokdlni fez F(M), tj. pohyb-
livy repér na U, € M, potom s*0 je matice 1-forem na Uy. Pullback s*RZ = (Rp09)*
spocteme v soufadnicové béazi s uvdzenim skutecnosti, Ze pfi transformaci soufadnic
a —  ndsobime repér Jacobiho matici /g4, ¢imz ziskame transformacni vztahy

S5O = J5a dJpa + 50520 pa

pro matice 1-forem na U, N Ug. Naopak systém ©, matic 1-forem na M spliujici vyse
uvedené transformacni vztahy zaddva konexi na F(M). V soutfadnicové bézi 1-forem
na M dostdvame
*nl _ i k
$"0; = %’F jrdat,

60



systému funkci T ; « likame Christoffelovy symboly. Na kazdé hladké variet€ lze sestrojit
konexi, pfi konstrukci konexe se opét vyuziva rozklad jednotky.

Transformacni vztahy pro kiivost s*Q prozrazuji, Ze se jedna o 2-formu na M ovsem
s hodnotami v linearnich transformacich T M, tj. tenzorové pole typu (3,1) na M.

Priklad 91. Konexe na F(R).

Necht HF(R) = R x R\ {0} je generovano vektorovym polem
(p,X)=b(p,X) g +B(p, X)) 0
WP, 2= 0D G TR e
Kvili podmince (ii) musi platit
n(p, XA) = (Ra)«,p,x) M(p, X)),

tedy b(p, XA) = b(p, X) a B(p, XA) = AB(p, X). Vezméme X =1a b =1, potom

0 0
,X)=— + XB(p)—.
n(p, X) Fp (p)aX

Anihilator této distribuce je

0(p, X) = dYX — B(x)d x.
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4. Riemannova geometrie d la Cartan

Priklad 92. Bandl repérti pro 8! je trividlni Rt — 8! x R* — 8!, je difeomorfni vélci C.

Priklad 93. Mobitiv bandl jako deformace bandlu repérti na S!, piiklad tzv. hlavniho
bandlu.

/

cevoneg,

Mobiova paska M jako hlavni bandl R — M — S!
Priklad 94. Ptirozené konexe na R" je ve standardnich soufadnicich zadéna jako ® = 0.

Priklad 95. Transformujte pfirozenou konexi v R? do polarnich soufadnic. VyuZijeme
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vztahu
-1 * -1
®P01 = d]POLIlat]pol,nat + ]POLIlatSOL@nat]pol,nat’

kde ®n, = 0. Dostavame

sin? ¢ singcos g
MGy —de- ey,

Opo1 = ; 2
po sing cos¢g COS” ¢
d(p—Tdr Tdr

Priklad 96. Spottéte kiivost pfirozené konexe na R? v polarnich soufadnicich. Zdi-
vodnéte vysledek.

Priklad 97. Zadejte néjakou konexi na jednotkové sféie a paralelné ji pieneste te¢ny
vektor (1,0,0) na severnim pélu (0,0, 1) do jiZzniho pélu (0,0, -1).

Uvazme ¢ € T, M a repér (p,e) € 7~ ({p}). Potom existuje pravé jeden te¢ny vektor

e H(’;) e)F(M) tak, Ze 7. (p,e) () = &. Necht je zad4na hladka kfivka c: [0,1] — M, a

repér (c(0), e). Potom existuje pravé jedna kiivka c: [0,1] — F(M) tak, Ze

(1) c(0) =e,
(2) moc=c,

(3) ¢(ne H?(t)F(]W), pro ¢ € [0,1].

Krivce ¢ fikdme horizontdlni lift kiivky c¢. Timto zptsobem jsme sestrojili izomorfi-
zmus prostort bazi 77 ({c(0)}) a 7~ ({c(1)}), ktery nazyvame paralelni transport.

Pfi praktickém vypoctu horizontdlniho liftu a tim i paralelniho pfenosu jde vlastné
o feSeni (soustavy) obycejnych diferencidlnich rovnic doplnénych poc¢ate¢nimi pod-
minkami.

Priklad 98. Paralelni pfenos na F(R). Te¢ny vektor k liftu ¢ musi lezet v HF (R), tedy

x' 9 + X' 0 = K(H)n(x, X)
ox  Cox  SWHMHA)

kde K(¢) je libovolnd v§ude nenulovd hladka funkce na [0,1]. Srovndanim koeficient(
dostdavame
X'=XBx'

a odtud integraci

t
X(t)=X(0)exp(/ B(x(s)x'(s)ds |.
0
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4. Riemannova geometrie a la Cartan

4.2. Riemannovy variety a Levi-Civitova konexe. Riemannova varieta je dvojice
(M, g), kde M je hladké varieta a g je hladky fez vektorového bandlu $? T* M — M zad4-
vajici v kazdém bodé p € M skaldrni soucin na T, M ptedpisem (¢, 1) = &p(p,Np),
je tedy v kazdém bodé pozitivné definitni. Rez g nazyvame metrické tenzorové pole.
Pomoci rozkladu jednotky se da ukdzat, Ze na kazdé hladké varieté existuje hladké Ri-
emannovo metrické pole. Pozitivni definitnost je vyhodné pozadovat s ohledem na
pullback metrického pole na podvariety, zde opét dostavame pozitivné definitni met-
riku.

Na Riemannové varieté budeme pracovat s bandlem ortonormalnich repértt OF (M),
ortonormalitu bereme vzhledem k metrickému tenzorovému poli g. Zjevné se jedna
o podbandl bandlu v§ech repérti F(M), dim OF (M) = n+n(n—1)/2, ziskame jej Gram—
Schmidtovym ortogonalizacnim procesem aplikovanym na pohyblivy repér. Konexe
tedy bude urcend matici 1-forem s hodnotami v Lieové algebie ortogondlni grupy
O(n), tato Lieova algebra je tvofena antisymetrickymi maticemi. Konexe na Rieman-
nové varieté tedy urcuje infinitesimalni otoceni ortonormalni béze pfi infinitesimal-
nim posunu z daného bodu na varieté.

Véta 23. Na Riemannové varieté (M, g) existuje prdve jedna konexe ©(g) indukovand
metrikou.

Diikaz. Konexi zkonstruujeme tak, Ze ji zaddme na lokélnich fezech. Je vihodnéjsi
pracovat v dudlnim prostoru F* (M), tj. bandlu korepéra. Bud' (U, ¢ = %)) soufadny
systém a (0',...,0™) ortonormalni pohyblivy korepér ziskany Gram-Schmidtovym or-
togonalizacnim procesem aplikovanym na korepér (d xL ..., dx™), plati tedy

n . .
g=> 0'0"=00"
i=1
Spocteme
i _ i xpi i i Apk
de' = —ZHJ /\9} = —ZA},CHJ A,
J Ik
maticové muzeme psat
df=-60n0.

Touto rovnosti je antisymetricka © = (0 ;) urcena jednoznacné, pripomenme, ze
A — (piy — (pi i pk
0=(0)) =] +§Cjk0 ),

kde

i __ ) _ i _ ~k _ ~k _ i _ i _
Cir=-C=-C,=Cji=Cj;=-C;=-C;. =0.
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Na zavér spocteme Levi-Civitovu konexi v soufadnicové bazi v lokdlni trivializaci.
Obecnou konexi dostdvame jako

- . ‘
3*6} = ;F;kdx .

V dal$im jiz nebudeme zapisovat pullback. Pro metrické tenzorové pole mame
g= gijdxidxj.

Pocitame
k k
dgij=0;8kj+0;8ki

a ze skutecnosti, Zze Levi-Civitova konexe je ddna jednoznac¢né, vyplyva 1";. k= F;Cj.
Oznacme I'; i = g; ml";.’}c. Z predchoziho potom plyne

8ijk=Tijk+Tjik.
Nyni zaménujme indexy
8ik,j=Likj+Tkijs
8jk,i =T jki+Tkji-
Sectémeé prvni dvé rovnosti a odectéme od nich tieti
8ijkt 8ik,j~8jki =Vije+jik + Tikj+Thij —Tjri —Tiji = 2Tk
a odtud
i _ 1 im
ij—gg (&jmk + &mk,j — &jk,m)-

Priklad 99. Spoctéte konexi a kiivost v hyperbolickém prostoru H**! = {(x,...,x") €
R"*1|x? > 0}, kde metrika je ddna

dx’dx!
8= Zl‘r (x())Z .
ortonormalni baze korepért je zjevné
. dx! ; dx®Adx! 0 i
HZZF, dgl:—W:—e INCE
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4. Riemannova geometrie d la Cartan

atedy
o -6 ... —g"
ol 0 0
0= .
e 0 .0
Ktivost je
0 0°A0' 0°h0% .- 09A0"
* 0 0'n0> -~ 9l aQ"
Q= * .
* * * 0 6" 'aQ"
* * * * 0

Priklad 100. Paralelni pfenos na H?. Konexe je dana matici linearnich forem

0 -6!
o-(% )

Pro kiivku c: [0,1] —H? c R? danou pfedpisem ¢ — (x(£), y(t)) dostdvdme
AL
o' (1) = (y’(t) * )
- 0
a pro korepér A € O(2), tj. ATA=1 potom maticovou rovnici

A0)
o -
) i
-~ 0

d A(r)
dt

= A(1)

Z teorie obycejnych diferencidlnich rovnic vime, Ze po zadani A(0) dostaneme jedno-
znacné feseni A(1).

Spocteme paralelni pfenos z bodu (1,0) do bodu (3,0) po piimce ¢t — (1+2¢,0) a po
pravé ptlkruznici ¢t — (2 — cost,sinnt) s pocate¢ni podminkou A(0) = 1.

Pro pfimku dostavame A(1) = A(0). Pro ptlkruznici mame

dA(t) 0 __Jmcosnmt
dr = A1) ( oSt 2_6087”)
2—cosmt ’

Plati

2—cosmt

1 mcosmt 2V3
—— dr= T—l T=a
0

a tedy vzhledem ke komutativité O(2)

AQl) = ( .
sina  cosa

cosa —sin a)
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a ortonormadlni baze se otoci o tihel a. Paralelni prenos tedy obecné zavisi na volbé

kiivky c.

Priklad 101. Spo¢téte konexi a kiivost na sféfe 8" s metrikou indukovanou z R**!, Uka-

Zeme vypocet pro $2. Zvolme proto sférické souradnice (6, @) na okoli $?\ {Greenwichsky polednik]}.
Metriku lze zapsat jako g = (d 0)2+sin?6(d (p)z, ortonormdlni korepér je dan jako (w! =

dO,w? =sinb d¢). Spocteme diferencidl

dw! =0,dw? =cosfdO Ad g = cotghw' Aw?.
Z toho pro Levi-Civitovu konexi plyne

B 0 cotgOw?
~ \~cotghw? 0 '

a pro kiivost dostavame
0 1
Q=de+0A0= (_1 O)wl/\wz,
tedy konstantni matici ndsobenou plosnym elementem.

Z kxivosti se daji bodovymi operaci spocist dalsi tenzorova pole. Ricciho krivostje de-
finovdana pomoci kontrakce v prvni (a jediné) kontravariantni sloZce a druhé kovari-
antni slozce C21. ZapisSme kiivost tenzorove

_ i . j k l
Q_”Z Rj,ei®07 ®0" A 0",
i,j,k,¢

kde (e;) je ortonormalni pohyblivy repér dualni ke korepéru (6°).
Ricci = C) ().

Je to symetrické tenzorové pole, je fezem vektorového bandlu S? T* M. Zvednutim prv-
niho indexu #; 1ze z Ricciho tenzoru vyrobit fez vektorového bandlu TM & T* M, tedy
symetricky operator na T M. Plati tedy Ricci(¢,n) = g(&,#; (Ricci)n), kde & a 1 jsou li-
bovolna vektorova pole na M. Skaldrni krivost Scal definujeme jako stopu operdtoru
#1 (Ricci). Tyto operétory se vyskytuji na levé strané Einsteinovych rovnic

Ricci— L gScal— Ag = K 7
2g §= ct

kde A je kosmologické konstanta, k je Newtonova gravitacni konstanta, c¢ je rychlost
svétla a T je tenzorové pole energie—hybnosti. Tenzorovému poli Ricci— % gScal se fika
Einsteinovo tenzorové pole.
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4. Riemannova geometrie a la Cartan

Priklad 102. Spo¢téte Einsteinovo tenzorové pole pro hyperbolicky prostor H™ 1.

4.3. Geodetiky. Na Riemannové varieté (M, g) lze pfirozené definovat délku hladké
ktivky c: [a, b] — M jako integrél

b
L(c):[ \/g(c!,cds.

a pomoci ni vzdalenost dvou bodi p = c(a) a g = c(b)
d(p, q) =infL(c)

kde infimum uvazujeme pies vSechny hladké kiivky c: [a, b] — M spojujici body p a q.
Pokud existuje hladk4 kiivka c takova, ze L(c) = d(p, q), nazyvame ji geodetikou spoju-
jicibody p a g.

Priklad 103. Ukazte, Ze délka kiivky L(c) nezdvisi na jeji parametrizaci.

Priklad 104. Uréete geodetiky v euklidovské roviné R?.

Priklad 105. Uvazujte euklidovskou rovinu R\ {(0,0)} s vyjmutym poé&atkem. Lze spojit
geodetikou body (—a,0) a (a,0)? Jaké je vzdalenost téchto dvou bodi?

Zaved'me alkcihladké kfivky na Riemannové varieté vztahem

1 2 / /
A(c):—f g(c,c)ds.
2Ja
Lemma 24. Plati
L(c)?> <2(b-a)Alc),

pricemz rovnost nastdvd pro parametrizaci konstantnim ndsobkem délky oblouku, tj.
g, c') = konst.

Diikaz. Rovnost ukdZeme na souifadnicovém okoli; k¥ivky, jejichZ obraz nepadne do
jediného soutadnicového okoli, reprezentujeme jako kompozice ktivek, jejichZ obrazy
v jediném soutfadnicovém okoli lezi a vyuzijeme linearitu integralu vzhledem ke sci-
tani jednorozmérnych fetézct.

Mnozina redlnych funkci C*°([a, b]) je vektorovym prostorem se skalarnim souc¢inem

b
(u,v) zf u(s)v(s)ds.
a
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ZapiSeme Cauchy-Bunakovského nerovnost pro tento piipad a posléze polozime
u(s) =+/g(c’,chav(s)=1.

(u, vy* < (u, uy(v, v)
2

b b b
(f u(s)v(s)ds) sf uz(s)ds[ v2(s)ds
b 2 b b
(f \/g(c’,c’)) ds Sf g(c’,c')dsf ds,
a a a

coz jsme chtéli ukdzat. Rovnost jak zndmo nastdva, pokud je funkce u nasobkem
druhé funkce v, tj. g(c’, ¢’) musi byt ndsobkem jednotkové funkce, coz ddva druhou
Céast lemmatu. O

Spocteme nyni Euler-Lagrangeovy rovnice funkciondlu A(c) v lokdlnim soufadnico-
vém systému, soutadnice kfivky budeme znacit x*(s). Lagrangian je

L=gii( )dxldxf
X
E1/M0Ts ds
a dostavame
doL oL,
dsa%_ﬂk dxk -
Spocteme napied . . .
Ol A
PY e =8kj g, T8ik gy = 28ik gy
potom
d oL dx' dx/ dzxi dx idxj dz
ds gdat =28ikj g5 qs 28k gz ~ Bikj T8k gy g5 T28ik gz
ds
Dale spocteme . .
oL dx? dx/

axk SRS Tds
Euler-Lagrangeovy rovnice tedy mtizeme psat (po vyndsobeni g~ ') jako
d®>x!_, dx/dxF
ds2 ik ds ds

Umime-li paralelné transportovat bdze, umime paralelné transportovat i tecné vek-
tory, prosté dany vektor zvolime jako prvni prvek baze. Pro soufadnice vektoru c¢'0/dx"
transportovaného po kiivce x/ (s) dostavame diferencialni rovnice
dc! LT dx/ 0
— . ——cC" =
ds Jkds
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4. Riemannova geometrie d la Cartan

a srovnanim s rovnicemi pro geodetiky dostdvame geometrickou charakterizaci geo-
detik.

Geodetiky jsou ktivky, po nichz se te¢ny vektor ke kiivce paralelné pfendsi
sam na sebe, 1ika se jim také auroparaleini. Vzhledem k itvodnimu lem-
matu jsou parametrizovany konstantnim nédsobkem své délky.

Véta 25. Z kazdého bodu p € M vychdzi geodetika ¢ ve sméru kazdého vektoru & €
T, (M), podrobnéjic: [0,a]l — M, c(0) = p, c'(0) =&, a bereme vzdy maximdlni mozné.

Diikaz. Véta primo plyne z existence a jednoznacnosti feSeni pocatecni tlohy pro
soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic. O

Predchozi vétu lze vyuZit na definici vzdélenosti v tecném prostoru 7M. Vezméme dva
body v T M, tj. dvé dvojice (p,¢) a (q,n) a zkonstruujme k nim geodetiky c: [0, a] = M
ad: [0,b] — M. Potom nastane jedna ze dvou moznosti

(i) geodetiky se alespon jednou protnou, tj. existuje a € [0,al,f € [0, b] tak, Ze
c(a) = d(p) = r, pokud existuje takovych a a f vice, zvolime vZzdy jejich mini-
malni hodnoty. V takovém piipadé definujeme D((p, &), (q,1) = d(p,r)+d(r, q).

(ii) geodetiky se neprotnou, v takovém pfipadé klademe D((p, &), (g,n)) = co.

D4 se ukazat, ze funkce D je metrikou na T M, tato poznamka ukoncuje dtikaz, ze T M
je hladkou varietou ze druhé kapitoly.
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