ZAPOCTOVY PRIKLAD 1
Varieta vsech orientovanych primek v euklidovském
prostoru

(a) Ukazte, Ze na mnoziné orientovanych p¥imek v euklidovském prostoru E? 1ze za-
vést hladkou strukturu.

(b) Dale ukazte, Ze tato varieta je izomorfni k teénému prostoru ke sféie S2.

(c) Jak jsou reprezentovany body E3 v T'S2?

ZAPOCTOVY PRIKLAD 2

Véta o regularni hodnoté a jeji zobecnéni na variety

Dokazte vétu o regularni hodnoté hladkého zobrazeni F': M — N z prednasky napred
pro euklidovské prostory, potom pro variety.

ZAPOCTOVY PRIKLAD 3

Lieovy derivace

Lieovu derivaci tenzorového pole podle vektorového pole X lze definovat axiomaticky

(1) Z(X)f =Xf pro hladkou funkei f.
(i) Z(X)Y =[X,Y] pro vektorové pole Y.
(i1i) Plati Leibnizovo pravidlo vzhledem k tenzorovému souéinu tenzorovych poli:

Lo®T)=ZL0oT+0”.LT.

(iv) Plati Leibnizovo pravidlo vzhledem ke kontrakei:

k
LX)x(Yq,....,YR) = (LX) 1,..., )+ ) 1(Y1,...,Yie1, L)Y, Yii1, ..., V).
i=1



(a) Vyjadrete souradnicové Lieovu derivaci tenzorového pole 7 € I'T; M podle vekto-
rového pole X.

(b) Necht D je derivace na vnéjsi algebre forem QM na varieté M. Derivace D je
stupné |D| = k, jestlize plati DQP?M c QP** M a D(aAB)=DanB+(-1)P*arDp
pro a € QPM, € QM. Pro derivace D a D' definujme tzv. superkomutator

{D,D'}=DD’' +(-1)P"?'Ip'D.

Ukazte, Ze kontrakce 1(X) je derivace stupné —1, vnéjsi derivace d je derivace
stupné 1 a Lieova derivace .-Z(X) je derivace stupné 0. Dale ukazte, zZe pro 1(X),
Z(X) a d plati Jacobiho identita a komutaéni relace.

ZAPOCTOVY PRIKLAD 4

Lieova algebra obecné linearni grupy

Bud G = GL(n) obecna linearni grupa radu n. Pro kazdy prvek g € G existuje difeomor-
fizmus Lg: G — G, Lg(h) = gh (ukazte). Témto difeomorfizmim fikdme levé translace

Rekneme, Ze vektorové pole X € 2" (M) je invariantni vaéi difeomorfizmu w: M — M,
jestlize . X = X.

Specielné pro M = G a y = L, ziskdvame tzv. levoinvariantni vektorova pole. UkaZte,
ze kazdé levoinvariantni vektorové pole je urceno svou hodnotou v jednicce e € G. Dale
ukazte, Ze naopak kazdy prvek X € T,G urcuje levoinvariantni vektorové pole ¢(X) a Ze
tato prirazeni jsou jedno-jednoznacna. Nakonec ukazte, zZe [{(X),E(Y )] =(XY - Y X).

ZAPOCTOVY PRIKLAD 5

Izometrie Minkowského prostorocasu

Bud V = R**! vektorovy prostor dimenze n + 1 (uvazujme ho jako hladkou varietu) a g
metrické tenzorové pole na V dané v kanonickych souradnicich (x*);-¢.., na V jako

g=dx"0dx’- deiedxi.
=1

Bud déle ¢p: V — V hladké zobrazeni, pro které plati g(¢.X,¢.Y)=g(X,Y) pro X,Y
vektorova polena V.



(a) Ukazte, Ze ¢ je afinni zobrazeni, tj. ¢p(x) = Ax + b, kde ATGA=G,beV aG-=
diag(1,—1,...,—1) je symetricka bilinearni forma.

(b) Dokazte, Ze vSechna takova zobrazeni tvori grupu P (zvanou Poincarého grupa)
vzhledem k operaci skladani zobrazeni.

(c) Ukazte, ze i matice A spliiujici ATGA = G tvo¥i grupu L a ze kazdy prvek z P lze
jednoznac¢né zapsat jako kompozici prvkuz L a prvkuz V.

(d) Dokazte, Ze L a P jsou hladké variety a grupova operace .: L x L — L resp. .: P x
P — P je hladké zobrazeni.

(e) Urcete vsechny souvislé komponenty L. VyuZijte skutecnosti, Ze pro variety sply-
vaji pojmy souvislost a obloukova souvislost (tj. mnozina je souvisla, prave lze-li
kazdé jeji dva body spojit hladkou krivkou). Dale vyuzijte polarni rozklad matic
z L.

ZAPOCTOVY PRIKLAD 6

Hopfova fibrace

Hopfova fibrace je zobrazeni ¢: S? — S? sfér definované nasledovné: S° = {z|z7z = 1}
realizujeme jako podmnozinu jednotkovych vektort z C2. Definujeme projektivni ro-
vinu CP! jako mnozinu viech piimek v C2. Kazdy nenulovy vektor v C? ovSem uréuje
pFimku. Ale komplexni projektivni rovinu CP! lze identifikovat s Riemannovou sférou
Sz

(a) Explicitné popiste Hopfovu fibraci jako hladké zobrazeni (nebo jako jejich slo-
Zeni).
(b) Ukazte, Ze ¢ je surjektivni a ¢, je rovnéz surjektivni.

(c) Ukazte, ze S # S? x X pro zadnou varietu X. Napted najdéte objemovou formu
o na $2, tj. Js20 = 1. Uréete ¢* o a najdéte 1-formu w tak, Ze ¢p*o = dw. Spoctéte
integral f§3 w Adw. Jaka by byla hodnota tohoto integralu, pokud by S = S2 x X?



ZAPOCTOVY PRIKLAD 7

Zobecnéna komplexni geometrie

Bud M hladka varieta, dim M = n a uvazme na ni vektorovy bandl (T®T*)M, tj. vlakno
nad kazdym bodem x € M je dano primym souctem tecného a kotecného prostoru.

(a) Ukazte, ze (T'® T*)M je hladka varieta dimenze 3n a Ze ma strukturu vektoro-
vého bandlu.

(b) Uvazte libovolny difeomorfizmus f: M — M a ukazte, Ze urcuje izomorfizmus
vektorového bandlu (Te T*)M.

(¢c) Definujme na (T & T"),M vnitini soucin ((u,a),(v,,ﬁ)) = % [a(v)+,3(u)]. Ukazte,
Ze je nedegenerovany a jeho signatura je (n,n).

(d) Pro rezy vektorového bandlu (T'eT*)M — M (tj. dvojice (X,¢), kde X je vektorové
pole na M a ¢ je 1-forma na M) definujeme tzv. Courantovu zavorku vztahem

[(X,0), ¥, mM]=[X,Y]+ZLxn-LyE-Ldaxn—1y ).

Ukazte, ze tato zavorka je antisymetricka, ale Ze neplati tzv. Jacobiho identita,
t).
(X, ), Y, m],(Z,D1+[1(Y,n),(Z,)],(X,)]+[(Z,(),(X, )], (Y ,m]

se nerovna nule. Ukazte, Ze se predchozi vyraz rovna vnéjsi derivaci jisté funkce
na M a tuto funkci spoctéte.

ZAPOCTOVY PRIKLAD 8

Geodetiky na sfére

Bud’ S? sféra, realizovana v R? jako mnoZina bodd spliiujici rovnici x2 +y2 +22 = 1,
kde x, y, z jsou standardni soutadnice v R? s metrikou indukovanou standardni me-
trikou v R3. Uréete geodetiky pro Levi-Civitovu konexi na S2. Vysledek geometricky
interpretujte.



