ZAPOCTOVY PRIKLAD 1
Diferencialné geometricka formulace nelinearniho O(N)
o-modelu

Radek Slama

(a) Uvazujme hladké Riemannovy variety (Z,g) a (M,h) a hladké zobrazeni F': ¥ —
M. Pfipomerime, ze g € I'(S2T*X) a h € ['(S2T* M) jsou pozitivné definitni. Po-
tom pullback F*h € T(S2T*X). Vzdy mtzeme ziskat g1 € T(S2TZ) a vyéislenim
g ! na F*h ziskat funkci F*h(g~1). Pomoci objemového elementu volg spojeného

s Riemannovou metrikou g na £ mtzeme zkonstruovat integral
I(F)= %f F*h(g vol,.
b

Vyjadrete tento integral pomoci lokalnich souradnicovych map na X a M.

(b) Uvazme hladkou funkei f € C°°(Z) a Riemannovu metriku g’ = €2/ g na . Zjistéte

voly, F*h((g")™1). Kdy plati F*h(g™1)vol, = F*h((g") 1) vol,?

(c) Zvolme M = SN~ jako (N —1)-rozmérnou sféru, standardni vlozeni 1: SV~1 — RV
a standardni metriku h = 1"k, ktera je pullbackem kanonické metriky 2 na R",

v kanonickych soufadnicich (%), i € {1,...,N} je tedy % dano jako

N .
k=) (dr)?
i=1

Vyjadiete I(F) v hypersférickych souiadnicich na S¥~! (viz. nap¥. https://

en.wikipedia.org/wiki/N-sphere#Spherical_coordinates).

ZAPOCTOVY PRIKLAD 2

Geodetické sférické normalni souradnice na sfére SV1

Michal Valentik

(a) Uvazujme SV~1 jako (N — 1)-rozmérnou sféru, standardni vlozeni t: SfN-1 — RN
a standardni metriku A = 1"k, ktera je pullbackem kanonické metriky 2 na R",

v kanonickych soutadnicich (%), i € {1,...,N} je tedy % dano jako
N .
k=) (dr)?

=1

1



Vyjadiete h v hypersférickych soutadnicich na SV~! (viz. napf. https://en.
wikipedia.org/wiki/N-sphere#Spherical_coordinates) pomoci or-
tonormalniho korepéru, tj. dualni ortonormalni baze.

(b) Zvolte bod p € SV~ libovolné a uvazujme teény vektor ¢ € T, SN-l=pN-1y tomtol
teéném prostoru uvazujme kulové souiadnice (r,01,...,0V~2) pro vektor ¢. Vek-
toru ¢ pritadime bod ¢ € S¥~! kam se z bodu p dostaneme po geodetice ve sméru

vektoru ¢ v jednotkovém case. Potom geodetické sférické normalni souradnice
bodu ¢ jsou (r,01,...,0N72).

(c) Vyjadrete metrické tenzorové pole 2 v geodetickych sférickych normalnich sou-
radnicich.

(d) Vyjadrete Hodge-Laplacetuv operator v geodetickych sférickych normalnich sou-
radnicich.

ZAPOCTOVY PRIKLAD 3
Varieta vsech orientovanych primek v euklidovském
prostoru

(a) Ukazte, Ze na mnoziné orientovanych ptimek v euklidovském prostoru E2 1ze za-
vést hladkou strukturu.

(b) Dale ukazte, Ze tato varieta je izomorfni ke koteénému prostoru ke sféte S2.
(c) Jak jsou reprezentovany body E3 v T*S$2?

(d) Na T*S? je kanonicka symplekticka struktura w dand jako vnéjsi derivace tau-
tologické linearni formy A. Urcete symplektickou strukturu na mnoziné vsech
pFimek v E3.

(e) Uvazte hamiltonian pro volnou ¢astici na sfére, jemu prislusné hamiltonovské
vektorové pole a jeho tok, ktery urcuje casovy vyvoj ve fazovém prostoru.

(f) Jaky hamiltonian, hamiltonovské vektorové pole a jaky tok odpovida hamiltoni-
anu z (e) pres izomorfizmus z (b)?



ZAPOCTOVY PRIKLAD 4

Izometrie Minkowského prostorocasu

Bud V =R**! vektorovy prostor dimenze n + 1 a g metrické tenzorové pole na V. Vek-
torovy prostor V uvazme jako hladkou varietu s globalnim souradnicovym systémem
(x)i=0.n danym volbou (pseudo)ortonormalni baze. Vzhledem k tomuto souradnico-
vému systému je g dano takto

g=dx"o0dx’- dei odx’.
i=1
Bud dale ¢: V — V hladké zobrazeni, pro které plati ¢p*g =g tj. g(¢.X,.Y)=g(X,Y)
pro X,Y vektorova polena V.

(a) Ukazte, Ze ¢ je afinni zobrazeni, ¢(x) = Ax+ b, kde ATGA =@, A je (pseudo)orto-
gonalni transformace, b € V a G = diag(1,—1,...,—1) je symetricka bilinearni
forma.

(b) Dokazte, ze vSechna takova zobrazeni tvori grupu P (zvanou Poincarého grupa)
vzhledem k operaci skladani zobrazeni.

(¢c) Ukazte, ze i matice A spliiujici ATGA = G tvo¥i grupu L a ze kazdy prvek z P lze
zapsat jako kompozici prvku z L a prvkuz V.

(d) Dokazte, ze L a P jsou hladké variety a grupova operace .: L x L — L resp. .: P x
P — P je hladké zobrazeni.

(e) Urcete vSechny souvislé komponenty L. Vyuzijte skutecnosti, Ze pro variety sply-
vaji pojmy souvislost a obloukova souvislost (tj. mnozZina je souvisla, praveé lze-li
kazdé jeji dva body spojit hladkou krivkou). Vyuzijte polarni rozklad matic z L.



