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1. Index lomu.
Podobnost optiky nabitych ¢astic a svételné optiky nejlépe vyjadiime nalezenim "indexu

lomu". Pohybové rovnice ¢éstice o hmotnosti m a s nabojem q ve statickém elektrickém a
magnetickém poli, popsanymi skalarnim potenciaem dJ(F) a vektorovym potenciadem A(F)

najdeme z Maupertoisova principu. Pole je spojeno s potencidly vztahy

E(r)=-0m(r) , B(r)=0xA(r) . (11)
Lagrangeova funkce matedy tvar
e -
L(F,V):—mcz[l—?j +qVLA(F) - qo(r) (1.2)

aprotoze nezévisi explicitné na ¢ase, zachovava se energie castice

TRV
o (13)

- 2 12
H(F,f))z((f)—qA(F)) (:2+m2(:4) +qo(r) =mc?

—

Zde i v nddedujicich vztazich je p zobecnény impuls. Volba konstanty u zachovévgjici se
energie je typicka pro optiku nabitych ¢astic: predpokladame, Ze elektrostaticky potencid je

nulovy tam, kde je nulovarychlost ¢éstice. Vztah (1.3) je mozno zapsat také jako
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Musi tedy byt znaménko potencidu voleno tak, aby byl v pro ¢astici dovolené oblasti kladny

ymc? = =mc’ - qd(r) . (1.4)

pro zéporne nabité ¢astice a zaporny pro kladneé nabité ¢astice. Podle Maupertoisova principu



se pohyb déje po trajektorii, na které 5I pldr =0, tedy

5j t)dr=0 , t= _dr : (1.5)

~N

kde trajektorii parametrizujeme pomoci parametru 7, t je tedny vektor a veliginu

{51

—

t|-nA(Fr)E , & (F)=0(r)(1+eo(r)) |

(1.6)

miaZeme interpretovat jako index lomu (anizotropniho) prostiedi. Nerelativisticka aproximace
se dostane jednoduSe dosazenim £=0. Normovani skalarniho potencidu a kalibraci
vektorového potencidlu se snazime obvykle volit tak, aby byl index lomu roven jednav oblasti,
kde ¢éstici povazujeme za volnou.

Pro pocitani z Fermatova principu pripomeneme dale jesteé nekteré vztahy. Je-li v
ortogonalnich souradnicich tecny vektor vyjadien jako

do . dqg, . da, .
=n(0u,q2,q3)d—(}el+m(ql,qz,qa)dqz (ql,qz,qs)d—%es, (17)

mame pro zakladni operatory vektorové analyzy vyjadieni
10f 10f 10f

T hoa Thog Thog
L1
DH‘—q h3{(30&(”12*13) aqz(fhahl) qs(fhlhz)} ! -
B = { (fsm)_a(fzhz)} 1 {a(flhl)_a(fha)} |
X e +

hh| 0q, 00, h,h| odq 0

alen) atun)],
hh| 0q 00,

Fermatav princip davarovnici trgjektorie ve tvaru



. daq,
djo¥ Mdr |_
dr| % ||

(1.9)
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2. Variaéni tUloha

Typicky problém nalezeni geodetické ¢ary je popsan variatni ulohou

i dx dx dx!
5S(x):0 , S= I{ mc /g”d S qgijAF}dr . (2.1)

Tato formulace ae nepracuje pro m=0. Zvolime-li ale

S(pi,xi)=]b{ p.?jx ;A(r)[g”(pi—qA)(p,-—qA,-)—mzcz]}dr . (22

Ta

kde A (r) je Lagrangedv multiplikétor, dostavame po malé Uprave (variace vzhledemk p,)

N_flo1] 1 dx dx 2|4 dX
S(x)—f{ Z{A(r)g” T dr +A(7)m c} quT}dr . (2.3

o - .
X =(ct,—r) | A:(?-A) p=(m-p) (24)
a
) ]
me2=cp, = +qd , p=— 0 __+qA . (25)

Variaci (2.3) dostavame



Tp

1dx " 1(f1 dxdx ,,
0S=—-|="20 4 oX| +=||=9g ——-m'c” |0Adr +
L] dr qA} i ZJLZQ"dT dr
. . (2.6)
_ 0A I ,
LX) [2A _0A X suidr
dr\Adr ox ox')dr
Odsud mame vyjédieni impulsu
0S _1dx
) = =— 1 4+ , 2.7
P="5x " aar TR &7
vazebné podminky
1. me 29)
A (dx dx
dr dr
a pohybové rovnice
_ j 0A
dfidx)_ g dx o _O0A 0A 2.9)
driAdr dr ax ox

Jako maly priklad uvedme situaci, kdy je intenzita elektrického pole rovna nule, tj. plati

Fo, =—F,,=0. Zvolime-li jako parametr ¢as r:xo/c:t , dostavame z (2.9) a (2.8) v=const .

3. Stérmerav problém.

Rozptyl nabité ¢astice v poli magnetického dipdlu

(31)

Zvolime orientaci dip6lového momentu podél osy z Budeme pouZivat vacovou soustavu
souradnic. Pripomerime S, Ze v této soustavé jsou jednotkové vektory dany pomoci
jednotkovych vektora kartézské soustavy jako

€, =Cosgé€ +singg , € =-sngg +cosge , € =§ (3.2



amame tedy

M p

F=p€,+z6 , t=p6 +ppe +26 , A= = (3.3)
(0*+7)
Znatime jako obvykle
ﬂEf : ﬂEf' : (3.4
dr dz
Index lomu takového prostiedi je
2
n:(p2+p2¢2+22)1/2_,7M'0—¢3/2 ) (3.5)
(0*+7)

Obvykly postup v optice nabitych ¢astic je takovy: souradnice ¢ je cyklicka, po jejim vylouceni

dostaneme pro novy "index lomu"

n(p.z)=n(p.z,¢)-p, ¢ (36)
vyraz
12
n(p,z):[(p)2+(z)zT/2 1—[%+/7M W] , (3.7)

kde p, je zachovavajici se Uhlova slozka momentu impulsu

o’ o
p, = -nM—— (3.8
(4 ((p)2+(p¢)2+(2)2)]/2 (p2+22)3/2
Jako parametr t zvolime souradnici z. Lagrangeova rovnice
dfon)_on_, (3.9)
dz\op') o0p

pak dava"rovnici trgjektorie v rotujici souradné soustave™



. ,0'(1+,0'2) 3nM pz

o'+
P (pez)”
1-| Zapm P
P (p2+22)
(3.10)
1+ p"? P, ., 3nMp?
| 2 A
1-|Pesgm P (o*+7)
n 72
P (p2+22)
Rotace je pak pocitana z rovnice
— _]/2
, 1+ 12 p 1
¢=% £ ;| |t ———7 | (3.11)
o (e
1- Bﬂ+nM P
32
P (p2+22)

Rovnice ndm umozni ngjit exaktni feSeni, ale ngsou piiliS prahledné. Vamnéme s, Ze ve
vyrazu pro index lomu (3.5) vystupuji souradnice z a jgji derivace ve druhé mocning, je tedy
pohyb v rovine z=0 teSenim. V takovém piipade mame podstatné jednodussi dlohu,
charakterizovanou

v2_nM

n(p.g)=(*+p* ) =70 (312)

4. Optickéa soustava s primou osou.

4.1 Multipdlova pole

Pro vypocet optickych vlastnosti jednotlivych prvka potiebujeme zna rozlozeni
elektrickych a magnetickych poli na ose, v jgiz blizkosti se svazek nabitych ¢astic pohybuje.
Protoze v blizkosti optické osy nejsou ani budici civky, ani elektrody, mizeme pole pusobici
na nabitou c¢adtici charakterizovat pomoci skaarnino  magnetického potencidlu a
elektrostatickéno potencidu. Ze znamého rozlozeni potencidlu nebo pole na ose mizeme

vyjadrit elektrostaticky nebo magneticky potencia v blizkosti osy pomoci Fourierova rozvoje



v souradnicich r, nebo Taylorova rozvoje v souiadnicich x, y. Taylorav rozvoj mé tu
nevyhodu, Ze nerozlisuje mezi potencidly razné symetrie. Zakladnim polem je pole rotacne
soumerné (fokusacni), a dée pole dipolové (vychylovaci). Dalsi pole pouzivana v ¢asticove
optice jsou pole kvadrupdlové (jak pro fokusaci jako kvadrupodloveé ¢ocky, tak pro korekci
astigmatismu), a hexapolové nebo oktupdlové pole, pouZivané pro korekci vad zobrazeni.
Teoreticky nejlepsi zpasob, jak vytvorit tato Multipdlova pole, je sestaveni 2n stginych
hyperbolickych elektrod o stgné absolutni hodnoté potencidu se stfidavou polaritou.
Jednotlivé potencidy pro nejnizsi multipdly jsou

P =@ X+q@, y:r((qccos¢ +¢Issin¢)

P, = @C(y2 - x2) +2@ Xy = rz(@C cos2¢ +¢Zssin2¢)

D, =@, x(x2 —3y2) +@. y(3x2 - y2) = r?’(qa\,)C cos3¢ + @Ssin3¢)

d,=q, (x4 -6x2y*+ y4) + @, xy(x2 - y2) =r’ (qo4c cos4 ¢ + @39n4¢)

(4.1)

kde ¢, je potencid 2n-polu s osou x v roving symetrie a ¢, je potencia 2n-pélu s osou x v
roviné antisymetrie.

Uvazujme nyni i moznou zavidost koeficientti rozvoje poli na souradnici z. Zavedeme
jesteé komplexni souradnici w pomoci vztahu w=x+iy,w=x—iy. Skaérni potencid je
vyjadiren pomoci vztahu

O(w,7,2)=> o, (W, W,2) |

n=0

(4.2)
= (-)“nt (ww)" 0%
o, (w,w,2)=3 LU (WW) Relar - 4(2)
Ski(n+k)1\ 4 0z
Ze zndmého skalarniho potencialu spoéteme intenzitu elektrického pole jako
E=-0o |,
: oD 0P (4.3)
=E, +iE =-2— , E,=—— .
= =5 Y oW 0z

Prvni ¢leny rozvoje potencidt rotacne soumeérneho pole, dipélového, kvadrupoloveého,

hexapoblového a oktupolového pole jsou pro elektrostaticky potencid



©0= (1) =300 (1) 4 ¥7) + 20" () +y?) -

®, =-F, x- Flyy+i—13(Fl'; X+ Fl"yy)(x2 + y2) -...
D, = FZc(y2 - x2) —2F23xy—%(FZC(y2 —x2) —2F23xy)(x2 + y2) +... (4.9

D, :—FSCx(x2 —3y2) + Fe’sy(y2 —3x2) +...
@, :—F4c(x4 -6x°y? +y4) —4F43xy(x2 - y2) +...

Zde qo(z) predstavuje zavidost osového rotacné soumeérného potencidlu na souradnici z,
F.(z)a F, (z) predstavuji pribeh zévisosti x ay slozky dipélového vychylovaciho pole na
ose (totéZ jako F,(z) a F(z). Funkce s vy&imi indexy F. (z) a F,(z)udavai (ve
V/ m") prabéh osové zavidosti pole multipolu.

Pro magneticky skalarni potencia plati stegjny rozvoj jako pro elektrostaticky

W(w,W,2) =S W, (W.W.2)

n=0

= (-1)“n! (WW)kRe{inW%}

Ski(n+k)I{ 4 i

(4.5)

Y (w,w,z)
Magneticky skalérni potencid byva nej¢astéji udavan v ampérech, v optice ¢astic se
v&ak pouZiva potencid jako po-nasobek obvyklého potencidu (Uo je permeabilita vakua).

Slozky indukce magnetického pole jsou

oy v (4.6)

Rozvoj potencidlu v souadnicich x,y dava

10



z

W, :—IB(z)d z+%B’(z)(x2 +y?) —6—148"’(2)(x2 + y2)2 +...
¥, =D, x- Dlxy—%(D{'y X = D{'Xy)(x2 + y2) -...
W, =2D,xy - D2c(y2 - Xz) _1_12(D23 Xy- ch(y2 - XZ))(XZ + yz) *... (4.7)
W, :—DSSx(x2 —3y2) - DSCy(y2 —3x2) +...
W, :—D4c(x4 -6Xx°y? +y4) —4D43xy(x2 - y2) +...
B(z),D,(z)aD,,(z)(v jednotkéch T - Tesla) je prabeh indukce fokusagniho a dipélového

pole na ose, D, (z)a D,(z)(v T/m"™") je multipélové osové pole - podobré jako u

elekrostatickych multipola.

4.2 Rovnicetrajektorie.

Ve vztahu (1.9) zvolime
r=z , f:(x’éx+y'éy+éz) : (4.8

S pouZitim znaceni s komplexnimi ¢isly ma ziskana rovnice trajektorie tvar

dje”  w_ |
dz| % (1+ww)"

(4.9)
1 _\V2 1 .
_E(1+V\/V\/) (1+2£¢))Ewdy2—¢)*:)1/2_|,7(Bw_WBz)
Tteti rovnice
d{®w2 1 }_
—| =% — |=
dz| &7 (1+WW) (4.10)

1 _\Y2 1 . _
_E(1+V\/V\/) (1+2£¢)EZW+|E(BWW—BWW) :

je nadbytetna, ale maZzeme ji s vyhodou vyuzit k vhodnym Upravam (4.9). Tak mazeme
napiiklad psat

11



,_ 1 _ _ (1+2e9)
W' = 2(1+V\/V\/)(EW V\/EZ)—(D

*

IR 1 (4.11)
—i[_q*j (1+WW)“[BW+_(BWW—BWW)W—WBZJ
2mo 2
nebo s vyuzitim
BW+%(BW\T\/—BWW)W—WBZ=|f|ZBW—(§T)W (4.12)
jako
1.2 (1+2e0)
w=-= — A =7
S (B -WE )
V2 (4.13)
_ s .
"[Wj (i 8, - w (B))
4.3 Paraxialni rovnice.
V paraxidni aproximaci pokladame
t|=1 , E,=-¢(2) . B,=B(2)
1, _
EN=E¢(Z)W(Z)+Fl(Z)+2F2(Z)W(Z) , (4.14)
B, = -8 (2)w(2) +10,(2) - 2D, (2)(2)
kde jsme oznCili
F(2)=F.(2)+iF,(2) . F(2)=Fx(2)+iF.(2)
. _ (4.15)
D,(z)=D,(z)+iD,(z) , D,(z)=D,(z)+iDy(2)
Déle pokladame bud” ®=g(z) nebo
1 o
¢=qo(z)—(FlX(z)x+Fly(z)y):qo(z)—E(Fl(z)w+Fl(z)w) : (4.16)

Rovnice (4.13) prejde tak na paraxiani rovnici trgjektorie

12



2¢
v 1+)?)FF, £
y—¢{—£ikB’+( y*)zl ALY Y (4.17)
49 2 8¢ 4¢

*x9 * *

@ 8¢ 2¢

1+ F?
45 —2ikD2+¢—leyFl}Tv=le—yFl

Zavedli jsme oznaceni

T V2
¢:¢(Z)|:1+£(0(Z):| , y=1+2e9(2) , k:n(%J :(%} . (418

Prava strana rovnice (4.17) musi byt také radu srovnatelného s w resp. w. Bud jsou tedy
dipdlova pole daba, jak se predpoklada v teorii vychylovacich systémd, nebo je pro jistou
kinetickou energii ¢—A @ spinéna Wienova podminka, tedy

2
a4 | p-_ YR 4.19

V paraxidni aproximaci potom

VFE
kD, =21 4.20
Y (4.20)

arovnice (4.17) piegjde na

vx/'{y_qf—ikB}V‘/{y_ﬁ‘iikB'+—Fli}w+

*

2 4 2 8

@ 2 @ @ 421)
{V—I:Z—ZikD ¢ }WZ_V_EA_C”
@ > 8¢’ 4g @

4.4 Paraxiéni rovnice pro rotaéné soumérna pole.

V tomto pripadé polozime v rovnici (4.21) F,=F,=D, =0 apo transformaci

13



L \V4 )
w:w(ﬂij ¢ ®:%Ik(¢)8(¢)dc (4.22)

mame rovnici

W'+’ (z2)W=0 |, a)z(z):(szj2+21_6y2(%j . (4.23)

5. Elektronové optické vady.

5.1 Geometrickévady 3. radu.
Pti odvozovéani paraxiani rovnice byly zanedbény vSechny cleny, které obsahuji vyssi

mocniny w,w,w ,W a ¢leny se (dlabymi) vychylovacimi poli. To se projevi tak, Ze k rovnici s

paraxiélnimi ¢leny pribude na pravé strang ¢len B, (z), ktery mizeme psét jako

R(2)= 1 iqo VY w+ YE LU, w+yF1U Wt Sww
8¢ 49 4¢ 2

IV " Cr
+—y¢*wzv_v+y—}ulww+—y|:£ U,w ——3y|*:3U3W2— (5.1)

Podobné jako u rovnice paraxidni rovnice s deflektory feSime metodou variace parametru,
pritom pro nalezeni vady v obrazové roving, kde W(;)IO, stai pocitat pouze jeden z
integrdd. Dosadime-li za w=aw, + Sw, +yw_ +Jdw,, miZeme rozdélit ziskany vyraz na
jednotlivé vady.

Jednotlivé aberace jsou rozdéleny na vady rotatné soumeérnych cocek a rotacneé

sourrrné vady vychylovacich poli. Geometrické vady ¢ocek kg (otvorovd), k (koma), k

14



(zklenuti pole), k, (astigmatismus) a k, (zkredeni) jsou definovany nasedujicim vztahem

(viz obrézek dole):

AW:kSazﬁ+kLaﬁ,B+k—2La2,E+kFa,B,E’+kAﬁ,6’2+kD,6’2,E . (5.2)

Zobrazeni vady elektrostatické elektronové ¢ocky pro x=y=0,1mm; vliv jednotlivych vad je
zobrazen oddélen¢ pro kazdou vadu a v souétu s jingmi vadami pro 10 hodnot Uhlu a , které
rostou s konstantnim krokem.

Pro rota¢né invariantni vychylovaci pole, tj. pro soustavu kde dipéloveé vychylovaci pole
ve STeru y je totéz jako ve smeéru X, a kde vychylovaci pole neobsahuje hexapdlovou sozku,

je struktura aberacnich koeficientt obdobné struktuie koeficientt mimoosovych vad ¢o¢ky
— m = K[n 2 — m — m= m —
Aw=Klaqy+—-a’y +Kfayy+ KRGy +KZy°y+
+Kfac‘rd+%025+K§055+Kic752+K,§525+ (5.3)

+Sayd+Sayd+S,ayd+
+ 5, 70° + 5,30 + S, YV 3+ S, 1’0

kde koeficienty K™ jsou vady magnetického vychyleni, K® vady elektrostatického vychyleni
a S jsou vady kombinace magnetického a elektrostatického vychyleni. Také zde jeK,

koma, K. ,S ,S. jezklenuti pole K ,, S, agtigmatismusak, ,S,,, zkreseni.
5.2 Chromatické vady.

Uvazujeme-li trgjektorie ¢astice s odchylkou eA@ od nomindni energie, pribude k

rovnici s paraxidlnimi ¢leny na pravé strané ¢len P, (z) , ktery maZzeme psat jako
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(9= 1y S+ K L, |-
v(z)|2¢  4¢g  2¢

—*A—qa{ik(BV\/+EB’W)+1lell}

¢ (z) 2 2

(5.4)

Chromatické vady prvniho radu dané relativni energiovou Sirkou Aqo/ @ jsou definovany jako
_ m e s\A@
Aw_(kxa+kT,/3+KTy+|<T5)7 , (5.5)

kde k, je osova chromaticka vada rotacne soumerné cocky, k; je mimoosova vada cocky a

K, jechromaticka vada vychyleni.

6. Kvantové mechanicky popis.
S lagrangianem (1.2) mame pro zobecnény impuls a hamiltonian vyrazy (1.3).
Odstranénim odmocniny v hamiltonianu a uZitim relativisticky korigovaného potencidlu @ z

(1.6) dostavame pro hamiltonian vyraz

1 — -\2 - _ *
So(p-aA) =-qo" . (6.1)
Potom obvykla substituce
o 2~ _h-
vede na Schroédingerovu rovnici
1(h= <Y
—[_—D —qA] Y=-q0'y . (6.3)
2m\ i

Velmi podstatnym zjednoduSenim je skutecnost, Ze kvasiklasicka aproximace je
pouZzitelna s velmi dobrou piesnosti pro celou optiku nabitych ¢astic. Podle standardniho

postupu piseme
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w=F exp(l% s) (6.4)
apro F a Sdostavame rovnice

%(is—q A) e -qo’ (6.5)

ﬁ[@FZ(ﬁS—qAﬂzo . (6.6)

Pouzitelnost kvasiklasické aproximace zavisi na tom, aby druhy ¢len na levé strané

rovnice (6.5) byl maly, tuto podminku mazeme zapsat jako

|AF|<< 2m—g<D 6.7)
[FI™ n
Plati-li tedy (6.7), redukuje se rovnice (6.5) na Hamiltonovu-Jacobiho rovnici
1 /= N2
%(DS—qA) =—qd (6.8)

a rovnice (6.6) je rovnici kontinuity. Amplituda vinové funkce F maze byt spocitana jako
¢asové nezdvida andlogie k Van Vleckovu determinantu. Pro optiku nabitych céstic je

vhodnou formou amplitudy eSeni rovnice (6.6) tvaru

f(as’asj ’s s [’
F(x,y,z,cl,cz):% a;ascl a;ascz | 6.9)
|dyac, aydc,|
kde p, je
2 2
pz:[—zmqqy {%—q&j —(g—i—qﬂy” , (6.10)
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a ¢, a c, jsou libovolné dve ze tti nezavislych konstant v feSeni Hamiltonovy-Jacobiho rovnice
(6.8), f je libovolna realné funkce dvou promeénnych. Dikaz neni obtizny, po dosazeni (6.9) do
(6.6) vyuzijeme dvou identit, které dostaneme derivovanim (6.8) podle ¢, a ¢, azjistime, ze f
je feSenim takto vzniklé rovnice.

Pri volbé ¢ =x, a ¢, =Y, avhodnéeho tvaru funkce f mame

. |0°s  _os .
v . |2mgay) [axdx, 9xady,
F(r,ro):—|( O)M AT (6.12)
2ﬂh(pz pZO) 0°S 0°S
0ydx, 9ydy,
kde
9S * [ as 1
= -2mq®d, -| ~——— - - - - 6.12
DZO[ qO(axo qA@j(ayo q%” (6.12)
aplati
£ \¥2
-2mg®
|imF(r,r0):—( i) lim—> | (6.13)
Fao 271Th r~rc)|r—l’0|
Je tedy vinova funkce (6.4) s amplitudou (6.11) dobrou aproximaci Greenovy funkce
rovnice (6.3).

Podminku (6.7) mazeme v paraxiani aproximaci pro rotatné soumerné elektrické pole

(dané rozloZzenim potencidlu na ose d)(z)) a rotacné soumeérné magnetické pole (dané
rozloZzenim indukce naose B(z)) zapsat jako

n®B? N yr+2 P < _2mq®’

; ; ; 6.14
4P 16 @ n* (619

coZ je v optice nabitych ¢astic vzdy splnéno, nebot’ na levé strané mame veli¢iny vyjadiujici
hustotu optické mohutnosti ¢o¢ky, na pravé strang ¢tverec vinového cida
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V paraxiani aproximaci (pro rotatné soumerne elektrické a magnetické pole) je

amplituda vinové funkce (6.11) dana vztahem

L (2mad (2)" (¢ (@))"
F(F.F)=-i P (2 {‘;(Z;)J (6.15)

afaze vinoveé funkce je

S(ra)= [ (€)se -3 (R + )+ 30 e 0) -

40*“(20)?12)[0086’(2)&% +yY) +sind(z)(yx, —xy)] .

s 4L wo

kde r,(z) a r,(z) jsou dv& nezdvisa redeni paraxialni rovnice trajektorie a 6(z) je thel

rotace paraxiani trajektorie. Poznamengime jeste, Ze singularity determinantu ve (6.9) uréuji
kaustické plochy.

Pridani spinové interakce pak vede k Pauliho rovnici

L [hD qA]w—q— BSy=—qoy (6.17)
2m m

kde ¢ je oviem nyni dvoukomponentovy spinor.

—

Oznatime-li p=0 S+|q| A, miZeme zbyvajici rovnice pro komponenty spinoru zapsat

(6.18)

Rovnice pro spinovou orientaci (6.18) miZzeme fesit dvojim zpasobem. Budeme psét

\Vaiil

d
— . 6.19
™ (6.19)
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Potom substituce
_ iq _ _iq
f,=0, exp[ﬁj‘ B,d tj , f,=0, exp[ %J‘ B,d tj (6.20)
vede na jednoduchou soustavu rovnic

%+i6*92:0 , %+i@gl:0 ,

dt
: (6.21)
q : Iq
G=—|B, +iB,)exp| — | B,dt
2m( g y) p(mj ’ )
Jiny zpasob spociva v zavedeni jednotkového vektoru spinove orientace
N
s=(t £)a| . (6.22)
2

kde &, jsou Pauliho matice. Vhodnou kombinaci rovnic (6.18) a rovnic komplexné

sdruzenych dojdeme k tomu, Ze vektor spinové orientace se fidi rovnici

—

%zqwé . (6.23)

Z rovnic (6.22) pak spocteme f a f,

2| f,|| f,|cos(arg f, —arg f,) =

S,
S . (6.24)

2|f)||f,|sin(arg f, —arg f,)
oLl =S, [ +[6f =s=(s+ 5 +51)"
Literatura ke kapitole 5.
M. Born and E. Wolf, Principles of Optics. Pergamon Press, London 1975. Kap.3 a 4, 109-
202.
P. W. Hawkes and E. Kasper, Principles of Electron Optics. Academic Press, London 1989.
Vol. I, ¢ést I, 17-58.

L. D. Landaui E. M. LifSic, Teorija polja. Nauka, Moskva 1973. Kap. 111 , 64-90.
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7. Kruznice jako centrdlni trajektorie.

7.1 Obecnarovnicetrajektorie.

Nej¢asteji pouzivany hmotnostni analyzétor je zaloZzen na pohybu nabité céstice v
homogennim magnetickém poli, pripadné sektoru tohoto pole, a poskytuje astigmatické
zobrazeni analyzovaného svazku ze vstupni na vystupni stérbinu. Centrani trgjektorie ¢astice
o hmotnosti m s ndbojem g v homogennim magnetickém poli o indukci B je kruznice o
cyklotronovém polomeru (v nerelativistickém priblizen) R=mv/|qB|, kde v je velikost
rychlosti ¢astice v roving kolmé k magnetickému poli. Kruznice je centrani trajektorie i v
elektrostatickém valcovém nebo kulovém analyzétoru, kde plati, Ze odstiediva sila pusobici na
gadtici je rovna dostedivé sile elektrostatického pole, tedy mv? / R= |q E|. Pro svazek céstic
v blizkosti této centralni trajektorie dochazi k fokusaci svazku.

Ve vadcovych souradnicich p,¢,z bude mit kruznice centrani trajektorie rovnici

p =R, z=0. Pole suvazovanou symetrii

— —

E=E,(p.2), +E(p.,2)6 , B=B,(p,2)& +B,(p,2)§ (7.1
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miZeme ziskat z potencidli ®(p,z) a W(p,z). Za predpokladu, Ze pohyb &éstice nemeni
orientaci, maZzeme derivaci podle ¢asu v pohybovych rovnicich nahradit derivaci podle
souradnice na oblouku kruznice s=R¢ (tuto derivaci budeme znatit ¢arkou). Ve vztahu

(1.5) a(1.6) zvolime tedy

r=s=R¢ , t”:,o’ép+§é¢+z’”Z : (7.2)

Po Upravéch ziskdme z obecné rovnice (1.9) rovnice

* Y2 N Y2
d (¥ (p2) 0 _(® (p.2) o)
ds @, 0 , , V2 >, {0 L 72
_ e HESSINC
_1+2£0(p,2)

2(0" (p,2) ;)"

2 2
(%+Io:2+z’2j Ep(p,z)—nng(,o,Z) ,

!

z

d (qa*(;f,

ds P,

Z)JZ(

_1+2£0(p,2)

2(0" (p,2) ;)"

akonedng

2

0
RZ

(

E

y2
7+,0'2 +Z'2j

2 2
%+,0'2 + lej EZ(,O,Z)

;

p

2) v
@, J 2 1 'R
E + :2+ZIZ
(&)

Pomoci vektorového potencidlu

=17

22

Yo,

+pnL
,7R

(0'B,(0.2)-2B,(p.2))

(7.4)

B, (p.2)

(7.5)



__0A(p.2) _19(pA(p.2))
Bp(p,Z)— T ’ Bz(p,Z)—;T (76)
miaZeme vztah (7.5) napsat jako
o|(opar (8]
P,z R P _
E( S J (pz 7 1A (p2)|=0 . (7.7)
) "}

7.2 Rovnice paraxialni trajektorie

Podobné jako v pripadé systéma s piimou osou mazeme i zde v rovnicich (7.3) a(7.4)
s vyuzitim (7.5) oddélit paraxidni ¢leny pro trajektorie, jgichz vzdaenosti od centrani
trajektorie a thly stouto trajektorii jsou malé. Pri popisu trgjektorii v urychlovacich je zvykem
zavédét souradnice x=p—-R, s=R¢ a y=z. Rozvoje potencidd a poli v okoli centrani
trajektorie jsou pak
® =gp- Ex—%sz2 +%(E2 +E)y2 . W=-By-B,xy

- (7.8)
Ey:_(EzJ“Ejy , EE=E+Ex , B =B+Bx , B, =By ,

kdeg(urcuje energii), E a E, urcuji intenzitu homogenni a kvadrupdlové slozky elektrického
pole a B a B, indukci homogenni a kvadrupdlové dozky magnetického pole v blizkosti
centrélni trajektorie. V obecném pripade, ktery zde neuvadime, je pole také popsano vyrazy
podobnymi (7.8), ale misto konstant tam vystupuji funkce parametru s.

Paraxiani rovnice ziskané ze vztahi (7.3) az (7.8) jsou
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2
X"+ 1 y—E*+/78 +/782+yRE2+E+ E X=£—V—E*—/7|3 , (7.9)
R\ 2¢ R

2Ry 2¢ 2¢
RE +
"-1nB, + — =0 . 7.10
y [’7 , TV 2R¢ jy (7.10)
Pripomenme s zde znaceni
q )’ q
i zo(l+e , =1+2¢ , = __* . £= — ) 7.11
¢ =g(ltep) , ¥ @ .1 (meJ T (7.12)

Podminkou pro to, aby také centrdni tragektorie (tj. kruznice o poloméru R dan& jako
X(s)=y(s)=0) bylateSenim paraxiéni rovnice, je (srovnejme s (4.19) pro soustavu s pifmou

0S0U)

1_(1+2€(<”‘A<”))E_ -9 ]/25:0 , (7.12)
R 2(¢-ag) 2m(¢ -A4)

V paraxidni aproximaci je pak

_YE _,B=0 . (7.13)

1
R 2¢
Uveédomime-li s, Ze energii —q@ mame podle (1.3) definovanu jako kinetickou energii

castice, miZzeme dale psat

1 ( p>c*+m’c’ )1/2 D
y: ]/2: > = —_ ,
(1-v?/c) me mv (7.14)
2
qg =2 p=ld
2m p

Podminku (7.13) tak miZeme zapsat do tvaru, ktery zndme z elementérnich Gvah o pohybu
nabité ¢astice v homogennim magnetickém poli nebo v osové symetrickém elektrostatickém

poli
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2 =ldE+[gvB . (7.15)

Paraxiani rovnici pak maZzeme zjednodusit na tvar

2
X,,+[%+”BZ+VREQ+E+( z J }X:{£+L}A_§0

2Ry 2¢ 49 2R

g g g g (7.16)

+ E _1 | ¢Am

49 2R|¢ m

a
RE +E

"-1nB, + — =0 . 7.17
y [’7 , TV 2R¢ jy (7.17)

7.3 Zobrazeni sektorovym polem.

Velmi ¢asto studovanymi piiklady jsou sektorova pole. Pro pripad homogenniho
magnetického pole v sektoruje B =const. a B, =E=E, =0. Pro elektrostaticky vacovy
analyzétor je B =B, =0, E =const. a E,=-E/R.V rovin¢ y-z nedochazi k fokusaci a

vroviné x-z miazeme v nerelativistické aproximaci pséd (obecna rovnice je (7.22)) pro

magnetické sektorove pole
X"+i2X:—i A_¢+ﬂ (7.18)
R 2R\ @ m
a
x+ 2 x=-100 (7.19)
R R ¢

pro elektrostatické pole. Neuvazujeme-li disperzi, mizeme pak snadno napsat prenosovou
matici mezi vstupem (¢ =0) a vystupem analyzétoru ( 3% =1 pro magneticky analyzétor a

[%=2 pro elektrostaticky analyzétor)
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cosS ¢ Esin Lo
T(R¢,0)= B . (7.20)
—ési nB¢ cosf¢
Plati-li pro uhel ¢ =7r, dostaneme zobrazeni se zvétSenim M =-1, tedy pro magnetické
pole ¢ =180°, pro elektrostaticky vélcovy anayzétor ¢ = /N2 =127,3°. Mame-li sektor
sdanym uhlem ¢, pak z pienosové matice (7.20) dostaneme porovnanim s obecnym vztahem
polohy hlavnich rovin, ohniskovéa délka sektoru je f = R/( Bsin(B ¢)) .

Casto se uvédi piiklad magnetické soustavy s kruhovou trajektorii a gradientnim polem

B, =B, (R/(R+ x))n , které ziskame néklonem polovych néstavel magnetu. V nadem znageni

jepak E=E,=0,B=B, a B,=-nB,/R. Rovnice trgjektorie jsou

Xn+1_n

2 X=0 Y Hpy=0 (7.20)

Pro n=1/2 jsou ob& rovnice stejné a magnet piendSi svazek nabitych ¢astic stigmaticky
podobne jako rotacné soumeérna ¢ocka. Podobneé Ize ukézat, Ze v elektrostatice mizeme

stigmatické zobrazeni dosahnout pro sféricky elektrostaticky analyzator, kde B=B,=0 a

E=2¢ /R,E,=-4¢ /R?.

7.4 Disperze a chromaticka vada

Ne vSechny castice maji stejnou energii a hmotnost. Uvazujme, jak se liSi rovnice
paraxidni trajektorie ¢astice s nomindni energii a hmotnosti a ¢astice, jgiz energie se lisi o
malou (konstantni) hodnotu Ag@ a hmotnost 0 malou hodnotu Am. Pro vétsi piehlednost

uvazujme pripad, kdy je potencial na centralni trajektorii konstantni, E+RE, =B, =0 apohyb
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se déje pouze v roving y =0. Pro odchylku skutecné paraxidni trajektorie od tragjektorie s

nomindnimi hodnotami dostdvame A x =x(@,m) - x(@-A @, m—Am) rovnici

AX" + i2+—1 5 Ax:—( L +ZJA<€+( L —ij qo*Am
R® (YR) YR R)2¢ (yRe R)2¢ m

(7.22)
A 1 + 2 A—f”x
2R* 2yR.R yR | ¢
Oznacili jsme
E B
1_yE_JdE 1_ g B (7.23)
R 2¢ pv Rs p

Veliciny R. a R; mohou nabyvat i zapornych hodnot, vzdy vSak musi pro skutecny polomer
R platit 1/R. +3/R; >0. Prvni dva ¢leny na pravé strané rovnice (47) popisuji energiovou a
hmotnostni disperzi, posedni ¢len pak chromatickou vadu. V dal$im budeme uvaZzovat pouze
disperzi hmotového spektrometru. Uved’'me dva zgjimave pripady:
(a) Cisté magneticky nebo isté elektrostaticky spektrometr. ReSenimi homogenni rovnice jsou
V prvnim piipade

X, =Ry sin[ij , X% = cos[ij (7.24)

Re Re

asjgich pomoci najdeme partikularni feSeni rovnice s disperznimi ¢leny

AxB:—&(y%¢+£iAmj(l—cos(iD . (7.25)
2Ly @ m Ry

Stejné relativni disperze energii a hmotnosti se projevuje v nerelativistickém pripadé stejnou
velikosti odchylky trgjektorie. U elektrostatického spektrometru je

2\¥2 2\¥2

= sin , X%, =C0S| ———— (7.26)

A R
1+
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apro Ax. dostaneme vyraz

V2
AxE:—i[VAf”J(l_V)lﬁAmj 1—005(1L)S . (7.27)
2\ ¢ 1+y> ¢ m Y Re

Energiova disperze je tedy v neréativistickém pripadé stgna jako u magnetického
spektrometru, ale hmotnostni disperze je nulova.

(b) Kombinované magnetické a elektrostatické pole ()° R. :—(1+ yz) R, ). ReSeni homogenni

rovnice jsou

2\¥2 2\¥2
Xa:( ;)Msin{(lﬂé) S} : Xb:cos{—(lﬂé) S} (7.28)
1+

Disperzni ¢len pro energii vymizel a partikularni feSeni rovnice je nyni

12
Ax=- R_Am l—cos{@LR)S} : (7.29)

1+ m

To je tedy podstatny rozdil proti spektrometru tvoienému jen jednim typem pole. V praxi neni
velmi vyhodné umistit elektrostaticky valcovy analyzétor do Uzké mezery magnetického
spektrometru, stejné zavery ae plati i pro pripad, kdyz obé pole zaradime za sebou nezavise

na poradi obou poli.

8. Pohybova rovnice ¢astice v magnetickém poli ve valcovych souiradnicich
Pohybovarovnice je jako obvykle
dp _

E_q\7><§ . (8.1)

Pro Lorentzovu silu mame
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X y S
VxB=lv, v, v|=-v,B,X+Vv,B §+(v, B, -v,B,)$ (8.2)
B, B, O
V pohybu v Cisté magnetickém poli se velikost rychlosti nemeéni, a miZzeme tedy psét
— — 2 =
dp_d| mv_|__m d 2 , (8.3)
t dt V2 V2 dt
3 3
Mame
F=XX+(R+X)X+yy=xX+(R+x)05+yy , (8.4)
kde jsme uzili vztahu
x=65 , 9=V, (R+X) (8.5)
Dalsim derivovanim dojdeme k vyrazu pro zrychleni
F=x%+(2x8 +(R+x)8)5+(R+x)65+yy (8.6)
a s vyuzitim vztahu
§=-6% (8.7)
pak konecné
F=(x-(R+x)8°)%+(2x6+(R+x)§)5+yy (8.9)
9. Hamiltonian pro malé p¥i¢né oscilace.
Hamiltonian je
—\2
H=c\/(|5—q ) + M +qo (9.1)

kde p je kanonicky impuls
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oL + 1
P=—=ymv+qA , y=— .
oV J1-V?/c?

Elektrické a magneticke pole je dano zobecnénim vztaha (1.1)

g - (D¢+6—AJ,I§ A
ot

»S kandnem na vrabce” provedeme zaménu souradnic

r=éi+nj+ik , R=(R+x)X+yy

Plati
B:lé ’ E:—lf( ’ ﬂ:o ’
s R S R 0s
nebot’
S - A S - S - .
X =cos—i +sn—] , 8§=-sn—=i +cos—| , Y=k
R R
Kanonicka transformace
. d L - U d I N,
par H(r,p)—%a% K(%,m)+a(F3(p,ﬁ)%)+pr)
vede ke vztahim
r:—a% , %z—a@ , K=H
op 0R
Nyni zvolime jako vytvortuijici funkci F, = — PR amame tak
oF, _ . . oF, _ . . o0F, M( x)
= - =pXx , = - = , == = 1+—
pLs ax P pLy oy py . R 3s R
Novy hamiltonian bude (piSeme H misto K)
2 2
=c| (%, -aA) (%, -aA ) +|—X_—qA | +nfc?| +qo
g 1+x/R
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Transformaci x(t),y(t),s(t) - x(s),y(s).t(s)

d d d dt
+d—qus - H}dtz{d—;(‘l&x 1S Sy —(—%S)}ds (9.12)

dxy, ,dy
ds ds

—. +
dtsBX dt 7

pigdeme k novym Hamiltonovym rovnicim (opét zachovame znateni H i pro novy

hamiltonién, ktery je v pavodnim znaceni roven —%; )

12
x| (K-q@)* 2
H:_(HE)M Cq )—mzcz—(%x—qAA)z—(%y—qA/):' +qA=} . (9.12)
zatimco pavodni hamiltonian jsme oznagili K
dx_oH ~dy_oH dt__0dH
ds o, ds o, ~ ds 9K
By B, (9.13)
d, __oH  dP, _oH  dK _9H
ds ax ~ds dy ' ds ot
Nyni si uk&Zzeme jednoduchy priklad. Predpokladame
K—q¢=(p2+m202)]/zc=const , B=B,(x,y)%+B,(x,y)¥y . (9.14)

Potom je magneticke pole popsano jedinou slozkou vektorového potencidlu A,. Mame tedy

X V2
H=—[1+Ej[[p2—mf—mﬂ +aA | - (9.15)
Laméovy koeficienty ziskame z vyjadieni tecného vektoru
d—%zﬂﬁ—(ui)ﬁyﬂy . (9.16)
dr dr R)dr dr

Z Maxwellovych rovnic mame pro A, jedinou rovnici

ix(ix'&):_la{ 1 6[(1+X/R)A&(X’y)]}+ang(an)iézol (9.17)

x| 1+ x/R ax ay’

Je pak mozné vyjadiit pole kolem centrdlni tragjektorie pomoci Taylorova rozvoje
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v proménnych x ay. Vhodné exaktni reSeni rovnice (9.17) je

2 _\2 3 _ 2
A(xy)=2(4B, - RB,)+X(4B,+RB,)+>X Y g + X~ 4X¥ g
8 8 8 8R
5 . (9.18)
— — 2 _\2
BX—BZy+szy : By—BO+Bzx+Z;(x y)
V paraxidni aproximaci bude
_ 1 p qB 1Ap
H == (;2 +32) + 298 (2 _\2\_ 8P 9.19
Polozili jsme ptirozen¢ B,=p/qR. Rovnice paraxidlni trajektorie pak jsou
2
3§+[%-q82]“%ﬁ |
P P (9.20)
S 8B yg
ds p
10. Vychylovaci magnety.
Pohybové rovnice ve vacovych souradnicich odvodime z varia¢niho principu
y q v
n(r.6)=(p?+ 262+ 2) -nA(p,2)p8 , n=|— | 10.1
(r0)=(p"+ P 6"+ 2) " ~nA(p.2)(p rz(zmoj (101)
tedy
d 0 B 06? L0 pA
e - IRV o2 g ’
dt (,02+,0252+22) (,02+,0252+22) 0p
d 4
o B -npA|=0 (102)
dt (,02"',02524'22)
d z - _ppolh
dt (,02+,026?2+22)]/2 0z

Podle (1.4) je v:(,o2 +0* 6%+ 7 )]/2 =const . Se znagenim ;7v=|g|/(’ m) prepiSeme (10.2) na
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p-per=-191p00A
my 0dp
i(ng_MEpAJ:o , (10.3)
dt m y
m y 0z
Rovnice pole
0B 0pB
ﬂ:ﬂ , EL.FE:O (10.4)
dz O0p p 0p 0z
davaji pro vektorovy potencid
g,=10pA 5 __0A (105)
pop 0z
rovnici
2 2
OCALLI0A OA Ay (10.6)

0p* pap 07 p

Pri reSeni (10.6) vychézime z rozvoje potencidlu kolem roviny symetrie magnetického pole

° (10.7)
fr+ Ly —% f,+2(m+1)(2m+1)f ., =0

Casto uvaZované reSeni zatina jako

1 BR nB,R’
f,=—— , fi=——— , ... 10.8
0 2_n pn—]_ 1 2 p ( )

Exaktni polynomialni feSeni rovnice (10.6) se zrcadlovou symetrii v roving y=0 jsou podle
rovnice (10.7)

A=p , A=p-4pZ |, A=p -12p°Z7+8pZ" , ... (10.9)
Prostiedni rovnice (10.3) se daintegrovat jako

pzé—%pA(p,z):const . (10.10)
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Na centralni trajektorii danévztahy p=R,z=0 je

b=w w=—|q|B°

_p
, R= ) 10.11
my |a|B, (1011

11. Silna fokusace

Stiidani  kvadrupdla orientovanych jako spojky nebo rozptylky. Budeme pouZzivat

meaticového zépisu, tedy napt. pro Smer X mame

XR) _(M m,) xR (11.1)
X’ out rnZl rnzz X’ in | |

Pohyb po oblouku kruznice délky L je vyjadien matici

T(L) :(; L/l RJ , (11.2)

pusobeni kvadrupdlu jako tenké spojky resp. tenké rozptylky matici

1 0 10
1 (f)=| R s (113

Jeden periodicky se opakujici element bude tak vyjadien matici

L L(L+2f)

YT TR
M=T,(f)T(L)T(f)T(L)= RL . L(L+1)| (11.4)
— 1_

f? f?

Vlastni hodnoty matice



m_l_/] m,

m m o =4 (Mt m) A mym, - m,m,, =
1 2

A2—2Tr{%M}+det{M}:0 =

”1:“{%“”}{(“{%“”}}2‘det{M}Tz , .
/12:Tr{%M}—KTr{%MHZ—det{M}TZ
V nasem piipad
TV{M}ZZ—(LJZ , det{mM}=1 . (11.6)

DuleZité jsou vlastnosti korend
A+A,=Tr{M} |, A A, =de{M} . (1L7)
Oznatme

2
1 1({ L
Tr{=M;=1-=| —| =cos ,
{2 } Z(fj H (11.8)

A=explig . A =exp{-i4}

12. Fazova stabilita

12.1 Synchrotronové oscilace

At 7 je ¢as mezi prichodem dvéma nasedujicimi stupni pro ideadlni céstici. Je-li
vzddenost stupiit L arychlost ¢astice je v, mame 7=L/v. Pri odchylkéch od idedlni situace
mame

—— === (12.1)
Vyjédieno pomoci impulsu
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y= : (12.2)

AL_1A4p (12.3)
L v p
Pro pohyb po primce a pro pohyb v homogennim magnetickém poli (L~ p)
L .o, Lo, (12.4)
t t
Zavedeme faktor sklouznuti
1 1 AT Ap
n=—-—, —=N— (12.5)
v v r p
Navstupu n+1 stupné bude faze rovna
W =, +w(T+AT) (12.6)

nebo 1épe, oznacime-li ¢as vstupu do n-tého stupne jako T, adefinujeme @, =¢, —wT,
mame
% +1 = ¢n + an+1 (E) ’ (127)
T

n+1

kde jsme vyuzili vztahu T +7,,,=T,,, . Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze wr,

n+l~ 'n
nezévisi na n. Budeme tedy mit vztah

B = +/7wr(A—:j . (12.8)
n+1

Energie idedni (synchronni ¢astice) a energie obecné ¢astice jsou

(E) ., =(E) +evVsng , E  =E +eVsng . (12.9)
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Pro odchylku energie tedy mame rovnici

AE,,,=AE, +eV (sing, -sing)

S vyuzitim vztahu
Ap_c’AE
p V E
dostavame konecne
B wrnc?
Gu=@+ V2 Es AEn+1 1

AE,,,=AE, +eV(sing, -sing)

12.2 Diferencialni rovnice

Predchozi diferencni rovnice aproximujeme rovnicemi diferencianimi

2
d_qoznaz)rc AE |
dn Vv E
dAE

W:ev(sinqo—sinqos)

Derivovanim prejdeme snadno k jediné diferenciani rovnici druhého fadu

d’¢ nwrevc?
dn? V2 E,

(sing-sing)
Prvni integrél rovnice dostaneme opét snadno jako

2 2
Jd ¢d_<”dn:—”wrevc J(sinqo—sinqos)g_(”dn :
n

dn’dn V2 E,
odkud
1(dg) nwrevc?
=| —| ++———(cos@+ @sing ) =const.
Z(dnJ Vv E, (cosg+ psing)

Dosazenim mame pro trgjektorii ve fazovém prostoru
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2
(AE)2+2ESeV;/ (cos(0+€05in€0s):COHSt- (12.17)
nwrc
Pro malé odchylky faze miZeme psat
p=@+Ap , sSng-sng =cos@p Ay (12.18)
arovnice (12.14) prejde na
2
ddAz¢+(TQs)2A<o=0 , (12.19)
n
kde jsme oznCili
2 Y2
Q.= {_UCOS(US e\/zwc } . (12.20)
TE,v

12.3 Adiabaticky atlum

Pokud jsme mohli povaZzovat synchronni energii a dalSi veli¢iny za konstantni parametry, bylo

to v poradku. Ted’ s vaimneme chovéni v delSim ¢asovém intervalu. Od rovnic

E:eVsinqo : dES:eVsinqoS (12.21)
n dn
piejdeme pomoci vztahu
i:ﬂi:r(E)i (12.22)
dn ndt dt
k rovnicim
dE . dE .
r(E)=—=eVsing , T1(E ==eVsng 12.23
(E)5, o . 1(E)5; ? (12.23)
Odexteni rovnic a Taylorav rozvoj
r(E)=r(E)+ 3L (E-E)+..2r(E)+3] AE (12.24)
*dE|L ° *dE|L

vedou k
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d
dd%”—)lAE : (; )=r,quo,
(12.25)
nwc? eV cos@,
A== :
V' E, T
Ekvivalentni rovnice druhého radu jsou
2
d Azqo T d(A)dA¢+Q§A¢:0 |
dt A dt dt (12.26)
d’(rAE) 1 d d(rAE) '
— - —(ru)——L+Q’TAE=0
dt rTudt dt

V novém znageni Q2=-Au, je tedy bud A>0, u<0 nebo A<0, 4>0. Hledgme
reSeni (12.26) ve tvaru
Ap=A(t)cos([Q,dt) , 7AE=B(t)cos([Q,dt) . (12.27)

Dostavame

[d’A 7.d(A\dA
dt2 Adt( )dt}cos(jg dt)

20 92, A48 T d(") }s‘n(stdt):o ,
*dt | dt cAdt

_ﬂ—iwd—p\}ms(jﬁlsdt) -

(12.28)

dt* ru dt dt

20 9B, g4 QSLMA}gn(jQSdt):o
° dt dt T dt

Priblizné reSeni spociva v zanedbani ¢lent u kosinu, takze mame
ALY
Ap= a(TQSJ cos(IQS dt) :

Y2
AE = b(ﬂ

1 j cos{ [ 2 )

S

(12.29)

Vratme seted’ k rovnicim (12.25) a predpokladejme pro urcitost, ze A>0. S oznatenim

Ap=q , TAE=p , —=m , —ur=mao’ (12.30)

r
A
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maji tyto rovnice tvar

dp

dq_ ap
dt

ag =—ma’q | 12.31
™ maw’ q ( )

3o

tedy jsou to Hamiltonovy rovnice oscildtoru s Hamiltonianem

_ P 1 2
H= +=m(t)aw’ (t : 12.32
13. VInové opticky popis
13.1 Difrakéni integrél.
Hledame reSeni Helmholtzovy rovnice
Ay(r)+k*y(r)=0 (13.1)

Se zadanou hodnotou v roviné z=z, pro poloprostor z=z,. Greenova funkce je

exp(ik|r - 1)

: (13.2)
|r - r0|

G(r,r)=

nebot pro r#r, je (13.2) reSenim (13.1) a pri integraci po kouli se sttedem v 1

dostavame
. L (ik 1 . ,
ij(—er)[ér(——?jexp{mp}p dQ=4m |, (13.3)

takZe miZzeme psat Greenovu vétu ve tvaru

~ 1
w(f)=5 [ (Gow-ynG)dxdy,dz,=

727,

0G _ LU (134)

0 0
- dx.d , —=——
471 (l// anj %% Gn 02,

EA

Ve vztahu (13.4) jsme uZili nikoliv vngjSi norméu (miti proti sméru osy 2), ale “normau k

vinoplo&e” (ve sméru osy z). Sommerfeld vyuZil volnosti ve volbe Greenovy funkce:
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G

o 22l _eofie) |

=
=] (X)) + (y—yo)2+(z—()2}y2 , (13.5)
r1=[(x %) +(y=w) +(zre-22) |

Mame tak
G(r-rf)=0 .
a_G:“m ﬂi exp{lkrl} _al’z d eXp{|kr2}
on ¢-zl9fdr r, a7 dr, fz :
lim (_rlj = (13.6)
{-1z aZ
—(nm(%j: = — =-cos(ii,F-hy)
B (%) +(y=vo) +(z-2)’ |
Vysledek je tedy
o k _ 1 \exp{ikR} L
w(r)_zmﬂl ikRj R ¢(r,)cos(m,R)dx,dy, (13.7)
%

kde Iizr”—r”o. Toto je exaktni vydedek. Druhy ¢len v prvni zavorce integrandu je vzdy

zanedbavéan. V dalSim s ukaZeme odvozeni difrak¢niho integrdu z Huygensova principu

(podle Landau a LifSice).

13.2 Huygensav princip.
Méjme element vinoplochy df. Prispévek tohoto elementu k poli v néjakém bode P bude
amerny
» amplitudé pole u na uvazovaném elementu elementu
* pramétu plochy elementu do normdly ve sméru paprsku, vedouciho k bodu P (paprsky,
které budou prispivat nezavisi natvaru plochy)
» prirastku féze a poklesu intensity

Celkem tedy mame
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(13.8)

n

u(P):ajuwdf

Konstantu a ur¢ime napriklad pro rovinnou vinu postupujici podél osy z. Potom pro bod

P(x,y,2) dostatecné vzdaeny od roviny (¢,%7,0) mame

<o 2plikg J’exp{i k(x=¢) }dEJ’exp{i k(y-n) }dn:
z 2z 2z
v v (13.9)

27Ti . _ ko
Taexp{|kz} = as——
Mame tak vydedek v souladu s (13.7)
ok epf{ikR . -
u(P)—mJu(Q)Tcos(nQ,R)de . (13.10)

Pro zajimavost se podivejme, jak vypada vypocet pro rovinnou vinu podle (13.7). Pro bod na

ose P(0,0,2 mame

u(P)=
T . 2 > Y2
K 1 exp{|k(p +z) } ,
S )de||1- dp= (1311
27Ti '([ ¢ [ ik(p2+22)1/2] (p2+22)1/2 (p2+22)1/2 P4 p ( )

—zj d :exp{i k(,o2+22)]/2}

dp (1024_22)]/2

zexp{i k(R2 + 22)]/2}
(2]

dp=exp{ikz -
0
Pro R- co mame opét rovinnou vinu. Pozoruhodné chovéani, které bylo historicky velmi

dulezité pro uznani vinové povahy svétla vykazuje nenulova intenzita za neprostupnym
ter¢ikem, kterou z (13.11) dostaneme jako
® R zexp{ik(R2+22)]/2}

R
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13.3 Vypocet Fresnelovaintegralu.
Potiebujeme vypocitat integrd

F =]:exp{i x2} dx

0

Cauchyova véta pro vhodnou kiivku v komplexni roviné dava

R
fereli 2} 0+
0

0 R

V limit¢ R o« je

0 0

Poissonuv integrél se pocita napiiklad jako

0 0 0

Tjreof-rjar|

0

Konecny vysedek je

Komplexné sdruzeny vyraz k (13.17) je

F :Iexp{—i x?} d x:%(l—g)w(l‘i)

13.4 Zména faze pri doteku kaustiky (Guyuav fazovy posuv).
Uvazujme body Q vinoplochy z (13.10)
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Texp{ R (i cosZH—sinZH)} dé+ exp{i g}iexp{—pz} dp=0
]:exp{i pZ} dp:exp{i %}TeXp{_PZ} dp

[ewl-)ox- ﬁex'o{’xz} dx[exp{-y}d YTZ

(13.13)

(13.14)

(13.15)

(13.16)

(13.17)

(13.18)



&L (13.19)

abod P(0,0,2 naose. Mame tak

2 2 272 2 2
Rzlgzwz{z_f__f/ H B UL

2R 2R

Po dosazeni do (13.10)
u(P)=

00

k2u]£ioz) exp{ikZ}Jexp{ig(%—%J&}dgjexp{ig(%_éj”z}dn | (13.21)

—o00

Podle obréazku dostavame

VInoplocha skruznicemi hlavnich krivosti a paprsky.

0<z<R, = %(1+i)(1+i):1 — u(P)=u(0) |,

R,<z<R = 2—1i(1+i)(1—i):i—1 = u(P)zu(O)exp{—il—ZT} . (13.22)

R<z<o = 2—1i(1—i)(1—i):—1 - u(P)=u(0)exp{-i7} .



13.5 Pienos optickou soustavou.

Vyjdeme opét z (13.10) a budeme dedovat Sifeni viny podé osy z v paraxidnim piiblizeni.

Mame tedy

k_epfik(z-2)]
2mi z-12,

k(x=%)° k(y-vy,)
J’J”/’(XO’VO’ZO)eXp{'Z(Z—%}eXP{'ﬁ}dXOdyo

Opakujeme-li tento postup jeste jednou, musime pak pocitat integraly typu

¥(xy.2)=

00

(o[ R[0T
"J p{ 2{(2—4 (z—zo)}d '

—0o0

Jednoduché Upravy vedou na

k(X=%)
i

Je tak dokazano potiebné chovani prenosové funkce ve volném prostoru

T(z - 2)=X exp{ik(z-z)} eXp{Z(Z”—(zO)[(X_XO)Z+(y_y°)2]}

27 z-7,
”T(z0 - 2)T(z-Z)dxdy=T(z - Z)
Pasobeni tenké ¢ocky v roving z bude popsano vztahem
ik
L(2) =exp{—§(x2+y2)} .
Mame totiz (s oznacenim z-z,=a, Z-z=b)
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exp{i k(a+ b)}
ab

exp{ﬁ{lé—i}xz—ik{ﬁ+§}x}dx (13.28)
2la b f a b

O(z - 2)=[[T(z - 2L(2)T(z~ Z)dxdy=

S togkovou rovnici

1+£:£ (13.29)
a b f
a oznatenim pri¢ného zvéteni M =-b/a pak dostaneme
O(z, - 2)=
1 X Y . ik (13.30)
—d| x,—— |0] y,—— |expjik(a+b)} exp<s ————( X*+Y?)}: .
M (XO M) (yO M) plik(a+b)} p{ 2Mf( )}

Abbeovu teorii s vytvorime tak, Ze budeme skléddat zobrazeni od predmétu (z=-a) k ¢occe
(z=0), pasobeni cocky, zobrazeni od ¢otky do obrazové ohniskové roviny (z=f) a

zobrazeni od této roviny do roviny Gaussova obrazu ( z=b). Budeme tak mit

u(X,Y,b):eXp{ik(a+b)}( K TIO dxdy

2| a f b-f

af(b-f) \2mi
[ . _v )2 —v) X — 2 2
u(Xy, Yo, —a)exp % (x axo) +(Xf fx) +( b_xff) —XT} (13.31)
oo m{(v—yo)ﬂ(vf-V)z v )y

}d&d%dmdw :

odkud po integraci vzhledem k x ay dostaneme
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JU(xo,yo,—a)eXp{—ikw}d%dyo (13.32)

XX Yy,
exp IkT dx, dy,

Vidime, Ze (13.32) obsahuje Fourierovu ainverzni Fourierovu transformaci

00

uF(f,n):Lju(xo,yo,—a)exp{—ik(<‘x0+/7yo)}d><odyo ,

27T -,
T Xy (13.33)
LS PERANU/AS
U(X,Y)—ZﬂJUF(E,n)exp{m v }d{d/] ,
takZe miZzeme psat
exp{ik(a+b ik (XZ+Y?

13.6 Zapoéteni osovych vad.

Zapocteni osovych vad je jednoduSe mozné zavedenim prenosové funkce jednotkove
amplitudy a s fazi zavidou na souradnicich v ohniskové roving. Stejnym zpisobem lze popsat
také to, Ze rovina pozorovani je mirn¢ odlisna od Gaussovy roviny. Také zapocteme omezeni
apertury svazku. Ve vztahu (13.33) budeme tedy psat

U(X,Y,b+A)=

%TJUF({,n)T({,n)exp{ikd)({,/])}exp{ikgxMiY}d{dn, (13.35)

ote=Lale e de e or e 1)
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14. M etody numerického vypoctu poli pro ¢asticovou optiku.
14.1 Metoda kone¢nych diferenci.

Tyto metody délime na metodu okrgového integrdlu a sitové metody (metoda
konecnych diferenci a metoda konecnych prvka).

Metoda konecnych diferenci je nejznamgjsi, negjjednodusSi a nejcasteji pouzivanou
metodou pro vypocet elektrostatickych systémi ve dvou a trech rozmerech. V (pravidelngé)
pravouhlé siti jsou prvni derivace potencidlu nahrazeny hodnotou diference, napr.

6V(x+hX) av(x—hX)
6V(x+hxj B 2) - 2
2) V(x+h)-V(x) a°V(x) _  ax 0Xx

= , = 14.1
0 X h 0 x? h (14.1)

X X

astginé pro smér y a z, jsou tak sestaveny diferencni rovnice pro potencidy v uzlech sité. Pro
body na elektrodach a na hranici se dosadi potencidly elektrod, a v bodech s neznamym
potencidlem se diferencni rovnice teSi zpravidla pomoci iteracnich metod. Alternativni
odvozeni diferencnich rovnic je pouzitim Taylorova rozvoje potencidlu, ktery pro vnitini body
sit¢ splni prislusnou Laplaceovu rovnici. Typicky pocet bodi sité kolem 10 tisic pro dvou-
rozmeérné ulohy, 500 tisic pro trirozmeérné. Problémy: mala presnost, aproximace geometrie
problému pravidelnou siti, délka vypoctu. Priklad programu: nejzndméjsi je SIMION (ve dvou
a trech dimenzich). pouzivany na UFI. Program SIM-3D Jakuba Zlamala (diplomové préce
UFI FS VUT, 1996). V tomto programu se navic umoziuje jedté i modelovani prostorového

naboje zejména u iontove optickych systéma.

48



14.2 Metoda koneénych prvka.
Metoda kone¢nych prvkid se pouZiva zejména pro vypocty magnetickych ¢ocek, u
kterych se syti magneticky obvod ¢ocky. Namisto reSeni Poissonovy rovnice pro thlovou

slozku vektorového potencidu A=A(r,z)é,

9 [La(rA)jJri[ia_A]:J (14.2)

ar Mr  Or 0z\ uoz

hledame minimum energiového funkciondu, ktery je pro ¢ocky s permeahilitou nezavisdou na

magnetické indukci

E= ZHJ'J'[i{(_Z_?T + G%H ~J A}r drdz . (14.3)

Cleny v kulaté zévorce jsou &tverce sozek indukce B? a BZ. Pro sycené ¢ogky se misto
prvniho ¢lenu v integrélu uvazuje U = I H dB; zavidost B(H) se uréuje z magnetizacni
kiivky magnetického materidlu.

Energii mazeme vyjadiit v malém trojuhelnikovém konecném prvku pomoci jednoho
vyrazu jak pro nesycené cocky tak pro Tayloriv rozvoj energie pro sycené ¢ocky za
predpokladu, Ze permeabilita p 4, a proudova hustota J jsou konstantni v kazdém
trojuhelniku. A A je oprava hodnoty potencidlu A ve vrcholech trojuhelnika, a potencid A je
vyjadien jako linearni funkce v (r : z). Hodnota E, reprezentuje energii v trojuhelniku (pak

A A=A) nebo opravu k energii, jako

B i(gﬁéi fi,-MJAA , (14.9

_3,Uo i=1 j=

kde
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H, r,| 1 1 1 )HH,
=r|uJDp +—| , f == -— =21 . 14.5
g| s( 0 pl rj ij D|: qu ( ] Z'rj BZ :' ( )

Relativni permeabilita 1/, a diferenciani permeabilita 1, v magnetickych materialech se urci z
prameérné hodnoty ¢tverce velikosti indukceB?, a koeficienty p a g, jsou cisté geometrické

&leny, které za predpokladu, Ze se urci primérna hodnotaB, jako B,=d A/dr + A/T , mame

pi:rsﬂi : qij:qu+(q+r2j(cj+2j ’ (14.6)

4r r

S S

akde plati

b=r-1r, , ¢=2-z , b,b,c,c cyklicky ,
r.=r+r,+r, , D=bc,-b,c , (14.7)

_2 : 1 3 3 : 1 3 : 1 3
—_ZZ iAA=Z2HA . H==30qA ,
D* 5 D& D%
pritom D je dvojnasobek plochy trojuhelnika. (V praxi pouzivame vztahy nepatrné dozitéjsi.)
Secteme-li vyjadieni energie pro vsechny trojuhelniky, na které rozdélime oblast uvniti

hranice, na které pouzijeme bud Dirichletovu okrajovou podminku A=0 nebo homogenni
Neumannovu podminku 6(r A) /6n 0, kde n je jednotkovy vektor normaly k hranici (tuto

podminku pouZijeme napi. na roviné symetrie nebo na povrchu magnetickych materidli

lezicich vn¢ hranice), dostaneme vyraz pro energii jako kvadratickou formu vyjadienou

pomoci A A, az podminky minima energied E,, /0 (A A)=0 dostaneme soustavu linedrnich

rovnic, kterou vyieSime. Typicky pocet rovnic je kolem 5-10 tisic. Pro sycené ¢o¢ky tento

postup opakujeme tak dlouho, dokud opravy A A nebudou zanedbatelné male.
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Metodu konecnych prvki Ize pouzit i pro feSeni elektrostatickych ¢ocek. Zde ve
valcovém souiadném systému hleddme misto feSeni Laplaceovy (0=0) nebo Poissonovy

(p#0) rovnice

2 2
0P, 100,09 __»p (14.8)
or® radr 0z &

minimum energiového funkciondlu

Ezznl[”l((a—q’j +(a_¢} J—ﬁtb}rdrdz , (14.9)
2|0z or &

podobne jako pro vektorovy potencidl. | v daSim postupujeme podobné jako u vypoctu
vektororového potencidlu. Pro pravouhlé sit¢é musime dostat stejné feSeni jako pro
nejjednodussi metodu konecnych diferenci. Stejné tak lze zformulovat reSeni jednotlivych
harmonickych doZek potencidu pro vychylovaci elektrostatické a magnetické systémy a pro
kvadrupdlové prvky se specidni geometrii, definovanou pro elektrostatické systémy
rozdélenim rotacné soumeérnych ploch na jednotlivé elektrody, pro magnetické systéemy
multipoly vytvarené sedlovymi a toroiddnimi civkami (a to i v pritomnosti rotacne

soumernych magnetickych material).

14.3 Metoda okrajového integralu.

Metoda okrajového integralu se pouziva zejmeéna pro feSeni elektrostatickych systéma:
uvniti elektrod je nulové pole, a na povrchu elektrody se vyskytuje povrchovy naboj, jehoz
hustota o a hodnota intenzity pole E, kterd je kolmak povrchu elektrody, jsou uréeny jako

E=-0/g,. Rozdélime s povrch elektrod na N elementd, u nichz predpoklédéme konstantni

51



hodnotu o ; pritom potencid elektrod zname. Potom miZeme obecny vyraz pro potencia

(Vlevo) psat pro body na elektrodach (resp. ve stiedu elementu o plose A, ) jako

(14.10)

Pritom jsme ‘ztratili’ jednu dimenzi! Integrdl na pravé strané se da vycidlit i pro prvek k=j.
Dostaneme tak soustavu linedrnich rovnic pro o : tato soustavarovnic je ale ‘hustqd . Mazeme
ji eSit - doba vypodtu je imerna N° (na 486/66 Mhz PC miZeme cca 900 rovnic vyresit za
hodinu). KdyZ zname hodnoty o, miZeme pak obecny vyraz pro potencid pouzit k uréeni
hodnot potencidlu v kterémkoliv bodé prostoru, ato i pro jednotlivé derivace.

Programy vyuZivajici metodu hustoty prostorového néboje byly vypracovany i v UPT
AV CR (dr. J. Chmelik), a byly pouZity pro studium elektrostatickych ¢o¢ek a pro studium
elektronovych trysek s hrotovymi katodami. Zde se da vyhodné vyuzit to, Ze jednotlivé
plodky, na které rozdélime elektrody, mohou mit vyrazné rozdilné velikosti. Kromé toho
mame k dispozici i programy ve dvou a trech dimenzich CPO-2DS a CPO-3DS, které byly
vytvoieny na University of Manchester. Tyto programy dovoluji i vypocet elektrostatickych
systéma s prostorovym nabojem.
15. Bodové rozliSeni mikroskopu.

15.1 Mezni rozliSeni.
Predpokladame, Ze v pripadé mezniho rozliSeni se neuplatiuje chromatické vada, a ze
rozliSeni je uréeno pouze krouzkem otvorové vady a difrakce: soucet ¢tverca obou vad je

mozné psét jako
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d?=d?+d?=(05C,a°) +(L22A/a)’ (15.1)
tento vyraz ma minimum pro hodnotu azl.l(/l/CS)“, pro které je pak velikost krouzku

vady danavztahem d =1.3(/13 CS)]/4 :

15.2 Zavidost proudu ve stopé na velikosti stopy

Volba katody ma zavazné diadedky pro chovani systému: prameér stopy je dan
potiebnym zmenSenim elektronove optického systému z pavodni velikosti zdroje (kiiZiste)
M d, , difrakci, a také osovymi vadami, které vsechny zavisi na Uhlu svazku a navzorku jako
d,=1221/a, d,=C.aAV/V., a d ,=05C_a°. Druhé mocniny prispévki téchto viech
vlivi se¢teme, abychom dostali vydledny kvadrat praméru stopy. Pritom musime vzit do Gvahy
zakon zachovani objemu fézového prostoru: proud ve stope, velikost stopy a uhel svazku

spolu souvisi jako |=gmd*ma®. Odtud potom dostaneme pro vyslednou zévisost

d=d(a) vyraz

:,anaz a

r

2 2
a2=— +(1'22AJ +(o.5csa3)2+(ccaf/—vj (15.2)

ktery ma minimum. Odtud potom dostaneme zavislost proudu ve stopé na prameéru stopy jako

377 _d%°

TR (15.3)

1
to v pripade, kdyZz mizeme zanedbat vliv chromatické vady ataké pokud je vliv difrakéni vady
zanedbatelny proti prispévku danému velikosti stopy; pro velmi malé proudy ve stopé dava ale
difrak¢ni vada absolutni mez velikost stopy, ktera je prakticky stejna jako bodova rozliSovaci

schopnost diskutovana diive.
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Pro iontové sondy neni ani tak rozhodujici prispévek sférické vady, ae vliv

chromatické vady. V tom piipadé potom se predchozi zavidost (15.3) zmeni na

7 _d* (V.Y

Jiny pripad nastéva, kdyz je vychozi stopa prakticky bodova, jako je tomu pro autoemisni
katody. Velikost zdroje je dana predevSim chovanim jednotlivych ¢ocek v elektronove
optickém systému. Pokud mame u katody ‘nekvalitni’ elektrostatickou ¢ocku, je chovani
optického systému horsi nez v pripade, kdy je u katody magneticka cocka. Protoze je velikost

stopy déna otvorovou vadou, je i velikost proudu ve stopé dana jen sférickou vadou, a proto

zévidost proudu na velikosti stopy je | =(d/CS)23

16. Zdroje elektrond a ionta pro mikroskopy a mikrosondy.

16.1 Zdroje elektron.
Proudovou hustotu termoemise udava Richardsonova zavidost na teploté T, pro emis

polem pak Fowlerova-Nordheimova zavidost na poli E, jako

32
J —ATZexp( i?} 3, gEzexp( |§| j , (16.1)

kde k je Boltzmannova konstanta, ® je vystupni prace materialu; hodnoty konstant A,k , K,
zavisi na pouzitém materidu. Napt. pro oxidy barya je e®=1.8eV, A=1.2Acm?K™?,
provozni teplota T~1000K a proudovad hustota emise J, ~LAcm 2. Pro mikroskopy se

pouZivéa zpravidla W nebo LaBs (viz tabulka). Zivotnost termoemisni katody je dana provozni

teplotou: pro 2500 K 200 h, pro 2600 K 90 h, 2700 K 35 h apro 2800 K jen 12 hodin.



Parametry termoemisnich a autoemisnich katod

Termoemise Autoemise
wW LaBs wW
Vystupni prace ed [eV] 4,5 2,7 4,5
Richards. konst. A [A/lcm?/K?] 75-120 30 -
Emisni proud. hustota j. [A/cn] 1-3 25 10*-10°
Celkovy emisni proud | [uA] 10-100 10-100 1-10
Pracovni teplota [K] 2800 1400-2000 | 300(1000)
Jas katody p [A/cm?/sr] pro 20 keV 10° 5x10° 5x10’ - 5x10°
Pramer kiiZi&s dg [um] 20-50 vldsenka | 10-20 0,005-0,01
10-30 hrotovak.
Energiova SirkaAV [eV] 1-2 0,5-2 0,2-0,4
Zivotnost [h] 25 200-2000 1000 avice
Vakuum [Pa] 10Z - 10° 10 - 10° 107 - 10°

LaBg je za pokojoveé teploty nevodiva keramika - eSeni nepiimého Zhaveni dava piiloha 2.
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16.2 lontové zdroje.

Shrnuti vlastnosti plazmatu: vytvareni plazmatu, Debyeova délka, magnetické pole.
Maximalni hodnota proudoveé hustoty je dana prostorovym nabojem (Childav z&kon); pro pole

v, /d

a

de (2e) V32
j=—° (—J . (16.2)
9 m, d

Typy iontovych zdroju: vybojové (rf, mikrovinny vyboj), duoplazmatron, s ionizaci polem, s

kapalnymi kovy.

Typické vlastnosti iontovych zdroja

p [torr] | [A] j [Alen] AE [eV]
Duoplazmatron 10*-102 10*-10° 1021 10
Rf 10°-10" 10%-10" 10°-10" 30-50
Penning 101 103-10° 10*-10™ 50
Elektr. impaktni 10°-10" 10° 10” 10-50
lonizace polem 2 10°® 10%-10° 10° 2-5
LMISP) 10" 10*-10° 10° 5

Smerové proudové hustoty [A/sr]/jas B [Alem?/sr] ?) 10%/10°, ) 10 /10"

Pro duoplazmatron jas p [Alcm?/sr] <10°,
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