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1. Interakce elektromagnetického zireni s atomy.

1.1. Fermiho zlaté pravidlo.

Vyjdeme od interak¢ni reprezentace. Predpokladame, ze hamiltonian je slozen ze dvou
Casti H=H+V, H, je na Case nezavisla zakladni ¢ast (neporuSeny hamiltonian), ¥ je interak¢ni
¢ast, ktera miize explicitn¢ zaviset na ¢ase (porucha). Plati
A i A 5 i A i A
H = exp( ¥Ho t) Vexp( _¥Ho t) A exp( ¥Ho t) v,
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Jako bazi zvolime vlastni vektory hamiltonianu HO
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Promitnutim do |® ,) dostavame pro ¢, ()
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Predpokladejme, Ze v ¢ase 1 = 0 je soustava v uritém stavu (pocatecnim) I®,), takze pro
koeficienty c,(0) = 6,. Pogitejme pravdépodobnost ptechodu do (kone¢ného) stavu I®,) riizného
od I®,), tedy koeficient ¢ 4 (). Pridany index i zvyraziiuje, Ze pocitame piechod z tohoto
pocatecniho stavu. Predpokladejme dale harmonicky priib¢h casové zavislosti V(t)



V(t)=Fexp(-iwt) + F exp(iwt)
S oznacenim ’w;, = E, - E, pak mame v prvnim priblizeni
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Pravdépodobnost piechodu za jednotku Casu je dana vyrazem

e ]?
Wy, = lim ————
(oo 1
S vyuzitim vztahu
5(a) - lim S(@)

dostavame

2T
W, = T[\Fﬁ\zéS(Ef—EI.—%m) + | F?8(E,~E-hw) |

Pti prechodech do findlniho stavu, ktery lezi ve spojitém spektru s hustotou stavii d v,=p(E)dE;
pocitdme hustotu pravdépodobnosti pfechodu za jednotku ¢asu dw,

2T
dw,, = — |F, \2( O(E,~E,~hw) +8(E,~E +hw) )p(Ef)dEf

1.2. Zakladni popis elektromagnetického pole.

Klasicky je elektromagnetické pole popsano vektory intenzity a indukce elektrického a
magnetického pole. Tyto vektory vyhovuji Maxwellovym rovnicim

. _of

rotk = , divD = p .
ot
rot H = f+a—D , divB =0
ot
Zavedeme-li pro popis elektromagnetického pole vektorovy a skalarni potencial
B-rotd E_-vcp-z_A ,
4

mame pro n¢j v prostiedi bez disperse rovnice
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S vyuzitim kalibra¢ni transformace
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ot
dostavame pro potencialy vinovou rovnici
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7, Maxwellovych rovnic odvodime pro hustotu toku energie vyraz

div(HxE) = F]@ + Ea—D +jE
ot at

Na pravé stran¢ vystupuje krom¢e vykonané prace Casova zména hustoty energie. V prostiedi s

dispresi musime psat

—
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a obdobn¢ pro magnetické pole
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b

h(t) = hy(t)e " = [hy(a)e @

do

L N —iwf _ I —i(a+w)t
b(1) = by(1)e Hy [1(o+ @) hy(@) e o

Rozvoj integrandu kolem =0 upravime na tvar
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2 de | dwe(w)(oc+(o)+ 1d (oe(w)a2+m

C+W)e+wW) = —W
(o + ) €(a +w) P TRPe

2
(@ +w)p(a+w) = o238 +—d(’o“((’o)(oc+oo)+i—d OR@) 4
dw dw 21 d?

To ndm umozni ziskat ptiblizné vyjadreni

ad(1) _ ieow2 de(w) (1) + € dwe(w) de(r) ’
ot dw dw ot
ob(t) . Ldp(w) dwp(w) 0k(1)
= W ———=h(t) +
ot o dw (1) * 1y dw ot

Pro hustotu energie pak mame konecny vyraz
W = l € d((.OE) EZ + 1 d((ﬂu) BZ

0
2 dw HO Hz dw
7, Maxwellovych rovnic odvodime pro hustotu toku impulzu vyraz
E.divD - Bxrotfl - DxrotE - 5x§+2_0x§+fx§+pﬁ
! !

Na pravé stran¢ vystupuje kromé hustoty Lorentzovy sily casova zména hustoty impulzu.
Reseni vinové rovnice pro vektorovy potencial ve tvaru rovinné viny dava

A = 2Nécos(wt-k7) , E = 2Nwesin(wf —k7) ,
B = 2N (k x&)sin(wt -kF)

e.k=-0, |k -2
C

Normovaci podminku pro vektorovy potencial odpovidajici jednomu fotonu napiSeme jako
T
lim L [dt fdv 7 = ho
re I'g g

Po dosazeni dostaneme pro normovaci konstantu N
12
h
N =

2€e,w V—ed((on)

ndw

S uvedenou hodnotou normovaci konstanty N je impulz fotonu stiedni hodnotou veli¢iny umérné
Poyntingovu vektoru

T N
1imlfdtfdvi dnw z 7 ho k
T A R T ¢k

Obecné feseni vinové rovnice ted’ budeme psat jako
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kde amplitudy jsou dany vztahem
n R —iw, ¢ . .t it
g, = ap,(0)e %, a7 =a; (0)e ™

Dosazenim do vyrazu pro energii dostavame Hamiltoniiv operator

S vyuzitim komutacnich relaci

pak ma Hamiltonian tvar

2
o=1,2
Obdobn¢ pro operator impulzu

- ho, g 1

= k At oA

P = ——=|a; a; + =
z]g: c k ( k,U k,O 2 )
o=1,2

1.3. Krea¢ni a anihila¢ni operatory.

Zavedeni anihila¢niho operatoru & a kreacniho operatoru 4 ° vedlo k vyjadieni
hamiltonianu pomoci operatoru po&tu fotont N=dd (pojmenovani vyplyne z dalsiho).
Zakladem pro dal3i uvahy bude chovani vlastnich vektori operatoru N pii piisobeni operétort d
a d . Oznadime vlastni vektory a vlastni hodnoty jako N'|n) =n|n) ,{n|n) =1 adale zavedeme
vektory |u)=d|n)a |v)=d"|n). Potom

Nlu) =a aaln) =a@a-1)|n)=m Dju
N|v)=da‘aa|n)=a (@a+1)|n=(mn D|v) .

Musi tedy byt také |u) a |v) vlastnimi vektory operatoru N
lu) = ¢, |n-1) ., {(ulu) = |c, |*(n-1|n-1) = |c |

(ulu) = n|a*aln) = nln|n) =n
v) = ¢ |n+1) , (v|v) = |c [*(n+1|n+1) = |c |?

(vivi=(n|aa |n)=(n|(a a+1)|n)=(n Din|n)=n 1 .



Zvolime-li fazovy faktor tak, Ze ¢, a c, Jsou redlné, dostavame

aln) = ynln-1) , a"|n) =n I|n+1)

Pro zdivodnéni nazvli operatorti zbyva ukazat, ze n je celé nezdporné Cislo. Uvazujme vyraz

G ENGED 1) = =

(nla*a*\n) =nin-1
nml).m k1) >0

To nelze splnit jinak, nez volboun =0, 1, 2, ....

k=1,2,...

1.4. Interakcéni hamiltonian (nerelativisticky), emise a absorbce svétla.

Interak¢éni hamiltonidn elektronu a elektromagnetické viny je

A
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Pti vypoctu emise a absorbce svétla budeme uvazovat pouze jednofotonové procesy
Pocate¢ni | i) akoncovy |f) stav pfi emisi nebo absorbei jsou

li) = |e>at0m|n,;0>md , )= |b>atom|”/€,c+1>md .

li) = ‘b>atom‘nl€,0>md . )= \e)mm\n]ao—ﬂmd

Pro maticové elementy dostdvame pii zanedbani spinové interakce vyrazy
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Pravdépodobnost ptechodu za jednotku ¢asu w,,, nebo w,, spoc¢teme podle Fermiho pravidla

27 A1)y 2
em:? <ﬂH§nz |l>| =
ne? a2
——=— (mg,+ 1) |{ble *T & ple)| B(E,~E,~hw,)
me 0,V " :
27 (1) 2
ab ? <f] int ‘l>‘ -
2 . . 2
= ne |Cele’™ & .plb)| O(E,-E,~hw,) .
m?e 0,V :

Je videt, ze pravdépodobnosti prechodu pii emisi a absorbei se 1isi jen faktorem, souvisejicim
s poctem fotont. NapiSeme-li rovnice pro pocCet atomu v zdkladnim a excitovaném stavu

diNb wab * WemNe >

t

d

d_Ne - - wemNe + wab ’
t

,Eb
s hw
0T do :
NbieB :ekBT szwem_nk0+1
-E 2 _H
Ne - Ne Wab nk,c
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a odsud pak
P 1
ko hw
k,T
e? -1

1.5. Prirozena Sirka spektralni ¢ary.



Maéme-1i nenulovou pravdépodobnost spontanni emise, nemtize pak byt podle relaci
neurcitosti energie elektronu na vyssi hladin¢ urcena ostteji nez

AE =20 Y [ B ()
ko

int

Prejdeme ke spojitému rozlozeni impulzi fotonu a vhodné zvolime orientaci vektort

V L .
. d3k . k = (0,0,k) , 1 = (0,2,1),
%0: Zc: (2n)3f g

&, = (1,0,0) . &, = (0.1,0) . 1 =(ble *ple)

Méme pak
2 37 e 2
AE = —1¢ fd k|<b|e” "ple)| sin*@8(E,-E,-hw) ,
81'[:26017’12 w,
d’k . 21 p .
— " sin?0 = —fdmkwkfdﬁ sin® @
(.Ok c3
0 0
Po vypoctu integralu dostaneme
e? E -F = 2

AE =

3ne,mic®  h

Predpokladame-li nyni, Ze vlnova délka emitovaného zareni je velkd ve srovnani s atomovymi
rozmgery, muzeme psat

a konecny vyraz pro prirozenou Sitku spektralni cary dostavame ve tvaru

3
AE - ¢ (Ee_Eb
3

h

3neoc

1.6. Rozptyl elektromagnetického zareni volnym elektronem.

V nerelativistické teorii popisuje tento jev kvadraticka ¢ast interakéniho hamiltonianu,
ktera vyjadiuje soucasnou absorbci a emisi fotonu. Pocateéni | i) a koncovy |f) stav je



o N _ 1 iq,7

1) = 1q, >el 175 6, ot g 4 >€’ oy ’
o B N R 7

7 = |qf>el M, =1 o, "1 >rad ’ ‘qfll oy ’

Prispivajici ¢asti hamiltonianu bude
2

7 - e e,

int Tm kakl. el;f,of l;l.,cl. ( algl.,o’. a k_,c

~ ~
a - _dy
kf,cf k;,0; )

Pravdépodobnost piechodu za jednotku casu je potom
: 2 V2 Mg (Mg +1)
wo= 2R P = 2T et | e Ry
2me,V

¥, int ¥,

W, W

. ik k)F o (2
(75}0,-'813/,0_/)2‘<qf‘el 1G] 6(%wkl_+El.—Ef—°hwkf) =

2_n( - ) e, (e, 1)

h 2me0V KDk,

( kpo;° Ef,of)z 647,-*75,-,4}#?/ 6(%wki+Ei_Ef_sﬁwkf)

V dalsim uvazujeme n, = 0, a pro G¢inny prifez rozptylu nepolarizovaného elektromagnetick€ho
zéareni volnym elektronem o

! B _nc
o = ~ Z w(nk})af—()) , A
i kf,cf
‘?fao,-
dostavame
S 2
4 - (e~_ .ep )
o = $Z 43, BT 0(hw, +E.-E-hw, ) ,
2.2 2 7 k1 7F ky
16T°m*€yc o9 0 O,

E, = (“ﬁqu.zcz+mzc4)l/2 , Ef = (“hzqucz+mzc4)l/2 ,

—

G, = k+q,-k, .

Pro vypocet predpokladame, ze elektron ma v pocatecnim stavu zanedbatelny impuls a zvolime
orientaci vektorli
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N (OO0

ki = _1(03031) > e_:.] = (13030) 2 é'/;2 - (0’1’0) ?
c r "

. ®, .

kf = 7f(sm6,0,cosﬁ) , 5@,1 = (c0s0,0,-sin0) ,

&, = (0.1,0) .

Vyraz pro ucinny pritez se zjednodusi na
e*h

0O =
2
8nmieycto,

fd(ofwf fd(cos@)(l +c05°0) 8(h(w;-w)+mc?-E) ,
0 0

2 0 1”2
E, = (mzc4+°r)2((of+wl. —2wf(ol.cose))

S vyuzitim vztahu
O(x-x))
S(fx) = X ——— . flx) =0
f(x)]

i

se vyraz pro ucinny prufez dale zjednodusi na
4

e
0:
8nm263c4
© )2
. . 21 (1-cosB)
dw, [d(cos®)(1+cos’0) | 1+ me?
f ff hw,
0 0 1 +—=(1-cosB)
mc?
5 “
0.~
4 W,
1+—=(1-cos0)
mc?

1.7. Cerenkovovo zareni.
V nerelativistické teorii popisuje tento jev linedrni ¢ast interak¢niho hamiltonianu,

piiGemz pocate¢ni |i) a koncovy |f) stav je
i) = \é)e,\n,a(j)md . )= W‘klz‘”zao*”md

11



Pravdépodobnost piechodu za jednotku ¢asu w je podle Fermiho pravidla

) 2
- 2R 0] -

int

2
e (ny +1 . . n
(k’° ) |<(j’—k\e’”}o.ﬁ\ \ 6(Eﬁ Eﬁ ~hw,) =
5 ed(w,n) ’
m-€ w, V————
ndwk

ne W (np,+1)
ed(w,n)

ndw

(qa ) O(E,~E, ;-hw)
2

m € w,V

k

Pro vypocet vyzaireného vykonu
(@) = Y how (@~ qg-k
ko

zvolime orientaci vektoru
q = q(oaoal) 5 E = k(Sine,O,COSG) ,

€y, = (cos0,0,-sinB) , e, = (0,1,0) .

Pro vyzareny vykon dostdvame V}'/raz

W = 7fdw pW)ho | hw - (W2g2e2+m?c'?|
dme,m-c

fd(cos 0) sin®0 8(cos6 -cos6 ) .

(h2g2c2+miehH'”? L+ (n(u))z—l)“ﬁm

cosB , =
n(w)hqc 2(12q2c?+mieh'”
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2. Relativisticka teorie - bosony.
2.1. Vinova rovnice pro ¢astice se spinem 0.

V této a nasledujici kapitole zvolime jednotky takové, Ze ¢ = % = I. Stav volné ¢éstice
(bez spinu) je pln¢ charakterizovan impulzem p, pfitom energie € je

2 _ =2 2 v o_ 2
=p-+m” ., g . p'p =m

Uzivame sumacni konvence a obvyklého znaceni ctyirozmérnych geometrickych veli¢in

1 0 0 O
0 -1 0 0
= , o x. =(t,-r) , x" =(t,F
N D e (17
0 0 0 -1
Operator Ctyfimpulzu je
pro=ior =il - 2 mivy
ox ot
il
R . e 0 .g
=id, =i— = (i—,iV
p, =i9, lax“ (za iV)

VInovou rovnici ziskame konstrukci relativisticky invariantnich V}'/razﬁ zp',p,am

P = my, . pry, = my — (prp, - m?)y -

2.2. Tensor energie-impulzu.

Pohybové rovnice pro pole odvozujeme z varia¢niho principu
0S8 = 6fL(q .q ,“)dQ =0 ,

f—équ2u+f oL 9 [ 9L Yls444q - 0
5 0q " " o log? ox* 6qA,u

Lagrangian, ktery dava vinovou rovnici jako pohybovou rovnici varia¢niho principu je
L =0y "y -m’y ¥

Teorém Noetherové tika, Ze kazdé spojité s-parametrické transformaci souradnic a funkci
pole, ktera vede k nulové variaci u¢inku, odpovidéa s kombinaci funkci pole a jejich derivaci,
které se v ¢ase nemeni. Uvazujme

xto xM=xt+dx" . g(x)- ¢"M(x) =g (x)+3q " (x) ,

dx" = X' (x)8w" , 8q(x) = O, (x)6w”
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Takto definované variace funkci pole nejsou uzite¢né, protoze obecné nekomutuji s derivacemi
podle souradnic. Proto definujeme redukované variace

8q4(x) = ¢M(x") g H(x) = BgH(x)+q L, (x)dx"

59 (x)= ¢¥(x)-q () = (0,/(x) ~X¥(x)g ", (x) )b
Pro variaci u¢inku dostavame
88 = [L'(q*.q",)dQ - [L(g*.¢*,)dQ -
0 o)

L(x)+8L(x) + ZEX) g n

ox"

/

Q

dQ - [L(x)dQ
/

Ponévadz pro objemovy element je

40 - a(x”,xV x¥ ,x¥) d0 - | 1498 | 4q ’
a(x%,x1,x%,x?) ox*

muzZeme psat

58 = f SL(x) +—(L(x)x")|dQ =
5 oxHt
f—aLASqA+—aLA Sq*’,“+ o (Loxk)[dQ =
ol 99 dq " ox#
fi oL SqA+L6x”dQ+f oL __d 9L SquQ
o ox*t 6qA,ILl 0 dg? ox* 6q”’,M

Jsou-li splnény pohybové rovnice, dostavame konecné vyjadieni zmény ucinku

5S = —faM@)Z(x)éw"dQ .
Q

oL 4
0, (x) = ‘—A(Qn —quA,p)—LX;

0
q ’“
Jestlize se u¢inek nezméni, dostavame diferencialni zakony zachovéani. Integralni tvar dostaneme

z Gaussovy véty, predpokladame-li hranici ¢tyfrozmérné oblasti ve tvaru "vélce", kde podstavami
jsou nadroviny s f=const. Potom pro s veli¢in C, plati zdkon zachovani

dc
C, = [0)x)dV |, L)
f g

Tensor energie-impulzu dostaneme pri transformaci, odpovidajici translaci souradnic

XE=8 L0t =0 L T = gt =2 Ld

dq "

Vektor proudu dostaneme pii transformaci, odpovidajici zméné faze

14



oL oL
_qA

Xt=0, 0% =ig" . j'x)=if ¢ —— y
9q ", 9q 7,

Lagrangianu pro skalarni pole prislusi pak tenzor energie-impulzu a vektor proudu

TV = 3oyt o,y H(m Yy -3, 4 P y)a)
= iy oty - yory)

2.3. Castice a anti¢astice.

VInova funkce, normovana na jednu castici v jednotkovém objemu je
1

_ fippx”

/7€

Podle obecného postupu pii druhém kvantovani napiSeme rozklad obecné vinové funkce a funkce
k ni komplexn¢ sdruzené podle uplného souboru stavili volné ¢astice, napt. rovinnych vin a
nahradime koeficienty rozkladu funkce anihila¢nimi operatory a koeficienty rozkladu funkce
komplexn¢ sdruzené kreacnimi operatory. Problémem jsou vSak stavy se zapornou energii:
zjevn¢ nemaji fyzikalni vyznam, ale na druhé stran¢ obecné feSeni dostaneme pouze jako
superposici vSech nezavislych parcidlnich reseni. Je tfeba zmenit interpretaci. NapiSme

() i(pr- () i(pr+ _ . [=2 2
aﬁ el(pr Et)+aﬁ ez(pr et)) e = pr+m? .

>

oy
w;m(

Pti kvantovani provedeme zaménu

Tato zdména odpovida interpretaci "anihilace volné Castice se zapornou energii = kreace volné
anticastice s kladnou energii". Budeme tedy mit

. u ~ i u
(dﬁe LT felp“x) s
7 bz

oy b
w;m
N
¢—§m

Po dosazeni do vyrazu pro vektor energie-impulzu a do vyrazu pro celkovy naboj dostavame

n ipux‘l r o —ip x“)
+b. "
(ap e pe

A . oY 0P =, . .
O=pP = (7%y = oy oy
o = [TodV f{ e A A AU S CUEE

B, - [Tlay - [| LI,V gy
ot gx' odx' ot

5 = [7dV - A el
0= [jdv f(q; y attpdV

15



Vyjadiime-li ted’ operator vinové funkce pomoci rozkladu podle rovinnych vin, dostavame
A=Y ela az+b:5;) .
k

Ve specielnim ptipad¢ nemusi k rozliSeni ¢astic a anticastic dojit, je pak

+ 1 ~  —ip x* A+ ip xt
b X Lee g
7 2e !

Lagrangetiv operator je v tomto piipad¢

I - %(auq;a“q; my?)

3. Druhé kvantovani.
3.1. Zakladni popis.

Bud’ {Ki} soubor operatorit odpovidajici uplnému souboru dynamickych proménnych.
Soubor vlastnich hodnot { K.} jednoznatn¢ urCuje fyzikalni stav. Stav soustavy identickych
castic je jednoznacn¢ ur€en souborem {#,} , kde n, udava, kolik ¢astic je ve stavu urCeném K,.
Soubor komutujicich operatorit {N,}, jejichZ vlastnimi hodnotami jsou {n,}, poskytuje také
uplny popis soustavy. Hilbertiiv prostor stavovych vektortli soustavy identickych ¢astic je nazyvan
Fockuv prostor. Mé¢jme vakuovy a jednocasticovy stav

PO) 0,

P = 10,..,0,n,-1,0,..) = |K,)

Ptirozenym zpisobem zavedeme ptlisobeni anihilacniho a krea¢niho operatoru
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L) o< \..nl.—l..> , ‘P(l)> o)

on.) e n+ll) LG [9O0) = ety

) =0, a,|¥") =0

J#l
r r A AT ~ r v e 7
Takto zavedené operatory d.a d, jsou Hermiteovsky sdruZené. UvaZujme jiny soubor
operatori odpovidajici uplnému souboru dynamickych proménnych, spojeny s pivodnim
transformac¢nimi vztahy vlastnich vektorti

- §qj L)L, |K,) = §qj L)C, .
(K| = qu K |L)(L,|= ij C (L,
<Kj|Ki> Z ch qi
Transformacni vztahy pro krea¢ni a anihila¢ni operatory

a/ |¥©0) = |K) =Y [L)C, =Y b C,I¥"
q

q

2

a,|K) =05, |97 = Zc 0, | PO) =

Z b,Cpid. C L) = b,CplK)

J
q
Jsou prirozen¢ transformacnimi vztahy hermiteovsky sdruzenymi

=) b,C, . a =) bC,
q q

Nenulové elementy matice anihila¢niho a krea¢niho operatoru jsou

(n-1..[a|..n..) = (.n.. ..ni—l..>*

A T

a |

3.2. Komuta¢ni relace.

Postupné piisobeni dvou anihilacnich operatorii riiznych jednocasticovych stavli vede k
témuz fyzikalnimu stavu soustavy, takze stavové vektory se mohou odlisovat pouze faktorem.
To musi platit nezévisle na zvolené reprezentaci, takze mame

i*+j o didj|‘P>:Nljdjdi ),
(didj_szdd> Z Co FJ( q b, =N, L q)‘lP ’

N, =N =1
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Obdobn¢ pro postupné plisobeni dvou kreacnich operatorii riznych jednocasticovych stavii mame
i*j : a a |¥) =N, a |¥) .

1

6, d" -, a,) ) - > C,C (B, B, ~N,B B)®) =0
N, =N==%£1

Nakonec pii postupném ptisobeni kreacniho a anihila¢niho operatort riiznych jednoc¢asticovych
stavil dostavame

i*j : aa |¥) =N,a a|¥) ,

ij i

Pti odvozovani jsme vychazeli z nezavislosti koeficientii transformacni matice Cij az na
podminku unitarnosti, kterou jsme pak uzili pfi odvozeni posledni relace. Miizeme tedy shrnout
odvozené vztahy. Pro bosony mame komutacni relace

A AT At A 2

aa, -da;d = 61)’1 ,

A A A A AT At AT At
aiaj—ajai—O . 4; a4, -4 q =0

Ptisobeni anihila¢niho a krea¢niho operatoru je dano vztahy

al..n..) = \/;l.\..ni—l.) ,
a; |..n..) = Jn+1|..n+1..)

Pro fermiony mame antikomutacni relace

A At AT oA 3

aa, +da;d = 61)’1 ,

A A A A At oAt At oAt
a, +aa, =0, a; a4, +a; 4, =0

Ptisobeni anihila¢niho a krea¢niho operatoru je dano vztahy
k-1

>
a,l.n.) = (=77 | 1-nl
k-1
+ >
a, |.n..) = (-1 Jl-n|..1-n..)
3.3. Dynamické proménné.
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Vyjadfeni operatoru jednocasticové veliCiny pomoci operatorti poctu ¢astic je

F‘(l) _ Zf";l) _ Zfl(l)Nl _ Zfi(l)a;\i*di =
a 4 !

PR ANATALTAT AT A )y FAVAFAL)

ikl

Pro operator dvoucasticové veli¢iny mame

F‘(Z):Z_)AZ)*—Z 2)(N1.Nj , U) _ %ZJA , dd, =
17

a>b ]

—Z CAVATAVAT AT SLVAV- RIS
klmn

N

) A A
Ly (g 1ig7?g,01g,)6, b, b, b,
2klmn

Pro reprezentaci operatord, u kterych zname vyjadreni v souradnicové reprezentaci, je vyhodné
zavést operatory vinové funkce ¥ operatory). Mame

lij(g):z lljl(g)dl H li, +(£):Z ]*Ijz*(g)dz+ > lljl(g):<£|K,> s
BE-E) =(E|T]€,) =X (€[ KK, [E) =X W (E)W,(&,) .

Pro bosony

YEPE)-PEPE =Y ©OF @) -¥ ©F '©-0,
YO P E) - EPE) - 8E-E)

a pro fermiony

YO YE) + Y)Y =¥ ' ©OF & +¥ @¥ ©®-=0,
YO @) +¥ @ YE = 3E-E)
Piislusné n-¢asticové operatory pak napiseme jako
PO =]
¥ OE). Y EE.E)PE) . PE)IE, . dE,

Naptiklad operator poctu Castic je

N RGRIGLE

a Hamilton{v operator nerelativistické teorie
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A 2 — A + — A + A
= [| 98 ©vee ¥ ©UI©TE | dE -
2m

ElfflP ‘©OF EUPEHPE)PE)dEAE + ...

Obecny n-Casticovy stav lze zapsat jako

(@) = [ /€. E) ¥ E.E)dE . dE, .

(PE,. ) = —TF €).. ¥ €)Y

Bl

VInova funkce je pak vzhledem k (anti)komuta¢nim relacim

VE,....8) = (PE,...E)|®) =

% Z Sgn(Pn)f(Ela’En) >

(P

nt

kde se sCita pies vSechny permutace, sgn(P,) =1 pro sudé i liché permutace u bosonil a pro sudé¢
permutace u fermionti a sgn(P,) = -1 pro liché¢ permutace u fermionu.

4. Relativisticka teorie - fermiony.
4.1. Vlastnosti spinoru.

Pauliho matice

01 0 -i 1 0
o = , O = , O =
* 10 Y i 0 : 0 -1

V trojrozmérném piipade je operace inverse provedand dvakrat navratem k pivodni
soufadné soustavé, proto u tensorovych veli¢in je P? = 1. U trojrozmé&rnych spinorti mohou nastat
(rotace o 0° a 360° nejsou ekvivalentni) dvé moznosti

P*=1 = P==x1 , P’=-1 = P =4

Ve ¢tyifrozmérném prostoru vsak prostorova inverse meéni znaménko pouze tii (x, y, z) ze Ctyr (7,
X, ¥, z) prostorocasovych souradnic a nekomutuje tedy s rotacemi souradnic, které obsahuji
casovou osu. Specialn¢ pro Lorentzovu transformaci

PL(V) =L(-V)P
Pti transformaci z vlastni Lorentzovy grupy transformuje se spinor jako
€l -ag +pE . E-yE 188 |
«ad-Py-=1

Koeficienty o, 3, v a 0 jsou funkcemi uhli rotace ¢tyfrozmérné soufadné soustavy. Bilinearni
forma

gl EZ _ €2 El
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je invariantem (¢astice se spinem nula, sloZzend ze dvou ¢astic se spinem 1/2). Je uziteCné zavést
Zapis

0 1 5
84 ~ 10 s &= 84 8

Potom mizeme psat
4 ™= _ —4 - .
¢*E, = - ¢, E' = invariant

V nerelativistické teorii uréuje 'y " +?y>" hustotu pravdépodobnosti, a je tedy skalarni
veli¢inou, proto musi byt spinorova transformace unitarni (¢=5", p=-y"). V relativistické teorii
je hustota pravdépodobnosti ¢asupodobnou slozkou ¢tyfvektoru a podminka unitarity nevznika.
Proto musime uvazovat dvojici spinori € a 1, transformujicich se podle komplexn¢ sdruzenych
representaci Lorentzovy grupy

U N A N A R L

N; = &is T]B

Pro operatory inverse je pak (volime P =-1)
PEY =in; ., Pn,; = iE

neboli

A

pgA:_inA 5 PnA:_igA

Dvojice bispinort representuje mimo jiné skalarni a vektorové veli¢iny. Mame pak pro skalarni
veliCiny (skalér a pseudoskalar)

&'.m). ELH) : (=88, +nH |, P{=(,

Pro vektorové veliciny
(E.nAanA) s (EA>HA) : CAB = EA HB +EA nB s pCAB = CAB s
CAB _ gAHB_EAHB ’ pcAB _ _CAB
Vzhledem k relacim

(= (¢") = as+a, . 07—%Tr((6) e - Lo

1
2

odpovida prvni piipad ¢tyfrozmérnému vektoru (s trojrozmérnym polarnim vektorem) a druhy
pripad ¢tyfrozmérnému pseudovektoru (s trojrozmérnym axidlnim vektorem)
50,0 =N _ (.0 _ 500 =\ _ 0 =
P(a",d) = (a”,-d) , P(a’,d) = (-a”,d)

4.2. Lorentzova transformace spinorii.
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Vztahli mezi bispinorem ¢ a ¢tyivektorem a* vyuzijeme pro nalezeni konkretniho tvaru
koeficienti transformace. Ozna¢me

1 o 112
L(aﬁ),i(g],n(n‘nz),c R

Yy o £
g=L& . n=nl", d=LclL"
Pro infinitesimalni transformaci piSeme

L Lo A / A A
= + =g + +
0 1 , ¢ =¢ G +g

Pti infinitesimalni Lorentzov¢ transformaci mame jednak

a také (pri pocitani stopy lze zaménit poradi matic)
i = %Tr(g/(?) - %Tr(g(ﬁk L A6 .
/0 1 / o, 1 .
al® = JTe(d) = a® + STr{e(a + a0

Porovnanim obou zapisu dostaneme

A=A = -

v 1 0
(6.7) —(0 1)

muzeme psat pro konecné velikosti rychlosti

S vyuzitim vztahu

1 0
L:exp{—iéﬁ} :coshi —sinhifjﬁ , tanhp =V .
2 2101 2

Pti infinitesimalni rotaci soufadnic v geometrickém prostoru mame pak

a'=da-ninxadd =a - %66Tr(g6Xﬁ) ,

odkud

22



A=-1=21807.0
2
Pro konecné rotace potom
10
Lzexp{z’géﬁ}:cosE +isin26ﬁ
2 210 1 2
4.3. Vinova rovnice pro ¢astice se spinem 1/2.
Rovnice
g M
E=1_, > n- :
4 M
(po +1%6)n =mg
(po - p%'(_)") E_, = mn
Bispinory - Diracova rovnice
14 o 01 R 0 -o
lIJ - (T] A 10 > Y = 3 0 s
0 5, + p o
Dy *p ( g] ( £
= m R
Py - PO 0 " "
(v‘)ﬁo—vﬁ) Y= my
Konecny tvar
P=vp, . (p-m)y=0
V souradnicové representaci (na chvili v SI jednotkach)
(B-me)y =0,p~ iny = i“ﬁy”i = i“ﬁ(yo 9
oxH dct
fnﬁq; Ay, H-=lcav+
ot i

kde matice & a fjsou dany vztahy
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.. (80 . (01
A ,ﬁzvzlo,

a0t o =28, , Poa,+ap =0, B*=1

i
Pro interakci s elektromagnetickym polem

A=y"4 , 4 :(9,—2) . (p-ed-mc)y =0
n n C

4.4. Vlastnosti y matic.

Diracovu rovnici a tedy v ni vystupujici y matice miizeme representovat rliznym
zpusobem. Nami zavedena reprezentace se nazyva spinorova. Pro transformacni unitarni matici

4 x 4 U dostavame
1

- 1 (€+m)
S| (iqU&_ﬁ
éé " " é(i—n)
1 0 0 o
0 0 yr-1 _ 5 5 77-1 _
vy -Uy U O_IJ,Y uyu _60],

coz je prechod ke standardni reprezentaci. Matice spinu 1/2 2 ma ve vSech reprezentacich stejny
tvar

Pro matice plati antikomutacni relace
YU eyt = 2gW

Hermiteovsk4 matice y> ma ve spinorové a ve standardni reprezentaci tvar

-1 0 0 -1
SoojyOyla2ad S oy =
Y Y'Y yy Y (01) Y (_1 OJ

4.5. Relativistické sdruzeni Diracovy rovnice.

Chovani matic y vzhledem k operaci hermiteovského sdruzeni miizeme zapsat jako
0+ _ 4,0 ot o > + _ a0 0
Yooy s ¥ =¥ = vt =ty

Proved’me nyni tuto operaci na Diracové rovnici
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{( Yy e d) - V(5 - e d) m) ¢}+ -

w*( Y By —ed) - (5 -ed) - m)

—w*(v0*<ﬁo+e¢)—v*<ﬁ+e2>+m) =

—w*vo(vo(p‘ue(b) -Y(p+ed) +m) v’

ITJ(YO(ﬁ0+€¢)—7(ﬁ+€z‘T)+M) Y=0 , @=yy

Zavedli jsme operaci Diracova (nebo také relativistického) sdruzeni
¥ - L =€ ) - ) .
n 10
Ve struéné notaci
(B-ed-m)y =0 , G(pred+m) =0

Jednoduchymi tpravami dojdeme k rovnici kontinuity

FL(p-ed-m)y]+[T(p+ed+m)]y =
FLW]+[FA1Y = p [TV W] =0 .
0" =0 L " =Tyt y = (WY a).

4.6. Rovinné viny.

Stav castice s urCitou hodnotou energie a impulzu je popsan rovinnou vinou

1 -ip, x* 1 ip, x"
lljp:—ue!l ’lpip:—ueu ,

yze ”

pozez ﬁ2+m2

Spinory vyhovuji fesitelnym (determinant je roven nule) soustavam algebraickych rovnic
(y“pu —m)up =0, (y“pu +m)u7p =0

a normujeme je tak, aby platilo

uu =2m , u_u_=-2m
p"p p"p

Potom totiz po vynasobeni rovnic relativisticky sdruzenymi veli¢inami dostaneme
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ﬁpy“puup:mﬁu =2m* = 2p¥p, - u yru =2p"

- n - —m - 2 _ u - 77 n - n
u_ Y p,u_, = —mu_,u =2m* = 2p P, u_ Yru_, 2pt

—_ H 5 — 7
Jt = lIJipY“lIJip - p? - (19‘;) V= % ;

takze vinové funkce jsou normovany na jednu castici v jednotce objemu. Ve standardni
representaci mame
(e-m)¢-pdy =0, (e+m)y-p.6d =0 =

.0 5.0
_ P Yo,y = P o,
€E—m € +tm

a pro normované ¢tyfkomponentové veliciny u,au_, mame vyrazy

yE+mw, VE-m#.C)w._
u = u_
’ Ve -m(#.C)w, ’ ? VeE+mw_ ’

— + +
i=P2 , w.w,_ =w w_ =1

p

V téchto vyrazech jsou w, a w_ libovolné normované dvoukomponentové veli¢iny. Pro
relativisticky sdruzené vyrazy dostavame

i = fermw . ~Jemmw! (@.0) |
i, = e mw o) . ~Jermw)

Této volnosti mizeme uzit pro vhodnou volbu vinové funkce. Veli¢ina w, mize byt naptiklad

trojrozmérnym spinorem, spliiujicim rovnici

%(ﬁﬁ)wm—kwf}") , n=(cos¢sinO,sindsind,cosO) ,

+

-50 1 ¢ .
O e * cos=0 o -e ? sin-0
(}L*;) 2 (A*’;) 2
w+ = ’_d) b W+ = ’_d)
> .1 2 1
e’ smzﬁ e’ coszﬁ

Dalsi moznou volbou je
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4.7. Transformace C, P a T.

Srovnani Diracovy rovnice a rovnice po prostoroveé inversi

[Yo(ﬁo - ed(t.7) ~ V(5 - eAt.P) -m [W(t.7’) = 0,

[YO@o—er@,f))+v<;%—eff<r,f>)—m]¢”<r,—f> -0 .

~ P ~ P
pO :p() B AO(ZL:_’;) :Ao(taf) 5

P

~

ﬁ = _[% s Jp(ta_m = _/T(taf)

vede k rovnicim pro transformacéni matici

U’ g.n = v'e,-n
UP ,YO (UP)fl _ ,YO , UP ,—Y' (UP)fl _ _,—Y N UP _ ZYO

Faktor i u ’ matice volime v souhlasu s bispinorovou reprezentaci.
Srovnani komplexn¢ sdruzené Diracovy rovnice a rovnice po ¢asové inversi

[YO*@O+eAO<r,f>) -y (5 +ed(t.P)+m|y(t.F) = 0,

[v“(ﬁwer(r,f»+v<;%+e/f<r,f>>+m]¢r<—r,f> -0 .

AT ~ T
Py = Py > AO(_ZLJF) :Ao(t:f) D

T o7 .
p =p » A (=19 = -Ar)
vede k rovnicim pro transformacéni matici
UT lIJ(l‘,I;) = lIJT(_tsf) >
UT,YO (UT)fl :,YO* \ UT,—Y'(UT)fl _ _,—Y'* N UT: _i,Yl,Y3

Srovnani komplexn¢ sdruzené Diracovy rovnice a rovnice po ndbojove inversi

[YO*@O+eAO<r,f>) -y (5 +ed(t.P)+m|y(t.F) = 0,

[Yo(ﬁo+€Ao(f,f))—V(Z%er/f(ff))—M]lIJC(t,f) -0
Bo =Py - Ay (.F) = ~AL.F)

o e .
Foop - ASen - -dwn
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vede k rovnicim pro transformacéni matici

U (.h) = 6n
Uy U " = -y = U =¥

Pti urCeni transformacnich matic jsme uzili vlastnosti ¥ matic ve spinorové popiipadé
standardni repesentaci pii operaci komlexniho sdruzeni, mohou tedy byt transformacni matice
v jinych representacich odlisné.

Shrnutim transformacnich vlastnosti mame

V(-9 = -iy' Y uren
VI(-t,-7) = ¥y Y en

YLD = Y R = iy e
Pozadavek, aby elektronové i positronové vinové funkce mély stejny tvar, vede k
v, =YY, -

0 o, Je+rmw, ) Je-m(ii.3)w_
-0, 0]\ Je-m@@.cHw. Je+rmw.
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5. Propagator pro Diracovu rovnici.
5.1. Hlavni hodnota integralu.

Casto budeme potiebovat vétu: Bud® f{z) funkce analyticka pro Im(z) > 0 s vyjimkou
kone¢ného poétu pdlu, f(z) - 0 pro /z/ - eerovnomérné. Potom pro hlavni hodnotu © nevlastniho
integralu dostavame

@ff(x)dszniZRﬂriZ R, .

kde R jsou residua v polech v horni poloroving, R, residua v pdlech na realné ose (napf.
Whittaker a Watson, A Course of Modern Analysis). Dusledkem je, Ze pro funkci analytickou
v horni polorovin¢ (v€etn¢ redlné osy) miizeme psat

fim [ L) g, @ff()dx—mf(xo)

e-0 x—xoi-ie

im— oL sins(x-x,)
e-0 X —X,ti€ XX,

Pro exponencialni funkci mame

@f eXp(zxr)dx—l'ne:xp(ixot) , t>0

@f exp(lxt) dx = -imexp(ix,t) , t<0

5.2. Propagitor volné castice.

Propagator definujeme jako operator Greenovy funkce prislusné pohybové rovnice

Z%H) K-18) . H-Ye|v)w .
k

Moditikace pro propagator v Diracove rovnici je
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(p-m)K =18(r) ,

(gH) K-yl . - e %), .
k

£ -timy L [doc
5-0 k _w
Pro kvasikontinudlni energiové spektrum piejdeme od sumace k integraci

Y fte,) = [fe,)ple,) de,

Pro volné nerelativistické ¢astice mame v souradnicové representaci

e -2 9 (- Lexplipr) . plede,-—2_&p
7 om P ‘/ﬁ 5P (27)

a pro propagator dostavame explicitni vyjadieni
3/2 o N2
exp _iim(r r) >t
2h(t-t")
0 t<t’

_m
2mih(t-t")

i
K7 707y =4 P

Pro volné Castice popsané fesenim Diracovy rovnice mame

1 (0 s 1
\‘Pﬁ(j):—ui(p)e*p S —

2¢ 2¢

—(0) +ip%
Uy, e

a po dosazeni do vyrazu pro propagator

. 1 Zip (M =M —
K(x25x1) _ —ZZ 2—6 117”(‘62 vl)u(o)u(c) tz_tl > () ,
p.o <€

p Up
. 1 ipxf —xf —(
K(xy,x,) = i Y, — et xl)uf(;) u,((;,) -t <0
ﬁo 26
Plati
N . 10
Y wlw? =Y wow’ —( )
o o 01
Potom je

o —0 *ipl(x;fx“) 0 N
Y ouley)ul) = e T ey -5y e m)

(&)

_ X nop
¥ ul o) il x) = e ey - 5y - m)

(&)

a pro propagator dostavame vyjadieni
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—7 3= [T
(L8, ey -y + m)

K(x,,x,) =
Ca) 2n)’ 2e
L-1,>0
. 3 ) N
K(xyox)) = — 4P e ey - py - m)
2n)’ 2e
L-1, <0
Po mensich apravach dojdeme k vyrazu
K71, | Fot) = (N +m)I(F.1)
a = d —
Y:YM_axu L F=F-F L =Lt
1.0 - —— Fi/m-p
Q)Y 2 /521 m2

Funkeci / 1ze napsat jako

1 ® —
I(s?) = —— [e
8112{

S vyuzitim vztahua

muiZeme propagator volné ¢astice zapsat jako

1 - (x2”fx1”)
K(i) = —— [Gpye " Datp
(2m)

. p+m
G(p) = lim
6-0 pp* -m> +id

Za pomoci propagatori vyjadiime vlnovou funkci jako
Y(x,.1,) = fK(fz,rz\fl,rl)yolP(fl,rl)d%el -
fK(fz,tz\fl,tl/) YR, AR, L ot <t <1

Relativisticky invariantni zapis je
T(xzu) = fK(xzu | xlu) Y, T(xlu) dv21 )

0 _ 32 0 _ _A43
t<t, = d°8, =d%%, , 1, >1, - d'%, = -d°%,



5.3. Propagator castice v poli.

Ve zhus$téném znaceni mame
(iyz—m)K(z,l) = 8(2,1)

(iyz -ed, —m)KA(2,1) = 8(2,1)

a pro propagator ¢astice v poli tedy
K42,1) = K(2,1) + ef1<(2,3)/_1(3)1<A(3,2)d4x3
V impulsové representaci je

GUp'.p) = 2n)*d(p'-p)G(p) +

e

) G(p’)fA(t)GA(p’—t,p)d“t :

A1) = [Axye™dx

Pro amplitudu pravdépodobnosti piechodu ze stavu i (elektron v minulosti, positron v
budoucnosti) do stavu f'(elektron v budoucnosti, positron v minulosti) mame

M = fflTJj(2)BKA(2,1)B1|Ji(1)d3fld3f2
Uzijeme ted’ rozvoje
K42,1) = K(2,1) +fK(2,3)eA(3)K(3>,1)d4x3 +
ffK(2,4)e4(4)K(4,3)e4(3)K(3,1)d4x3d4x4+...
a vztahli
¥(3) = [KG. DBy (1)ds,
§(3) = [B(2)PK(2,3)d%5,
Amplitudu pravdépodobnosti prechodu mame tak vyjadienu vztahem (predpokladame, Ze stavy

i a fjsou rizné)

M = ftij(l)eA(l)lpi(l)d“xl +

fflTJj(2)e4(2)K(2,1)e4(1)1|1i(1)d4x1d4x2 +...

V impulsové representaci je vyjadieni jesté jednodussi

u Uu.
M= —Ledp;-p)—= +

g+m d*g 4
feﬁ(q—pi) q4
./ y q,9"-m +i0 (2m)" 2€,

+ ...



Pravdépodobnost piechodu za jednotku Casu je vyjadiena jako

w = lim 2% | M|?
Tooo

Amplitudu pravdépodobnosti piechodu muizeme graficky vyjadiit Feynmanovymi
diagramy a pfi sestaveni vzorce se fidit nasledujicimi pravidly: 1. Vn&jsi vstupni elektronové Care
se pritadi amplituda u, = u(p,) odpovidajici pocate¢nimu elektronu s impulsem p, nebo amplituda
u, = u(-p,) odpovidajici koncovému positronu s impulsem p.. 2. Vngj$i vystupni elektronové cate
se ptifadi amplituda u,= u(p,) odpovidajici koncovému elektronu s impulsem p,nebo amplituda
u, = u(-p;) odpovidajici poCateCnimu positronu s impulsem p. 3. Vnitini elektronové ¢are se
priradi propagator G(p)

4. Vn¢jsimu elektromagnetickému poli se prifadi faktor e4(q)
ed(q) = eV A(q) . ALe) = [Ax) e di

5.V kazdém vrcholu (tfi ¢ary) plati zakon zachovani ¢tyfrozmérného vektoru impulsu. 6. Podle
vSech volnych impulst 7 (neurcenych ze zdkonil zachovani) se integruje

d*t
f(2ﬂ)4

6. Interpretace.
6.1. Elektrony a positrony.

Interpretace je zaloZena na Feynmanov¢ popisu positronti jako elektronti jdoucich zpét
v Case. Pocatecni stavy ¥, obsahuji tedy elektrony v minulosti a positrony v budoucnosti,
koncové stavy ¥, pak obsahuji elektrony v bodoucnosti a positrony v minulosti. Amplituda
pravdépodobnosti pfechodu za absorpce (Me ") nebo emise (M "e'®") fotonu je

f‘?z(Me ety M*e"‘*”)‘PldQ

Na obrazku jsou znazornény ¢tyii moznosti pro jednu ¢astici v poc¢atecnim i koncovém stavu:
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1l v
Z,

7 w 7

Oznacime kladné hodnoty energie jako €, = V( pl_2 +m?) . Potom mame v jednotlivych pripadech
I: E, =€, ., E, =¢€,, elektron v minulosti, elektron v budoucnosti, jde o rozptyl elektronu.

II: £, =-¢€,,E,=-¢,, positron v budoucnosti, positron v minulosti, jde o rozptyl positronu.
IIl: £, =¢,,E, =-¢,, elektron v minulosti, positron v minulosti, jde o anihilace paru.

IV: E, = -¢€,, E, =€,, positron v budoucnosti, elektron v budoucnosti, jde o kreaci paru.

7. Invariantni teorie poruch.

7.1. S - matice.

Po prechodu od Schrodingerovy k interakéni representaci

i< ) = (A, o) )

iHt

ey L B (1) = e Pye

| (1))
i S () = A1) | @)
ot

snadno ov¢iime, Ze feseni je mozné zapsat pomoci operatoru S
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[@(1)) = S(1,4,) | @(1))
¢ ¢ 4

S(t,1,) = l—ilem(tl)dtl —le.m(tl)fHl.m(tz)dtzdtl o
tO tO tO

Postupnymi tpravami

t 4

innt(tl)innt(t2) dt2 dtl

% %

1 t L t )

B innt(tl)inm(tz)dtZdtl +innt(t2)innt(tl)dt2 dey | =
) ) ) ly

tt
1 A «
EffT{Hint(tl)Hint(t2)} dtz dtl >

Il

kde jsme definovali operator chronologického usporadéani
T{H, (1) H,(6)} = O, -6) H, () H,(6,) + O, ~1) H, (6,) H, (1))

Potom miizeme psat

o0 N t t
A —l A A A
Sttty = XS [ [T (1) (1)) e d -
o k!
L 4
fifl:lim(t)dr
T{e ° }
S - matice je definovana jako
- } H,(1dt
S =8(e,-2) = Tle =}

Interak¢éni hamiltonidn mé v kvantové elektrodynamice jednoduchy tvar

A1) = e [J ) Ax) A% L 750 = F) v )

7.2. T - matice a M - matice.

Je vyhodné oddélit z S - matice diagonalni ¢leny a zdkon zachovani impulsu zavedenim
T - matice

(18| = 5, +i(2m)* 3(Y) Pf—z P)fIT|i) .

Pii vypoctu ¢tverce 6 funkce budeme psat
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BOQLER) = s [
T

[SOQEP~YP)[* = lim—= 6(“(21’ -XP)
7 (2n)

a tedy pro pravdépodobnost pfechodu za jednotku ¢asu mame vyraz
W,y = QuSEP-LP) [(IT]1)]7Q

Vynechame-liu ¢a 4, normovaci faktory dan€ pevracenou hodnotou odmocniny z dvojnasobku
energie, budeme mit

(27T) 5 _ 1120
" eIl 2o S Ppm3 P |1 M] )|

Pro ptechod do spojité casti spektra

_ (27'C)Q (4) 2
dw = P P, M
R e T 2 2RI LR | o f(w

7.3. Propagatory elektronu a fotonu.

Propagator elektronu jsme definovali v ptredchozi ¢asti. Obdobn¢ definujeme propagator
fotonu jako operator Greenovy funkce vinové rovnice
82
-+ A

2 N 2 A A
pos K=18() , A=Y-k|¥") (],

kA

e ' Py (gt
. 3 K
-~k +id
Pro fotony mame

\‘P(M> _ lE?u)ei 5 <1P/(?M| = oW o ik

a po dosazeni do vyrazu pro propagétor

*lk () -x) (M) (M=
Duv(xz,xl) = 2\k| 2 ) e, ey L-t,>0
KA
_ lk MESIEY) ()») (l)*
Duv(x2’xl) B 2‘k| * €y Gy L-t < 0
k.o
S vyuzitim vztahua
- kot
dk,e ' ; . )
1imif 0 e R e .4
6-0 2T ) k2 %+ i 2| k|

muiZeme propagator volného fotonu psat jako
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1/7cu(x2ll fxlu) d4k

Dyy(xy:%,) = [Dyye

(2 m)*

D, (k)—hm4—ﬂ v
50 k k¥ +id Bu

Za pomoci propagatori vyjadiime vektorovy potencial jako
4,(%.0) = fDup(fZ’tl‘fl’tl)gvav(fl’tl)d%?l UTNUE

Zapisme prehledné operatory poli, které budeme v dal$im potiebovat. Pritom zvolime
krome jiz uzivanych jednotek #=17 a c=1 zvolime 4 7we,=1. Je tedy

B 1
P(x) pZ e

~

A -ip, xt + ip, x"
ot pye b O py e |

N + —_ i u A — —7 3
50 = Y d,, a ) e 5.0 4 O(-p)e p} :
p.o ,/2eﬁ
_ _ A (M) ik x® o+ (A)* ik, x"
A(x) A() Z Ciatw € " te,e ] ’

(V)
k
ppt =m? L kkt =0, ke =0 eMHe™ - -]

Pomoci operatoru chronologického usporadani mtiizeme propagatory psat jako
N Py g 7o/
D, (x-x) = z<O\T{AH(x)AV(x )H[0)

K(x-x") = =i{0| T{P(x) $(x")} [0)

7.4. Feynmanovy diagramy pro rozptyl elektronu.

V prvnim piiblizeni teorie poruch
5(1 . 2 n
§h - —lef]“(xl)AM(xl)d4xl

muze jit jen o interakci elektronu s vnéjSim polem. Proces se dvéma elektrony a jednim fotonem
je totiz zakézéan zakony zachovani

~ [22 _
p2H iplu = k” s plu = (elzmaplz 0) s pzu = (62: Pz +m29p2)
= 0 = kk" = (py,2p,,) (P £p) = 2m(m= P> +m?) # 0
Jsou tedy prvnimi nediagondlnimi prvky S - matice az prvky v druhém piiblizeni teorie poruch
2

5(2) e 5 oo ~ - 2

§@ - —TffT{]u(xl)] ()} T (x) A (x,)} d*x, dx,
Uvazujme rozptyl dvou elektrontl, tedy pocitejme maticovy element
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ATt At

(0] £0]4 d4§(2)a2 a, 10010, =

ph

.2
% fD“V(x—x/)H“V(x,x/)d4xd4x/ ,

N PSSR, . / T
H"(x.x") = ,(0]d;a, T{yx)y" §(x) PxD) Y P(x") } d, dy |0),,
Kazdy z vn¢jsich krea¢nich operatori sdruzime s vnitinim anihilaénim operatorem a kazdy z
vnéjsich anihilac¢nich operatori sdruzime s vnitinim kreacnim operatorem
_ A A A WA /At AT A oA A WA /At AT
H" = el<0 laya, gy oy Va, 4 +aa, iy ey Yy Wa, 4, +
A A A WA /oAt oAt A A A WA /oAt oAt
a,a, Py ey va, a, +aa, gy ey va, a, |0),

Vsechny operatory a antikomutuji (odpovidaji riznym staviim), takze mtizeme vynechat operator
chronologického usporadani. Je tedy

v —_ =/ Y] / . =/ v /
H" = ¢4Yulljzllj3y U, +¢3Yul|’11|!4y Y, -
o _/ AV / o _/ AV /
l|J3’Y“l|J21|J4'Y lpl _¢4Yu¢1¢3y l|’2
Po dosazeni dostdvame
0] f0]a;a,8 ) a[0),]0), - ie? [[d*xd*x'D, (x-x)

('I’4(x) Y“l|!2(x) lT’}(x /) A lI’](x /) - lT»’4(x) Y“lljl(x) ITJ3(x /) A ll’z(x /))
Rovinné viny nam daji

lTJ4(x)'Y“l|12(x)lTJ3(x/)’lelll(x/) - lTJ4(x)'Yulljl(x)lTjg(x/)'leljz(x/) =

’i(P2’P4)x’i(P1 ’P})x/ ’i(p1 *p4)x*i(p2*p3)x/

TS 7 AV a7 Al 7 AV —
1/l4'Y u2u3y ule 1/l4'Y u1u3y u2€

x*x/

2

~i(py*p3 =P ~Py)

. X’x/
—i(py*P3—Py—Py) 5 )

A | DA R | DY
(u4y U, u; Y uye u Y uy Y u,e
x+x/

2

~i{(py+Py=P3~Py)
e

Po integraci dostdvame konec¢ny tvar pro element M matice

(f|M|i) =
e’ (L_‘4Y“”2Dpv(p4 -puY U, - ”_’4YH”1Duv(p4 -p)U; Yvuz)

Grafické znazornéni je na nasledujicim diagramu
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P3 P4 P, P3

D, P2 P4 P

Nyni uvazujme rozptyl elektronu a positronu, tedy pocitejme maticovy element

(F18 i) = (0] 0 dﬁ56ﬁ+S‘2’Elﬁzdg|o>e,|o>ph -

.2
% fDHV(x—x/)H”V(x,x/)d4xd4x/ ,

N

01 dy b, THH) U T YU b dy [0),

H"™(x,x")

Kazdy z vn¢jsich krea¢nich operatori sdruzime s vnitinim anihilaénim operatorem a kazdy z
vn¢jsich anihilac¢nich operatori sdruzime s vnitinim kreacnim operatorem

Vsechny operatory a a b antikomutuji, takze opét miizeme vynechat operator chronologického
usporadani. Je tedy
- —/ /= —/ /
HYY = =, M0y, -y, Y, v
T 0, v, T, v, T Y
p p. YD, P P, ptp! !
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Po dosazeni dostdvame
(F18Pi) = 0] L0

At oAt

e
arb S bpiapi\(Del\())ph =

p_ D,
e [ [d4xd*x D e ) (T, OV (T, D, () -
T, ()Y, ()T, ()Y (x")

Rovinné viny nam daji

lTJ*”*(x)Yull!*ﬁi(x)lijf(x/)lellpf(x/) - ‘T’fp{x)Y“‘I’pf(x)lTJp{(x/)lelpri(x/)
H(-p )y u(-p )i ) Y u(p ye PRI
L_’(_pJ Yru(p) L?(pf) Yvu(—pi)e ~i(p_+p)x+i(pl+p))x!

x-x/
2 _

X / /
-i(p,+p.-p,-p_)

u(-p )Y u(-p)a(p )y up e

x+x/
2

x-x/
2

. / / . / /
—i(p_+p,+p_+p.) ) —i(p_+p,-p_-p.)
e

u(-p )y up ) up))y u(-ple

Po integraci dostdvame konec¢ny tvar pro element M matice
ol - / IN=rINoy
PN = - (@-p )y u(-p))D, (p_~p)iElp )y u(p ) -

i(-p )¥"ulp )D, (p+p.)idp )y u(-p)))

Levy diagram je obycejny rozptyl, pravy diagram je anihilace a opétna kreace paru.
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7.5. Feynmanovy diagramy pro rozptyl fotonu.

Uvazujme nyni rozptyl fotonu na volném elektronu, tedy pocitejme maticovy element

R . a(2) A+ L
ph<0|cz A01d, 87 a; |0),¢ \0>ph =

2
—%ffF“V(x,x/)H“V(x,x/)d4xd4x/ ,
F (x.x) = ph<0|62T{A“(x)Av(x/)} ¢ 10),

H%(x,x") = f0]d, T{Heo) vy o) $(x )y (x) 3 a, | 0),

Kazdy z vn¢jsich krea¢nich operatori sdruzime s vnitinim anihilaénim operatorem a kazdy z
vn¢jsich anihilac¢nich operatori sdruzime s vnitinim kreacnim operatorem
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H" = O(r-1) el<0 dle’Yuq’lTJA/qu’/df +d2$¥”¢$/YV¢/df‘o>gl *

O’ -1) JO|a v Wiy ba, + &y ¥y va|0),

Vsechny operatory ¢ komutuji (odpovidaji rliznym staviim), takze miizeme vynechat operator
chronologického usporadani. Je tedy
F(x.x7) = 4y, ()4 (x7) + 4, (x)4;y(x")

Upravou elektronové ¢asti dostavame

HYY =

A At

- Dovad A At A P A e
A010(1-1))(4,a, U,y o'y Y aa, + aleJy”Iplalaz Ty va)) +
P A, A oAt A D v A At a+
O(1' 1) (ayd, Ty Y lIJ/lTJy“lplalal +a, 'y a4, §,v ¥4, )[0), =
- 2y —/
ALO1OC =)@y B Y W) - §y Ty ) +
— Dy —
O -0 (W W' v, -y i T,y ) |0),,
S vyuzitim operatoru chronologického usporadéani (tentokrate ptisobiciho na operatory s
antikomutacnimi vlastnostmi) miizeme déle psat
HYY =
— N A vl L T v A
Ty SOITCUE 007" Wy + oy O THWH 0], v" Y,

a tedy
H“V(x,x/) =

P, YK -x) v (x) + i) Y K(x - x) v (x)

Po dosazeni kone¢né dostavame
A~ Q(2) A+ + .
ph<0|cz 0 azS( )al 10),,¢, \0>ph = —leszd4xd4x/

P YR =x) ¥, (x) (A ()4, () + 4, () Ay (x))

Rovinné viny nam daji
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- * / i(p, thy)x —i(p, +k )x/
4mu(p,) v e, K(x-x")y e u(p e ™ P

" * P _ . B /
4mu(p,)yre,, K(x —x/)y"ezvu(pl)e’(pz k)x = i(py~ky)x!

x*x/

- W N v ipy Py kv hy) 5
411:u(p2) Y eZvK(x -x')Y €v€ +
. x*x/ . x+x/
" Ny i(py+py =k —ky) > —i(py+ky—py—ky) 5
Y eluK(x -x")y'e, e u(p,)e

Po integraci dostdvame konec¢ny tvar pro element M matice
(f1M|i) = -dme? L_t(pz)(y“e;luG(pl +k)yVe,, +

Y”eluG(pl - kz)yvez*v)u(pl)
Diagram vypada takto

7.6. Pravidla pro vypocet Feynmanovych diagramuii.

1. n-té aproximaci teorie poruch odpovidaji diagramy s » vrcholy, v kazdém z nich se potkavaji
jedna vstupujici a jedna vystupujici elektronova ¢éra a jedna fotonova ¢ara. K amplitudé
pravdépodobnosti prechodu ptispivaji diagramy, jejichZ pocet vn¢jsich (volnych) Car je

roven poctu pocatecnich a kone¢nych castic.

2. Vn¢jsi vstupni elektronové ¢are se prifadi amplitudy ¢astic pocatecniho stavu: elektronu v
minulosti u#(p) nebo positronu v budoucnosti u( -p). Vnéjsi vystupni elektronové ¢are
se piifadi amplitudy &astic v koncovém stavu: elektronu v budoucnosti #(p) nebo
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positronu v minulosti u(-p).

3. Kazdému vrcholu se ptifadi matice y".

4. Vn&jsi vstupni fotonové Gafe se ptitadi amplituda pocate¢niho fotonu (4m)'"%e  a vnéjsi
vystupni fotonové &afe se prifadi amplituda kone¢ného fotonu (4 m)!'’? e: . Index u je
stejny jako index matice y* ptfisluSného vrcholu, vytvaii se vyrazy e = euy“ ae’ = e: yh.

5. Kazd¢ vnitini elektronové care se piiradi propagator i G(p)

u
G(p) = lim — " Lu ™
6-0 pp*-m>+id

a kazdé vnitini fotonové ¢are se pfitadi propagator -iD (k)
uv

D (k) = lim—3" g
3 60 k kM +id "

Indexy ¢ av jsou shodné s indexy matic y* a " prislusnych vrchold (na potadi
nezalezi).

6. Podél spojité posloupnosti elektronovych Car se smér Sipky neméni a s¢itani pies bispinoroveé
indexy odpovida psani matic zleva doprava pii postupu proti sméru Sipky. Uzaviené
elektronové smycce pak odpovida stopa soucinu prislusnych matic.

7.V kazdém vrcholu splituji 4-impulsy zakon zachovani, podle kterého soucet impulst vstupnich
¢ar se rovna souctu impulst vystupnich car. Impulsy vnéjsich ¢ar jsou zadané (positrony
-p), musi vSak spliiovat zakon zachovani (soucet impulsii ¢astic v pocatecnim stavu je
roven souctu impulsti ¢astic v koncovém stavu). Pfes impulsy vnitinich ¢ar # neur¢ené
zékony zachovani se integruje

f d*t
(2m)*

8. Vn¢jsimu elektromagnetickému poli se priradi faktor 4(q)
Aq) = VAL .+ AL = [A e dx

9. Diagramu 7 - tého tadu prislusi spole¢ny soucinitel

5 12"
(~ie)™) = —i(—e ]

4neo“ﬁc

a doplitujici soucinitel -/ pro kazdou uzavienou elektronovou ¢aru a pro kazdou spojitou
positronovou ¢aru s obéma volnymi konci. Pti vice elektronech nebo positronech piibyva
jest¢ znaménko parity permutaci identickych c¢astic. Jsou-li diagramy po odstranéni
fotonovych car stejné, musi mit stejné znaménko.

8. Exaktni propagatory.

8.1. Operatory pole v interakcni a Heisenbergové representaci.

Operatory v interak¢éni representaci
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nt _ il oo —iHt
P(x) =e " P(r)e
2 int iyt 2

g (x) =e " ge ,
/I:l'nt(x) _ eiHOtAA“(F o ot

a podobn¢ operatory v Heisenbergove representaci
eth lp(,;» e —iHt ,

P(x) =
lTJ(x) _ el[:[tlTj(f”)e iHt ,
A (x) = e A4 (F)e "

)

Pohybové rovnice v interak¢ni representaci jsou
(- int
[Y P, m} )

~int [y“ﬁu+m] _ O ’

int int
d,0"4," -d"d, 4, =0
V Heisenbergove¢ representaci pak
Y (P, -ed)-m| ¥ =0 .
|7 (B, red)em| =0
= —egy, 0

0,044, ~"o, A,

Vezmeme-li Hamiltonian
Z 6”(%0 p.o  Tp.o £
£

H, =
p.o
dostavame vzhledem k antikomuta¢nim a komuta¢nim relacim z obecného vztahu pro operatory

iHito » A ~iH,t
“[4.H,]e

v interak¢ni reprezentaci

A iHyt »  -iHt d ;

A4, =e “Ae = EA"” = —ie

vyjadreni

—i€t ~ A —i€t —iw;t

5 — A P — P A — A k
D, int ﬁ,ce > bﬁ,oint bﬁ,ce > k, A int ck,)»e >

+ + i€t A+ A+ i€t + + Wt

A — A P — P A - A k
5,0 int a; s ¢ > bﬁ,omt bﬁoe > YEhint E,Ae

45



8.2. Prechod od interakcni k Heisenbergové reprezentaci.

Operator S - matice mame zaveden jako
3
S(ty.t,) = TYexp| -i[ H,(t")dt’ \
tl

S S ty) = S(t.ty) o S H(tyat)) = S (1,,,) = S(1,.1,)

Stavové vektory v Heisenbergove a interakeni reprezentaci jsou v daleké minulosti (interakci
adiabaticky zapindme) stejné, tedy

(@, (1===)) = [®) , |®, (1)) =S(t,-=)|®, (1=-=)) = S(t,-=)| D) ,

int

(@, (t)|4,,|®, (1) = (@S (t,-=)4, S(t,-=)|®) -

int int int

A4 = S(—oo’ t)A,'mS(ta —oo)
Vakuovy stav se miize v interakcni reprezentaci lisit jen fazovym faktorem. Zejména mame pro
S - matici S =8(e, —)

[ D (—=)) = [0) , | @ (=) =S| D (-=)) =S[0) .
e’ = (@ (—w) | @y ()) = (0]S]0)

8.3. Exaktni fotonovy propagator.

Je definovan analogicky k propagétoru volnych fotonti
D, (x -x') = i0| TA"(x) 4" (x")|0) .

tedy jako
Duv(x—x/) = i<0\TAu(x)Av(x/)\0> >

Uvazujme nejprve >¢’. Mame pak
D, (x-x") = i(0|TA,(x)4,(x")]0) =

(0] S(=e.0) A" (x) S(1, ) S(~e0.t") A" (x") S(1', =) | 0)

S vyuzitim vztahua
S(t,-=)S(-o0,t")y = S(t,t") ,

S(-0,1) = S(~=,0)S(=,1) = S S(w,1)
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S(e.0) A" (x) S(1.1) A" (x) S(1, =) =
T{S(o0.0) A" (x) S(1.41) A" (x) S(1!, =)} =

THA" () A (DS (.0) S S(r =)} = TLA () A () S}
muZeme exaktni propagator zapsat jako
D, (x-x) =i(0|S  T{A"(x) 4" (x")S}]0)

Podobné dopadne i vypocet pro ¢<t’. Jesté vyuZijeme toho, jak plisobi operator S - matice na
vakuovy stav a dostaneme konecny vyraz
. ~ 7t smt, /N &
i(0| T{A" () A" (x") §} | 0)

(0]S]0)
V diagramech mame v Citateli jako ¢leny druhého radu kromé (a) také (b), takové ¢leny odstrani
jmenovatel.

YA
Duv(x x') =

(b)

Pti vypoctu do druhého tadu je tedy v diagramu
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p
+ WQ’VV\W +
k ptk k

V zé4pisu potom

D, (k) = D, (k) +ie?D (k) [ Tr{y*G(p +k)y* G(p)} d'p D, (k)
2nyt °

8.4. Exaktni elektronovy propagator.

Stejnymi tivahami jako u fotonového propagatoru dojdeme od vyrazu pro propagator volnych
elektronii

K(x =x") = =i (0| T{g™ () §™(x') 3 0)
k exaktnimu propagatoru
=i (0 T (™ () ™ (x) S} [ 0)

(0]S]0)

K(x-x) =

9. Hmotovy a polariza¢ni operator.
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9.1. Operatory.

Fotonovy polariza¢ni operator

s DUV 4
B e [T Gy G} L
47 (2m)*
a elektronovy hmotovy operator
. v d*k
M(p) = -ie® [¥*G(p-k)y"D,, (k) n)
T

jsou singularnimi vyrazy. Obecné ve Feynmanové diagramu 7 -tého fddu m&me N, vngjSich
elektronovych car a N, vn€jSich fotonovych car. Cislo N, je sudé, a elektrony tvoii N /2 spojitych
linii. Na kazdé linii je urCity pocet vrcholii, a pocet vnitinich Car linie je o jednicku mensi nez
pocet vrcholll. Celkem tedy (secteme pro vSechny linie) je n-N, vnitinich elektronovych car.
Kazdy vrchol obsahuje jednu fotonovou ¢aru, N, je vn€jsich fotonovych Car a vnitini Cara je
zakonCena dveéma vrcholy, je tedy (n-N,)/2 vnitinich fotonovych Car. Propagator D(k) obsahuje
k ve druhé mocnin¢ ve jmenovateli, propagator G(p) obsahuje (pro velka p) p v prvni mocnin¢
ve jmenovateli. Celkov¢ je tedy stupen 4-impulsu ve jmenovateli

N

2n-—=-N.

2 Y
Pocet integraci podle d’p resp. d k je roven poctu vnitinich ¢ar zmensenému o n-/ (zdkony
zachovani ve vrcholech, n-ty zakon svazuje impulsy pocate¢niho a koncového stavu, tedy mame
v Citateli stupeni 4-impulsu, ktery je c¢tyfnasobkem tohoto poctu

2(n-N,-N,+2)

Celkovy stupeni je pak

Pri <0 pro diagram (a vSechny jeho podcasti) integraly konverguji, pro r=2 diverguji
kvadraticky, pro =1 a r=0 logaritmicky.

10. Teorie 3- rozpadu.
10.1. Interakéni ¢leny v Lagrangianu.
Nejznamé&j$im projevem B-rozpadu je reakce n - p +e + v. Fermi 1934 predpokladal,

7e ve vyrazu pro amplitudu pravdépodobnosti nejsou obsazeny derivace poli. Jsou pak tyto
moznosti vazeb: skalarni, pseudoskalarni, vektorova polarni a axialni a tensorova
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Ge(T,¥,) (T, ¥) . G, vV )@, v, .
G, (U, Y ) (W, v, b)) . G YY)y, Y ) .

GT(ﬁp ot lIJn) (ﬁe OMV lIJ\7) ? o’ = (Y“yv - YVY“)

[\)lN.

Vsechny tyto vyrazy jsou invariantni vzhledem k rotaci, Lorentzov¢ transformaci a prostoroveé
inversi. Pfidani matice %’ v jednom souciniteli vede k naruseni symetrie vzhlem k prostorové
inversi. Toto naruSeni je experimentaln¢ potvrzeno (K™ mesony se rozpadaji na dva ale také tii
7 mesony, pii rozpadu Co” vyletuji elektrony polarizovany vice proti sméru orientace jaderného
spinu). Lee a Yang, a také Landau a Salam ptredpokladali, Ze jev nezachovani parity je zptisoben
tim, Ze neutrino je pouze levotoc¢ivé. Tedy ze dvou moznych relativisticky invariantnich rovnic
pro castici s nulovou klidovou hmotnosti a spinem 72 plati pro neutrino pouze
(E+8p)v, = 0 ,

zatimco pro antineutrino je
(E-0p)u; =0

Ptripometime, Ze pro elektrony plati
(E-06p)u =mv , (E+0p)v = mu =
(E-8p)(E+3p)v = m?v
Gell-Mann s Feynmanem a Marshak se Sudarshanem pak uvazovali, Ze se v interak¢nim
lagrangidnu objevi také jen elektronovy bispinor v,, a jedinou relativisticky invariantni kombinaci
je
G(v, d"v,) (v, ouvv)

Pro zapis ve tvaru bispinorti zavedeme pomoci matice ¥’ (spinorova representace)

-1 000
0 -100 10
yS = _
0 010 (01]
0 001

projek¢éni matice a jako

—l+5:OO _21_5:10
a=2(1y) (01],a (-7 (OO ,

() oo

a =a ,
Interakeni lagrangian ma pak tvar

G(ay, v ay,) (at,y,a¥,) = G,y ay,) (Y,y,a¥,)

takze plati

ay
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Pocitejme pravdépodobnost rozpadu neutronu polarizovaného podél osy z, seCitime pies spinoveé
stavy protonu

. 1
XM M = GZTF{Ypa(Qﬂ+M)Y”a(1_?n+M)E(1 “Y W)}

1
Tr {Ypa(p, + m)—(1 - Y’w)y,ap,}

S vyuzitim vztahl pro matici a dostaneme jejim piesouvanim (a vyuZzitim toho, Ze stopa soucinu
lichého poc¢tu y matic je rovna nule)

" G?
LM M = == Triy’p,v*(p, - Mw,)(1 -v7)}.

5
Triy,pyY,(p, ~mw)(1 -7)}
V prvni stop¢ ponechame pouze ¢leny obsahujici M, tedy

. G*M?
Y MM = Tr{yPy°y* (y* + ) (1 - y7)}.

Tri{v,p,Y,(p, ~mw)(1 -v°)}

Po vypoctu stopy mame
* z 0
YM"M = G*M*(e, +p))(e, ~mw,) .

a po zavedeni spirality elektronu o pak mame
Y MM = G*M?€ e, (1 +cosO )(1-0v,)

Antineutrina vyletuji predevsim ve sméru spinové orientace neutronu, elektrony isotropné, ovSem
prevazné¢ se spinem proti sméru impulsu.
11. Lorentzova grupa.

S obvyklym znacenim

10 0 0 ’
0 -1 0 0 x
G-l =19 0 1 o ,x—(x”)—y
00 0 -1 z

muZzeme definovat skaldrni sou¢in dvou ¢tyfrozméernych vektort jako
_ T _ v
(x.y) =x" Gy =mn,x"y

Lorentzova transformace je linearni zobrazeni, které zobrazuje prostorocas sdim na sebe a které
zachovava skalarni soucin

xt - x/“:AVpxp , x - x' = Ax
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Pro skalarni soucin je
(Ax)"GAy =x"ATGAy =x"Gy = AN'GA =G ,

a uvazime-li

AT Vo AY

u po
mame pro zapis ve slozkach
PA° =
npc A il A Y npv
Jsou-li Aa MLorentzovy transformace, jsou také A” a AMLorentzovy transformace, coZ snadno
ovéfime
_ P o -lp -1vo _ -1p -1v
Nep npOA uA JATE A b nva A b

Moy = Moo MpM M? = Nep A"‘p AIS0 MF’Ll M° = Nep (AM)““ (AM)BV
Lorentzovy transformace tvoii grupu. Grupa ma ¢tyri podgrupy, charakterizované hodnotou

determinantu a A’), nebot

(detA) =1 , (A%) - i (N, =1
j=1

Vlastni Lorentzova grupa je tvorena transformacemi s detA=1 a sgnA’,=1. Mame

LT ¢ detA =1 , sgnAOO:1 , lelL” ,
+ —
Li : detA = -1 sgnAOO =1, I eL
L : detA =1 sgnAOO =-1, I, el

+
L: o detA = -1 sgnAOO:—l , I el

t _

Lorentzovy transformace /, (prostorova inverse), /, (Casova inverse) a [, (Casoprostorova inverse)
jsou definovany pomoci vztahti

(Ix) =x° . (Ixy = -x/

(Ix) = —x , (Ixy =x/ |

(Istx)O = —x0 (Ixy = -x/
Se specialni Lorentzovou grupou je spojena grupa komplexnich matic druhého fadu s
determinantem, rovnym jedné, plati SO(3,1)=SL(2,C)/Z,.

12. Grupa SL(2,0).

Ctyivektoru x pfifadime komplexni matici 2x2% vztahem
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takze

Plati

detx = x*x , x¥ = ltr(;@o“)
" 2
Kazdé dvojici matic {4, -4} € SL(2,C) lze pritadit Lorentzovu transformaci ptitazenim
£ =ARAT L x! = Ax
Matici A lze zapsat jako sou¢in hermiteovské matice a unitarni matice

1 i
)\‘(ﬁa(ﬁ) =€ 2 e 2
Dukaz: zapiSme 44" = e 1204

1 I [ i
*EO.M *50'.14 *EO.M 50'.(.\)
e Alle Al =1 = e A=e
Jiny zptsob zapisu
®

A=e 2 " e? " = (cosh® -7 .6sinh%)(cosg+iﬁe.6sing)

Protoze pro Pauliho matice plati
(6.3)(8.b) = @.b + ic.(axb) ,

muZzeme posledni vztah pfepsat na

A= cosh2 cosE - in, .7 sinhi sinE +
2 2 ¢ 2 2

L@ 0 .. o .. 0 .. . N U,
-#_sinh -+ cos— +in, cosh—+—sin— - i# X, sinh—+ sin—).0
(=7, 2 2 27 2 e ® 2)

13. Spinorova representace Lorentzovy grupy.

Spinor ¢ je dvoukomponentova veli¢ina, ktera se transformuje pii transformacich Lorentzovy
grupy jako

/4 _ 44 ¢B /4 _ 4+A4 B
§0 = A8 oM = Ay
Pro pohodlnost zapisu zavadime krom¢ “kovariantnich” také “kontravariantni” spinory
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‘EA :gABgB B TIA' :gA'BTIB B

01
(gAB) = (g/jg) = 10

Spinor druhého radu ¢

AP - )LAC)L*BD, €D

je ekvivalentni ¢tyfvektoru

Relativisticky invariantni rovnice pak je
~ AR _ A A B _
piimg = m& ., Py = mmy

15” =PDyy =Py P3 » P =Dy = Pythy -

P = by = “Byriby o DT = pis = By -ib,
Poné¢vadz plati

P Ppe = PO, . PP = p
muzeme psat

(P>-mHE =0, (p2-mHny; =0

14. Representace Lorentzovy grupy pomoci representace SU(2).

Pro infinitezimalni matice ireducibilnich representaci Lorentzovy grupy miizeme psat
B! = MxE,+E, T, ., B\ =i(MxE,-ExT) ,

kde M, a T, jsou infinitesimalni matice iredicibilinich representaci grupy rotaci, £,, a E, pfislusné
jednotkové matice. Dimense M, je 2j+1 a dimense T, je 2j +1, representaci zna¢ime D77,
Krea¢ni a anihila¢ni operatory

[a.a'] =[bb]=1 . [ab] =[ab]=0,

Pomoci téchto operatort se vytvoii operatory infinitesimalnich rotaci

5 1, ... pop O A
J3:E(a a-bb)y , J +iJ,=a'b , J -iJ,=b a

J=—=(@a+b'b) ,

N | =

54



takze plati komutacni relace

Vytvorime stavové vektory
Atjtm 6 tj-m

VG +m)t (G -m)!

Nenulové maticové elementy operatorti a a b jsou

J+—m+—|a [jom)=\j+m+1 J+—m——\b jom)=yj-m~+1

10)

j.m) =

1
<.__3m_
/ 2

: o1 1~ . :
f+m <J—5,m+5|blj,m>:w—m :

1
2

a nenulové maticové elementy operatori J; jsou
Gom | J1jm)=j . Gom|Llj.m)=m

Gom+11J, +iJ,|jom)=J(G+m+1)(G-m) .

Gom =11y = idy|j.m) =\ =m+1)(+m)
15. Matice y v D-rozmérném prostoru.

V D-rozmérném prostoru méjme soubor y-matic y°,y',....,y” ! a matici Y5 dimenze

4x4 spliujici vztahy
Yyt = 2g" L s

Il
—_—

) Tr{YjY“YV} :0 2
, g'=-1 i=1,2,..D-1

Plati
Tr{y"y"}=4g"" , Tr{y*y*y"} =0, Tr{y*y"y*y*} =4(g"" gP + g1P gov - gneg™P)

V¥ =D L v Y Y =(2-D)YE L Y ¥sY =D ys s v, YO YP vt =4 g+ (D-4)ye P

ab+ba =2a,b" , aba = -a,a"b+2a b"a

16. Hmotovy a polarizac¢ni operator.

16.1. Operatory.

Fotonovy polariza¢ni operator
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s DUV 4
B e [T G G} L
47 (2m)*
a elektronovy hmotovy operator
. v d*k
M(p) = -ie® [¥*G(p-k)y"D,, (k) n)
T

Pritom elektronovy propagator G(p) je

G(p) = lim
5-0 pup“ -m? +id

p+m

a fotonovy propagator D, (k) je

D (k) = lim—3" g
3 60 k kM +id "

17. Invariantni ucinny prurez.

M¢jme dva svazky castic, které se srazeji. Pocitejme v klidové soustave Castice 2 pocet srazek
v objemu dJ za Cas d¢
dv = nov din,dV , dv = Adn n,dVdr ,

kde v,, je velikost rychlosti ¢astice 7 v klidové soustave Castice 2, n; a n, jsou hustoty a
konecné o je uCinny prifez. Velic¢iny dv a d V'd¢jsou invarianty, musi tedy byt invariantem také
veli¢ina 4n, n,, pii¢emz A musi v klidové soustave jedné z Castiv prejit na v, ,0. Mame

no c

ndV:nOdV0 = n = = ny—

/1_v2 m

a tedy
. ] . 6162 .
Anlnzzmv = Aelezzmv = 4 = inv
i
P, P2
il

V klidové soustav¢ castice 2 je
_ B _ S wo_ o
A4=v,0 , py =(€=m,p,=0) = PP, = €€ = inv=v,0
2 2 1/2
po_ . - m; m,
plppl - 5 m, Vel = 1
1-v (py,P2)

rel
Spojenim vztaht dostdvame

0. -m, m
dv _ onandV\/(p1 P,) 172
dt €€,

Utinny pratez dostaneme tedy z pravdépodobnosti piechodu za jednotku asu
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do = —
J Ve e,
V t€ziStové soustave je p, = -p,=p, a tedy
Sl 1,1 v
Vle € V

v souladu s obvyklou definici hustoty toku.

18. Spinova matice hustoty.

Spinory vyhovuji fesitelnym (determinant je roven nule) soustavam algebraickych rovnic
(2-m)u(p) =0 . (p+m)u(-p) =0
Normujeme je tak, aby platilo
u(p)u(p) =2m . u(-p)u(-p) = -2m
Ve standardni representaci mame
o - [ Jermw(p) J e - (,/e ~m (77.6) w( p)]
VeE —m@.C)w(p) Ve +mw(-p)

7 % . w(p) w(p) = w(-p) w(-p) =1

V téchto vyrazech jsou w(p) a w( -p) libovolné normované dvoukomponentové veli¢iny. Pro
relativisticky sdruzené vyrazy dostavame

i(p) = (fexmw(p) , ~Je-mw(p) (i.9) .
ia(-p) = lfe—mw(-p) (3.6) . ~Jermw(-p))

Této volnosti mizeme uzit pro vhodnou volbu vinové funkce. Moznou volbou je

(0-2) L)

H |1 (=) 0= |1
w(p) * = o] w(-p) * = -o,w(p) “1o ;

go_L 0 o=-1 =4y« 0
w(p) ’—(J )T T = o) ( )

-
Plati

10
Y wp)w@)r =Y wi-p)w(-p)P = (0 1)

Potom je
Y u(p)lup)’ =p+m . Y, u(-p)u(-p)° =p-m

&) 9

Spinova matice hustoty v Cistém stavu je
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pAB(p) = u(p)A L_l(p)B 5

Tri{p(p)} = ;u(p)A u(p), = u(p)u(p) = 2m

Ponc¢kud odlisn¢ oproti bézné matici hustoty zde stopa neni rovna 1. Matice hustoty v ¢istém i
smiseném stavu bude tedy spliiovat rovnice

(-m)p(p) =0 , p(p)(p-m) =0

V dCistém stavu je stfedni hodnota spinu

(8 = %w*iwd% - %u(p)*iu(p) - Ly Su) -
€ 4e

SoET i), (P B, u(p) = 2= Trp(IY R} = - Trp()Y T}

Polariza¢ni vektor v klidové soustavé oznaéme (, plati tedy pro &isty stav \ 14 | =1, pro smiSeny
stav | ¢ |<1. Ctyfvektory v klidové soustavé jsou

p* = (m.0) . a* =(0.0)
a obecn¢ tedy musi platit

p'p, = m’

, a“a“:—\f\z , a“p“:O

Lorentzova transformace do laboratorni soustavy dava
o_ap P 4 g, (CD)P

a - - b
€ m m(€ +m)

Matice hustoty pro nepolarizovany svazek bude mit tvar (musi obsahovat pouze impulz jako
jedinou charakteristiku a spliiovat dané rovnice)

o (p) - %(wm)

Pro obecny smiSeny stav bude mit tvar

p(p) = i(12+M)f>(a)(p+rn) ,
4m

P(a=0) =1 , (p+m) =2m(p+m)

Matice pma linerné zéviset na ¢tytvektoru a. NapiSme tedy
p=1-4ya

Konstantu 4 ur¢ime vypoctem stiedni hodnoty spinu v klidové soustave

p(p) = %(1 ) (1 +47%7-0) (1 +y°) = %(1 YO (1+4v°7-0)

¢ =205 - ﬁTF{PYSV} - AT GOy =4 - A= L

4
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7. obecného vztahu
ap+pa = 2ap ( = 2a"p,)

plyne (protoze ap = 0) moznost upravit matici hustoty na kone¢ny tvar

p@)—%«p+mxl—wg)

Zcela obdobné se odvodi

p«p)—%«p—mxl—wg)

19. Polariza¢ni matice hustoty.

V daném bod¢ prostoru je pro kvasimonochromatickou vinu
E _ E'O(t)efiwt R EEO(I) =0 , Ja[’) = <E00€E0*[’)> ,

— Jxx ny
kK =(0.0.k) . Jy - LS +d =T .
T, oy

yx

Definujeme polarizaéni matici p,;jako

p _ Pus = Pra > Pip * Py = 1
ap J > ap pa > 11 22

Jako kazdou hermiteovskou matici dimenze 2 miizeme i polariza¢ni matici zapsat jako

p - (1+E0)

Ctyfrozmérnou matici vytvorime pomoci polarizaénich vektori jako
2
~ (a) (b)+
[ p.e e
Y a,b=1 ab "y Y
Ve vhodné kalibraci bude platit jednoduchy vztah
1 e . (@) (b
ppv -7 Egpv * E.ag‘:l O-abell €y

Polariza¢ni matice se totiz pii kalibra¢ni transformaci zmeéni jako
Puv = Puy t K, X, (k) + k()

Zacneme-li tfeba s vektory
k= (k.0.0.-k) . ¢ =(0.-1,0.0) . ¢ =(0.0.-1.0)

jsou pottebné funkce



Poznamenejme, Ze tento vyhodny tvar polariza¢ni matice hustoty neodpovida pii¢né kalibraci.
Obecn¢ mame pro rozvoj potencialu
3
7 oA B 1 (A —ikx" o+ (A + ik xM
A(x) = 4, (x) _,/4nz EZ e el e e
k K A=0

c];’)he

_ .2 2
k“k”—oo]g \k| =0 ,

kde polariza¢ni vektory jsou

Canl}

0 _ (i _ _ > P —
eu = (1303030) B eH - (0> n,‘) s ni ni - 61’] > 7’13 B |]€‘

Aby byla splnéna Lorentzova podminka, uvazujeme pak jen ty stavy, kdy skutecn¢

9 i') @) -0 - (¢eo-Ces5) @) =0

ox"

20. Comptontiv rozptyl.

Prislusné Feynmanovy diagramy jsou

7 nich dostdvame pro element M matice vyraz
IM|i) = -4me*u(py)| e, Gp, +k))e, + e, G(p, ~ky)ey Ju(p,)
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21. Anihilace paru.

Feynmanovy diagramy jsou

NN
VA

-p_|_ p- -p—l-

2

Odpovidajici vyraz pro element M matice je pak
(F1011) = -4me? Wp)|ey G ~k)e + ¢/ G ~k)e; Jupp)

22. Spinové stiredovani pro Comptonuv rozptyl a anihilaci.

V obou piipadech je mozno psat maticovy element ve tvaru
M, = AZB U Qupttip = U Qu

Potom mame

N _ » 0= * *
My = (L ugy Qupup)” = X Ueey Quplhip =
AB ABC

* 0 0 + 0 = A
Y, UgYppYpr OsaYac Upe = u; QU

ABCDE
kde jsme vyuzili vlastnosti y*y° =1, y*" =v%a oznaili Q_ =v°0 " y°. Miizeme ted’ psat

- _ = b =

\Mﬁ\ = uQuu,Qu, = Tri{uu 0 uu O}

Pti Comptonove rozptylu bereme stiedni hodnotu pies spiny elektronu v pocate¢nim stavu a
soucet pres spiny elektronu v koncovém stavu

%Z M, > =2Tr{p,0p,0} .

pii anihilaci stfedni hodnotu ptes spiny elektronu a stedni hodnotu pfes spiny positronu, je
vysledny vyraz dvakrat mensi.
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Pridejme vyraziim indexy. Pro Comptontiv rozptyl bude
O - -4me’e; e, (Y G(p, k)Y + ¥ G(p, ~k)¥")
a pro anihlilaci

0 = —4ne2e2*“e1*v(y” Gp_ -k)Y' +y'G@p_-k) Y“)

Provedeme-li u Comptonova rozptylu sttedni hodnotu pro polarizaci fotonu v pocatecnim stavu
a soucet pres polarizace fotonu v koncovém stavu a u anihilace soucet pfes polarizace fotont v
koncovém vztahu, dostdvame pro oba pripady stejny vztah

1 v ~0T
<|A4fl|2> :ZZZ|A4fi|2:pr‘EPZGMTr{prH p,Q } B
kde pro Comptontiv rozptyl bude
OW = —dme? (YHG(p, +k)Y’ + ¥ G(p, ~k) V")
a pro anihlilaci
0" = —4me’ (Y G k)Y Y GO ~k)Y)

Déle budeme uvazovat nepolarizované svazky, tedy

el 2 _
Tr{(g2 +m) A, (p, +m)A" } ,

k) (P k)

Auv = (plkz) Yu(&+ﬁ+m)yv _(plkl)yv(ll]__l_{z"'m)yu

(M) =

pro Comptoniiv rozptyl a
me? 2

(p_k)(p_ky)

A, = k)y,(p_ -k +m)y, +(p k)y,(p. -k +m)y,

<\Mﬁ\2> = Tr{(&—m)Aw(p_+m)/I”V} \

pro anihilaci paru. Dale plati
YRy P = Pyt yr - AN = g
Uvazime-li jeSt€ zakony zachovani p, =p, +k, -k, ap_=-(p_—k, —k,), zvysi se jest¢ podobnost

obou vyrazii. Pro Comptoniiv rozptyl
2

2
Te v
Tre{p vk -k e m) A, (p +m) 4™

P,k (P k)

Auv - (plkz)Yu(EL*ﬁ*m)Yv‘(Plkl)YV(&—/_fszm)Yu

(M) -

a pro anihilaci
ne?

®_k)(p_ky)

A = (k)Y (b~ k +m)y, + (P k)Y, (0 -k = m) Yy,

2
(M%) = - Tr{(&—ﬁ—l_cz+m)Aw(&+m)AV”} ,

Vyraz pro anihilaci dostaneme z vyrazu pro Comptoniv rozptyl zaménami p,~p_a k,~ - k.

62



Budeme ted’ upravovat vyraz pro stopu:
Telp, vk ke m) A, (p = m) 4™} =

(p,k,)? Trd, - (p,k,) (plkl)(TrAz + TrA3) +(p k) Trd, .

kde
A = (p+k -k +m)y (p +k +m)y, (p, +m) Yy (p, +k +m)y" |
Ay, = (p+k ~k+m)y, (p,+k +m)y, (p+m)y* (p, —k, +m)y" |
Ay = (p+k -k +m)y (p -k +m)y, (p,+m)Y* (p +k +m)y" .
A =

s =tk rm)y (py -k e m)y (py o m) Y (py - Kyt m) YT

S vyuzitim vztaht
V' 4L vavt - 24 . y,abyt - 4(ab)

Yoabeyt = -2cha

muZeme vyrazy zjednodusit na

A = 4(p vk —k +m)(A4m> +4mk,-p, -2m?p, -2m*k +k p k) .
A, = 4(p vk —k, +m)(4m> —4mk, p, -2m’p, +2m*k, + k,p k)

Ay Ay hy ) (k-
(m?+2kyp, =2k p, + 2k, k) py - mhyk +2mp Ky -2mkyp))
Ay = 4y b~y ) (<, -y

(m?+2ky p, =2k "p, + 2k, k) p, - mhkk, - 2mp, k, + 2mk, p,)

Déle po roznasobeni vyuzijeme vztahil pro stopy
Tr{1} =4 , Tr{a} =0 , Tr{ab} = 4(a'b) , Tr{abc} =0 ,

Tr{abed} = 4[(ab)(c+d) - (a-c)(b-d) + (a-d)(b-c)]

a dojdeme k vyraziim
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Tr{d,} = 32[m* +m? (kp) + (k) (yp)) |

Tr{4,} = 16-2m4+m2(k1'p1)_mz(kz'pl)] ’

Tr{d,} = 16[2m* + m> (k;-p,) - mz(k,pl)} ,

Tr{d,} = 32[m* -m? (kyp,) + (kp) (hyp)) |

Celkovy vysledek pro Comptontiv rozptyl je tedy

(IM,|*) =
2[47562]2 m’ - m’ 2+2 m? - m’ + (k°p)) + (ky'py)
(kl 'pl) (kz'pl) (kl 'pl) (kz'pl) (kz'pl) (kl 'pl)
a zaménou proménnych pro anihilaci
(IM,|*) =

2[4me?]?

m? m? 2 m? m? (ky'p) (kyp)
- + +2 + + +
(kyp)  (kypo) (kyp) (kp)) (kp) (kp)
Pro Comptontiv rozptyl piSeme pro pravdépodobnost pfechodu za jednotku ¢asu
dw =

(M, [*) vdip, Vdik,
2e V) (20, V) (26,V)(20,V) (27m)° (2m)°

Q) VeM(p, +k, -p, - k)
a pro anihilaci
dw =
(M, [*) Vdik, Vd3k,
(2e.1)(2e V2w V)(2w,V) (27)* (2n)

(27[)4 V6(4)(k1 + kz P, _pf)

Pro diferencialni u¢inny prifez mame

1 , <\M\2> -
do = ——8Y(p, +k, -p, - k) ——L——d°p,d’k
32n? 2o €, w,(p, k) ? ?
pro Comptoniiv rozptyl a
1 o (| M%) I
do = —— 8%k, +k,-p. -p) - 43k, d°k,

2
32m W, @,/ (pp.)-m*

pro anihilaci.
Pro vypocet zvolime klidovou soustavu elektronu a impulz dopadajici ¢astice bude udavat smér
osy z, bude tedy pro Comptoniiv rozptyl

pi = (m,0,0,0) ., k' = (®,.0,0,w,) ., (k'k) = ® 0,(1-cosD)

a pro anihilaci
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p! = (m.0,0,0) , p!=(m?*+p*)"?.0.0.p) ,
p. k) = (m2+p2)1/2(")2 -pw,cosd

Pro uc¢inny prifez Comptonova rozptylu dostavame
_ L4 o
do =e"d(e,+w, -m-w,)

2
w w, | 0w, do
mo_m +2 mo_my 1,2 —2" 240
w, W, W, w, O |mo e,

2

_ 2 2 2 1/2
€, = (m + W]+ W, 20)10)20051‘})

Pro Gc¢inny prifez dvoufotonové anihilace paru dostavame
112

do = e*d(w, +©, ~m - (m? +p?)

2
w 0w, |0, do
m o m s m | P P P
) w, w, W, w, ® |mpw,

b

®, = (pz fw - 2poozcosﬁ)l/2

Diracova funkce dava
mw, %
w, = = Ay-A; = 2m— (1 - cosD)
m+w (1-cos?) mc

m+ (pZ " m2)1/2

2)1/2

m+(pt+m - pcosv

Pti integraci delta funkce potiebujeme dale vyrazy

d(e, + w,) W,
= €, + W, -w,cosV = m+w (1 -cosV) = m—
dw, w,
a
d(w, +w,)
1@y _ 2 24172 _
wlT =W +w,-pcosV = m+(p>+m*~)"'* -pcos® =
2
2 24172
m + +m
@ )
,
Takto dostdvame pro ucinny prirez Comptonova rozptylu
2
®, (&) () 2
2| Wy 2 2 2 mc
do = r,|— +—=-sin?d|| —=| dQ , —= =
w, O, w, ®; mc?+hw, (1 -cos?d)

a pro ucinny pruiez dvoufotonové anihilace paru
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2

2 ®, ® )
d()'_l"ez(l] Sinzﬁ‘ +_1+_2 2
@, W, @ p(m+(p*+m*)'?)
Wy m
, (p2+m>)"? - pcost
Klasicky polomér elektronu je
02
r, =
4me,me?
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