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1. Princip superposice.

1.1. Feynmanova formulace.

1. Pravdépodobnost P, ze v idealnim experimentu nastane néjaky jev, je dana druhou
mocninou absolutni hodnoty komplexniho cisla ¢, které nazyvame amplitudou

pravdepodobnosti

P=|g . (1.1)

2. Mize-li k n&jakému jevu dojit n¢kolika moznymi zplisoby, a nerozliSujeme-li v

experimentu jednotlivé zplsoby, je celkova amplituda pravdépodobnosti jevu dana souctem
amplitud pravdépodobnosti jednotlivych zplisobii

0=>0, . P=lg[ . (1.2)

3. Miuze-li k néjakému jevu dojit n¢kolika moznymi zpiisoby, a rozliSujeme-li v
experimentu jednotlivé zptisoby, je celkovd pravdépodobnost jevu dana souctem
pravdépodobnosti jednotlivych zpiisobii

b =19,

n

., P=YP . (1.3)

1.2. Formulace Landaua a LifSice.

1. Stav soustavy je popsan komplexni funkci soufadnic konfigura¢niho prostoru ¥(g),

L 4 (q)‘2 dq je pravdépodobnost

kvadrat modulu této funkce urcuje hustotu pravdépodobnosti;

toho, Ze pifi experimentu nalezneme soufadnice v intervalu ¢,q+dq. Soucet

pravdépodobnosti v§ech moznych hodnot soutadnic musi dat jednotku, je tedy pro vinovou
funkeci

[¥(q)dg=1 . (1.4)
2. Stav podsoustavy chrarakterizované soufadnicemi ¢, kterd je soucasti soustavy
popsané funkci soufadnic konfiguraéniho prostoru ¥(q,0) je popsan matici hustoty p(q.q);

p(q,q)dq je pravdépodobnost toho, Ze pii experimentu nalezneme soufadnice v intervalu
q,q+dq aplati

pla.4)=[¥(4.0)¥ (¢,0)d0 . (1.5)

3. Vede-li ve stavu s normovanou vilnovou funkci ¥,(g) néjaké méteni fyzikalni
veli¢iny f'k ur¢itému vysledku f,, popisuje vinova funkce

‘P(Q)=;an‘1’n(Q) >

n

2

al =1 (1.6)

n

2
a, .

stav, ve kterém naméfime hodnotu f, s pravdépodobnosti
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4. Nachazi-li se soustava pfed méfenim ve stavu s normovanou vinovou funkci ¥,(g),
potom pi1 méfeni fyzikalni veli¢iny f nalezneme s urcitosti hodnotu f,, ale po méfeni bude
soustava ve stavu popsaném normovanou vilnovou funkci @,(g), a pravdépodobnost nalezeni

hodnoty f;, v okamzité nasledujicim mé&feni bude [b |*, kde

bm:j‘P;(q)CDn(q)dq , Ylb[ =1 . (1.7)

2. Matematicky popis.

2.1. Zakladni popis.

1. Stav soustavy je popsan paprskem v Hilbertové prostoru H c| l//>, kde |l//> eH, ceC.

2. Dynamické proménné jsou representovany hermiteovskymi operatory v tomto prostoru.

Poznamky:
K prostoru ket vektort c|w> zkonstruujeme dudlni prostor bra vektora <w| pomoci

jednozna¢ného zobrazeni

&) o (a| , c,|a)+c,| ) o e, (a]+c, (8] . (2.1)
Skalarni soucin v Hilbertové prostoru H definuje vnitini soucin bra a ket vektort
(@ B)=(|).[5) - (22)

Ptfipomeinime znamé vlastnosti skalarniho soucinu

(Lr).de))=e(lr)l2)) -~ (cr)le))=e(1f)]e)
. (2.3)
(I7)-12))=(l2)-|2))
Hermiteovsky sdruzeny operator je definovan pomoci vztahu
(11)-02)=(011)lg) - (11).0l8))=(lg).0"11)) - 24)
2.2. Axiomy.

1. Vysledkem méfeni fyzikdlni veli¢iny mize byt pouze jedna z vlastnich hodnot
odpovidajiciho operatoru.
2. Nachazi-li se soustava ve stavu, ktery odpovida vlastni hodnoté operatoru A rovné o, je

oy I , 2
pravdépodobnost toho, ze méfeni veli¢iny B da hodnotu S, rovna K B, an> , kde

B.) . (2.5)

A

a,) . B|B,)=8,

A

A

n

a,) =0,




Obdobn¢ pro spojité spektrum operatoru B je pravdépodobnost toho, ze méteni d4 hodnotu z

intervalu (4, f+d ) rovna K,B a,) ’ dp.

3. Operatory AaB odpovidajici klasickym veli¢inam A a B splituji komutacni relace
LA,BJE/]B—M:ihé (2.6)

kde klasicka veli¢ina C je dana Poissonovou zavorkou klasickych veli¢in 4 a B

dA 0B 0AOJB
C={4,B\= _
Bl Z(aqiap,- ap,»an

2.7)

2.3. Reprezentace, rozklad jednotky.

Vlastni hodnoty hermiteovského operatoru jsou redlna Cisla a vlastni vektory ptislusné
riznym vlastnim hodnotdm jsou ortogonalni. Dlikaz neni obtizny. Pro hermiteovsky operator

plati
a>=a|a> , <a'

Po vynasobeni prvni rovnice bra vektorem <a'| a druhé rovnice ket vektorem |a> a odecteni

A

A

A

A=(d'|a" . (2.8)

dostavame (0{—0/*)<a'|a>:0, odkud plyne tvrzeni. Pfi vypoctech je uzitené, jsou-li vlastni
vektory normovany na jednotku, t.j. <a|a>:1. Obecny stavovy vektor pak mlizeme napsat

jako linearni kombinaci vlastnich vektord néjakého hermiteovského operatoru
(ptedpokladejme operator s diskrétnim spektrem)

v)=2cla) o ¢ =(q,
Z normovaci podminky <1// | l//> =1 dostaneme

Wlw)=22ccnla,
1=Zn:°’n c, :Zn:@/ a,){a,

v) . (2.9)

an> = chczzl ,
n

V)=l Za e
Sa)a

Vyse uvedeny zapis jednotkového operatoru budeme velmi ¢asto vyuzivat.

j|1//> =N (2.10)

2.4. Vlnova funkce.

Velmi dilezitym operatorem se spojitym spektrem je operator soutradnice, ktery bude
piirozené mit jako vlastni hodnoty pfislu$né souradnice

Olg)=4qlq) - (2.11)

Primétem stavového vektoru do vlastniho vektoru operatoru soutadnic je vinova funkce




v(e)=(aly) . v.(9)=(dla,) - (2.12)
V soufadnicové reprezentaci tedy piSeme
=Y, ¥, (q) . ¢,=[¥(q)¥, (q)dq (2.13)
a normovaci podminky méme vyjadieny jako
[¥,(9)¥,(q)dg= 6, o =[¥(@)¥ (q)dg=1 . (2.14)
Obdobné pro operatory se spojitym spektrem
W(q)=[c, ¥, (9)df . c,=[¥(q)¥;(q)dq (2.15)
a
[¥ ()Y, (a)da=6(f-g) . [e,c;df=[¥(a)¥ (q)dg=1 . (2.16)

2.5. Maticova reprezentace.

NapiSeme jest¢ jednou nejdilezitéjsi vztahy. Vlastni vektory hermiteovského
operatoru tvoii ortonormalni bazi

<am an>=5m,, . (a|a,)=6(f-2) |

. A (2.17)
=1 ” Nagldr=1.
Koeficienty rozkladu obecného stavového vektoru |1//> v dané bazi ziskdme jako
c, = <an l//> , €= <af‘l//> . (2.18)

V dané bazi lze vyjadiit pisobeni operatoru na stavovy vektor jako maticové nasobeni

|Z>: : > = <an|Z>:<an é(z am><am|j|l//>:z<an é am><am|l//> ? (219)
tedy
20)=2.Bnl¥0) - (2:20)
Matice operatoru v bazi tvofené jeho vlastnimi vektory je diagonélni
4,,=(a,|Ala,)=a,s,, . (2.21)

Pro komutujici operatory AaB plati
<al. >< B aj>: <al. l§§|ak><ak|A‘aj> g
|B

k
a,(a, aj>=aj<a aj> = <ai|l§‘aj> a,)éd,

ij
3. Hamiltoniiv operator (hamiltonian).

(2.22)

|5 ~(q|B




VInova funkce tplné€ urcuje stav soustavy. Zadani vinové funkce v urcitém okamziku

musi tedy uréovat jeji chovani v budoucnosti, musi proto derivace 0¥/ 8t|t_t linearné zaviset
)

na ¥ (¢,). Obecna zavislost je (Schrodingerova rovnice)
oY

ih—=HY 3.1
ih— (3.1)

kde H je n&jaky linedrni operator, faktor i% je vyclenén pro korespondenci pfi kvasiklasické
aproximaci. Tam pfedpokladame vInovou funkci ve tvaru ¥ = Aexp{iS/h}, kde 4 je pomalu
se ménici amplituda a S/A rychle se ménici faze viny. S je klasicky ucinek (feSeni
Hamiltonovy - Jacobiho rovnice), 7 je Planckova konstanta. Potom

o¥ 9S 08 (as . j

inlt - %%y _y_py|2 i, (3.2)
or

Jt ot ot
kde H je Hamiltonova funkce. Této fyzikalni veli¢in¢ pfifadime operator H . Hamiltoniin
operator H je hermiteovsky, coz vidime z nésledujicich Gprav

d 2 a‘l’*(q,t) . d¥(q.1)
Mg dg=| ==L w(q.0)dg+ | ¥ (q.1) =L g g =
dtﬂ (g.1) dq J S (g.0)da+ | ¥ (g.0)——"=dg

L[ ()] g da+ LT () A (g.0)dg - 33)

%jw*(q,z)[ﬁ-ﬁj\p((],f)dq=o —~ A=H

4. Operatory impulzu a momentu impulzu.

Uvazujme uzavienou soustavu castic bez vnéjSiho pole. Hamiltonian soustavy se
nezmeéni pii paralelnim pfenosu soustavy o libovolnou vzdalenost, budeme vSak uvazovat jen
infinitesimalni posunuti, t.j. transformaci 7, -7 + 7 . Pfi ni se vlnova funkce (soufadnicova

reprezentace stavového vektoru) transformuje jako
W(7, +07) = (7,) + 67 1V, ¥ (7)=0¥(7) .
.\ _ 4.1)
O=1+67-)V,
Tvrzeni, ze néjaka transformace neméni hamiltonidn, znamena toto: transformujeme-li funkci

HY, je vysledek stejny, jako kdyz piisobime A na transformovanou funkci OVY.Je tedy
[é,}ﬂ =0 . 4.2)

V disledku homogenity prostoru komutuje s hamiltonidnem operator
SV, H-HYV,=0 . (4.3)



Vzhledem k tomu, Ze invarianci vuc¢i posunuti odpovidd v klasické mechanice zakon
zachovani impulzu, bude operator impulzu Gmérny operatoru V. Operator impulzu jedné
Castice je tedy

h=
==V (4.4)
i

b

a pro kvasiklasickou vinovou funkci
=(Vs)¥ . (4.5)
Uvazujme opét uzavienou soustavu castic bez vnéjsSiho pole. Hamiltonian soustavy se
nezméni pi1 otoceni soustavy o libovolny uhel kolem libovolné osy, budeme vSak uvazovat
jen infinitesimalni pootodeni, t.j. transformaci 7 —7 +J8@x7 . Pii ni se vlnova funkce

transformuje jako

c (4.6)

V disledku isotropie prostoru komutuje s hamiltonidnem operator z FxV.

a

NEXV,H-HY ixV,=0 . (4.7)
Bezrozmérny operator momentu impulzu jedné ¢éstice ] je
[ =i(FxV) (4.8)
a pro kvasiklasickou aproximaci pak
hl ¥ =(FxVS)¥ . (4.9)

5. Casovy vyvoj kvantové soustavy.

Nejprve si vSimneme vztahu pro operator cCasové derivace fyzikdlni veliCiny.

Fyzikalni veli¢ina f je popsdna hermiteovskym operatorem f . Je pfirozené pozadovat, aby

fyzikalni veli¢ina d f'/d ¢ byla popsana hermiteovskym operatorem d f/d t, pro ktery plati

/\

. df af
(e[Sl =Ly 4200 ) s

Diikaz je snadny, nebot’ postupnymi upravami s vyuzitim Schrodingerovy rovnice (30)
dostaneme

%(‘P|f|‘1‘>=<‘1’|%—f|‘1’> (at<‘1’|jf|‘1’> <‘I’|f(—|‘1‘>j
A (5.2)
e S i Lo T ey %




Velice dilezitou tfidu fyzikalnich veli¢in tvoii ty, které explicitné nezévisi na Case a
jejichz operatory komutuji s hamiltonianem. Jestlize hamiltonidn nezavisi explicitné na Case,
je jednou z téchto veli€in energie a jejim operatorem je pravé Hamiltonliv operator. Vlastni
vektory jsou nazyvany staciondrni stavy

ih%|‘1’n>:ﬁ|‘Pn>:En v, “Pn(t)>:exp{—%En(t—to)}“l’n(to» . (53)

Ptedchozi ivahy odpovidaly Schrodingerové reprezentaci Casového vyvoje kvantové
soustavy. Obecné¢ lze uvazovat takto: pozadujeme, aby obecné platilo

d of irns -
— (Y| f|¥)=(Y|—+—|H,f||¥Y) . 54
AR T[) = (S LT |) (54)
Ve Schrodingerove reprezentaci jsme vyhovéli tomuto pozadavku tak, Ze jsme polozili
d ~ 0 » 0 A
— f=— , ih—|Y)=H|¥Y) . 5.5
d tf atf at| ) [*) ©:3)
V Heisenbergoveé reprezentaci pak pokladame
fa=UT U |¥,)=U"|¥) | (5.6)
kde U je operator vyhovujici rovnici
il U=AU (57)
at
Potom
d ~ Nl a ~ l I [ S ~ a
—f,=U —fU+—-|U HU, ,—|¥,)=0 . 5.8
y=U" - f U] Ju] 5% (5.8)
Pokud je Hamiltonliv operator na ¢ase explicitné nezavisly, je
- i~
W (1)) =]¥,) . U:exp{—zH(t—tO)} . (5.9)

Velmi dilezitou pro aplikace je interakéni reprezentace. Predpokladdme, ze
hamiltonian je sloZen ze dvou ¢asti H=H +V , kde H| je na Case nezavisla zékladni Cast a

V' je interak¢ni Cast, kterd mize explicitné zaviset na ¢ase. Zvolime

Uo = eXp{_éI:IO (t_to )} ’ fAint :U(;l fﬁo > |‘Pim> = U(;l |\P> ’
9 , d o _og (240 +[h 7
ZhE|Tint>:Hint Yo Efim :UOI(E]PJ . +[H0,fmt} ; (5.10)

]:[int = Uo_l I}Uoﬁim
Pti vypoctech je tfeba uzit identity
expl A} Bexpl A= B+
[4.8]+ [ 4[4,8]]+ [ 4[4[ 4.8]]]+.....

V nékterych dilezitych pripadech se vyjadieni zjednodusi, takze

(5.11)
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o X . R X (5.12)
[A,B] =cB = exp{a}Bexp{-A}=exp{c}B
Pro volnou &stici s hamiltonidnem H = p? / (2m) mame
A A A ~ b .
Py=P > 4y=q9+t—D . (5.13)
m
6. Harmonicky oscilator.
Hamiltonidn popisujici jednorozmérny harmonicky oscilétor je
A 1 ., mao . A AT gl
H(p,q)=—p"+——¢ , [q.p]=inl . (6.1)
2m 2
V novych bezrozmérnych proménnych dostadvame
1 v A mao v
P(Tj p o5 e
mh o (6.2)

[0.7]=i1 , fi=3no(P*+0?)

Zavedeni anihilaéniho operatoru a a krea¢niho operatoru a* vede k vyjadieni hamiltonidnu
Y

pomoci operatoru poctu oscilatort N=a"a (pojmenovani vyplyne z dalsiho)
A~ 1 - A4 1 A c N
a=—|0+iP) , a =—|0-iP) ,
(0+iP) 5(0-i7)

. (6.3)
la.a"]=1 , N=a'a , ﬁ:hw(z\haj
Zékladem pro dal§i Gvahy bude chovani vlastnich vektori operatoru N pii piisobeni
operatort @ a a'. Ozna¢ime vlastni vektory a vlastni hodnoty operatoru poétu oscilatort
jako N|n>=n|n>, kde <n|n>:1 a dale zavedeme vektory |u>=&|n> a |v>=d+|n> . Potom

n>:&(&+&—i) n>=(n—1)|u> ,

A

N|u)=a"aa

. N (6.4)
N|vy=araa|n)=a"(a"a+i)|n)=(n+1)|v)
Musi tedy byt také |u> a |v> vlastnimi vektory operatoru N
(6.5)
Zvolime-li fazovy faktor tak, ze ¢, a ¢, jsou realné, dostavame
(6.6)
Pro zdiivodnéni nazvl operatorii zbyva ukézat, ze n je celé nezdporné ¢islo. Uvazujme vyraz
(6.7)

To nelze splnit jinak, nez volboun =0, 1, 2, ....
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Vratime se ted’ k operatoriim soufadnice ¢ a impulzu p, pro které mame

§= /zn’:w(awa) . b i/h”;“’(aua) . (6.8)

Maticové vyjadieni téchto operatori je

. h
<m|q|n>: ,%(«/”+15m,n+1 +\/;5m,n—l) ,

(6.9)
. - |h —
<m p }’l>:l n;w< n+15m,n+1 _\/;é‘m,nfl) .
Maticové vyjadieni operatord ¢ a p° je pak
(m| @’ |n)=
2L( (l’l+1)(7’l+2) 5m,n+2 T\ (l’l—l) 5m,n72 + (27’l+1) §m,n ) ’
me | (6.10)
(m|p*|n) =
ﬁ%?gb—(n+n(n+2ﬁ%m”——idn—lﬁ%m2+{2n+n5aﬂ |
Z téchto vyrazi dostaneme vyraz pro hamiltonian
(m H n>=hw(n+%)é‘m’n : (6.11)

Pro stfedni kvadratické odchylky soutadnice a impulzu pak dostavame

i Sl ) —(nlalay = | [l

A= f(nl |~ {uldlm) = [ ek

Af?z\/<n n>—<n n>2=\/hmw,/n+% , (6.12)
nimn( el
Aqu—h(n+2j .

Stav s minimalni hodnotou neurcitosti se nazyva koherentni. Pro libovolné komplexni Cislo ¢
je dan linearni kombinaci stavii s n oscilatory

|c>:§bn n> , bn=%exp{_%|c|2} , <c|&|c>:c , <C|&+|C>:c*

At A 2 A2 2 At2 *)
(cla*ale)y=le[  (e|@*|e)=c" . (c]a”|e)=c

Pro operatory soufadnic a impulzu je pak

/ h himw
<c c>: (c+c*) , <c c>=i (c*—c) ,
2ma 2 (6.14)

<c 5 c>=2nh1w(l+(c+c*)2) , <c c>=hmTw(l—(c*—c)2)

q
a pro stfedni kvadratické odchylky soufadnice a impulzu pak dostavame

P’ p

(6.13)

>

q

A2

p
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h
Ad=+/(c|d*|c) - (c|d|c) = |—— ,
g=\(el*[e) = {elle) = |5~
(6.15)
. ~ | \2 hmao N/
Ap:\/<c p2 c>—<CpC> = —2 , Aqu:E
6.1. Schrodingerova rovnice pro oscilator v souradnicové representaci.
Schrédingerova rovnice pro stacionarni stavy v soutfadnicové representaci je
d’y(x) 2m mao’ x’
+ E - x)=0 6.16
dx’ / 2 v(x) (6.16)
a substituct
Fo M E:ha)(n+lj (6.17)
h 2
dojdeme k rovnici
d’y (¢
%+(2n+1—§2)l//(§):0 . (6.18)

Vlnova funkce musi byt koneéna pro & — o musi tedy byt

P &), .dx(8)
= expy—— , -2 +2 =0 , 6.19
p(&)=ewl 58 2(0) A2 (619
pfi¢emz pro & — oo miize funkce y(&) rist nejvyse jako mocnina & Re$enim jsou Hermiteovy
polynomy

d" exp{—é‘z}

H,(8)= () exp{E 5

a normovana vlnova funkce je

1/4 12
ma 1 mo , mao
wn(x)—(mj (2nn!)l/zexp{ 2hx}Hn((—hj xJ . (621)

(6.20)

7. Relace neurcditosti.

M¢éjme dva hermiteovské operatory AaB. Jejich komutator je antihermiteovsky
operator iC, kde C je hermiteovsky. Zavedeme oznaceni pro stiedni hodnotu operatoru

0)=tv

A

(0] l//>, pricemz <l//| l//>=1 a definujeme neurcitost jako

20 ((0-(0)) ) - .0

Zobecnénymi relacemi neurcitosti nazyvame nerovnost

13



AAAE%<@> . (7.2)

K dtkazu uzijeme Schwarzovy nerovnosti

(el lrle) - 1 =(A-()lw) . |2)=(B-(B))ly) -

2 a2 R 2 (7.3)
(34) (a8 =[(p(4-(4))(3-())lv)
Pro kazdy nezaporny operator plati totiz
: __(elol)
(f+ig|O|f+Ag)=20 , A= (<[Ole) =
. lrloley "
, o (el0fe)
Upravou
(4-(4))(2-(B))=D+3C . (1.5)
kde C a D jsou hermiteovské operatory
oyl @--pe-)
c=[(A-(0)(3-(8)-(3-(&)(4-(4)]
dospivame konecné k vysledku
(a4) (Aé)22<l§>2+i<é>22%<é>z . (1.7)

Rovnost (stavy s minimem neurcitosti) nastava tehdy, je-li splnéno

(i) =2(5 (3 7

Dly)=0 , A+1 =0 . (7.9)

NejznamnéjsSim piikladem jsou Heisenbergovy relace neurcitosti pro operatory
soufadnice ¢ a k ni ptislusného impulzu p

AGAD % . (7.10)

V soufadnicové representaci

A=g=x . B=p=2L  elAg)=ni
i dx i (7.11)
<‘?>:xo ) <ﬁ>:po , Ap=0Jp .
Rovnice pro stav s minimalni neurcitosti je pak
hdy(x X - X,
RG] 2 Ly (.12)
i dx A

14



8. Operatory se zdola ohrani¢enym spektrem.

Jak jsme jiz vid€li u harmonického oscilatoru, mizeme urcit spektrum vlastnich
hodnot operatoru 0, aniz explicitné pocitdme vlastni vektory. Zobecnéni tohoto piistupu je
nasledujici: méame urcit spektrum vlastnich hodnot operatoru O. Oznatme 01 =0a
napigme O, ve tvaruO, =T T, + o, , kde o, je realné &islo. Je-li nékolik moznosti volby 7,
volime tu, kde je w; nejvétsi. Dale definujeme 02 = fl ﬁ* +@, a zapiSeme ve tvaru
02 = ]A"; ]A"z + @, , opét tak, aby pfi vice moznostech rozkladu bylo w; nejvétsi. Zieymé musi
byt w; vEtsi nez nebo rovno w;, kdyby bylo mensi, vedla by volba T; :]A]+ k rozkladu s vétsi
hodnotou, coz je spor. Obecn¢ pak zavedeme rekurentni vztah
0., =TT +o, ., 0,=T'T+0, ., 0,20, . (8.1)
Plati

A

OJHfj:(f}f;"'wj)TA':

S (8.2)
OJT;Z(T;]}"'WJ)]T: j+( jT;+a)j)=T+Oj+l
Oznacme |¢> né¢jaky vlastni vektor operatoru 0, 0|¢>= w|¢> Dale definujme
|¢(n)>:fn fn—] 7’:'2 7’:'1 |¢> *
Postupnymi Gpravami dostaneme
(676 = (gl T2, 1,7, T 6) =
<¢|j\1+j—\:—1 (én _a)n)j\:'t—l"'j\; ¢>:<¢ fr f::—l f;—l (én—l _a)n)f:z—Z"'j\; ¢>: (83)
Bl BT, 2 (0, ,)[6) = (0 0,){g" "
a tedy
(a)—a)n)(a)—a)n_l)...(a)—a)l)20 , n=1,2,... (8.4)

Neni-li posloupnost { @; } shora ohrani¢end, musi byt vlastni hodnota w operatoru O praveé
rovna nékterému ;. Je-li posloupnost { w; } shora ohrani¢end hodnotou @, musi byt
vlastni hodnota o rovna né€kterému w; nebo leZet ve spojité ¢asti spektra > @pqx.

Pomoci téchto postupti miizeme hledat i vlastni vektory. Predpokladejme, Ze za |¢>

zvolime vlastni vektor operatoru O s vlastni hodnotou w;. Potom podle pfedchozich vztaha
plati <¢(H) ¢(H)>>O, ale <¢(j) ¢(j)>:0. Je tedy ‘¢(j)>:0 neboli Tﬂj‘¢(j71)>:0, a z toho

potom (O] —a)j) ¢(H)>:Tﬂj+ T

¢(H)> =0. Vektor
¢(/-1)> : j} ¢(/-1)>:0 (8.5)

je tedy vlastnim vektorem operatoru O s vlastni hodnotou ;

_ £+
0)=1" 1.1},
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Ol))=0,8 i .,

¢(/—1)> -
¢(j_1)> =0, ‘a)j>

Jako piiklad uved'me vypocet vlastnich hodnot energie pro sféricky symetrické stavy
vodikového atomu. Hamiltonian piSeme jako

2 2
Hzi— ¢ , I}r:E i+l (8.7)
2m Armegyr i

a e (8.6)
1. 17,0

J

arozklad je

)
= +tila +—| ,
i)
+ [3 bj ]3 b/
T = L ila. +— L tila +—=||=
K bﬂi(/ Jﬂﬁ% (,rﬂ
h
b,——— (8.8)
2 g b. D> 2ab, 2
Proplg +=L| 4i—2 13,,1 S Sk e B 2m ,
2m 7 2m rlo2m r B
h
b+
A A D> 2a;b Ty
. Bl L ) 2m
J 2m 7 J r2

Porovnanim dostdvame pro prvni hodnoty

h J2me’ m e’ ’
b=— , a=- , O =——— , (8.9)
\J2m 8rhe, 2h°\ 4re,
pro dal$i hodnoty
h h
b|b +——|=b |b, ———| ,
f(f w/2mJ fl[fl sz] (8.10)
a;bj=a,, b, , G ro;=a,+o,, ,
odkud potom
jh J2mé’ m e’ ’
bj:— , Q= ——— , W= ST . (8.11)
\J2m ‘ 87 jhe, 2j°h"\4re,

9. Vlastni hodnoty a vlastni funkce operatoru momentu impulzu.
Jednotkovy axidlni tenzorég,,, nabyva hodnotu / pro indexy {ik/}, které vznikly

sudym poctem traspozici z {/23}, hodnotu -/ pro indexy {ik/}, které vznikly lichym poctem
traspozici z {123} a hodnotu 0 v ostatnich ptipadech. Plati
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5, 8 o, 5

En €y =0 O Oul » EnEg= 5” 5” ) ©.1
s 5. 5 kr Oks 1)
En € =20, . &,,=06

Poznamka: pouzivime zde Einsteinovu sumacni symboliku, t.j. sC¢itdme ptes indexy, které se
v daném clenu vyskytuji opakované. Pomoci tenzorug,, zapiSeme operator momentu

impulzu a jeho komutacni relace jako

nl=¢€,,9,p [li "}k] =i&,4, [ i ’lak:| =i&, P - 9.2)
Snadno také ukazeme, ze
h[ll,l]] jkll — & 4 bl = Eirl le D, +i€jk1 Eindn D) — 9.3)

i P lz’ =141 €1 Qi Do TIE 41 Eipm D P1 = i(qj bi—4:p; )_lhgzjkl
Definujeme

A

72 _72 72,72 ”_1 7 -7 A_l 7 -7
[P =0 +07+1; ,L_U?@+ﬂ) ,Z—U?Q—UJ . (9.4)
Pro tyto operatory plati komutacni relace

Pilo . [Li]=l L [LA]=l L [LE]-D . )

Operator ¢tverce momentu impulzu miZeme psat jako
[P=20 1 +1> -1 =201 +I*+1 . (9.6)

V soufadnicové reprezentaci (ve sférickych soutfadnicich) je

I = % exp{i o} (aa—ﬂ + icotﬁ%) ,
= Texp{ i (p}(—% +i cotﬂaa(pJ , (9.7)
[ =—i—

1 o(. .0 1 0
— | sind— |+ ———
: Rl | sing? 98 0¥ ) sin*¥0¢’

Vlastni hodnoty a vlastni funkce operatoru z-ové slozky momentu impulzu /

z

A d

Nl)

najdeme snadno vyuzitim metody separace proménnych

Oy (r,d,¢
—z%zlzl//(r,ﬂ,(p) . y(r.d,0)=f(r.0)®, (o) ,
Q
1 9.8)
I=m=0,%1,£2,... , ®, (¢)= exp{im ¢}
27

Osa z neni nijak preferovéna, takze primé momentu impulzu do libovolného sméru muiize
nabyvat pouze celoCiselnych hodnot. Tento vysledek neni rozporny, nebot’ vlastni funkce
jsou pro razné smery razné.
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Oznacme ted’ jako / nejvétsSi moznou hodnotu m pro danou vlastni hodnotu A

/1m> vlastni vektor operatoru /_ s vlastni hodnotou m a soucasné¢ vlastni

operétoru /2. Bud

vektor ? ? g vlastni hodnotou /. Potom
|/1m> (Z +1)|lm>= m+1)i

/1m> ,
lzl_|/1m>=l+(lz—1)|/1m>:(m—1)l+ ), 9.9)
|/1m+1>=C+i+|/lm> , |/lm—l>=C_f_|/lm>

Pro m = [ musi tedy vzhledem k tomu, ze / je nejvyssi mozné hodnota m byt

L|at=0 . 20 i]ad=(i*~i*-1)|a1)=0

)=r

Dostavame tedy pro vlastni hodnoty operatoru I? hodnoty A = [(I+1), vlastni hodnoty I?
nezavisi na m.

. (9.10)
I*|Aly=2|Al)

) . Lla=ijai)

Vlastni vektory operatoru /> v soufadnicové reprezentaci dostaneme nejsnadnéji
pfimym feSenim rovnice

V3

V.4 )
Y, (8,0)=®,(9)0,,(8) , J”Y,m(z?,(p)‘ sinddpdd |
0
0

;i[sinﬂ%J + (1(1+1) - ,’";j 0, (8)=0

sind? do sin

(9.11)

ReSenim jsou pfidruzené Legandreovy polynomy B" (cos?¥). S uvaZenim normovaci

+|m f ’ (1-
Y, (8,0)=(-1)" Il 20+1 Gl P" (cost)exp{ime} . (9.12)
l+|m

Jiny zplsob dava maticovd formulace. Souradnlcova reprezentace vznikla projekci

podminky

Y, (2,9) <29(p|l m> Pociteyme maticovy element l podle (9.6). Mame

1(1+1) =2<zm|i+(2 |zﬂ><zﬂ|]i_|zm>+m2 —m=

u=-1
2<lm|i+|lm—1><lm—1|i_|lm>+m2—m , <Zm—1|i_|lm>:<lm|i+|lm—l>* , (9.13)
(1+m)(I—m+1)

<lm|ll|lm—1>=<lm—1|i_|lm>=\/ 5

Dale pak
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) de, (¥
L|iy=0 , %—lcotﬁ@ll(ﬁ):O :

(21+1)! sin’ 9
2 2

L Jimet)=(m|] [tm+D)|im) ;_z—m|u>:\/(213JE

Vsechny tivahy provadéné pro moment impulzu jedné Castice

, (9.14)

m)!

|1m)
m)!
[ plati samozejmé i

pro celkovy moment soustavy L

L="1 . 9.15)

10. Maticové elementy skalaru a vektoru, parita stavu.

Uvazujme opé€t uzavienou soustavu Castic bez vnéjSiho pole nebo castici ve vnéjSim
centralnim poli. Hamiltonidn takové ulohy se nezméni pii otoceni soufadnicové soustavy o
libovolny thel kolem libovolné osy (prochazejici stfedem), a v disledku této izotropie

prostoru komutuje s hamiltonianem H operator momentu impulzu L. Pfi otoCeni se vSak
obecné nezmeéni skalarni veli¢ina f, a také jeji operator f bude tedy komutovat s operatorem

momentu impulzu
[ﬁ,i}:o . (10.1)
Matice operatoru f je vzhledem k L a M diagondlni a na M nezavisla. Diagonalita plyne z

komutativnosti f‘ a Li Nezavislost na M snadno ukazeme: ozna¢me N soubor zbyvajicich

maticovych indexi (kvantovych Cisel), charakterizujicich stav soustavy. Z komutativnosti f

a £+ a nezavislosti maticovych elementl £+ na N dostavame
(NLM+1|fINLM+1)(NLM+1|L,|[NLM)= (102)
(NLM+1|L,|N'LMY{N'LM|f|NLM)

tedy maticové elementy operatoru f nezavisi na M. Pro hamiltonidn to znamena
2L+1 nasobnou degeneraci energiovych hladin.
Uvazujme ted’ o vektorové fyzikalni veli¢ing, které ptislusi operator V. Komutacni

relace s operatorem momentu impulzu L budou stejné, jako komutacni relace operatoru
vektoru soufadnic, tedy

A

L.V ]=ie,V . (10.3)

Maticové elementy vektoru mohou byt odlisné od nuly jen pro hodnoty L a M liSici se
nejvyse o jednotku (vybérova pravidla). Mame napiiklad
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|:AZ’ AZ:|:O ’ [LAZ’I;;}:I%- ’ [Azal}_]:_l}_ D
(M, | LS| M) M|V M) =(M, |V, L.|M,)
M
= M,(M,|V.|M)=M (M,|V.|M) ,
(M, | LS|\ MY(M|P, | M) = (M, |7, L | M)+ (M, |V, | M) (10.4)
M
= M,(M,|V,|M,)=(M+1){M,|V.|M,) ,
(M| S| M) M |7 |M,)= (M7 L 31,) = (0, |7 a1
M
= M2<M2|V7|MI>Z(M1_1)<M2 I}f M1> .

Operator parity definujeme jako
(F|(Plw))=(-Flw) . (10.5)
Jeho vlastni hodnoty jsou P = / a P = -1, jak snadno vidime z P’ |l//>:|l//>. Parita stavl
castice charakterizovanych / a m je (-l)l, protoze pii prostorové inverzi se sférické souradnice

a vlastni funkce Y, , (8, 9)=(d¢|/m) transformuji takto:

Fo>—F , ror , 9-5r-9 , ¢—oe+x , B"(costd)exp{im ¢}
(10.6)
- P,’”(cos(z—z?))exp{im((o+7r)}:(—l)lBm(cosz?)exp{imqo} )

Z hlediska parity rozliSujeme skalarni veli¢iny na pravé skaldry a pseudoskalary a vektorové
veli¢iny na polarni vektory a axialni vektory podle toho, jestli s operatorem parity komutuji

nebo antikomutuji. Stavy se sudou paritou ozname |g>, stavy s lichou paritou |u>

Vybérova pravidla pro libovolny operator O dostaneme ze vztahtl

(| P{l2)(g|+u)(u[} Ol p.) =P, 2){(2|O| p\)~(ps [u)(u]O] p\) 107
(p,|OP{|g)(g|+|u)(ul}| p.) = (p,|O| g)(g| 1)~ (P, |O]u){u| p,)
a relaci
PO,-0,P=0 , PO,+0,P=0 . (10.8)
11. Spin.

11.1. Rotace a komuta¢ni relace pro operator momentu impulzu.

Budeme si v§imat pouze infinitezimalnich rotaci o thel A¢. Pro rotace kolem os

kartézské soustavy soufadnic v trojrozmérném eukleidovském prostoru mame
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A 2
10 0 LGNS
(A¢)2 2
R (Ag)=]0 I—T Ag . R, (A¢)= 0 1 0
Ag)’
Ag)’ _ _(a9)
0 A 1_(f) Ap AP 1=
(A¢)2 (11.1)
l—— Agp O
2
A 2
R(A9)=| Ag 1—% 0
0 0 1
Tyto rotace miizeme zapsat pomoci operatoru momentu impulsu jako
Ri(qu):i—ij,.Agp—%jf(Agp)z : (11.2)
kde
1 00 0 0 0 0 0 i 0 =i 0
i=[0 1 0|,J.=[0 0 —i|,J,=[0 0 0|,J =i 0 0. (I113)
0 0 1 0 i 0 - 0 0 0 0 O
Konec¢né rotace pak napiSeme jako
N
. R 2 R
Rl.(¢)—}/1£ri[l—z.]iﬁ =exp{~iJ, ¢} . (11.4)
11.2. Spin.

Komutacni relace pro slozky momentu impulzu miizeme psat ve vektorové formée
IxI =il . (11.5)
Castice miize mit kromé tohoto orbitalniho momentu je§té vnitini moment impulzu. Pro jeho
operator plati

ixi=is . [§7]=0 . [§.5]=0 . [?,?}:0 . (11.6)

Prvni vztah tikd, Ze spin ma charakter momentu impulsu, dal$i vztahy vyjadiuji to, Ze jde o
vnitini moment impulzu, ktery nijak nesouvisi se soufadnici a impulzem castice. Definujeme
dale operator celkového momentu impulsu

F=l+§ , jxj=ij . (11.7)
Obdobn¢ jako pro orbitalni moment dostaneme pro spin
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A

22
S, S

ssz>:sz

SSZ> , ssz>:s(s+1)|ssz> ,

(11.8)
s, =-=s,—s+1,...,s—1,s

Rozdil je ovSem v tom, Ze projekce orbitdlntho momentu m musela nabyvat celociselnych
hodnot. U spinu toto neplati. Protoze vSak projekce spinu tvoii posloupnost ¢isel lisicich se o
jednicku, musi byt rozdil 2s mezi maximalni a minimalni hodnotou nula nebo celé kladné
¢islo. Jsou tedy mozné hodnoty spinu ¢astic s = 0, 1/2, 1,... Naptiklad spin //2 maji leptony
(elektron a positron, p a t leptony a neutrina) a kvarky, spin / fotony, W a Z bozony a
gluony.

Operator spinu mize byt reprezentovan maticemi. Pro s = 0 je mozny pouze jediny
spinovy stav s_=0, reprezentace je trividlni, tvofi ji nulovy vektor

§=[3,.8,.5.]=[0,0,0] . (11.9)

Pro s = 1/2 jsou mozné pouze dva spinové stavy, s,==x1/2, a reprezentace je realizovana
Pauliho maticemi

A Ta ~ .1 .1 .1
s—[sx,sy,sz] , S, =—0,  , sy—EO'y , SZ—EO'Z ,
0 1 0 —i I 0 (11.10)
o, = , O, = , O, = .
Plati
1 0 3(1 0
2 2 2 A2 A2 A2
o.=0,=0.= , S +SI+s=— . 11.11
X y z (0 1] X ¥y z 4(0 lj ( )
Také pro s = I, kdy jsou mozné tfi spinové stavy s =0,%1, madme jednoduchou maticovou
reprezentaci
§:|:'§x"§y"§z:| ’ '§x:ﬂx > '§) :ﬂy > ‘ez:ﬂz ’
. 010 ; 0 1 O 1 0 0 (11.12)
=—|1 0 1| , =—|-1 0 1| , 6. =0 0 O
B, > B, NGl B
010 0 -1 0 0 0 1
Pro B matice plati
| 1 0 1 | 1 0 -1 1 0
'B"ZZEO 2 0|, ﬂj:EO 2 0, B=00 ,
1 0 -1 0 1 0 0
(11.13)
1 00
S;+8+582=2/0 1 0

0 0

Castice se spinem, t.j. vnitinim momentem impulzu, ma také vnitini magneticky

—

moment /. Jeho operator Z je umérny operatoru spinu s

W

(11.14)

=H
v X



kde u je pro castici charakteristicka konstanta. Pro elektron je yu=u,=eh / (2m). Hamiltonian

elektronu v elektromagnetickém poli (v souradnicové representaci) tedy bude

FI:L(Q—eZ(F))Z—&SQ-E(F)+e¢(F) . (11.15)
2m S

11.3. Spin a rotace.

Pro Pauliho matice plati

|0,.0,|=2ig, 0, . {0,.0,}=26, . (11.16)
Déle pro matici
Lo ( a, al—iazJ
0-d=0,a,= ) (11.17)
a,+ia, a,
plati
(6-a)(6-b)=a-b+iG-(axb) . (11.18)
protoze
Ojfajakbk:%({aj,ak}+[0jf,ak}):(5jk+igjk,0'l)ajbk : (11.19)

Specielné pro jednotkovy vektor plati

(5.,3)”:(; (1)) , (6'.13)2“1:( " ”1_i"2j . (11.20)

n+in,  —n,
Mame pak
5 1 0 n n—in
exp{i¢g-ﬁ}= cosQ+i } ! ? sing . (11.21)
2 0 1 2 n+in,  —n, 2

Tento vyraz umoziiuje vyjadfit transformaci spinoru pfi rotaci soufadné soustavy. Jak bylo
ukazéno, Pauliho matice délené dvéma spliuji komutacni relace stejné jako operator
momentu impulsu, ktery je generatorem infinitezimalnich rotaci. Ozna¢ime-li ¢ a 8 polarni

a azimutalni thly charakterizujici jednotkovy vektor, mame pro spinor s pramétem //2 do
jednotkového vektoru

0 N
P P | COSE exXp ZE
cosg +io, sing cos— +i0,sin— = . (11.22)
2 2 2 2)\0 . 0 N0
—sin—expy —i—
2 2

Vzhledem k ,,neobvyklému* vyskytu polovicnich thli ukdzeme pusobeni rotaci na spinory
jesté jinym zptisobem. Operatory spinu zapiSeme nyni jako

=3[9 8 =S E]
s =[G -1

(11.23)
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Transformace spinoru pii rotaci kolem osy z o thel ¢
R.(9)=explis.¢} . |o), =R (9)|o)=explis.g}|o) .

|+>R=eXp{i§z¢}|+>=exp{i§}|+> , |—>R=exp{i§z¢}|_>:exp{_.%}|_>'(11-24)

Pro operatory spinu tak dostdvame
I ¢ .
S p=—| eXpyl— CXpyl—p+ exXpy—1 +|ex
e I R R
=cos@s, —sings,
S,z :é exp{—i§}|—> <+|exp{—i§} - exp{i%} |exp{ } (11.25)
=sings, +cosgs,

:exp{i§}|+> (+] exp{_zg} _ exp{—i ﬁ} |exp{

(SHRSN
l\)l‘%

l\)l‘%»

=Y
|
N | —

zZR —

S} Iﬁ
%,_J
Il
N"A)

12. Princip nerozliSitelnosti ¢astic.

Pro kvantovou teorii soustav tvofenych vice stejnymi Casticemi je zakladnim tvrzenim
princip nerozliSitelnosti. Uvazujme soustavu tvofenou dvéma c¢asticemi. Podle principu
nerozliSitelnosti musi byt stavy, které se li§i pouze pofadim Castic, identické. Jejich stavové

vektory se tedy mohou lisit pouze fazi exp{ie} . Pro vinovou funkci dvoudasticové soustavy

musi tedy platit

|‘fl ,62>=6Xp{i0(}|fz "fl> =exp{2i0{}|§l a‘fz>
|4:1 a§2> :i|§2 ".":1>

Castice s exp{iaz}=1, popisované symetrickymi vlnovymi funkcemi nazyvime bosony,

(12.1)

astice s exp{ioj=—1, popisované antisymetrickymi vlnovymi funkcemi nazyvame
fermiony. V relativistické kvantové teorii 1ze ukézat, ze ¢astice s polo¢iselnym spinem jsou

fermiony, ¢astice s celoCiselnym spinem bosony.
Pro soustavu N bosonli mame

<‘fl a‘fz,...,fN|pl,pz,...,pN>:
N,IN,!
B N AT EATA RS

Sumace se provadi pres permutace {i,i,,...,i,} mnoziny { /,2,..N }, Ny je poCet stejnych

(12.2)

Py)

stavll p, . Pro dvé€ ¢astice mame
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<‘fl a‘fz|p1 7p2>:<§1|p1><§2|p2>5p1p2 +
%(<a|pl><éz|pz> Elp)&ln)(1-3,,) -

Pro soustavu N fermiont pak
<§19§2""’§N|plﬂp2""’pN>:
(@lp) {elp) - {aln)
\/I(élm) <§2|p2> <§N|pz> (12.4)
NIl - :

<é:1|pN> <§2|pN> <C—":N|pN>

t.j. SlaterGv determinant. Pro dvé ¢astice

<4:1 ,§2|p1 ,p2>=
Ll L&)

(12.3)

(12.5)

13. Matice hustoty.

Popisujeme-li soustavu A, ktera neni izolovana, ale je Casti né¢jaké vétsi uzaviené
soustavy A+B, nemluzeme stanovit jeji stavovy vektor (vinovou funkci), nebot’ obecné pro
soustavu samotnou neexistuje. Pro vétsi uzavienou soustavu 4+B vSak stavovy vektor |‘P>
existuje a muzeme jej rozlozit podle uplného souboru stavovych vektorG izolované

podsoustavy 4 |¢,)
[¥)=2.Culo)lO)  2.CiCi=1, (13.1)
ik

kde|0k> jsou stavové vektory odpovidajici izolovanému zbytku soustavy B. Operator 0,

ktery odpovida fyzikélni veli¢ing uréené pouze vlastnostmi podsoustavy miizeme zapsat ve
tvaru

0,.,=0,1,=0,18)|6.)(6.(¢,| - (13.2)

ijk
Pro stfedni hodnotu operatoru O ve stavu |l//> mame

<lP 0 ‘P}z%“ka C, <9k |<¢i|é‘¢j>|91> :ch*k Ci <¢[|OA‘¢1.>:

ijk

Jl

(910, \¢><¢\{zw¢> LClole)
< ¢i|OA‘¢j>< 9,|p z»>=Z< ; ¢,)= {é ,5} ;
[A):l ik jk‘¢> ¢|

jk

(13.3)
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Z definice je ziejmé, ze p je hermiteovsky operator. Lze jej tedy psat pomoci vlastnich
vektorl a redlnych vlastnich hodnot jako

p=2wlp)pl - (13.4)

Volime-li za operator O postupné jedI;otkovy operéator a operator |p,){(p,|, dostavame
porovnanim vyrazii Tr{0 p}=(¥|0|¥)

O = A=Y=t o)l =

7ri|p,)(p)| P} =w, :<\P‘pj><pj‘\y>:‘<pj‘\y>r =0
Miizeme proto interpretovat w; jako pravdépodobnost nalezeni soustavy ve stavu | pl.>. Pro

maticové elementy mame

(6P ¢j>=Zk:wk (@] (pile) - (13.6)

Je-li pro nékteré i w; = I, musi byt pro k#i w; = 0 a podsoustavu lze popsat vinovou funkci,

mluvime o &istém stavu. Snadno se ukéze, Ze pro &isty stav plati rovnost p>=p, nebot
ﬁz:|pl><pl||pl><pl|:|pl><pl|:ﬁ . (13.7)
Stfedni hodnota fyzikalni veli¢iny, které odpovida operator F je vyjadrena bud’ jako
(F)=Td F p} =3, RIAEY WAL (13.8)
ij i
(F)=Te{ £ p} =2 (n|F|p,){p)| 2] 0) =2 pp,
ij i

Pro odvozeni ¢asové zavislosti operatoru matice hustoty vyjdeme z rozkladu

p=2.C.Colo)o] FlZQM)ﬂh%ZCﬂ\@) (13.10)

ijk

A

FlS,

nebo

F F

AN (13.9)

a dostaneme
d . A
in—p=H,p| . (13.11)
ot
Rovnice pfipomind rovnici pro ¢asovy vyvoj operatoru v Heisenbergové representaci, az na

znaménko ovSem, nebot’ jsme ve Schrodingerové representaci!

14. Poruchova teorie.

14.1. Poruchy na ¢ase zavislé.

Vyjdeme od interakéni reprezentace. Piedpokladame, ze hamiltonian je slozen ze
dvou &asti H=H, 0 +V: H, , je na case nezavisla zékladni ¢ast (neporuseny hamiltonian), Vv je

interak¢ni ¢ast, kterd mize explicitné zaviset na Case (porucha). Plati
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]—A]im = exp(%ﬁo t] I}exp(—%lflo tj , |‘I’im> = exp(% AO tj| ‘I’>

(14.1)
- zh—“l’mt )= Hu| W (1)
Odtud dale
W, (1)) =S (¢,0)| ¥, (0)) .
ih%ﬁ(t,o):]:[im(t)S(t,O) . §(0,0)=1 = (14.2)
§(1,0)= _%j L(6)di, J]:Iim(tl)_! T (L)dtydt + ...
0
Jako bazi zvolime vlastni vektory hamiltonidnu H
H,|®,)=E, W (1) = ZC )|@,) . (14.3)

VInovou funkci ve Schrodingerove representaci zapiSeme dvéma zpiisoby
W)= exp(_gy zj\qgm ) =Xe exp(——E tj|q> )

|‘I’>:exp(—%ﬁo z] £,0)| W, (0))= (14.4)

Y ¥e O)esp( -1 £.1 @) 0, [5(0)e.)
a promitnutim do |®, ) dostavame pro c, (¢) (vektor |¥,, (¢)) neni normovan na jednotku!)
)= c, (0){(®,[S(z,0)|®@,) . (14.5)
S oznagenim ¥, (t)=(®, |V (¢)|®,) n:éme pak

zc {5"”_ZJV"”( )exp{h(E _E,)t }dl_#z

m
0

; (14.6)

JVM( )eXp{h(E —E, )t }thmn( )exp{h(E ~E,)t }drzdtl+...

0
0

Ptimym dosazenim za “I’mt )> z (14.3) do (14.1) a promitnutim do |d)n> dostavame

Zih—cm(t)|(I)m>:zcm w(O]@,)
zh—cn(t) z exp{h(En—Em)t}cm(t)

(14.7)
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14.2. Fermiho zlaté pravidlo.

Predpokladejme, Ze v Case =0 je soustava v urcitém stavu (pocate¢nim) |d)l.> , takze
pro koeficienty c,, (0)=0,,. Pocitejme pravdépodobnost pfechodu do (konetného) stavu
‘CD f> rizného od |CI)1.>, tedy koeficient cf[i](t). Pfidany index i zvyraziuje, Ze pocitime
prechod z tohoto pocatecniho stavu. S oznaenim h@, =E, —E; pak mame v prvnim

priblizeni

¢ (1) =—éjVﬁ (t)expliow, t}d1, . (14.8)

14.2.1. Harmonicky pritbéh casové zavislosti poruchy.
Pro harmonickou poruchu

V(t)=Fexpl-iot} + F* expli wt)
dostavame
.t
i .
e (== [V, (t))expliw, ¢ }dt, =
0

14.9
L exp{ (a)jl a))t}—l . exp{ (a) a),f)t} 1 (14.9)

S i i
h O~ h -0,

Zvl1astni pozornost zasluhuje pfipad, kdy @=w,, nebo w=®,,. Pocitejme pravdépodobnost

piechodu za jednotku ¢asu, definovanou vztahem
2

L ‘cf[i]
Wf[f]—}l_{g t (14.10)
Ze (14.9) dostavame
sin’ 50, t2 sin’ a),+a)t2
P lesp (8 :‘ f"z (@, j_w/z)/ ‘ lf‘z ((a) j+a) /2)/
2 /f’ / (14.11)
sin@,, t/2—sin’wt/2
F t ! -
Lttt bt et oy
S vyuzitim vztahu
5(x) = lim S0 (14.12)
1o JTXt
dostavame
hZ
7 il = |7, 5((w,,~@)/2)+ 7, [ 5((@; +o)/2)+ (14.13)

[Ffi Fy+F, E.f}é(a)fi/z)

28



To znamena

w[i]z%\F,\25(Ef—E[+hw) :

i
. (14.14)
T 2
Wil :7‘Fff‘ S5(E~E, +h)
pro absorbci (E, =E, +hw,exp{—iwt} nebo emisi E,=E,~ho,exp{iwt}fotonu a
2r . |2
Wi :7‘1? +F,| 6(E,~E,) (14.15)

pro stacionarni poruchu (w=0). Pii pfechodech do finalniho stavu, ktery lezi ve spojitém
spektru s hustotou stavii dv, nebo i pro diskretni spektrum s velmi blizkymi energiemi
pocitame
W= 2 g =[dwy (14.16)
{rlE.~E}

kde hustota pravdépodobnosti piechodu za jednotku ¢asu je dwy
2r 2
dw,, = 7\1«* | 8(E,~E,~hw)dv, =

i

2
R [ 6(E,~E~ho)p(E, )dE, .

5 (14.17)
deLiJ :77[‘}7”‘2 5(Ef -k, +ha))dvf =
2
%‘Fff‘z S(E,~E+ho)p(E,)dE,
Detailni rovnovaha: vzhledem k tomu, ze
‘F‘i‘z = Fy Fy, = (Ffz ) Fy, :(Fi;‘ ) £ :‘Fi} L (14.18)
plati
Wit _ i)
= . (14.19)
p(E;) p(E)

14.3. Poruchy na ¢ase nezavislé.

Piedpokladame, ze hamiltonian je na ¢ase explicitné nezavisly. Je slozen ze dvou ¢asti
H =flo+al} , 1':10 je zakladni ¢éast (neporuseny hamiltonian), oV je interakéni Cast
(porucha), ¢ maly parametr. ReSeni rovnice pro vlastni hodnoty a vlastni vektory

hamiltonianu A hleddme pomoci rozkladu podle vlastnich vektorti hamiltonianu H 0

Alw)=£]%) . A,[w")=E"¥")

|‘P>:iak2cfn") ‘Pff’)> , E:ia"E(")
k=0 m k=0

J N v o . I3 . k
Porovnanim ¢lenti u stejné mocniny ¢" dostaneme

(14.20)
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m m mp ~p

= ; (1421)
— (w17 |0 =1 _

V= (E0P[e0) L =0

EV) +(EQ -ED) ) =3, (14.22)

EP O+ BV 4 (B0 - EO) P =3, o

m m m

Pocitame opravu ke stavu “I’fqo)> . Stavovy vektor budeme prozatim normovat podminkou
<\P(0)

Resenim soustavy rovnic pro m=n mame
E(O) =E,(10) , C(O) =1,

‘P>:1 = =5 | =0 . (14.23)

m mn

EV=y . V=0, (14.24)
05 TV
0 0 > n
p#n E,(l ) _E!(, )

v
(0) _ M _ mn
C =0 s> € = E(())_Er(no) ’
(2) z Vmp Vpn an Vnn (1425)
c, = -
= (EY-EY)(EY-EY) (EO -0 )2
Patfi-li stav n; s-krat degenerované energiové hlading ( E"”) =E,SIO) =.. .=E§:) ), je tieba vhodné
vybrat piislusné vinové funkce, t.j. zvolit namisto ptivodnich nové
¥ v )= a, |w) (14.26)
i ni =l "j

tak, aby byl operator V' pro nové vinové funkce patiici degenerované hladin¢ diagonalni.
Koeficienty d,; ziskame feSenim soustavy rovnic

_E(l)
0 S Vw Voo —EY oW
EVd, =3V, d, . 2 2" : (14.27)
k=1 e cen cen e
Vo Vo v,,—EY

vwr
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250
V=g W=, o o (14.28)
m mn, s n; s m#n; Er(lo) _E’(n()) s *
A 1 z Vn,p Von
n;#n, Vn . _Vn " fer E,EO) _EI(JO)

14.4. Piipad velmi blizkych hladin.

Pro urcitost uvazujme o dvou blizkych hladinach, odpovidajicich staviim m a n. Z
poruchového €lenu isolujeme pifislusné maticové elementy, tedy

V=V,+V, , H=H +V, , H=H,+V,

. ’ (14.29)
Vo=V |m)(m| + 0, [ n) ([ +V,,, [m) [+, | ) (]
Plati tedy
([, )= a7 ) = (7, = (a7 ) =0 e
V|k¢m n>=0
Potom bude
H1|k¢m,n>=E,£0)|k¢m,n> ,
H|m)y=EV|m)+v, |m) , EV=EV+v, (14.31)
H|n)y=EV|n)+v, n) , EV=E"+v,
Rovnice pro vlastni hodnoty
H,[a|m)+ Blm)]= e[ alm)+ Bn)]
EV-e v\« Y_¢e v (14.32)
PO v U P
vede k vyslednému rozstépeni hladin
0, g0 0 _ g0y "
g, = Ln ;E + (Em ZE" J s (14.33)

14.5. Potencialni energie jako porucha.

Jako neporuSenou ulohu uvazujeme pohyb volné Castice, popsany Helmholtzovou
rovnici

YmE 1/2
AW (7)+ KO (F)=0 k:%& , (14.34)
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Pohyb v potencidlovém poli, které povazujeme za poruchu je popsadn Schrodingerovou
rovnici

A‘P(F)+k2‘l’(;7):2h—TU(z7)‘P(F) . (14.35)
Reseni této rovnice miizeme napsat ve tvaru
- oy 2 Lo - N\ g5
‘I’(r):‘P(O)(r)—h—TIG(r—rl)U(rl)‘P(rl)d‘rl , (14.36)

kde G je Greenova funkce Helmholtzovy rovnice
AG(F=F)+ kK G(F-7)==6" (F-F) ,
1 exp{ik|F—7|}

G(r—-r)= =3
(r }/i) 47[ |7—F| > S s
; (14.37)
G(F-r)=tu{Klr—} . s=2 .
G(F—ﬁ):iexp{ikﬁ—ﬂ} , s=1
Schrédingerovu rovnici pak feSime iteracemi
‘I’(”“)(F):‘I’(O)(77)—2h—TIG(F—71)U(Fl)‘P(”)(fl)dsfl , n=0,1,... . (14.38)

Zustaneme-li pouze u zakladni iterace (n=0), nazyva se toto pfiblizné feSeni pohybu v

potencidlovém poli Bornova aproximace.

15. Teorie rozptylu.

15.1. Diferencialni u¢inny prirez.

Pii studiu rozptylu predpokladame W[ ve tvaru rovinné viny a zajimame se o
vlnovou funkci daleko od oblasti piisobeni potencidlu, tedy pro Greenovu funkci klademe

. explikr) L
G(”,Vl)=%exp{—zkn-nf} , §=3 ,
_ . (I+i)exp{ikr} L
G(F,i)= NI exp{—lkrl-nf} , §=2 (15.1)
G(ﬁﬁ)=%exp{—ikﬁ-ﬁf} , s=1

Vlnova funkce je
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(=12
‘P(?):exp{ikrﬁi-ﬁf}+27ﬁ(2i j £, )exp{ikr}
" |
f(ﬁl.,ﬁf):zrhzexp{ i(Szl)E}jexp{—ikﬁ-ﬁf}U(ﬁ)‘P(Fl)d“Fl . (152)

[(s+1
fB (ﬁi ’ﬁf): 2:;12 exp{ l(S'; )E}Iexp{ikﬁ'<ﬁi_ﬁf)ﬁf}U(’;i)dsfl

V dal§im se omezime na trojrozmérny piipad. Pravdépodobnost toho, Ze rozptylena Castice
projde za jednotku ¢asu plosnym elementem dS=r°dQ podé&lenou hustotou toku &astic v

dopadajicim svazku nazveme diferencialni u¢inny prufez do
2
da:‘f(ﬁi,ﬁf)‘ aQ, . (15.3)

15.2. Opticky teorém.

Vytvoime linearni kombinaci (klubko) dopadajicich rovinnych vin. Metoda asymptotického
rozvoje vede pak k pfibliznému vyjadieni Clene s rychle oscilujicim integrandem

\P(f):jF(ﬁ)exp{ikrﬁ-ﬁf}dQ+M]F(ﬁ)f(ﬁ,ﬁf)d9:

, _yexp{—ikr} o explikr}
ZEZF(—nf)T—ZﬂlF(nf)T+ (15.4)
exp{ikr} T
——=|F i, )dQ
p J- (n)f(n nf)
Vyraz ptepiSeme na
.\ expi—ikr - expiikry o /.
‘I’(r):%F(—nf) —%SF(U,,) ,
(15.5)

T S | N o= =
S=1+2ikf | fF(nf)_EjF(n)f(n,nf)dQ
Ponévadz tok ve sbihavé vin€ musi byt roven toku v rozbihavé vin€, dostavame pro operatory

S a f podminky

SSt=1, f—f"=2ikff" . (15.6)
Rozepsano v maticovém zéapisu
- - * [ - k - - * [ -
£, )~ f (nj.,ni):;—”jf(ni,nl)f (7i,.,7)dQ, . (15.7)
Ve vztahu (15.7) jsme pouzili vyjadieni
. Al = . AL\ 1 . . A
<naf nb>:<nbfna> , E“n>d9<n|=l . (15.8)

Pro imaginarni ¢ast amplitudy rozptylu ve sméru dopadajiciho svazku dostdvame opticky
teorém
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S{f(ﬁ[,ﬁi)}:%a , a:ﬂf(ﬁ,.,ﬁ)\zdg : (15.9)

Jednoduché odvozeni optického teorému pochazi od van Hulsta. V dostatecné
vzdalenosti za rozptylovym centrem je

exp{ikr}

w(7)=explikz}+ £(8) (15.10)
Budeme pocitat tok ploskou poloméru R, kdy jsou splnény nerovnosti
2
£<<1 , kR >2r (15.11)
z z

coz znamena, ze uhlova velikost plosky (vidéno z rozptylového centra) je mala, ale ploska
obsahuje mnoho Fesnelovych zén. Potom (polarni soutadnice)

k 2
v (p.z) z1+29<{f(0)M} (15.12)
z
a tok prochazejici ploskou je
R
2;zj|w|2pdpzzz1e2—47”3{f(o)} . (15.13)
0

Plocha je zmenSena o ucinny priiez rozptylu.

15.3. DalSi vlastnosti amplitudy rozptylu.

Vzhledem k symetrii Schrodingerovy rovnice vic¢i ¢asové inverzi musi byt feSenim také
komplexné sdruzena funkce

W (7) = exp{ikr} = (_ﬁf) ~ exp{-ikr} & F (ﬁf)

kr kr
—ikr} R explikr} A apn (15.19)
N R L T
kde
®(-ii)=-S"F'(ii) , F(-i)=-PF(ii) . (15.15)
Porovnanim (15.5) a (15.14) dostdvame relaci
PSTP=S |, PfTP=f , f(i,i,)=f(-i,.—i) . (15.16)

16. Operator Greenovy funkce.

Operator Greenovy funkce definujeme jako inversni operdtor k operatoru vlastni
hodnoty hamiltonidnu
1im(E—1f1+ig)é:i . G=lim—— (16.1)
-0 =0 F — H + 1E&
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Casto budeme potiebovat vétu: Bud’ f (z) funkce analytickd pro 3{z}>0 s vyjimkou
kone¢ného podtu pold, f(z)—0pro |z|—>oo rovnomérng. Potom pro hlavni hodnotu

nevlastniho integralu dostdvame

@{Tf(x)dx}:Zﬁi2R+ﬁiZRo , (16.2)

kde R jsou residua v polech v horni poloroviné, R residua v pdlech na realné ose (napf.
Whittaker a Watson, A Course of Modern Analysis). Dasledkem je, ze pro funkci analytickou
v horni poloroving (véetné redlné osy) nebo dolni poloroviné (véetné redlné osy) mizeme
psat (integral vlevo miizeme doplnénim pievést na sumu residui funkce /' v horni nebo dolni
poloroving, druhy vyraz vpravo je zaporné vzaté residuum (pro funkci analytickou v horni
poloroving€) nebo residuum (pro funkci analytickou v dolni poloroving€) v p6lu na realné ose

£—0 x_xo

x—x,tie
‘. v (16.3)

}ima(x—xo)

lim———=
-0 x—x,tie X=X,
Specieln¢ pro exponencialni funkci mame

X=X,

dxp=imexpl{ix,t} , t>0

—oo

(16.4)

oo

[ Xt
o JLd =—izexplixyt} . 1<0
x_xo

Pro hamiltonidn slozeny ze dvou casti H :I-AIO+I},I§0 je zékladni Cast (neporuseny

hamiltonian), 14 je interak¢ni ¢ast (porucha), miizeme hledat feSeni pomoci vztahii
. 1 . 1 5 1
lim————+1lim = V lim — =
e0FE-H +ie ¢'E-H,+ie ¢YE-H -V+ie

lim+{i+l}lim _ ! }:

-0 — / -0 — _A /
E-H,+i¢e E-H,-V+ie (16.5)

1im+[1im(E—ﬁlo—r?+ig)+I?}lim — =
0 E—H +igleo0 eNVE—H —V+ie
1

lim = =
eVE-H, —V+ie

a tedy

A A A

G=G,+G,VG , G=G,+G, VG, +GVGVG,+... (16.6)

Pro vlnovou funkci dostavame
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1—Go 4 (16.7)

ZapiSeme-li Hamiltontiv operator H pomoci vlastnich vektora |‘I’m> a Hamiltonliv operator
H, pomoci vlastnich vektori | d)m>
H=YE,|¥ )Y, . H,=Y EV @ Yo, | . (16.8)

muzeme pro operatory Greenovy funkce psat

—hmzml J¥| : —hmz |q) >< o (16.9)

£-0 E— E +ie £-0 +l8

Pro stopu operatoru Greenovy funkce mame

=1 . 16.10
{ } le%ZE E +ie ( )
Greenova funkce v soufadnicové representaci je
| A= — a/ (a)
<rGr>EG( )—hmz
0 E E +ig (16.11)
G(F,FIE)d'F =1
j (rr ) ’ SIL%ZE E +ie
Pro kvasikontinudlni energiové spektrum piejdeme od sumace k integraci
Y f(E) = [f(x)p(x)dx (16.12)
takze miizeme psat
[G(7.7|E)d r—lin%j ZICI
E—-x+ie (16.13)
1
E)=—831|G(¥,F|E)d’
p(E)=—3{[G(r.F|E)a'7}
Pro volné ¢astice plati
n kK _ - Q -
E = syl k(r):Texp{zk r} , p(EE)dE];:(zﬁ)sdk ,
o, (16.14)
expyik-(r—r -
G(7.7|E) =—""lim { (m )i d°k
(2z) ) 2mE-I" k™ +ie

Greenova funkce pro ¢asové zavislou Schrodingerovu rovnici (pfitom H explicitné
nezavisi na Case) je
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4 ’ i 7’ .
G(7,t|F,t) = —E(t-1")¢1 ,
(r ' ) J ﬁheXp{ ( )}elir(} E-E +ie
. , (16.15)
l * , - l ’ ’
VY (F)¥Y —E (t—t t>t
G(7 .t ,0)= h; () ’"(r)eXp{ h A )}
0 1<t
Pro volné ¢astice je
: N T
I m - ,
Sl ————— L 1>t
G(7.t[f'.0)= h{Zﬂ'ih(t—t')} eXp{l Zh(t—t')} : (16.16)
0 1<t

17. Vodikovy atom v elektrickém a magnetickém poli.

17.1. Hamiltonian.

Lagrangeova funkce elektronu a protonu ve vnéjSim homogennim elektrickém a

magnetickém poli je
2

.. - - e
L(ve,vp,re,rp)z — +
4re, re—rp‘ (17.1)
m, . €= _\ - -, m, €= _\ . .
Tevj +5(B><re)-ve +eE-7, +7”v§ —E(erp)-vp —eE-7,
Zavedeme nové souradnice, redukovanou a celkovou hmotnost
-~ mF+m F m_ m
= _ = e _ e e Y24 _ e P
F=Er=r R=———"— , m=———
m,+m, m,+m,
- ~ (17.2)
oo . mve+mpvp
vV=vy,-v, V= , M=me+mp
m,+m,

a ptidame k Lagrangeové funkci totalni derivaci funkce f (77 ,E):—(E XR)-F . Hamiltonova

funkce je nyni
2
- - 1 em — -
H(ﬁ,P,F,R):—(ﬁ—— 2 ’“’BXFJ +
2m, 2m, +m, (17.3)
2
—(F—eEXF) B — —¢E-F
47580|r|

Po upravach a zavedeni spinu dostavame Hamiltoniv operator
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A 2
A="p_p B 1-" |7 125 +e—(z§><7)2+
2m m, 8m

(17.4)
1 2, N 2m (. = A e’ -
—P° ' —u B-| - p(rXP)+ S|—-——
2M /LlO |: M gpS j|

- ——eklk-r ,
Are,|r|
kde u,=—eh / (2 m, ) Je jaderny magneton a g, je spinovy gyromagneticky faktor protonu.

Zanedbani ¢lenti obsahujicich ve jmenovateli hmotnost protonu vede k vyslednému
tvaru Hamiltonova operatoru

~ I 2, e ——(3 :.) e 15\ =
H= - —U, B\l +25 |+——(BX7F) —eE-F 17.5
om? Taze|r| M sm (B¥7) (17.5)
17.2. Schrodingerova rovnice pro atom vodiku.
V soufadnicové representaci dostdvame Schrodingerovu rovnici
v(r.0,0)=R(r)Y,(d,9) ,
: [(I+1 2 (17.6)
d—§+3d—R— ( _ )R+2T E+—5—|R=0
dr- rdr r h dre,r
ve sférickych soutadnicich nebo
1 .
V/(f,ﬂ,(ﬂ):ﬁfl(f)fzm)exp{lm(ﬂ} ;
2 2 2
dj2‘1+ldfl+ m€_m2+ me 2ﬁf1=0 ’
d&  &d& \2p* 4E Amen & (17.7)
2 2 2
dfzz_l_ldfz_l_ mE_m2+ me zéfz:() ,
dn® ndn \2r* 4n° 4meh’ 7
ﬂ1+182:1
v parabolickych soufadnicich
. 1
x=ygncosp . y=yEnsing , z=—(-n) .
(17.8)
E=P+y+22 +z , n=xl+y +22 -z , g=arctg
X
Zavedenim bezrozmérnych veli¢in
2r E
pP=—"—" p1:i ) pzzi » E=——
na, na, nag, E,
(17.9)
a_471'80h_2 E - e’ 2ﬁ _ 1
s e m 7 dre, ) W ’

a substitucemi (m v (17.9) je redukovand hmotnost, m v (17.10) je kvantové ¢islo!)
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R()=pol-Lpbulo) . 1(6)=p expl Lo bui(p) 0710
7.

1 n)=ptexpl L p. o ()

dojdeme ke kanonickému tvaru diferencialnich rovnic. Pro feSeni ve sférickych soutfadnicich
dostavame

pw+(21+2-p)W+(n—-1-1)w=0 (17.11)
a pro feSeni v parabolickych soutadnicich je
1
plwl"+(|m|+l—p1)wl'+nlw1=0 , |m|2+ +nf
1
oW, +(|ml+1=p, )W, +n,w, =0 , n |m|+ +npf, (17.12)
2 2 2772 2 2

n:nl+n2+|m|+1

Vlastni funkce operatorti 72,52,/ ,§. a vlastni funkce operatorti ;>,/2,52, j. jsou

Y, (8,0) 0

Vo, (0.0)= | , (17.13)

jl+y V2141 l—mj+%¥,m_,+;(’9’¢)

(5:0) { l—mj+%Yl,mj7%(z9,(p)

l//':zfl,z,m. P)=
J=l=ghm; \/2]4—1 _\/1+m1+%Y1 1(19’¢)
17.3. Degenerovana hypergeometricka funkce.
Resenim rovnice

zu"+(y—z)u' —au=0 (17.14)

je degenerovana hypergeometricka funkce F(er,y,z). Mizeme ji zapsat pomoci fady nebo

integralniho vyjadreni

oo

F(a,y,z)=
" fy (17.15)
7 a-1 y—o-l1
Fla,y,z))=————|t 1-¢ trdt
V téchto vyrazech uzivame standardniho znaceni
[(o+n)
a) =o(o+l)...(a+n-1)= 17.16
(@), =a(a+1)..(esn-1) = (1716
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a funkci

oo

T(z)=[exp{-t}¢"dt , R{z}>0 ,

% — .([ta—l (l_t)y—a—l dt

Reseni w=F (—n+l+1,2l+2,p)pr0 radidlni soufadnici ve sférickych soufadnicich a

w, :F(—nl,

(17.17)

m|+1,p1) a wzzF(—nz,

m|+1,,02)pr0 parabolické soutfadnice jsou polynomy pro

n—Il-1, n; a n; celd nezaporna cisla. Pii pevném n a [ probiha m 2/+1 hodnot od -/ do /, / se
méni od 0 do n-1, mame tedy n’-nasobnou degeneraci piisluiné energiové hladiny. Ty
vysledek musi dévat i vyjadieni v parabolickych soutadnicich, kde pii pevném n a|m| nabyva

n; n—|m| hodnot od 0 do n—|m|—1 , pfitom |m| se méni od 0 do n-1.
17.4. Nerelativisticka aproximace Diracovy rovnice.

Diracova rovnice pro elektron ve vnéjSim poli ma tvar

{ih%—mcz —eCI)(F)}u :cé'-[f?—eﬁ(F)Jv ,

(17.18)
{ihi+ mc’ —e@(?)}v =c&-[ﬁ —e?l(?)}u ,
ot
kde u a v jsou spinory a potencialy urcuji intenzitu a indukci pole
E=-V-®(7) , B=VxA(F) . (17.19)
Budeme uvazovat o stacionarnich stavech elektronii, dosadime tedy
u— exp{—%(Tﬂncz)t}u , Vo exp{—%(T+mc2)t}v ) (17.20)
kde T je ,,kineticka energie®. Diracova rovnice ma nyni tvar
[T — ed)(f)]u = 06-[;% — e?l(?)}v ,
(17.21)

[T—e@(?)+2mc2]v=c6'-[f?—e;1(i7)}u
V prvnim pfiblizeni predpokladame ‘T —ed (7 )‘<<2mcz, takze mizeme dosadit do prvni

rovnice za spinor v vyraz

—eﬁ)u (17.22)

b

cv:ﬁﬁ-(

a s vyuzitim Gpravy

6-(p-ed)| =(B-ed) +ic[(p-ed)x(p-ei)]= s



dostavame konec¢né nerelativistickou Pauliho rovnici

12 -y B,
—(p—cA) red- "6 B lu=Tu
2m 2m

Pro hustotu pravdépodobnosti p a hustotu toku j dostavame v tomto pfibliZeni
p=uu+viv=uu |, ]’zc(u+6'v+v+6'u)z
ih

%«Vbﬁ)u —MVu)—%}iuJ'u +%Vx(u+6'u)

Ve druhém piiblizeni dosadime do prvni rovnice ze druhé za spinor v

1 T—ed A ~
cv= 1- o \p—eAlu
2m( 2mc2j (p )

(17.24)

(17.25)

(17.26)

Diilezité je také zavedeni nového ,,Schrodingerova‘ spinoru, pro ktery by i v této aproximaci

platilo p=ug u,, tedy

A —\2 o=
(p—e;l) —ehd-B .

u. =1+
S 2 2
m-c

S vyuzitim Gpravy

(6-E)|6-(h-ed)|=E-(p-ed)+ic| Ex(p-ed)]

(17.27)

(17.28)

a zanedbanim clent vysSiho faddu mame pak tvar kone¢ny Schrédingerovy rovnice ve druhé

aproximaci pro spinor ug
(A, +H,)ug=Tu,

kde

a, =ﬁ[(g—e;1)z —eh6-§}+ecl)

2 2

_8m3c &m ¢ dm*c

Ve sféricky symetrickém elektrostatickém poli méme

F=-t4® B o .
rdr
takze pro hamiltoni4n H , dostdvame
~ 1 2, n’ o 1dU2 »
H, = + AU — s ,
? 8 3c2p 8m’ ¢? 2m*ct r dr
kde
U 2 1. a
U=ed , §s=—06 , | =—Fxp
2 h
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(17.29)

(17.30)

(17.31)

(17.32)

(17.33)
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17.5. Jemna struktura ve vodikovém atomu.

Potencial je v tomto piipad¢ coulombovsky potencial protonu, tedy

2 2
Us—F— | E=——F , AU=26(F) . (17.35)
dre,r dre,r &
Hamiltonian je pak
2 2 1 4.0 r ag Pz -
H,=a" E;| —a,N"+rxo|—|+| 2| 15| , (17.36)
4 ag r
kde
2
—— ¢ pleme | 4=l (1737)
dre he 2 o mc

Veli¢ina a se nazyva konstanta jemné struktury. Stfedni hodnota (prvni oprava k energii v

poruchové teorii) hamiltonianu 4 , je

AE,=(nj|H,

njy=-o’ =% - . (17.38)

Degenerace energiovych hladin je ¢astecné sejmuta, potadi hladin je 1si, 2812=2p12, 2P3/2,
3812=3p112, 3p32=3d32, 3ds) atd.

17.6. Anomalni Zeemanuyv jev.

Atom je v homogennim magnetickém poli B=B é.. V bazi tvofené vektory

1 1 1 1
m=m,——,m;=—) , |m=m,+—,m =—— 17.39
i J 2 s 2> i J 2 2> ( )
ma operator spin - orbitalni interakce
N TN W Lis ania o A
l-s=5(lx+lly)(sx—lsy)+E(Zx—zly)(sx+zsy)+lzsz (17.40)

maticové vyjadieni

) 1/2
1 1 1 1 5
—|m,—= —||l+=| —m;
(m-t) 4 (2]
1/2
1 l+l 2—m2 —lm+l
2 2 / 2007 2

Piedpokladejme /#0. Pfi zapodteni ¢lenu 4, B(/.+2s,) z hamiltonianu H , a ¢lenu se spin -

(17.41)

orbitdlni interakci z hamiltonidnu /, do interakéniho hamiltonidnu mame v maticové

reprezentaci
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e " 1 1 , (17.42)
f{(!+5j —mj:l —f(mj+5j+77[mj—EJ
kde
2
g=—F2 ? : 77=——82hB . (17.43)
2nv(z+2ju+1) "
Sekularni rovnice dava pro opravy energie
1Y .
5E:n5n—§i{?(HEj—H%§n+Znﬂ (17.44)

V piipadé slabého magnetického pole dostavame rozstépeni vsech

Zeemaniv jev (piidetli jsme i zbyvajici pispévky z H 5)

hladin, anomalni

2
e 4 I+ 2
O0FE = (17.45)
2
e 4 [+~ 2
2 2
V ptipadé siln€jsiho magnetického pole se degenerace Castecné opét objevuje (normalni
Zeemanuv jev)
2
ol e s ma |,
S A 1(1+2j(1+1)
OE= , (17.46)
2
T PR
n :
+— HI+—|(/+1
ey i o

kde prvni ptipad plati pro m,=m,—1/2,m =1/2 av druhém je m =m,+1/2,m =-1/2.

17.7. Starkiiv jev.

Umisténi vodikového atomu do homogenniho elektrického pole vede k Caste¢namu sejmuti
degenerace. Ukazeme to na ptikladu hladiny s n=2 . Potiebné vinové funkce jsou
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1 r
X1 = Va0 :\/ 3 eXP{ } 5
Ta, ag

X =W,y = Lcos@ - |expl ——
2o 8za, 2a, P 2a, |

(17.47)
1=V ——;sinﬁex {i¢}iex S
3 211 8\/@ p a, p 2a, >
1 r r
= = ———sin@dexpi—i@—exps —
Xs =¥ 8@ p{ ¢}ab p{ 2%}
Pro poruchovy ¢len V=—eErcosd dostavame pomoci (17.47) maticové vyjadieni
”27z
V,=—¢E Jj;(j(r,a,m;(k(r,9,¢)sin9coser3d¢d9dr : (17.48)
o 0
0
coz po jednoduché integraci dava
0O Vv 00
V0 0 0
it = 5 V=—32\/geEa (17.49)
0 0 0O 243
0 0 0O

Po diagonalizaci dostdvame rozstépeni piivodni hladiny na tfi s dvojndsobnou degeneraci u
neposunuté hladiny

AE=0 , s> KXo
1

> \/5(/1’3_/1/4) >

AE=V (17.50)

1
AE=-V ﬁ(lﬁm)

18. Varia¢ni metody.

18.1. Varia¢ni princip.

Rovnice pro vlastni hodnoty hamiltonidnu (Schrodingerova rovnice) miize byt
odvozena z variacniho principu

§J=0 , J=(y|H|y)-E(yly) . (18.1)
Striktn¢ vzato variace bra vektoru a jemu piisluSného ket vektoru nejsou nezavisl¢, ale ve
variacnim poctu s nimi budeme formalné pocitat jako s nezévislymi veli¢inami, nebot’ plati

(6{y))le) +(Bl(Sly))=0 = |a)=0 . (B|=0 . (182)
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18.2. Hartreeho - Fockova metoda self-konzistentniho pole.

Pro vypocet mnohaelektronovych systému je vhodnd metoda self-konzistentniho pole.
Predpokladame, ze spinové nezavisly Hamiltoniv operator soustavy s N elektrony je tvofen
casti vyjadiujici interakci elektronu s vnéjSim polem a c¢lenem, popisujicim vzajemnou
interakci elektronti soustavy

A A X S
H=H+H, |, lez i szz_zVik >

i=1 ,_k:l

ik (18.3)
A g A e’ 1
Hi:__Ai—i—eV(};;) » V= "
m 4re, |r —rk|
Pro vInovou funkci volime pak
\P(’”lasla’jzasza ’rN’SN’)_
V. (’7{’51) V., (’71 551) Yoy (ﬁ’sl)

1|, (5.s,) v, (B.s) - v, (A.s) (184)

N!

v, (rN’SN) v, (rN’SN) Y, (FN’SN)
1 N N
Jednocasticové vinové funkce muzeme psat jako soucin soufadnicové a spinové funkce a
budeme pozadovat jejich ortonormalitu. Varia¢ni funkciondl mé v takovém ptipad¢ tvar

N . N . ) .
J=Y[vi ()i, (7)d'F =X E [v, (F)w, (7)dF +
i=1 i=1

~

1 N % s * - . - - .
S 2 v, B)w, GV, (R)w,, (3) 477, - (18.5)
ik=1

Po variaci dostdvame soustavu rovnic

hZ eZ N .
_2_A;+eV(F)+ ZJy/nk(F')

m dre, o
k

(18.6)

e & 1

_ 5 * —/ —/ d3_./ — :E —

e 20 |y ()4 v ()=, ()
k~i

Pro celkovou energii (neni prostym souctem energii E;, nebot’ tak by byla coulombovska
interakce zapoctena dvakrat) obdrzime vyraz
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E=2JWZ (7)

{{;—MA +eV (F)+ 7f€ok IJ v, (7) ﬁ_ﬁ,
{87[8,{%‘ J |;_1;'V’ (7)d'7 }/f (7 )} -

k

Pro atom se Z protony v jadie a dvéma elektrony dostavame

n’ Zef'l €& e a1 N _
|: A; —+ JW”’Z (I" )V’?W”Z (I")d3]"j|wnl (I")

2m dre, r 4re,

? oy 1 —r - - —
asr e MO )0 e ()= )

4re,

hz Zez 1 82 * 0y 1 i i 7
{ At fmv> ,mﬁﬁ“ﬁ%ﬁﬂ

dre, r 4re,

e’ R 1
=5 ) ——
|:47[€0 $18, Jl//nl (7" )|7—;_l7/

Pti konkrétnich vypoctech je vyhodné pouzit rozkladu

1 = Ar r Ko
=3 =Y. (8.9)%,(5.0,) .

|1 r2| 20+ =

18.3. Ritzova varia¢ni metoda.

Je zfejmé, Ze pro nejmensi hodnotu energiového spektra plati nerovnost

-, lvldly)
R

Diikaz je jednoduchy. ZapiSme

[v)=2ln)nly) . H

n

n>=E

n)
Potom

>|(nlw) E, Z\ nly)| (E
J:n—O _
;K n|w)f > [(nlw)

n=0

+%2@
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Budeme tedy minimalizovat hodnotu funkciondlu J na podprostoru zkuSebnich vektort.
Tento podprostor parametrizujeme M parametry a,, takze redukujeme minimalizaci
funkcionélu J na hledani minima funkce
<1//(051,...,aM)‘H‘l//(al,...,aM»
V(o 0 (vt )
Zvlastni pozornosti si zaslouzi pfipad, kdy parametry a, jsou koeficienty linearni
kombinace vektori baze M-rozmérného podprostoru piislusného Hilbertova prostoru. Potom

J(e,...,0 ) =

(18.13)

je uloha prevedena na nalezeni vlastnich hodnot a vlastnich vektorii projekce H »

hamiltonianu do tohoto podprostoru
M

H,=>16){s|H|e) (0| . H,|8)=E,|8), (18.14)

i,k=1

tedy
<¢1|(I:[_EP)|¢1> <¢1|(I:[_EP)|¢M>
=0 . (18.15)

<¢M|(I:[_EP)|¢1> <¢M|(]:I_EP)|¢M>

Vektory bdze mohou byt parametrizovany S parametry S, a vici t€émto parametrim lze pak
minimalizovat piislusny funkcional.

Vyznamnou aplikaci je metoda LCAO pro vypocet elektronovych stavli v molekuléach.
Molekularni vinova funkce elektronu se konstruuje jako linedrni kombinace vinovych funkei
elektronu jednotlivych atomtl. Pro molekulu s M atomy hledame tedy jednoelektronové
vlnové funkce ve tvaru

¥(F)=> v, ,(F-R,) (18.16)

m=1

a téchto vlnovych funkci uzijeme pfi vytvareni mnohaelektronové vinové funkce.

19. Bornova-Oppenheimerova aproximace.

Pro vypocet stacionarnich stavii molekul je vhodna Bornova-Oppenheimerova aproximace.
Ptredpokladame, ze spinové nezavisly Hamiltoniiv operator soustavy s N elektrony a M jadry
je tvoren casti vyjadiujici kinetickou energii jader, dale pak elektronovou ¢asti obsahujici
kinetickou energii a vzdjemnou interakci elektrond, a nakonec interak¢éni ¢asti, popisujici
interakci elektroni s jadry a vzajemnou interakci jader
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H=H,+H +H_, , H=-hY —A
J t leM

i /R
T e 2

(19.1)

2 M 2 N M

. e 2,2, e z
a, = r
“ S, = 21,21 _

VInovou funkci hledame ve tvaru

({71 [8) = (71 {R) X () 192

kde funkce Z({”} { }) je feSenim rovnice

if‘ Zg‘] (F1{R}) =v ({&}) 2 ({73.{R}) (19.3)
[2 (71 {R}) 2 ({7} {R})alr} =1

Varia¢ni tloha pro funkci X ({ﬁ}) ma pak v tomto ptipad¢ tvar
0J=0 ,

(15 o1 ~ W\ T (19.4)
= ()] S 0 ((#)- 2 (@) al7)
Z uvedeného funkciondlu mizeme pak odvodit pro pohyb jader "Schrédingerovu rovnici"
M 1 . -
{—Fﬂ;z—MrAr +U({R})—E}X({R}):O : (19.5)

Pro dvouatomovou molekulu (pfedpokladame, ze t€zist¢ je v klidu) oznaCime relativni
soufadnici a redukovanou hmotnost jako

. M, M
R=R —-R, , =12 19.6
Bl (SRR M, +M (19.6)
a rovnice (19.5) se zjednodusi na
2
{—h—A+U(R) E}X(E):O . (19.7)
2
Standardni substituce
- X, (R
X(R)= Kz(e )YKM(G,d)) (19.8)

vede k rovnici
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nod?

_EW"‘U@'}‘(R’K)_E Z(R)=0 , (19.9)
kde
K (K+1)

Blizko rovnovazného stavu pak ponechdme jen nejnizsi ¢leny rozvoje efektivniho potencialu

uQ? _1d°U,(R,.K)
2 T4 dR’

Dosazenim (19.11) do (19.9) dostavame rovnici harmonického oscilatoru. Struktura

energiovych hladin hladin dvoutomové molekuly je tak tvofena tfemi Cleny — elektronovym,
rota¢nim a vibracnim

E=E“ +E" + EV

U«:ﬂ‘

(R,K)=U

g (R, K)+=—=(R-R,)) , @ (19.11)

2

19.12
E“'=U(R) , EV=BK(K+1) , E(V):hQ(v+%j . (1912

Ve vztahu (19.12) jsme zavedli konstantu B="7" / (2 UR] ) , kterd urcuje Skélu rotacnich hladin

energie. Typické hodnoty pro zédkladni molekuly jsou uvedeny v Tabulce 1.

Tabulka 1
e molekula H, N, 0,
“U(Ro) 4,7 7,5 52
hQ 0,54 0,29 0,20
10°B 7,6 0,25 0,18
20. Molekula vodiku.

20.1. Iont molekuly vodiku.

Nejprve k budeme studovat jednodussi ptipad, a to iont molekuly vodiku. V tomto ptipadé

ma hamiltonian v Bornové-Oppenheimerové aproximaci tvar

h? e’ e’ e’

H=—A- - + :
2m dre,r, 4Areyr, 4rng R (20.1)

—

P=F-R , i,=F-R, , R=R -R,
Pti malé vzdalenosti protont by se méla vinova funkce chovat podobné jako vlnova funkce
elektrontt v heliovém atomu, pii velké vzdalenosti protonti by méla vlnovd funkce jen s
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malou pravdépodobnosti obsahovat stav, kdy oba elektrony jsou lokalizovany kolem jednoho
protonu. VInové funkce budeme tedy hledat ve tvaru

v(r)=ay,(7)+ By, () o [ G @7=[lp () @7 =1
lof +|B]" +ap S(R)+a’ BS’(R)=1 , (20.2)
S(ﬁ):jy/a(F—%Rjy/;(F+%ﬁjd3F
Hledame ted parametry a a f, které splituji normovaci podminku a realizuji minimum funkce
:|a|2Haa+|ﬂ|2be+aﬂ*Hba+a*ﬂHab 4
H,=[v,(F) Ay, (7)dF . H,=[y,(5)Hy,(5)dF . (203)
H,, =y, (B) Ay, (F)d’F , H,=[y,(7)Hy,(5)dF

Situaci podstatné zjednodusSime, hledame-li vinovou funkci zdkladniho stavu. Za vinové
funkce vezmeme

v, (7)=0(1) . w(H)=0(n) .
¢(r):(,f : jl/zexp{_yL} | (20.4)

ag ag

a vzhledem k symetrii budeme uvazovat jen symetrické a antisymetrické kombinace

12
v.(r) ( 1+s} [6()x0(n)] » S=[e(r)o(n)d’F . (20.5)
Pro maticové elementy hamiltonianu dostavame
ool
Haa:be:_2|:__72+7(7_1)+1_7c:| s
may| 2 P
2 g (20.6)
Hba:Hab: |:__7 S+7(7 2) ;/_:|
may P

Zde jsme oznatili p=yR/a, a zavedli integraly ptekryvovyS(p), coulombovskyC(p)a
vyménny E(p)

c(p):%BJ%d%:%(p(up)exp{—zp}) : (20.7)

Minimalizujeme tedy vyrazy
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g o L 7=y Clp)tr(r=2) E(p)]
ma,| 2 P 1+S(p)
- - (20.8)

> [ ~1)=yC(p)-7(y-2)E(p)]

L v )=y )=y (r=2) E(p)
2 p 1-5(p)

Pro J. nenajdeme minimum, pro J; mame jedno minimum. V okoli vyznamnych bodi Ize

psat

J =—
mag |

2 R—0
y=41.2380-0.2026(R-2.0033) R—>R,
1 R —> oo
2 I/R R—0 (20.9)
mh‘jB J, =~4-0.5865+0.0468(R—2.0033) R—>R,,
-1/2 R —> oo

20.2. Molekula vodiku.

Opét v Bornové - Oppenheimeroveé aproximaci vezmeme za elektronovy hamiltonian
vyraz

2 2 2
7= h A - ¢ _ c
2m ' 4ze,[i-R,| 4me|i-R,
2 2 2
f Ay ——C% ¢ (20.10)
2m 7 4zeln-R| 4rmeln-R,
e’ e’
+ —+ —
Ame,[F-7| 4re, Ra—Rb‘
a vinovou funkci budeme hledat ve tvaru
- 1 . . . -
l//s(ri’rz):—l/zlil//a(rl)l//b(r2)+Wb(rl)l//a(r2):| ;
[2(1+5%)]
. 1 - - . -
l//t(rl’FZ):—l/ZI:l//a(rl)l//b(r2)_l//b(rl)wa(r2):| J (20.11)

[2(1—52)}
v, (F)=9(fF-R) . w.(F)=0(F-R])

Pfipomenme, ze spinova ¢ast vinové funkce ma tvar
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rer=(B)0-0)]
ltl(sl’sz):((l)l(él , Zt3(sl’52):((1)1((1)l : (20.12)
w0 (0)]

Podobné jako u iontu, dostdvame pro energiovy funkciondl molekuly vyjadieni
3 <ab|ﬁ|ab> + <ba|ﬁ|ab>

1J_rS2 ’
< >:< _[y/b By, (”I)HW (7, (7)d’7d’7 ,  (20.13)
< >:< :_”‘//a %) Wb(}/i)Hl/ja(ﬁ)l//b(Fz)d3ﬁd3?2

Ke tfem integralim zndmym z feSeni pro iont piibudou dva dalsi (¢ je redlna funkce!)

p)=t j | |,714|¢2<\a—zz,)¢2<\a-ﬁb\)d3ad3a ,

a
B
|

Minimalizujeme pak vyraz

(20.14)

B

(( —= (20.15)

_1=8*(p)+2S(p)E
- 1+5%(p)

21. Dvouhladinové soustavy.

21.1. Modelovy hamiltonian.

Uvazujme modelovy hamiltonian
H =|a)H,, (a|+|b)H,, (b]+|a) H,, (b| +[b) H,, (a
(ala)=(plb)=1 . ({a]p)=0

2

21.1)

Schrédingerovu rovnici

d N
ihEW):HW) (21.2)
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feSime substituci

lw)=C,(t)]a)+C,(2)|b) (21.3)
a dostdvame
dC, (t
ih d“( )=HaaCa(t)+Habe(t) ,
4
(21.4)
LA
ih———=H,C, (t) +H,C, (t)
Rada piikladi dvouhladinovych systémi je uvedena ve Feynmanovych piednaskach.
21.2. Resonan¢ni prechody.
Dostatecné obecnou volbou je
H,=E, , H,=E , E,<E, , H,=yexpliot} . (21.5)
kde y a w jsou realné a kladné. S pocate¢nimi podminkami C, (0)=1,C, (0)=0 mame
C,(t)=]cosQt + A Ginr exp{— Ea+é ,
2hQ h 2
Cb(t)z—i—}/sinﬂtexp L E, _4 , (21.6)
nQ h 2

A2 12
A=E -E,-ho , hQ:{y2+Tj

D¢j mé resonanéni charakter, pravdépodobnosti nalezeni soustavy na jednotlivych hladinach
se s casem meéni jako

=|C (t) =1- v sin* Q¢
(1)

a hZ QZ
(21.7)
w, (1) =|G, (1) = Y sin’Q
nQ’
22. Kvasiklasicka aproximace.
22.1. Zakladni vztahy.
Reseni Schrodingerovy rovnice

.. 0 n
ih—Y=|—A+U |¥ (22.1)

ot 2m

hledame ve tvaru
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‘P(F,t):A(F,t)exp{%S(F,t)} . (22.2)

Dosazenim (22.2) do (22.1) dostavame
2
Aa—S—zha—A+LA(VS)2—iAAS—ﬂVS VA+U A-TA4=0 (22.3)
dt ot 2m 2m m 2m
Odd¢leni ¢lent u sudych a lichych mocnin % dava
_ 2
Vs 2
as (VS) , waa_o
04 AS

— + A—+— VS VA=0
ot 2m m

Zanedbame-li ¢len s 7 (,,kvantovy potencial®) a ozna¢ime p=A4>, mizeme rovnice piepsat
na Hamiltonovu - Jacobiho rovnici a rovnici kontinuity
oS dp_o VS
—=H|(VS, , =V. . 22.5
ot ( ) ot {,0 m J (22.5)

Ve stacionarnim jednorozmérném piipadé je feSenim

y(x)= j;exp{hgpdx}+j§exr){—%ipdx} , p=y2m(E-U) ,
p)= ool fllas] Lol flaias| . ll= om0 )

Podminka platnosti aproximace je, aby ptispévek ,.kvantového potencidlu® byl maly, v tomto
piipadé ji Ize vyjadiit jako

(22.6)

da

dx

2rh
p(x)

<2z , Ax)= (22.7)

22.2. Okrajové podminky.

At x=a a x=b jsou body obratu, tedy
U(x)>E x<a ,
U(x)<E a<x<b (22.8)
U(x)>E x>b

Kvasiklasicka feSeni v jednotlivych oblastech jsou
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24|p|
V okoli bodti obratu je
2 2 2 2
E-U(x)~1"%(x-a) , E-U(x)=-"2L (x-p)
m 2m
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V tomto okoli (ale stale dostatecné daleko od bodii obratu) miizeme psat

Wexp{%i(x_a) }+W(Cx_a)l/4exp{ 3 i(x_a)”}:
2

D 20 . P2 +Lex %i —x
PR O e e
~ B o 205 i 32
V= B )" p{ 3 70) }

Pti analytickém prodlouzeni odmocnin do komplexni roviny pouzijeme zépisu
pe(0,7) = x-b=pexplip} , a-x=pexpli(p-7)} ,

pe(r.2m) = x-b=pexpli(p-27)} . a-x=pexpli(p-7)]
Obchodem bod obratu v horni (spodni) poloroviné dostdvame podminky spojitosti

A T B T
C,=—expii—y , D, =—expi—i—; |,
275 p{ 4} 275 P{ 4}
A T B T
C,=—exps—i—; , D =—expii—
175 p{ 4} 175 P{ 4}

b
%J.pdx—zznﬂ' , B=(-1)'4 | (22.14)

(22.12)

(22.13)

a nakonec tedy

2

22.3. Bohrovo - Sommerfeldovo kvantovani.

Ptipomenime, Ze v klasické mechanice mame pro periodu vyraz

b b
T:—”:Cﬁdt:ZJ dx :2mJ dx
w
) v(x) ) () (22.15)
V= 9E , T= §a—pdx
op 0E
Kvasiklasickd vinova funkce normovana na jednicku je z (22.6) a (22.13)

y/(x):\/%cos{%jpdx—%} : (22.16)

podminku kvantovani (22.14) napiSeme jako

—(JSpdx:n+% . (22.17)
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Dale pak S =g5 pdx je plocha uvnitf uzaviené trajektorie ve fazovém prostoru. Podélime-li tuto

plochu vyrazem 277, dostaneme pocet kvantovych stavli n s energiemi mensimi, nez je energie
na uvazované trajektorii. Muzeme fici, Zze v kvasiklasické aproximaci odpovidd jednomu
kvantovému stavu butika fazového prostoru velikosti 277 . Pro pocet stavli v elementarnim

objemu fazového prostoru dostavame

AN = Ag, ...AqSAplv.--ApS . (22.18)
(27 n)

Odectenim kvantovacich podminek pro dvé sousedni energiové hladiny dostavame

@p(E+AE)dx—q.Dp(E)dx:AEég—de :

(22.19)

AEZE —onh = AE=ha

()

23. Matice hustoty.

23.1. Matice hustoty a Wignerova rozdélovaci funkce.

V soufadnicové representaci mame

- S

Pro stiedni hodnotu operatoru

(4)=Te{p A} =[ax[ax p(x,¥)A(xx) . (23.2)
Operator soufadnice a impulsu jsou ve svych representacich

X (x',x) :<x' X x>:x<x'|x>:x§(x'—x) ,

P(p',p)=(r'|P p>= (| p) =p5(p'—p) : (23.3)

ol sl - 1| el

Sttedni hodnoty operatort soufadnice a impulzu jsou tedy
<X>:.Up(x,x')xé'(x'—x)dx'dx:pr(x,x)dx ,
(PY=[[p(p.p)p3(r'-p)dp'dp=[pp(p.p)dp

Ptitom pro matici hustoty plati

n>}|x> Zw v, (x)y, (X) . (23.1)

(23.4)
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dpd
(x,x) U p(p.p) exp{ (px—p'x )}fmf :

g d (23.5)
pdp’
(x,x")exps—(px—
p(p.r) ﬂ p{ h(p p'x )} o
Ve statistické fyzice
w,=Zexp{-fBE,} , l:Zexp{—ﬂEn} ! (23.6)
zZ % k, T
Z vyjadieni operatoru matice hustoty a hamiltonidnu
A:ZZ|n>exp{—,BEn}<n| , ﬁ:Z|n>En<n| (23.7)
vidime, Ze operator matice hustoty spliluje rovnici
0 oA
=Hp . 23.8
3 /3 P (23.8)
Klasicky méame pro rozdélovaci funkci
J J 7(p d xd p -1,
(23.9)
= Jf(p,x) P P(p) =Jf(p,x) a
2rh 2
Wigner navrhl rozd€lovaci funkci ve tvaru
i
fW(p,x):Jp(x+§,x—%jexp{—gpy}dy ) (23.10)

Hustoty pravdépodobnosti nalezeni soufadnice nebo impulzu v daném intervalu, vytvofené z
Wignerovy funkce maji vSechny pozadované vlastnosti. Samotna funkce vSak mize v nékterych
ptipadech nabyvat zapornych hodnot.

Matice hustoty pro harmonicky oscilétor je

o) =7( 221 el 22|
o2 )

p(x,x')=(—t h/”i“’j

wh

(23.11)

exp{—n;—g)[(x—x')z cothfhw+2 xx'tanh@}}

Pro Wignerovu rozdé€lovaci funkci méme pak (v tomto ptipad¢ vSude nezdporny) vyraz
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fW(p,x)=
Bhw Xp{ ma)tanhﬁha)
2 h 2

——tanh
Th

b

23.12
xz}exp{ ! tanh pn wpz} ( )
mawh

ktery pro malé hodnoty argumentu hyperbolické tangenty prechazi na klasické rozdéleni

fW(p,x)=§:eXp{ ﬁm;’ }exp{ ﬂp} . (23.13)

2m

23.2. Polarizaéni matice.

Proved'me pfifazeni rovinné elektromagnetické viny a normovaného dvourozmérného
vektoru

(23.14)
a 1
|E>:( ]:a( ]+b( j , aa +bb =1
0 1
Matice hustoty pro tento Cisty stav je
aa’ ab’
0=|E)(E|= . 23.15
p=IE) e[ bb*] (2315
Pro linearné€ polarizovanou vinu méme napf.
~ (10 . (00
P=lo o) > Plo 1)
(23.16)
L 1/2 1/2 L /2 -1/2
Prs=l12 y2) > P T2 102
Pro kruhovée polarizované svétlo mame
. /2 i/2 . /2 —i/2
= , = . 23.17
Pr (—i/2 1/2) Pr (i/2 1/2 (23.17)
Pro nepolarizované svétlo pak
R 1, . . 1,. . /2 0
P, :E(on +p}')25(pﬂ'/4 +p37r/4)25(pR +pL):( 0 1/2j (23.18)
Pro spinové stavové vektory mame
[+2)=lt) . =)=
+x = +) =) , (23.19)
|>f(|>|) [=x)=—7(+)-1-)

&\Hﬁu\~¢

|+y>=%(|+>-il->) - =0+l

Pro polariza¢ni matice dostdvame
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Porovnanim dostavame analogie mezi polarizaénimi maticemi svétla a elektrond.

(23.20)
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