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1 Obrazy

1.1 Postulat o kvantové kausali

Postulat o kvantové kausalitika, ze:

(a) Stav systému &aset, jednoznané urcuje stav systéemu v libovolném okamzikeit, i

v okamzikut<t,.

(b)  Plati princip superposice: Jsou-li stan(t» a ‘1,[/2 (t)> tasové evoluce stév
‘%(to» a ‘%(to», pak také stavcl‘wl(to)>+c2‘1,l/2(to)> ma ¢asovou evoluci

G (1)) + ¢, (1))

(c) Norma stavového vektoru séhencasové evoluce nemni.

1.2 Evolwni operator

Podle postulatu o kvantové kausaligxistuje jednozrany vztah mezi vektoryw/(t)} a

& (1)) alze tedy definovat evaini operatorT (t,t,)

N

() =TtL)e)  Tlot)=1 . (1.1)
Ze zachovani normy dostavame
(e (V) = (T (t.6)@ ()| T (1)@ (1) = @ (to) ¢ (t0) (1.2)
a plati tak

T (t,t) T(t,t,)=1 . (1.3)

Déle porovnanim



(L) =F () ) Y
dostavame
T(t.t) =T (6,.8) T (tty) - (1.5)
Evolwni operétor je unitarni, neboaké
T(t,t) T (tt,) =1 (1.6)
a dale mame
T (t,t) =T (t.t) (1.7)
Pro Taylofiv rozvoj T (t+At,t) dostavame
'I:(t+At,t)=1—i%I-A|At+..., (1.8)
kde H je ngjaky hermiteovsky operator. Evaloi operator sgilije rovnici
ih%f(t,to) SAOTY) L Tt)=1 . (1.9)

1.3 Schrddingefiv a Heisenberdgiv obraz

Ve Schrodingeroy obraze pedpokladame, Ze se dase ndni stavovy vektor. Pro stavovy

vektor plati girozere ta sama rovnice, jako pro eveihi operator (Schrédingerova rovnice)
.. d N
| (8) = Hs (8)|s (1) (1.10)

a pokud operatory zavisi nsmse, tak pouze explicénV Heisenbergoy obraze naopak
piedpokladame, Ze se stavovy vektotase nerni. PoZzadavek rovnosti vyjéehi stedni

hodnoty libovolné fyzikalni valiny v obou obrazech vede ke vztahu mezi operatory



@) =|ws () =T () [es (1))

n R R R R (1.11)
(s (1) Foles () = (@ R (0)16000) = @ | T (6,86) P ()T (t86) )

tedy

~ ~

Fo () =T (6G) R T (L) (1.12)
Rovnici pro ¢asovou zmnu operatoru v Heisenbergowbraze ziskame derivovanim

piedchoziho vztahu

dp 0T p g dT £ 0Rs,
dt dt dt ot
N (1.13)
1 T+ 0 T cHvrEE 13 T "+6Fs"
E( HoFT +T R HT) + T el
S uvéazenim (1.6) mame
d - 1r- 7 OF
—F,=—|F, H, [+—& . 1.14
dt " ih[ : ”] ot (1.14)

1.4 Interakéni obraz
Velmi dulezitym pro aplikace je inter&ki obraz. PFedpokladame, Ze hamiltonian je slozen ze

dvou &asti, H=H,+V (t), kde H, je natase nezavisla zakladsast aV (t) je interakni

¢ast, ktera rize explicitrié zaviset ngase. Zvolime

(1.15)

a dostavame pak



2E

|ha‘1//| () =H, ()& (1) . H () =T, (tt)V (1) To(t 1)
P ey o (1.16)
R =T (t tO)TTO(t,tO)+[HO F ]
2 Relativita a anticastice podle Feynmana
Amplituda pravédpodobnosti pechodu
Al q)():—ifd3>?)(*(>?)u(X)%(X):—i<)(|0|¢5> . (2.1)
Predpokladame
(@lw)=1 . (@lU]@)=0 . (22)
Pisobeni aset, ozn&me L]l, pasobeni aset, jako L]z atd. Mame pak
A — @) =1= 2 (@]U oJum) exp{ =1 En(to -t} (WnlU oy 2:3)
Za |,,) vezmeme rovinné viny. S ozrenimi
a(%)=+2E,U (X .t)@(x)  b(x)=2E,U (X, t)o %) (2.9)
kde E, = \/m (ne nutr kladn& ¥tev odmocniny), rizeme psat
Alg - @) =1-
Jd3 %, b (%,)d* %, a(il)J(zs;—szEp exp{-i[ E, (t,-t,) - pfx,~ %) | (2:5)
Pros jsme vyélili ¢len s energii, je viel z Upravy relativisticky invariantniho vyrazu
5(pi P —mz)d p°d p'd p3d p3=5(E2— pz—mz)d Ed3p=
1 P =inv (2:6)
p

= |5(E+E,)+d(E-E,)|dEd°p =
p

Ozn&me t=t,-t, ar=r,-r, avsimgme si chovani funkce



G(F,t):(z;)sjgs—;exp{i[f)ﬁ—Ept]} . 2.7)

PredpokladejmeE, >0 a prostorupodobny intervall=/-s* =\/r*~t*. Integraci pes Ghlové

promenné dostaneme

G(r.t) nzrj \/mexp{ pr - p+mt}}

(2.8)
8n2|r6rJ JieXp{ Pr= p+mt}}
Substitucep=msinh¢ a ozngenir=Acoshg, t=A sinly, prevedou integral na
G(r,t)= 877'2II’6I’ Id¢exp {imA sini{¢ - ¢,)} = 8771 66 Ko(mA) (2.9)

kde K, I d ycos(x sinhy) je Besselova funkce. Pomoci vztah(x)=-K,(X)
piepiSeme (2.9) na

G(A)==—=—-K,(mA) . (2.10)



3 Relativisticka kvantova mechanika

3.1 Historicky pristup

V nerelativistické teorii mame

A2 R .
=P h.ind | plln
2m ot i
a Schrodingerovu rovnici
w(r,t h? .
i7 a(t )——ZmAz//(r,t)

V relativistické teorii
E
p"=(p°,pl,p2,p3)=[?pj ,
_ _(E __
p/[ _(pO! p17p2’p3)_[€7_ pj

Invariantni délkatyivektoru impulzu je

(3.1)

(3.2)

(3.3)



(3.4)

Hamiltonian je tedy

H =.p°c®+m’c* (3.5)

a analogie ke kvantovani v sadnicové representaci

~ ., 0
S ih— . 3.6
¢ ™ (3.6)
Analogie ke Schrédingeréwovnici je ovsem
”’t = _
ih%z\/—hzczD%mzc“w(r,t) : (3.7)

4 Diracova rovnice v elektromagnetickém poli

4.1 Vlastnosti spinoki

Pripomaime Pauliho matice (pro Uplnost dodejme jednotkovou matici)

PR R U R P
O, = , O, = , O, =\ . , O0,= : (4.1)
01 10 i 0 0 -

V trojrozmeérném [Fipact je operace inverse provedena dvakrat navratefivedmi sowiadné
sousta¥, proto u tensorovych vein je P?=1. U trojroznérnych spinoi mohou nastat

(rotace 00 a 277 nejsou ekvivalentni) dvmoznosti
P2=1 = P=+1 , P’=-1 = P=#ji . (4.2)
Ve ¢tyirozmerném prostoru vSak prostorova inversgninenaménko pouzél't(x, y,z) zeCtyr
(ct,x, y,z) casoprostorovych saadnic a nekomutuje tedy s rotacemi igminic, které
obsahujiasovou osu. Speciglpro Lorentzovu transformaci plati
PL(V)=L(-V)P . (4.3)

Pti transformaci z vlastni Lorentzovy grupy transfajense spinor jako



t=all+pér, &=yt ol ad-By=1 . (4.4)
Koeficienty a, B, v aé jsou funkcemi Uil rotacecétyirozmerné sowadné soustavy. Bilinearni

forma
&=2-gtt (4.5)
je invariantem {astice se spinem nula, slozena ze dvéastic se spinem 1/2). Je uZité

zaveést matici, ktera umadje snizovat a zvedat indexy a tak vyuzivatésowe konvence

gAB{_i ;j , g’“’:[i ';j £ geE L E=gE . (46)
Potom niiZzeme psat misto (4.5)

§hza=-¢&,= =inv . (4.7)
V nerelativistické teorii utuje ¢/ +’yw? hustotu pravépodobnosti, a je tedy skalarni
veliginou, proto musi byt spinorova transformace (4.4) unitdmEd , B=-y ). V
relativistické teorii je hustota pragplodobnosti casupodobnou sloZzkowtyivektoru a
podminka unitarity nevznikd. Proto musime uvazovat ne jsgieor, ale dvojici spind@ré a

n, transformujicich se podle kompl&xadruzenych representaci Lorentzovy grupyodle

(4.4) an podle
nt=an+Bn’, nt=yn+dn’ , dd-fy=1. (4.8)
Komponenty spinoru, ktery se transformuje podle komplesdruzené representace

Lorentzovy grupy budeme zit teckou nad velkym pismenem. Pro zvedani a snizovani

indexa plati i tady vztah (4.6). ®obeni operatoru prostorové inversézeme nyni zapsat
jako (volime representaci, kcfe? =-1)
|3¢'A:i/7A , |3/7A:i{A (4.9)

neboli



P& =-in" , Ppt=-ié, . (4.10)
Dvojice bispinoti (g‘A,nA) a (EA,HA) representuje mimo jiné skalarni a vektoroveécirefi
Pro skalarni veliny (skalar a pseudoskalar) je

{=&"za+mHh , PO=C

A : - (4.11)
{=&=a—mH" , P{=-¢
Pro vektorové veliny
AB: A B+:A B ’ FA) AB: _ ’
ZAB EAHB _AOB AZAB €o (4.12)
A N G #F
Vzhledem k relacim
(=(¢%)=aw a0, . a=imico) . w0=l
= = a0, , a= 2Tr{(0} , a’= 2Tr{Z} (4.13)

odpovida prvni fipadétyirozmernému vektoru (s trojrozénnym polarnim vektorem) a druhy

pripadétyirozmernému pseudovektoru (s trojrogmym axialnim vektorem)

f)(ao,é_):(ao,—é) , ﬁ(ao,é):(—ao,é) . (4.14)

4.2 Lorentzova transformace spinoi

Vztahi mezi bispinorem( a étyivektorem a vyuziieme pro nalezeni konkrétniho tvaru

koeficientl transformace. Ozime

(a B (& (i [t ®
L_(y 5j ’ {_ngj ’,7_(,7 ,7) ’ Z_[Zzi Zz"zj : (4.15)
&=LE , n'=pl" , {'=LJL

Pro infinitesimalni transformaci piSeme

L:(cl) (nm L J=CHATHTAT . (4.16)

Pti infinitesimalni Lorentzo¥ transformaci mame jednak

10



a=a-a’nov =é—%ﬁTr{Z} ,

a®=a’-amov :ao—%ﬁﬁr{ﬁi}

a také

a =%Tr{('ﬁ} = é+%Tr{Z(ﬁ)l +10)}

o_1 N0, L .
a :ETr{Z}:a +5Tr{Z()I + )}

Porovnanim obou zagislostaneme

S vyuzitim vztahu

miZzeme psat pro koteé velikosti rychlosti

: 9. (10 e ) _
L—exp{ 14 }—(0 1jcosh§ (o @) sml% ,  tanp=V

Pri infinitesimalni rotaci sotadnic v geometrickém prostoru mame pak

=

a =

Q|

odkud

Pro kongné rotace potom

L= exp{%&[ﬁ}

-06(nxd)=d-—Tr

11

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)



4.3 VInova rovnice pro¢astice se spinem 1/2 - Diracova rovnice
Pri znamém vztahu mezityivektory a spinory fizeme operatorétyiimpulsu p' priradit

operatorovy spinonf)“'3 resp. p,;. Jediné vhodné relativisticky invariantni vyrazy jgak

P, =mér Py Eh=my, (4.25)
které se zngenim
)l
& 1,
miZeme pepsat na
(ﬁoao+fﬂff)f7=m<‘ : (ﬁoao—f)mf){:mn . (4.27)

Zavedeni bispindr a y matic je poslednim krokemiipodvozeni obvyklého tvaru Diracovy

rovnice. Se zngenim

(¢ (0 g, (0 -g
) 2T D) e

prejde (4.27) na
(V' Bo-yB)w=my . (4.29)
Zcela kompaktni zapis dostaneme po zavedeni matic
p=yp . (p-my=0 . (4.30)

V souadnicové representaci (na chvili v SI jednotkach)

(4.31)

kde maticex af jsou dany vztahy

12



aopp(0 O (00
_y y_ 0 _5_ y _y_ 1 O ) (432)

4.4 Diracova rovnice v elektromagnetickém poli

Sectyipotencialem

A :[E,AJ , A:[E,—AJ (4.33)

c c
a zangnou (v komutanich relacich vystupuje zobetty impulz) oproti voln&astici
p - p-€eA (4.34)
dostavame Diracovu rovnici ve &gim elektromagnetickém poli
Y (b -eA)y=mey (4.35)
kde ' je ¢tyrvektor matic, které maji ve spinorové representeai (jsou mozné i jiné

representace, ziskané unitarnimi transformacemi)

_ 01 0 -0
=(/°.v) , V= . Y= 4.36
y=(»y) . v (1 oj y (5 oj (4.36)
ay je ctyrkomponentovy bispinor. V sdadnicoveé representaci je
" _., 0 .0 . = i ., 0 =
 Zih—=|ih—,ih0| , p =|ih—,—ih0O 4.37
X (I cot" j P (I cot’ ' j #37)

a Diracova rovnice ma tvar

{EVO( h%—e®j+y[ﬁihi+e,&)—mc}/l:0 . (4.38)

c

nebo po pepsani

13



kde jsme ozndli

4.5 Heisenbergv obraz.

Pripomaime si vztah pr@éasovou zrénu operatoru v Heisenbergbabraze
de_ LA ET+ 9F
dt h ot

Zavedeme operator mechanického impulzu

= p-eA(f)

Vypocet komutatod

a trochu komplikovagi
A, p-eA(f)|=-L 00+ 20 (ama) - 2 (s m) A
S vyuzitim vztahu

O(ath) =(Am)a + (am) A+ Ax(Oxa) + ax(0xA) = (am) A+ axB

dostaneme
[ﬁ,f)—eﬁ\(r:ﬂ=—e—hD¢+—eCh”><B
i i
Tedy
d—rzcﬁ , d—”=—ei¢+ecc7><l§
dt t

14

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)



Charakter operatoru rychlosti dal vznik ndzvu Zitterbewggun

4.6 Rovnice kontinuity.

Diracovu rovnici
. o ., . -
(Ihy0—+lhy|]]—mcjl//:0 (4.48)
cot
komplexré sdruzime a s vyuzitim vztﬁl(;/)+ =y°y y°, tedy
() =y, ) =-¥ (4.49)
napiSeme jako
I R \
(—lhy‘)—ﬂhyﬂﬂ—mcjt// =0 . (4.50)
cot
Rovnici (4.50) transponujeme na (diferencialni operatésppi doleva)
o . o .. . -
W (—lhy‘)—ﬂhyﬂﬂ—mcjzo (4.51)
cot
a po zavedeni Diracova sdruz@ney* )° s vyuZzitim antikomuténich relaciy matic mame
. o ., . -
w(lhy‘)—+|hyﬂﬂ+mcj=0 . (4.52)
cot
S pouzitim symbdl a=)/ a. mizeme (4.48) a (4.52) zapsat jako

(p-mc)y=0 , g(p+mc)=0 . (4.53)
Vynasobeni prvni rovnice v (4.53) zleva a druhé rovnice zpravel dava vyrazy, jejichz
setenim dostavame rovnici kontinuity

0" _ .
50 1=ary (4.54)

Casupodobna komponenta jé=@ y° ¢ =¢* ¢>0.

15



5 Rovinné viny

Dosadime-li do (4.53) rovinné viny (volba normovkehstantye =c p,=++/p°c*+m’°c* se

ozejmi pozji)

w(p) :ﬁu(p)exp(—i P xi) , ¢(-p) :ﬁu(— p) exp(i P xi) (5.1)
dostavame

(E—mc)u(p)zo , (E+mc)u(—p):0 (5.2)

U(p)(E—mc):O , u(- p)(£)+mc):0 . (5.3)

podminkouresitelnosti jep' p. =m?c?. Bispinory normujeme tak, Ze
u(p)u(p)=2mc* , T(-p)u(-p)=-2mc* . (5.4)
Néasobeni zleva prvni rovnice v (5.2) p) a druhé rovnicei (- p) vede na
u(xp)y pu(xp)=2m’c®=2cp'p = U(xp)yu(xp)=2cp . (55)

Pro ¢tyivektor toku pak
L i C ! \Y;
o)y plep) =2 (1Y) . 5

Ve standardni representaci, kde piSeme

w{‘”j , (5.7)
X

se Diracova rovnice rozpada nadsézané rovnice

(s—mcz)qo—cf)W)(:O c g
(£+mcz))(—0|5qu:O (.8)

16



Méame pak

(o) = VE+mc w(+) J a :{Ja—mcz(ﬁﬂﬁ)w(—)J
(¢) {\/ —mc () w(+)) (=») V& +mc? w(-) - 69

kde ri=p/|p| a w(+) jsou libovolné dvoukomponentové iy, sphujici w* (+)w(+)=1.

™

Pro relativisticky sdruzené bispinory mame z (5.9)

(p)= («/5 +mc*w' (+) —\Je-mc®w’ (+)(ni W))

cl

(5.10)
u(-p)= («/5 -mc*w' (=)(AlF) —+&+mc? W(—))
6 Transformace Diracovy rovnice
6.1 Rovnice voln&astice (Foldyova - Wouthuysenova transformace)
Hamiltonian je
H=cd+Bmc . (6.1)

Ve standardni reprezentaci jsou matica S dany vztahy

(10 (0 &g 6o
ﬁ_(o —1} ! a{& oj' (6.2)

Uvazujme o takové unitarni (a @ase explicitd nezavislé) transformaci, ktera by odstranila

operatory, které vazou velké komponenty s malymi

U:exp(ié) , 8=8 , Zs8=0 . (6.3)

Plati
') = exp(i §)|z//>
1n-21y) = exp(i ) Aly) = exdi ) exp-i8)|yw) = H'ly) 64
ot
Velké a malé komponenty spojuje operéuﬁEﬁ. Uhadneme tedy pasme snadno pdgebny

tvar é

17



)

. sin(

exp(i é) = exp(,b’c?[f)e) = coe 6‘6) + Balp I% , 8= H(E)) (6.5)
Pro transformovany hamiltonian dostavame
H' = exp(l é)I:I exp(—l S) =
cos( f) 6) + ﬁﬁ[ﬁ—sm‘(‘f‘)‘e) (cc?[ﬁ + ﬁmcz){cos(‘ 6‘6) - ﬁﬁEﬁSin(; H)J =
n(Ble) |
A , S\ s sin(|p _
(ca[ﬁ+,6’mc ) cos( pH) Lalp I% J (6.6)
(cc?[ﬁ + ,Bmcz)exp(— 2,6’67&56) =
cc?Efi cos( 46‘6) - mcSin 2; 6) + Amc? COS( 46‘«9) + I% Sin(r:‘f‘e)]
Polozime-Ii te’
Ly |P
tan( 2{ p‘ 6) = (6.7)
dostavame vysledny hamiltonian
H'= B /m’c* + p2c? . (6.8)
6.2 Rovnice¢astice v elektromagnetickém poli
Hamiltonian v tomto fipact je
H =cc7[ﬁf)—e,5\)+,8mcz+eq)=,8mcz+EA+OA , (6.9)
kde
E =ed dzcﬁ[@ﬁ—e/&) (6.10)
Plati
BO=-0B , BE=EjB . (6.11)

18



Uvazujme opt o takové unitarni (ale deuz mozné naase zavislé) transformaci, ktera by
odstranila liché operétory, které vaZzou velké komponentglgmi a ponechala jen operatory

sudé

U=expfS) , S=S" . (6.12)
Pro|y') =exp(i §)|z//> dostavame

ih%exp(—i §)|t//’> = exp(—i é)i h%w/} +(ih% ex;é—i é)j|¢,> -

(6.13)
H @)= H exp(—i §)|t//’>
odkud pak
in Ly =Arly) | A= exp(i §)| H i no exi{-i§) (6.14)
ot ’ ot
Mé¢jme vyraz (chapany jako funkce paramétrktery pak polozime roven jedné)
F(A)=exp(i BA)Aexd-iBA) =i”—n(an Fj (6.15)
onli oA 1=
Derivovanim (6.15) dostavame
o0F Ta =
- e B’ ,
OAAOI[ |
; (6.16)
0"F|  _..TaTla A
S RGUCECEEIE

takze ponechame-li v rozvoji pouzdeny do tetiho fadu (neboctvrtého, nasobi-liclen

klidovou energii) vS, dostavame

mcz[é 8[8[8.4]]]|-ns-12[ é}ﬁ[é E ﬂ o
24 L LTLTLT 2L 6L L '
Ponechame-li v (6.17) jeiteny nejnizSihadadu, mame

I—A|’:,6’mcz+EA+OA+imcz[§,,6’] . (6.18)

19



Tento tvar vede k tomu, ze zkusime zvolit

S=- o . 6.19
P B (6.19)
S ozngenim matice spinu (ta je stejna ve spinorové idsieani representaci)
. (g 0
> :{ ”j (6.20)
0 o

mame po delSich vygtech vysledny hamiltonian ve tvaru

- 17~  -\2 1
H'=p4| mc®*+—|p-eA| - p*|+ed -
'B( 2m(p ) 8m3czpj
i 8 o2 2 (6.21)
eh ¢ = eh <4=_=x ieh” <= = e R
EZ[B_4mZCZZ[@E ) 8m2022[@DXE) 8m2(:2D[E
Pro rot&né soungrné pole mame
B, dv(r)r
E(r)=- — 6.22
(=47 (6.22)
a islusny¢len nabude tvaru
eh == = en 1dV(r). - _ -
-——2[Exp|= = S , L=rxp , 6.23
4m’ c? [@ p) AmPc’r dr P (6.23)

kterym popisujeme spin - orbitalni interakci. Posledien se nazyva Darwiv, jeho vznik se

da se chapat jako rozmazéani energie Coulombdsabeni

2 2
Vr+ar)-v()=(ox +2 OV _sesw)=Iav[ L] | (6.24)
ox 20X 0x 6 mc

Schéma nejnizsich hladin je na obrazku:
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) 2F¥<  Jemné = spin -
25 % _ orbitélni
— 2FY¢ interakce

Lamhiv posuv
Hyperjemne =
i spinova interake
1<Y4 ¢ s jadrem
>

7 Rozptyl elektronu na jadre.

Budeme poitat rozptyl elektronu na (nekofi@) tezkém jade nabojeZe. Volba sotiadné
soustavy je velmidezita pro zjednodusSeni vypiwl. Impuls elektronuifed rozptylem éje ve

smeEru  osy X, impuls elektronu po rozptylu ta lezi v rovie x-y (zn&ime

p=py =(E/c)y'-py)
91=V%—yxplx ! 92=V%—yxp2x—yypzy : (7.1)

Ctyivektor potencialu je

Aiz(fz ze E,A:oj ~ A=_281, (7.2)
c 4mg,cr

Pripomaime Diracovu rovnici

(p-eA-mc)lw)=0 , p=ind . (7.3)
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Pacateini a koncovy stav je, pokud piSeme i obvykle vydeeny normovaci faktor

1 _lpll X
ue’

o= e ™ =y

Amplituda pravédpodobnosti pechodu je

[ u. 2 i i T i i
ALMIAS TVt _Ze Je i L e [o ™ e 1 dt
0

[
h2,JE E,V 471¢, r

Pro integraly mame vyjaeni

i i 2 T i i

Iprl Llpr _ A1Th —Et ——E,t hi

Jehz—eh dsrzﬁ , Iehzehzdt_ e 2
r ﬁl_ﬁz -

Prvni integral péitame jako

2

H ” H °° igrcosd —Ar _— 4” H h H -Ar _
thr})Jd¢Ldz95|nz9£drreq —Fﬂmldrsm(qr)e =
0
jim — 27 = 47
10242 P

Pro pravé@podobnost fechodu za jednotkéasu

w(t- 2)= 2, o) =

_ 2 2 sin?
wyu (zenr ), 1 ( 2h
2 2 Y] lim — 2
4h°E E,V £0|p1—p2| T-wT (EL_EZJ T

Jednim z vyjateni Diracovy delta funkce je

. sin®(xT
(9= 1m =7 L)

Vyuzitim (7.9) upravime vztah (7.8) na
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2 2
ZIT‘Uzytul‘ Z€e h?
1-2)=— o(E, -
W( ) h 4E1 E2V2(£0|r)1—r)2|2J ( 2 E1)

Hustota staf v okoli koncového stavu (st&@y je (E =4/ p°c® + m°c?)

_Vvd’p, _ VE,p,

= dQdE
(2mh)*  (2mh)’c? ’
a tak nfizeme psat (plalll'f)1| = | f)z|)
2
vVdo pl _ 2 Ze2
dw=—""[w(1- 2)E, p,d E,=—2[u,)}u dQ
(ZITh)SCZI ( ) 2 P 2 E1V‘ zyt ]1(47180|I51—I52|2J

Porévadzv=0E/d p, mame pro hustotu tokiastic vyraz

_pc

E,V

< ||a<

j:

a pro diferencialni &inny prifez pak

_ o ze&8 Y L ., 8
Nyni zvolme bispinory jako
E +mc? 0
0 1 E+mc?
u(l/z) p — 1 ’ u(—l/z) p - ]
( JE+mc? 0 (+) JE+me| c(p-ip)
c(p +ip,) 0

Plati

2
2 .
‘(E1+m02) +p1202e|9

(B +me?)

2

c

_ae?f1-[4) sit?
—45[1[}5#2

Obdobr spaiteme dalSi vyrazy, takze mame
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a2
a?yu =0,

2
‘U§”2>ytu§12>‘2:4Ef[1—[%j sinzgj ,

2 (7.17)
oy ul? =0, ful ) = 4Ef{1— [%j sinng

Pro diferencialni &inny prifez rozptylu je tedy koray vyraz

2\2 2 2 2
dard :(mC j [1_[ﬁj Sinzgjdamh ) dURuth :( ze j ng .(7.18)
S

E C dre,my; ) e €

8 Invariantni a¢inny praiez
Mégjme dva svazkyéstic, které se srazeji. &fejme v klidové soust&kastice2 potet srdzek
v objemudV zacasdt

dv=nov,dtn,dv , dv=Ann,dtdV , (8.1)
kde v,, je velikost rychlostEasticel v klidoveé soustavcastice2, n, a n, jsou hustotyastic
a kon€né o je &inny priez. Veltiny dv a dtdV jsou invarianty, musi tedy byt
invariantem také velina An n,, pricemz A musi v klidové soust@vjedné zéastic fFejit na

V.4 0. Mame

&
Mo

_ _ Ny _
ndV=ndV, = n= =
Ny AV \/1_\/2/02 mc?

(8.2)

a tedy

Ann,=inv' = Age,=inv = AGE =iy : (8.3)
P[P,

kde skalarni saiin ozn&ujeme jakop, [(p, = p; p,. V klidové soustaycastice2 je

A=v, 0 pizz[%:rnzc,f)z:Oj = pl[pzz‘glcf2 = inv:vre,ac2 (8.4)
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a dale

282
p. L, = _MC m,c = Vr—d:\/l—(—mlmzcj

NN c p.[p,

Spojenim vztal dostavame

2

\/( p1Ep2)2 - (mlmzcz)2 dv

dv
dw=—=conn,
dt L&y

Uginny prirez dostaneme tedy z prapddobnosti pechodu za jednotkéasu

dw 3 \/( p.Cp.)° - (mm,c?) n,

Jn,dV £ &,

%

V tézifove soustavje p,=—p,=p, a tedy

v souladu s obvyklou definici hustoty toku.

9 Spinova matice hustoty

Spinory vyhovujireSitelnym (determinant je roven nule) soustavam al@iycn rovnic

(p-mju(p)=0 , (p+m)u(-p)=0
Normujeme je tak, aby platilo
a(p)u(p)=2m ,a(-p)u(-p)=-2m

Ve standardni representaci mame
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u(p):[ mw(p)p)J | U(—p)=[ﬁ(ﬁﬁ)w(_p)J

Je+mw(-p)

(9.3)

(9.4)

V téchto vyrazech jsow(p) a w(-p) libovoiné normované dvoukomponentové &ief.

Uvedené volnosti d¥eme uzit pro vhodnou volbu vinové funkce. Moznmlbou je

nagiklad

W(p)(a:J/Z):(ClJ | W(_p)(a:w):_UYW*(p)(a:—ia:GJ |
0

Plati

Prvky spinové matice hustoty jsowistém stavu trivialni vyrazy
Pag ( p) :uA( p)UB ( p)

Porekud odlisr¢ oproti EZné matici hustoty zde stopa neni rovna 1

Tr{o(p)} =X u(p)u.(p)=u(p)u(p)=2m .
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Ze (9.8) je rejme, Ze matice hustoty distém i smiSeném stavu budermgplat Diracovu

rovnici

(p-m)o(p)=0 . p(p)(p-m)=0 . (9.10)

(s) :%f‘/’* Zgdir= 4—15‘1* (p)Zu(p)=—0(p)y zu(p) (9.11)

(9.12)

Polariz&ni vektor v klidové soust&wzn@me ¢ :2<§>, plati tedy pratisty stav‘f ‘ =1, pro
smiseny sta\m<1. Ctyivektory impulsu a spinu v klidové soustajgou p' :(m,f)) a
a = (OZ) a v libovolné inerciélni sdadné soustastedy musi platit

plp=m* , al@d=-7*> , paE=0 . (9.13)

Lorentzova transformace do laboratorni soustavy dava

. (¢0)p

a=(+m(£+m) (9.14)

Matice hustoty pro nepolarizovany svazek bude mit tvais{mbsahovat pouze impuls jako

jedinou charakteristiku a sjavat dané rovnice)

pn(p):%(£)+m) : (9.15)

Pro obecny smiSeny stav bude mit tvar
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p(p):%(£)+m),b(g)(£)+m) , p(a=0)=1 . (9.16)

Pripomaime si, Ze plat(£)+ m)2 = 2m(£)+ m) . Matice ,b(g) ma nactyivektoru a zaviset
linearre. NapiSme tedyﬁ(g)zl—AySg. Konstantni maticiA uréime vypdtem stedni

hodnoty spinu v klidové soustav

(9.17)

a musi byt tedyA=1. ProtoZe jealp =0, pantikomutuje sa a komutuje ” a. Vyraz pro

spinovou matici hustoty lze'@psat do korého tvaru
1
p(p):z(£)+m)(l—ysg) : (9.18)

Vektor spinoveé polarizace Ize naopak z matice hystpciitat pomoci vztahu

i_ 1 -
a —%Tr{p(p)yﬂ/‘} . (9.19)

Obdobr by bylo mozné odvodit obecny vztah pro spinovotichhustoty positrot

p(- p)=%(9—m)(1—y5§) . (9.20)

10 Spinové stedovani.
Mame-li ve Feynmanav diagramu jen jednu fermionovotaru (rozptyl na v§Sim poli,
Comptoriiv rozptyl, anihilace nebo kreace paru)iizeme pouzit nasledujiciho tgobu

spinového sedovani (dedovani pes p&atesni spinoveé stavy a sétu pres koncové spinove
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stavy pro rozptyl, gedovani pes spinové stavy elektronu a positronti gnihilaci nebo

kreaci). Maticovy elemenM ;; je ve zmignych gipadech mozno zapsat jako
Mfi :ZUfAQABuiB:UfQui . (10-1)
A,B

Potom mame

[zu \Qul j C S U ) Qi =

ABC (10.2)
Z VO Voe QaaVacl fC:UQ ,

A,BC,D,E

kde jsme vyuzili viastnosti® y° =1, y* = y° a ozndili Q=)° Q" y°. MaZeme te& psat

M =0, QuTu Qu, =Tr{u, T,QuT q} . (10.3)
TakZze mame
2Tr{ 2: (p)Qp (p) (3} rozptyl elektrod na vrgj$im potencite
2Tr{ 2: (p)Qp (p) (3} Comptoriv rozptyl (10.4
Tr{ o, (-p)Qp (p)Q} anihilace paru '
-p)Q

} kreace paru
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