
Ukázková ṕısemka M4010 s komentářem,
celkem 8 + 2 body

1. Nalezněte řešeńı rovnice se zadanou okrajovou podmı́nkou, proveďte
zkoušku:

u2x + u2y = 1, u(cosσ, sinσ) = 1.

Komentář a orientačńı bodováńı:
a) Jedná se o obecnou rovnici prvńıho řádu a budeme ji řešit metodou charak-
teristik, zvoleńı a zápis metody .... 0,25 bodu
b) Vyřešeńı odpov́ıdaj́ıćı soustavy obyčejných rovnic ... 0,5 bodu
c) Dosazeńı okrajové podmı́nky a výsledek ... 0,5 bodu
d) Provedeńı zkoušky ... 0,25 bodu

Celkem 1,5 bodu, řešeńı
√
x2 + y2 a 2−

√
x2 + y2.

2. Nalezněte obecné řešeńı rovnice i partikulárńı řešeńı splňuj́ıćı zadanou
okrajovou podmı́nkou, načrtněte charakteristiky i okrajovou křivku a proveďte
zkoušku:

ux − y2uy = u2, u(x, 1) =
1

2x
.

Komentář a orientačńı bodováńı:
a) Jedná se o semilineárńı rovnici prvńıho řádu a budeme ji řešit metodou
charakteristik nebo převodem na kanonický tvar, zvoleńı a zápis metody ....
0,25 bodu
b) Vyřešeńı odpov́ıdaj́ıćı soustavy obyčejných rovnic nebo převod na kanonický
tvar a integrace ... 0,5 bodu
c) Dosazeńı okrajové podmı́nky a výsledek ... 0,5 bodu
d) Provedeńı zkoušky a obrázek ... 0,25 bodu
Celkem 1,5 bodu, řešeńı

u =
y

yC
(

1
y − x

)
− 1

, up =
y

2xy + 3y − 3
.

3. Klasifikujte rovnici druhého řádu a převeďte na kanonický tvar. Lze-li
převedená rovnice řešit integraćı, vyřešte (proveďte zkoušku - máte-li čas):

(1 + x2)uxx + (1 + y2)uyy + yuy = 0.



Komentář a orientačńı bodováńı:
a) Klasifikace (určeńı typu rovnice) .... 0,25 bodu
b) Nalezeńı nových proměnných ... 0,5 bodu
c) Převod na kanonický tvar ... 0,5 bodu
d) Integrace a řešeńı, př́ıpadně provedeńı zkoušky ... 0,25 bodu
Celkem 1,5 bodu, řešeńı: Eliptická rovnice,

ξ = ln(y +
√
y2 + 1), η = ln(x+

√
x2 + 1),

∆u = uξξ + uηη = (tanhη)uη =
eη − e−η

eη + e−η
uη.

4. Řešte počátečńı úlohu pro hyperbolickou rovnici a proveďte zkoušku:

utt(t, x) = uxx(t, x) + cosx, (t, x) ∈ (0,∞)× (−∞,∞),

u(0, x) = x2, x ∈ (−∞,∞),

ut(0, x) = arctgx, x ∈ (−∞,∞).

Komentář a orientačńı bodováńı:
a) D’Alembert̊uv vzorec a správné dosazeńı .... 0,25 bodu
b) Výpočet prvńıho integrálu ... 0,5 bodu
c) Výpočet druhého integrálu ... 0,5 bodu
d) Provedeńı zkoušky ... 0,25 bodu
Celkem 1,5 bodu, řešeńı

u(t, x) = x2 + t2 +
1

2
[(x+ t)arctg(x+ t)− (x− t)arctg(x− t)+

+ ln

√
1 + (x− t)2
1 + (x+ t)2

− cos(x+ t)− cos(x− t)

]
+ cosx.

5. Řešte úlohu

uxx + uyy = 0, (x, y) ∈ (0, π)× (0, π)

u(x, 0) = 0

u(x, π) = 0

u(π, y) = 0

u(0, y) = sin y



Komentář a orientačńı bodováńı:
a) Metoda separace proměnných a zápis rovnic .... 0,25 bodu
b) Řešeńı rovnic ... 0,5 bodu
c) Dosazeńı okrajových podmı́nek ... 0,5 bodu
e) Výpočet Fourierových koeficient̊u ... 0,5 bodu
d) Provedeńı zkoušky ... 0,25 bodu
Celkem 2 body, řešeńı

u(x, y) = sin y ·
(

1

1− e2π
ex +

1

1− e−2π
e−x
)
.

6. Řešeńı rovnice metodou integrálńı transformace. Např́ıklad některé úlohy
ze cvičeńı ke kapitole 2 (na straně asi 34) učebńıho textu doc. Posṕı̌sila k
přednáškám (parabolická rovnice). (Student spoč́ıtá doma a přinese ke zkoušce,
př́ıklad je hodnocen jedńım bodem.)
Celkem ...1 bod.

7. Řešeńı Laplaceovy rovnice na kruhu (vnitřńı nebo vněǰśı Dirichletova
úloha), např́ıklad některé úlohy ze cvičeńı ke kapitole 4 (na straně asi 81)
učebńıho textu doc. Posṕı̌sila k přednáškám (eliptická rovnice). (Student
spoč́ıtá doma a přinese ke zkoušce, př́ıklad je hodnocen jedńım bodem.)
Celkem ...1 bod.


