
TEST IV. — ALGEBRA

1.

• Definujte skalárńı součin.

• Zapǐste matici skalárńıho součinu v prostoru polynomů stupně nejvýše 1
nad R, který je dán předpisem

〈p(x)|q(x)〉 = p(1)q(1) + p(−1)q(−1)

v bázi (x − 3, x + 1).

2.

• Definujte vlastńı vektor lineárńıho operátoru f : V → V .

• Určete vlastńı hodnoty a vlastńı vektory operátoru f : Mat2x2(C) →
Mat2x2(C) daného předpisem:

f

[(
a b

c d

)]

=

(
a −a

b −b

)

.

Má tento operátor diagonálńı reprezentaci?

3.

• Matice A a B jsou podobné, jestliže existuje regulárńı matice T tak, že
plat́ı B = TAT−1. Ukažte, že podobnost je relaćı ekvivalence.

• Uveďte př́ıklad tř́ı matic se stejným charakteristickým polynomem, z nichž
žádné dvě si nejsou podobné. Zd̊uvodněte.

4.

• Definujte samoadjungovaný lineárńı operátor f : U → U a uveďte jeho
základńı vlastnosti (jaké má vlastńı hodnoty, co plat́ı pro vlastńı vektory
př́ıslušné r̊uzným vlastńım hodnotám, jakou matićı je reprezentován v
ortonormálńı bázi).

• Rozhodněte, zda operátor ϕ : C
2 → C

2 zadaný předpisem f(x, y) =
(iy, ix) může být při vhodně zvoleném skalárńım součinu v C

2 samoad-
jungovaný. Zd̊uvodněte. Pokud ano, zadejte skalárńı součin matićı G tak,
aby ϕ byl samoadjungovaný.

5. Lineárńı operátor f : C
4 → C

4 má čtyřnásobnou vlastńı hodnotu λ = 5,
napǐste všechny možnosti Jordanova normálńıho tvaru matice tohoto operátoru.
U každé z nich zapǐste př́ıslušný kanonický tvar charakteristické matice. U všech
př́ıpad̊u uveďte dimenzi podprostoru Lλ vlastńıch vektor̊u a hodnost matice
(J − λE).

6.

• Definujte Ortogonálńı projekci a komponentu vektoru ~a vzhledem k pod-
prostoru L ⊂ U .



• Určete ortogonálńı projekci vektoru 1 do podprostoru L = [|xk|] v prostoru
polynomů stupně nejvýše n ≥ k. Skalárńı součin je zadán vztahem

〈p(x)|q(x)〉 =

2∫

0

p(x)q(x)dx.

7.

• Definujte ortogonálńı a ortonormálńı systém vektor̊u.

• Skalárńı součin 〈 , 〉 : C
2 → C je zadán předpisem 〈(a, b), (c, d)〉 = ac∗ +

ibc∗ − iad∗ + 2bd∗. Zapǐste jeho matici ve standardńı bázi a ověřte, že má
vlastnosti matice skalárńıho součinu. Nalezněte libovolnou ortonormálńı
bázi.

8.

• Uveďte dva př́ıklady operátoru v R
2 (se standardně zadaným skalárńım

součinem G = E), který je ortogonálńı a současně symetrický.

• Uveďte př́ıklad nediagonálńı matice řádu dva, která je současně orto-
gonálńı a symetrická.

9.

• Definujte ekvivalenci polynomických matic (ekvivalentńı úpravy).

• Zapǐste elementárńı matici, která realizuje úpravu matice čtvrtého řádu
spoč́ıvaj́ıćı v přičteńı (2λ+1)-násobku čtvrtého řádku k trojnásobku prvńıho
řádku. Zapǐste úpravu jako maticové násobeńı.

10. Operátor f : V → V se nazývá nilpotentńı, jestliže existuje přirozené č́ıslo k

tak, že plat́ı f ◦ f ◦ . . . ◦ f
︸ ︷︷ ︸

k

= 0. Ukažte, že jedinou př́ıpustnou vlastńı hodnotou

pro tento operátor je č́ıslo nula.


