Jordan

1 Polynomické matice

Definujte A\ - matici (polynomickou matici), soucet matic a p(N)-
nasobek matice. Co povazujeme za elementdrni upravy A-matic? De-
finujte kanonicky tvar, invariantni faktory a hodnost A-matice.
Definujte unimoduldarni matici. Jaké ma vlastnosti?

1. Urcete kanonické tvary nasledujicich polynomickych matic
a) pomoci elementarnich uprav
b) vypoctem invariantnich faktort
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2. Rozhodnéte, zda zadané matice jsou unimodularni, v kladném
ptipadé urcete odpovidajici matici inverzni a matice U(X), V(A),
které danou matici prevadéji na kanonicky tvar. Jsou urceny jedno-
znacné?
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2 Jordanuv normalni tvar a podobnostni trans-
formace

Definujte Jordanovu submatici, Jordanovu matici a Jordaniv nor-
malni tvar matice A. Definujte podobnost matic a dokazte, Ze se
jedna o relaci ekvivalence na mnoziné ¢tvercovych matic fadu n.

1. Rozhodnéte, zda zadané matice jsou podobné a naleznéte néjakou
podobnostni transformaci.
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2. Pro zadanou Jordanovu matici urcete kanonicky tvar jeji charak-
teristické matice.
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3. Je zadan kanonicky tvar charakteristické matice J — \E, urcete
prislusnou matici Jordanovu.
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4. Kdy lze tfidu podobnych matic ( nad R, resp. nad C) reprezen-
tovat Jordanovou matici?

5. Urcete Jordantiv normalni tvar nasledujicich matic.
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6. Uvédomte si souvislosti Jordanova normalniho tvaru matice, re-
prezentujici danou linearni transformaci s vlastnostmi této transfor-
mace.

e Kdy lze linearni transformaci ve V, reprezentovat diagonalni
matici?

e Za jakych podmine lze z vlastnich vektort utvorit bazi?

e Jaka je dimenze podprostoru, ktery generuji vlastni vektory,
prislusné téze vlastni hodnoté?

e Kdy je dimenze podprostoru, ktery generuji vlastni vektory,
prislusné téze vlastni hodnoté \; rovna nasobnosti kofene \;
charakteristického polynomu?

e Co jsou to elementarni délitelé a jak souvisi s poctem linearné
nezavislych vlastnich vektora?

3 Jordanuv normalni tvar a hledani baze

1. Necht ¢, v € L(V,,V,) jsou linearni transformace a systém vlast-
nich vektort kazdé z nich necht generuje cely prostor V,. Dokazte,
7e tyto transformace komutuji pravé tehdy, existuje-li jejich spo-
le¢ny systém vlastnich vektortu. Je predpoklad, ktery vyzaduje, aby
vlastni vektory kazdé z nich generovaly cely prostor, nezbytny? Od-
povéd zduvodnéte.

2. V nasledujicich prikladech pfedstavuje A matici reprezentujici
danou linedrni transformaci ¢ € L(V,,V,) v bazi (e;). Urcete ale-
spoil jednu bazi (f;), v niz je ¢ reprezentovana Jordanovou matici.
Prislusnou Jordanovu matici rovnéz urcete a najdéte odpovidajici
podobnostni transformaci.
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3. Necht ¢,v € L(V,,V,) komutuji. DokaZte, Ze pro kazdy vlastni
vektor @ transformace ¢ je i vektor ¢(d) jejim vlastnim vektorem,
prislusnym téze vlastni hodnoté jako da.

4 Nilpotentni zobrazeni a invariantni podpro-
story

Definujte nilpotentni a cyklické zobrazeni. Definujte invariantni pod-
prostor. Co je to korenovy podprostor?

1. Uvedte priklady nilpotentnich zobrazeni, urcete jejich stupen nil-
potentnosti.

2. Ukazte, Ze kazdé cyklické zobrazeni je nilpotentni. Uvedte ptiklad
nilpotentniho zobrazeni, které neni cyklické.

3. Lze najit priklad zobrazeni, jehoz jedinou vlastni hodnotou je
nula, ale presto neni nilpotentni?

4. Je soucet nilpotentnich zobrazeni opét nilpotentni? Je slozeni
dvou nilpotentnich zobrazeni nilpotentni. V kladném piipadé ukazte,



v opatném piikladé uvedte protipfiklad. (pozndmka: soucet resp.
slozeni nilpotentnich komutujicich zobrazeni je nilpotentni, obecné
to vSak neplati, existuji nilpotentni zobrazeni, kterd nekomutuji a
jejich soucet, nebo slozeni neni nilpotentni, ale existuji také takova
nilpotentni nekomutujici zobrazeni, jejichz soucet i slozeni nilpo-
tentni jsou. Uvedte priklady. Lze najit priklad dvou nilpotentnich
zobrazeni, jejichz slozeni je nilpotentni, ale soucet ne? Lze najit pti-
klad dvou nilpotentnich zobrazeni, jejichz soucet je nilpotentni, ale
slozeni ne?

5. Uvazujme prostor polynomi P,[z] a zobrazeni ¢ : P,[x] 2 p(z) —
o(p(x)) = p"(x) € P,[z] (druhd derivace). Ukazte, Ze toto zobra-
zeni je nilpotentni, urcete stupen nilpotentnosti, urcete jeho obraz
a jadro, urcete invariantni podprostory vzhledem k ¢. Naleznéte
bazi, ve které je ¢ reprezentovano matici v Jordanové norméalnim
tvaru, jak tato matice vypada? Totéz udélejte také pro zobrazeni

p(p(x)) = 2 - p'(x), (resp. (p(x)) = - p"(x) + p'(2), atd.).

6. Necht V' je vektorovy prostor na C. Ukazte, Ze zobrazeni ¢ €
L(V, V) je nilpotentni pravé tehdy, kdyz jeho jedinym vlastnim ¢is-
lem je nula. (A jak to bude nad R?)

7. Necht ¢, v € L(V,V)aU C V je invariantni podprostor vzhledem
k ¢ i vzhledem k ¢. Pak U je invariantni podprostor také vzhledem
k jejich libovolné linearni kombinaci. Ukazte.

8. Necht V' = U; & U,, kde Uy, U, jsou invarianti vhledem k .
Ukazte, Ze existuje baze ve V', v niz je zobrazeni ¢ reprezentovano
blokové diagonalni matici.

9. Ukazte, Ze mnozina kofenovych vektorii zobrazeni ¢, ptislusnych
témuz ¢islu a, doplnénd nulovym vektorem je podprostor. (tzv. ko-
fenovy prostor R, = {@ € V|3k € N, (p — a - id)*(u) = 0}.)

10. Ukazte, 7Ze faktorovy prostor V/U s operacemi definovanymi [+
[U] = [ + U] a a[t] = [at] je vektorovym prostorem.

11. Necht {éi, ..., é,} je takova baze ve V', ze poslednich k vektorii
je bazi podprostoru U. Ukazte, ze systém t¥id {[é1],...,[én—k]} je
bazi prostoru V/U.

12. Necht U je invariantni podprostor vzhledem k . UkazZte linearitu
indukovaného zobrazeni v,y [(@)] = [p(a)].



