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Cast 1

Teorie matic

Pro fadu matematicko-fyzikalnich disciplin i technickych obort predstavuji matice
velmi uéinny matematicky aparat, ktery v mnoha pfipadech umoznuje vyjadrit
velice prihlednym zpisobem jinak formélné komplikované vypocty. Ve vétSiné
fyzikalnich disciplin je pouZziti maticového po¢tu naprosto prirozené, nebot vyplyva
z vektorové a tenzorové povahy fyzikalnich veli¢in.

Teorie matic je soucasti prakticky kazdé zakladni uéebnice algebry. V nasem textu
bude slouzit sice jako nezastupitelny, prece jen vSak pouze vykonny aparat. Proto
tfebovat. Dlikazy provedeme ve zkracené verzi u zavaznych tvrzeni, v jednodussich
pripadech budou pfenechany ¢tenari jako cviceni. Také znaceni bude prizptusobeno
aplikacim teorie matic ve fyzikdlnich disciplinach.

Budeme uvazovat o maticich, jejichz prvky jsou realna nebo komplexni ¢isla. mno-
zinu vSech realnych resp. komplexnich ¢isel opatfenou vSemi zndmymi algebraic-
kymi operacemi oznac¢ime R resp. C. Obecné mohou mohou byt matice tvoreny
i prvky jinych mnozin s patfiénou algebraickou strukturou. Jednd se napiiklad
0 matice polynomické, jimiz se budeme zabyvat v druhé ¢asti této kapitoly.
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Ciselné matice

1.1 Operace s maticemi

Matici A typu m/n nad redlnymi resp. komplexnimi ¢isly nazyvame soubor m.n redlnych
resp. komplexnich ¢&sel o), 1 < i < m, 1 < j < n, uspofddanych do Fadki a sloupci
takto:

al o ...oab
ay a3 ... b ;
A= . J . o; € Rresp. C
1 2 n

Znatime A = (ozf ). Index ¢ resp. j se nazyva fadkovym resp. sloupcovym indexem.
Pro matice lze uzit i znafeni A = (w;) resp. A = (o), kde prvy index je Fadkovy,
druhy sloupcovy. Poéita se s nimi stejné jako pii oznaleni (o). Je-li m # n, hovoiime
o matici obdélnikové, pro m = n jde o matici ¢tvercovou fadu n. (Teorie matic se zabyva
i tzv. nekone¢nymi maticemi, v nichz jsou fadky a sloupce tvoreny posloupnostmi, tj.
i,j € {1,2,...} ev. {...,—=1,0,1,...}. Problematikou takovych matic se podrobnéji
zabyvat nebudeme.) Prvky o, j € {1 2,...,min(m,n)} jsou diagonalni prvky matice
A, uspotfadany soubor [al,a2,.. af], k= mln(m n), je hlavni diagonala matice. Matici
0 nazyvame nulovou o = 0 pro vSechna i, j, ¢tvercovd matice E fadu n se nazyva
jednotkova, je-li o] = 57 (Kroneckerovo delta) pro vSechna i,j € {1,2,...,n}. Matice
a=(a!)aB= (BJ ) jsou si rovny pravé tehdy, kdyz jsou stejného typu a platl ol =G
pro v8echna i, j. PiSeme A = B. O diagonalni matici hovofime, je-li o/ = 0 pro vsechna
i # 7.

Matice typu m/n ma tzv. schodovity tvar, je-li

(0 .0 o ... o
0 a%é R o 1

A=| o0 ... .0 o ... 04.3 ;
0 0

\o ... 0 )
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kde 1 <k<n,1<ji <jo<- < Jjpr<nm, a{" # 0 pro i € {1,...,k}. Nulovou matici
povazujeme rovnéz za schodovitou.

Priklad 1: Z nasledujicich matic maji schodovity tvar matice A, B, matice C, D
schodovity tvar nemayji:

10 4 2 02 7 0 4 12 4

A=|o0oo0o5 6|, B=loo0o2 3 0|],C=1]033s5|,D=Jo
0000 00 0 8 2 0 1 2

Prikladem schodovité matice je také matice diagonalni.

Pomérné dilezitym specialnim pfipadem schodovité matice je také tzv. matice troj-
tihelnikova, definovana vztahy of = 0 pro vSechna ¢ < j (tzv. dolni trojihelnikova
matice) resp. ¢ > j (horni trojihelnikovd matice). Takovd matice ma nad resp. pod
hlavni diagonélou pouze nulové prvky.

Matici opac¢nou k matici A nazyvame matici s prvky —af a zna¢ime ji —A. Necht
A = (o) je matice typu m/n. Matici AT = (04;-), typu n/m, nazyvame matici transpo-
novanou k A. Ziejmé je (AT)T = A. Matici nazyvdme symetrickou resp antisymetrickou,
resp. samoadjungovanou, je=li AT = A, resp. AT = —A, resp. AT* = A. Hvézdicka
znadf operaci komplexni sdruzenosti, konkrétné AT* = (of*), je-li A = (af), 1 < i < m,
1 < j < n. Je-li matice A tvofena redlnymi ¢isly, pojmy symetrickd a samoadjungo-
vana matice splyvaji. Z definic dale plyne, ze diagonélni prvky samoadjungované matice
jsou realné, diagonalni prvky antisymetrické matice jsou nulové. Nutnou podminkou pro
to, aby matice mohla byt symetrickd, antisymetrickd nebo samoadjugovand je rovnost
m=n.

Diilezitymi operacemi s maticemi je soucet matic, ndsobeni matice ¢islem a soucin
matic: Souctem matic A = (of), B = (4]) typu m/n rozumime matici C = (7]) opét
typu m/n, pro niz je v} = o + 7 pro v8echny indexy i, j.

7 definic a pravidel pro pocitani s redlnymi a komplexnimi ¢isly vyplyvaji pravidla
pro pocitani s maticemi:

Véta 1.1. Pravidla pro soucet a k-nasobek matic. Pro libovolné matice A, B, C typu
m/n a ¢isla K, v plati:

(i) A+B=B+A komutativita
(ii)) A+ (B+C)=(A+B)+C asociativita
(ii) A+0=0+A=A
(v) A+ (-A)=(-A)+A=0

(v) k(A +B)=kxA + B distributivita

(vi) (k+v)A =kA+vA distributivita (1.1)
(vii) k(vA) = (kv)A asociativita ’
(viii)) 1A =A ndsobeni jednickou

(iz) 0A =0

(r) —1A =-A

(ri) (A+B)T=AT +BT
(rii) (kA)T = kAT
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Poznamka: MnoZina matic opat¥end operaci s¢itani s vlastnostmi (i) aZ (iv) m4 struk-
turu tzv. komutativni grupy, mnozina matic se s¢itdnim a nisobenim ¢islem s vlast-
nostmi (i) az (viii) mé strukturu tzv. vektorového prostoru. O téchto strukturach bu-
deme podrobné hovorit v kapitole 2.

Necht A = (/) je matice typu m/n a B = (87) matice typu n/r. Souc¢inem matic
A a B nazyvame matici C = (/) typu m/r, pro kterou je of = o]BF, 1 < i < m,
1<j3<n,1<k<r. PiSeme C = AB. Soucin matic neni obecné komutativni. Pri

obecném zadani ¢isel m, n, r nemusi byt sou¢in BA ani definovan.

7 definice sou¢inu matic plynou opét pravidla pro nasobeni matic a kombinovani
soucinu se souctem a k-nasobkem.

Véta 1.2. Pravidla pro soucin matic. Pro libovolné matice A, B, C vhodnych typu a
ltbovolné€ cislo k plati:
(i) (kA)B = k(AB)
(ii)) A(B+C)=AB+ AC
(11i)) 0A =0, A0=0 (1.2)
(v) EA=A, AE=A '
(v) A(BC)=(AB)C
(vi) (AB)T = BTAT

0 resp. E je nulovd resp. jednotkovd matice vhodného typu.

Priklad 2: Matice A a B jsou dany takto:

sou¢in BA neni definovan.

Cviceni 1.1
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(1) Jsou dany matice

i 1 —i 1+i

1 -1 0 iv2
A1: .

1 2
As = —21) Ag =

1
-1 0
B, = -1 0 2 B, =
4 5
-2 0 1
0 1
2
B3:(101—1) B, = 0
4
5
8 4 0 2 1 1.0 0 0
By = 00 0 3 2 By = 0 3 00
000 0 1 3 4 2 0

(a) Urcete, které ze zadanych matic jsou symetrické, antisymetrické, samoadjungované,
které jsou ve schodovitém tvaru resp. trojihelnikové.

(b) Vypoctéte vSechny definované soucty a soudiny matic A; s maticemi B; nad R i
C.

(c) Vypiste hlavni diagonaly vSech matic.
(2) Uzitim definic dokaZte vlastnosti (i) az (xii) sou¢tu a k-ndsobku matic ve vété 1.1.

(3) Uzitim definic dokazte vlastnosti sou¢inu matic (i) az (vi) souétu a k-ndsobku matic ve
vété 1.2.

Navod: Pouziti definic ukdZzeme na piikladé vlastnosti (ii). Necht matice A je typu
m/p matice B, C typu p/n. Ozna¢cme D = B + C. D je rovnéZ typu p/n. Dale ozna¢me
F = AD = AB+C), F = (¢). Podle definice je AB = (af]), AC = (afv]),
i = afty = o (Bi+1) = of Bi+ai 1. Je tedy A(B+C) = ((af Bi+ai;)) = AB+BC.

(4) Necht A je matice typu m/n, E, jednotkova matice typu n/n, E, jednotkovd matice
typu m/m. Vypoctéte souciny AE, a E,A.
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Necht A je ¢tvercova matice. Dokazte:

(a) Matice A + AT je symetrickd a matice A — AT antisymetrickd (nad R i C).

(b) Kazdou ¢tvercovou matici lze zapsat jako soucet symetrické a antisymetrické ma-
tice.

Navod:

(a) Pouzijte vlastnosti 1.1 a ukazte, ze (A + AT)T = A + AT, podobné (A — AT)T =
—(A - AT).

(b) Uzijte vysledku (a).

Zjistéte, zda plati toto tvrzeni: Matice A je horni trojuhelnikova matice pravé tehdy,
kdyz ma schodovity tvar. V kladném piipadé tvrzeni dokazte, v zaporném pripadé je
opravte.

1.2 Hodnost matice, Gaussova elimina¢ni metoda

Velmi diilezitou charakteristikou kazdé matice je jeji hodnost. Abychom ji mohli defino-
vat, potfebujeme nékolik dal§ich pojmi tykajicich se matice A.

Necht matice A je typu m/n, necht {iy,...,i.} a{j,...,7s}, 1 <r<m,1<s<n
jsou posloupnosti vybrané z posloupnosti {1,2,...,m} a {1,2,...,n}, tj. 1 < i3 < iy <
o< <my 1 < jp < jo < -+ < js < n. Matice typu r/s tvaru

j1 J2 Js

off off ... o

1 J2 Js

oy o .. oaf

j1 J2 Js

O(Z?’,' air R air
se nazyva submatici matice A tvorenou radky s indexy ¢i,...,%, a sloupci ji,...,Js.
Ozna¢me déle (o;) = (), ..., al), 1 <1 < m, -ty fadek matice A, (o) = (af,...,ad),

1 < j < n, j-ty sloupec matice A. Ziejmé je (o) matice typu 1/n tzv. fddkova matice a
(o) matice typu m/1 tzv. sloupcova matice. Pro takové matice pochpitelnd také plati
vSechna pravidla pro pocitani s maticemi. Necht 1 < 4; < ... < 4, < m. Linearni
kombinaci fadkl matice A s indexy 4, ..., %, rozumime Ffadkovou matici tvaru

Yaw) + -+ (0,) = 7 (aw),

kde v%,...,7" € R resp. C jsou libovolna é&isla. Radky s indexy 4y, ...,%, nazyvime
line4rné zavislé, existuji-li ¢isla v1,...,7" € R resp. C, z nichz alespoii jedno je nenulové,
tak, Te plati

7))+ 4+ () = 0. (1.3)

V opac¢ném pripadé jsou fadky linearné nezavislé. Pojmy linearni kombinace, linearni
nezavislosti a zavislosti lze analogicky definovat i pro sloupce.
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Predpokladejme, ze fadky s indexy i1,...,%, jsou linedrné zavislé a nenulovym ko-
eficientem v 1.3 je napi. 77, 1 < p <r. Pak
(aip) = - [71 (ah) Tt 7p_1(aip71) + 7p+1(aip+1)+
+ -+ (0],

tj. ip,-ty Tadek matice A je linearni kombinaci ostatnich. Elementarnimi tpravami matice
A rozumime néasledujici operace:

(i) vynasobeni i-tého ¥adku (sloupce) libovolnym éislem x # 0,

(i) pfic¢teni libovolného k-nasobku j-tého Fadku k i-tému fadku pro 7 # j, podobné
pro sloupce. (Vysvétlete podminku i # j.)

Elementarni apravy (i), (ii) je velmi uZiteéné vyjadfit pomoci maticového nésobeni.
Necht A je matice typu m/n. Oznaéme

(o \

\ o
(2)

¢tvercové matice typu m/n. Iy (k) je diagondlni matice, v niz je i-ty prvek diagondly
roven x # 0, ostatni jsou rovny 1. Igflj)(n) je horni trojuhelnikova matice, jejiz diago-
nalni prvky jsou rovny 1, prvek v i-tém fadku a j-tém sloupci je roven x, ostatni jsou
nulové. Pfimym vypoctem se snadno presvédcime, Ze matice A, ktera prodélala elemen-
tarni Gpravu (i) s fadkem resp. sloupcem, ziska tvar I%)(KZ)A resp. AIS)(H), zatimco
pii fadkové resp. sloupcové tpravé (ii) nabude tvaru I%j)(lﬂ)A resp. AIgj)(/i). Matice
15,?(&) resp. I )(lf) se nazyvaji elementarni matice. Provedeme-li tedy s matici A ko-
necny pocet fadkovych a sloupcovych tprav, miizeme vyslednou matici zapsat ve tvaru
Ar=UAV, kde U aV jsou sou¢inem konecného poctu elementarnich matic. O maticich
A, Ay tikame, Ze jsou ekvivalentni, A ~ A/, nebof se lze snadno presvédcit, ze takto
definovand relace na mnoziné matic je ekvivalenci (viz cvi¢eni ). Koneénym poctem ele-

mentarnich tprav lze také provést vyménu i-tého a j-tého raddku matice, resp. i-tého a
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j-tého sloupce. Skute¢né, symbolizujeme-li matici A s vyznacenim i-tého a j-tého radku,
muzeme psat pomoci ekvivalenci

% i+j i+7 i+7 i+j+(—1) 7 Kl
j j j—(i+4) —i —i —i i

Véta 1.3. KazZdou matici typu m/n lze konecngm poctem tddkovych elementdrnich
uprav prevést na schodovity tvar. (KaZdd matice typu m/n je tedy ekvivalentni néjaké
schodovité matici téhoz typu.)

Dukaz: Diikaz tohoto tvrzeni podava soucasné prakticky navod na prevedeni matice
na schodovity tvar. Uvedeny postup ma nazev Gaussova elimina¢ni metoda. Necht A
je matice typu m/n. Vylou¢ime trividlni pripad, kdy A = 0, nebot nulova matice jiz
je ve schodovitém tvaru. Matice A ma tedy alespon jeden nenulovy prvek s nejniz§im
sloupcovym indexem. Je-li takovych prvkil vice, vezméme ten z nich, ktery ma nejnizsi
fadkovy index. Nyni je jiz jednoznac¢né urcen tzv. klicovy prvek metody. Necht se jedna
oprvek af, 1 <p <m, 1 < g <n. Matice A ma tedy tvar

0

P
qu

oo

Je-li ¢ = 1, blok nul vpfedu pochopitelné chybi. Prvni elementarni iprava spociva ve
vymeéné p-tého a prvého radku, tj.

q q+1 n
/ 0o ... 0 af o cee o \
: : q+1 n
. a2 a2 L a2
A~ ..
q q+1
: a7 o of
q q+1 n )
\ 0 ... 0 o o™ ... o
ozna¢me "
q q n
( 0 L 0 1 1 - s o 1

gy Bt . B
BBt B
\ 0 .0 gy gt pn )
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Dalsi Gpravy: K i-tému fadku nové matice, 2 < i < m, pfi¢teme (—G}/57)-nésobek pr-
vého fadku. Po téchto tpravach ziska matice tvar, v némz vSechny prvky g-tého sloupce
s vyjimkou prvku v prvém radku jsou nulové, tj.

0 ... 0 p* gt .. pr
A~ o 0ot
0 .. 0 0 A% .o

Budeme-li nyni stejny postup aplikovat pouze na fadky s indexy 2 az m, dospéjeme ke
tvaru, v némz jsou navic nulové prvky sloupce s indexem (¢ + 1) s eventudlni vyjim-
kou prvkid v prvém a druhém tadku. Vzhledem ke konec¢nosti matice A dospéjeme po
kone¢ném poctu rfadkovych elementarnich Gprav ke schodovitému tvaru.

¢

Poznamka: Pfti volbé klicového prvku u Gaussovy metody povazujeme za zavazny
index ¢g. Neni vSak nutno volit klicovy prvek tak, aby rfadkovy index p byl pii daném ¢
miniméalni. Obvykle volime p tak, aby pii vypoctu nevznikaly slozité zlamky. Diky této
nejednoznacnosti pak ani schodovity tvar matice A neni urcen jednoznac¢né. VSechny
schodovité matice ekvivalentni matici A jsou vSak pochopitelné ekvivalentni i navzajem.

Priklad 3: Za klicovy prvek pii tipravé matice A volime .

3 6 1 0 0 3 6 10 0 -1 0 1 0 1
-1 01 0 1 -1 0 1 0 1 3 6 1 0 0
A: ; ~J ~J
0o 0 1 0 2 0o 01 0 2 0o 01 0 2
4 2 1 3 -1 4 2 1 3 -1 4 2 1 3 -1
-1 0 1 0 1 -1 0 1 0 1 10 1 0 1
0 6 4 0 3 0 2 5 3 3 o 2 5 3 3
~J ~J
0 0 1 0 2 0 0 1 0 2 o0 1 0 2
0 2 5 3 3 0 6 4 0 3 0 0 —11 -9 —6
-1 0 1 0 1
2 5 3 3 s
~ = S (schodovity tvar)
01 0 2
0 0 -9 16

Postup tprav: 1. vyména prvého a druhého radku, 2. pri¢teni trojnasobku prvého radku
k druhému tadku, 3. vyména druhého a ¢tvrtého radku, 5. pric¢teni jedenactinasobku
tfetiho fadku ke ¢tvrtému.

Uvazujme nyni o matici A z hlediska linearni zavislosti resp. nezavislosti jejich radki.
Systém Fadki s indexy i1, %9, . . ., %, Nazveme maximalnim linedrné nezavislym systémem
radkl matice A, jestlize

(i) systém (a;,), ..., (a;,) je linedrné nezavisly,
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(ii) systém (a;,),- .-, (as,), (ai,,,) je linedrné zavisly pro libovolny index 4,41 # 41,92, . . -
1< ipp <m.

Cislo p, tj. nejvyssi mozny pocet linedrné nezavislych ¥adkd, udava tzv. hodnost matice
A. Zna¢ime p = hA. Zf¥ejmé je hA < m. Ctvercova matice ¥adu n, jejiz hodnost je
maximalni, tj. hA = n, se nazyva requldrni, je-li hA < n, jde o matici singuldrni. Cislo
n — hA nazyvame u ¢tvercové matice defektem.

Poznamka: Pocet prvki vSech maximalnich linearné nezavislych systémi radkt dané
matice je stejny (viz cvifeni).

Véta 1.4. Elementdarnimi ipravami se neméni hodnost matice.

Diikaz: Tvrzeni dokdZeme pro elementarni tpravu (if) jak se fadky, tak se sloupci. Pro-
toze se jedna a jedno z klicovych tvrzena teorie matic, provedeme diikaz i za cenu jisté
zdlouhavosti velmi disledné. Pouze nékteré jeho nazorné a témér trivialni kroky postou-
pime ¢tendfi v ramci cvideni. Necht hodnost matice A typu m/n je p. Nejvétai pocet
linearné nezavislych fadki, které jsme schopni v matici A nalézt, je tedy p. Tento pocet
se zfejmé nezméni vymeénou radki. Predpokladejme tedy pro jednoduchost znaceni, ze
jsou fadky vyménény tak, aby nezavislé radky byly na prvych p pozicich. Jsou tedy radky
(1), ..., (ap) linedrné nezavislé a kazdy dalsi fadek matice je jejich linedrni kombinaci.
Provedme nyni s matici A elementarni fadkovou tpravu (ii), tj. k i-tému fadku pfi-
¢teme k-nasobek j-tého radku, ¢ # j, k # 0. RozliSime tyto moznosti: 1 < 4,7 < p < m,
1<i<p<j<m,1<j<p<i<m,1<p<i,j<m.Zesehodnost matice nezméni
v piipadé tfeti a ¢tvrté moZnosti, lze ukdzat velmi snadno. Soustfedme se proto na prvé
dvé moznosti.

Necht 1 < 4,5 < p < m. Matice A je ekvivalentni matici A/, v niz i-ty fadek je tvaru
(a41) = (i) + K(«j), ostatni Fadky jsou nezménény, tj. (ax’) = (o) pro viechna k €
{1,...,i—=1,i+1,...m}. Ukdzeme, Ze prvych p fadki matice A/ je linedrné nezavislych.
Necht ~%, ..., 4" jsou takova ¢isla, Ze plati

’}/1(0{1,) + P +r)/z(az,) + P +r)/](aj,) _|_ PP +f>/p(ap[) — 0,

tj.
vHen) + -+ () + K] + -+ 97 (ay) + -+ P () = 0.
Odtud
o) + -+ () + -+ (Y +9) () + - + P (ap) =0,
Z nezavislosti fadkid (o), ..., (a,) pivodni matice vSak plyne, ze vSechny koeficienty
posledni linedrni kombinace jsou nulové tj. ¥! = -+ =4t = ... =4I T = it = ... =

P =0ary +97 = 0. Ziejmd tedy v/ = 0. Radky (au/),..., (ap/) nové matice jsou
tedy opét linedrné nezavislé. Ukazat, ze kazdy dalsi fddek matice A/ je jejich linearni
kombinaci, je opét velmi snadné.

Nechd nyni 1 < i < p < j < m. Matice A7 ma opét i-ty fadek tvaru (ai/) =
() + K(ey), £ # 0. (Vysvétlete predpoklad k # 0.) Provéfme nezavislost resp. zavislost
prvych p radkl nové matice. Polozme

YH(eat) + -y (0it) + - 9P (apl) = 0.
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Tato linearni kombinace neobsahuje j-ty fadek nové matice. Dosazenim dostaneme

v (f) + -+ () + Rlag)] + - 9P (apl) = 0

() - a) + o 9P (o) + R () = 0;
j-ty fadek je vSak linedrni kombinaci prvych p Fadkd pvodni matice, tj. (o) = 8 (aq)+
-+ -+ [P(a,). Opét dosadime a po Gpravé dostaneme

(V" + w8 (@) + -+ (V + 87 B) () + -+ (77 + Ky ) () = 0.
Z nezévislosti fadki (ay),. .., (ay) plyne
VRS = = Ry = = AP ey P =0

i-t4 rovnost této soustavy ' + k3" = 0 je splnéna ve dvou pifpadech:

(i) 7' = 0. Pak z ostatnich rovnosti vyplyva nulovost vSech koeficienti 7', ..., ~?
, tj. nezéavislost fadkl (au/),..., (ap!). Opét lze snadno dokazat, Ze ostatni Fadky
nové matice A/ budou jejich linedrni kombinaci.

(i) 1+ .8 =0= kB =—1= ' #0, tj. k = —1/B*. Ostatni rovnosti pak d4vaji
obecné nenulové hodnoty &sel 71, ..., 77, nebot 7% = —k~!8*¥ = 4% /B¢ pro 1 <
k < p. Radky nové matice tedy budou linearné zavislé. UkdZeme viak, Ze v tomto
pfipadé budou linedrné nezavislé fadky (au/), ..., (ai—1!), ..., (aig1l), - . -, (op!), (a;7),
které jsou ovSem totozné s fadky pivodni matice s tymiz indexy.

Polozme
vHoat) + -+ ) + 7 (i) + 9P (ep!) + 97 (1) = 0
tj. . . .
o) +-- -+ Heur) + 9 (i) + 77 (0p) + 97 () = 0
Je vS8ak .
() = B an) + -+ Ba) + - - + BP(ap),
t].

(Y + B89 () + -+ (7 + B ) (imt) + 7B (on)+
+ (T + B ) (i) - 4 (0 4 877) (@) = 0.

Z nezavislosti fadkl (aq),. .., (ap) opét dostaneme
Y+ By = =T B = B =4 4 BT = 4P 4 BT = 0.

PonévadZ v8ak pro moznost (ii), kterou se pravé zabyvame, je 3° # 0 , musi byt 7/ = 0.
Z ostatnich rovnost{ pak plyne nulovost koeficientti v*, k € {1,...,i—1,i+1,...,p}, coZ
dokazuje nezévislost fadkt matice A/s. Opét je tfeba ukazat zavislost ostatnich radkn
matice A/ na Fadcich (au/),..., (i-1/), (®q1/), - - - (apl): Necht (agf) je libovolny Fadek
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matice Al. Pro ¢ =i je tvrzeni jiz dokdzano. Necht tedy ¢ # i. Pak ovSem (/) = (o)
a plati tedy .
(ag/) = (ag) = 7' () + -+ + 7' () + -+ + 7 (ap)

(g-ty Fadek pivodni matice je linedrni kombinaci prvych p fadkd ptivodni matice.) Plati
viak (ax!) = (o) pro k € {1,...,i —1,i +1,...,p}, zatimco (/) = (o) + k() je
linedrni kombinaci radki
(aql), ..., (qiz1l), (gal), . ., (opl), (),
tj-
() = (eit) — k() = (ut) — K(ayt) = B (art) + -+ + B (i1l +
+ B (i) + -+ B (ap!) + B (o) — k(o)
Pak po tpravé
(agh) = (V' + B ) aur) + -+ (4" + BT ) i)+
+ (T BT (il + - (F + B2 () + (BT — ) (af).
Zjistujeme, ze Fadek (/) je skute¢né linedrni kombinaci fadka
(051’); SRR (ai—l,)a (ai+1,)7 <. (apl)v (ij/).

Nyni dokdZzeme tvrzeni véty 1.4 pro elementarni Gpravu (ii) se sloupci. Opét pfedpo-
klddejme, zZe maximalni linearné nezavisly systém radkt matice A je tvoren prvymi p
fadky. Provedme tpravu spocivajici v pfi¢teni k-nésobku (k # 0) j-tého sloupce k i-
tému sloupci. Matice A’ tedy bude mit tvar

Ar=A+kM~ A,

kde matice kM je typu m/n, jeji i-ty sloupec je roven k-ndsobku j-tého sloupce matice
A, ostatni prvky jsou nulové. Jednotlivé radky matice

M : () = (0,...,0,al,0,...,0),1 < k <m,

prvek ) je na i-té pozici, tj. i = ai. Opét provéFme linedrn{ zavislost resp. nezavislost
prvych p fadki nové matice. Necht

’Yl(al’) 4t ’)’k(ak/) 4+t fyp(ap/) =0

tj.
vHen) + -+ P (ap) + Ry () + -+ 897 () = 0.

R4dky matice M jsou nasobky fadku (u) = (0,...,0,1,0,...,0), v ném¥ jednicka je na

1-té pozici. Pak

Vo) + -+ 9P (ap) + w(v ] + -+ Pad)(p) =0
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K(Y'aq + -+ 9Pad)(n) = =7 (1) — - = 7P (ap).
Levé strana rovnosti je fadkova matice tvorend nulami s vyjimkou i-tého sloupce, v némz
stoji prvek k(ylad +---+ ’ypozg;). Pravéa strana rovnosti je fddkovd matice tvorena prvky
o) =+ = P(ap), 1 < k < n. Pro i # j je jeji j-ty sloupec, tvofeny prvkem
(v'ed +- - -+1P0d) nulovy. Pak oviem 7' (i) +- - -+7”(ap) = 0 a vzhledem k nezavislosti
(a1),. .., (ap) v pivodni matici 1ze tuto rovnost splnit jen pro v* = --- = 42 = 0. Odtud
plyne i nezavislost fadkid (a1/),. .., (ap!) matice As. Diikaz véty 1.4 je ukoncen.

¢

Bezprostiednim disledkem véty 1.4 je diilezita skutecnost, Zze hodnost matice A je
rovna hodnosti libovolné schodovité matice, kterd je s matici A ekvivalentni. Abychom
tedy urcili hodnost matice A, stac¢i ji pfevést na schodovity tvar a samoziejmé umét
zjistit hodnost schodovité matice.

Véta 1.5. Hodnost schodovité matice je rovna poctu jejich nenulovych radku.

Dukaz: Necht S = (of) je schodovitd matice typu m/n, (01),...,(0p), 1 < p < m jeji
nenulové Fadky. (Skute¢nost, 7Ze hodnost nulové matice je nulov, je trividlnim disledkem
definice.) Pfedpokladejme, Ze pro vhodné zvolena &isla 4!, ... 47 je v (01) + - - - 1P (0p) =
0. Tato maticova rovnice predstavuje n rovnic pro jednotlivé sloupce. Rozepsanim do-
staneme

Yloi + Yoy + -+ + Ao, = 0
Ylo? + o3 + -+ + Aoy = 0
Yot + 2Pof + -+ 4+ APoy = 0

(Ve zkracené sé¢itaci symbolice lze tuto soustavu zapsat ve tvaru ’ykoi = 0, pro vSechna
je{l,...,n}, ke {l,...,p} je stitaci index. _

~ Ponévadz S je schodovitd matice, existuje index j; tak, Ze ol = - = 0{1_1 = 0,
01" # 0 a pak také o] = --- = sigma]' =0 pro ¢ € {2,...,m}. ji-t4 rovnice soustavy
pak ma tvar y'o' = 0, odkud 7! = 0. Analogicky ukazeme, Ze také 72 = --- = 7 = (.
Nezévislost fadki (a1),. .., (0,) je dokédzana. Radky s indexy p+1,...,m jsouprop < m
podle pfedpokladu nulové a kazdy a nich je tedy linedrni kombinaci ¥adkt (o4), ..., (0,).
Hodnost matice S je hS = p.

¢
Pomoci vét 1.4 a 1.5 snadno ukazete nasledujici jednoduchd tvrzeni:

(i) Hodnost matice A typu m/n se nezméni vynasobenim koneénym poctem elemen-
tarnich matic typu m/m zleva a koneénym poctem elementarnich matic typu n/n
Zprava.

(ii) Pro libovolnou matici A typu m/n plati hA = hAT.
(iii) Pro libovolnou matici A typu m/n plati hA < min(m,n).

Véta 1.6. Hodnost matice A typu m/n se nezméni vyndsobenim libovolnou requldrni
matict Tadu m zleva ant vyndsobenim libovolnou regqularni matici ¥adu n zprava.
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Dtikaz: Necht Q je regularni matice fadu n. Pak hQ = n, takze schodovity tvar matice
Q ma4 vSechny diagondlni prvky nenulové. Po konecném poctu fadkovych elementarnich
uprav ziska tedy matice Q nasledujici schodovity tvar:

nioo. oo
Q~ Q= 0 mr ...
0 ... 0 nu

kde nir # 0, i € {1,...,n}. Volime-li prvky nis,..., 7™ postupné za klicové prvky
Gaussovy elimina¢ni metody aplikované na fadky matice Q/ ziskdme po kone¢ném pocti
uprav diagondlni matici. Je tedy

77%/ 0
Q~Qr= ~E,,
0 et

Ke kazdé elementarni ipravé ovSem existuje elementarni tiprava ,,zpétna“, tzv. inverzni,
ktera uvede matici do ,,piivodniho stavu®. Inverzni Gprava k fadkové elementarni ipraveé
(i), tj- k vynasobeni i-tého fadku nenulovym ¢islem «, spo¢ivd ve vynasobeni i-tého
¥4dku &fslem 1/k a je tedy realizovana elementarni matici I8 (1/x). Podobné zjistime,
ze inverzni Uprava k faddkové elementérni pravé (ii) je realizovdna elementarni matici
Iff;j)(—/ﬁ). Totéz plati pro sloupcové tpravy. Libovolnou reguldrni matici Q fadu m
lze tedy ziskat kone¢nym poctem elementarnich tprav jednotkové matice E,,, tj. Q =
UE,,V =UV, kde U iV jsou souciny konec¢ného poc¢tu elementarnich matic radu m.
Tvrzeni véty 1.6 jiz nyni bezprostiedné plyne z véty 1.4 resp. z jejiho disledku (i).

¢

Priklad 4: Stanovime hodnost dané matice A a matici U, kterd je sou¢inem elemen-
tarnich matic, takovou, ze UA = S je matice ve schodovitém tvaru.

11 1 1 11 1 1 0 1 1 1
111 5 0 0 0 4 0 0 0 1
U; Us Us
A=1]1141]l~|oo3o0]~]oo 1 0]~
13 1 1 02 0 0 01 0 0
2 1 1 1 10 0 0 10 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 01 0 0
U3 US
00 10|l ~]oo 1 o] ~,
01 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 00 0 0

kdehA = 4, U = U,U;U, U, U; = IV (DI (DI (- 1)1V (-1), U, = 10 (1/2)1P (1/3)12 (1/4)
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Uy = ()L ()1 (-1),

(10000\ 1000 0 100 0 0
01 0 0 0 01 0 0 0 01 0 0 0
U, = 001 0 0 001 00 -1 0 1 0 0] x
00 0 1 0 1.0 0 1 0 00 0 1 0
\710001/ 00 0 0 1 00 0 0 1
(10000\ 1 00 00
-1 1.0 0 0 -1 1 .0 0 0
x| oo 1 o0oo0o]l=1]-10100
00 0 1 0 1.0 0 1 0
K00001/ -1 0 0 0 1
(10000 1 -1 -1 -1 0
0 12 0 0 0 0 1 0 0 0
Us=1]0 o0 13 o0 0 Us=1]0o o 1 o0 o0
0 0 0 1/4 0 0 0 0 1 0
\00001 0 0 0 o0 1
(00001
00 0 1 0
Us=1]0 01 0 o0
01 00 O
K10000

Vypocet matice U; jsme pomoci souc¢inu elementarnich matic provedli jen na ukazku.
V praktickych prikladech pochopitelné nepostupujeme tak, ze bychom jednotlivé elemen-
tarni matice vypisovali a nésobili, ale vyuzijeme nésledujici jednoduché tvahy: Plati
U = UE, kde E je jednotkova matice téhoz fadu jako U. Ponévadz je U soucinem
elementarnich matic, predstavuje sou¢in UE aplikaci jednotlivych elementarnich tprav,
vyjadienych matici U, na jednotkovou matici E. Provadime-li tedy tytéz radkové upravy
jako s matici A typu m/n soucasné s jednotkovou matici E fddu m, pfejde matice E
v matici U v okamziku, kdy A nabude pozadovaného schodovitého tvaru. Stejnd ivaha
plati i pro Gpravy sloupcové. Aplikujme tuto Gvahu na nas priklad. Prvy sled elemen-
tarnich uprav, reprezentovany matici Uy, je

(i) odec¢teni prvého fadku od druhého
(ii) odeéteni prvého Fadku od t¥etiho
(iii) odecteni prvého Fadku od Etvrtého
(iv) odecteni prvého fadku od patého.

provedeme-li tyto tipravy s jednotkovou matici E5, dostaneme skuteéné matici U;. (Pfe-
svédcte se o tom. Stejnym zpusobem jsme ziskali i matici Uy, reprezentujici posledni
sled elementarnich uprav, tj. vyménu prvého fadku s patym a druhého se ¢tvrtym.

Cviceni 1.2
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Pfimym vypocétem provéite, Zze matice 15,?(@, 12 )(m), 155)(;{), I (k) skuteéné realizuji

piislugné elementatni ipravy matice A typu m/n.

V prikladu 3 najdéte matici U, ktera prevadi matici A na schodovity tvar S, tj. UA = S.
Vyjadrete U také jako soucin elementarnich matic.

Vysledek: U = I*¥(11)I*? (—3)EPY1IV (3)EM? | kde B znadi matici typu m/m
realizujici vyménu i-tého a j-tého radku.

0 1 0 0

0 4 0 1
U p——

0 0 1 0

0 -9 11 -3

Provedte diikaz véty 1.4 pro fadkové elementdrni Gpravy v pfipadech 1 < j<p<i<m
al<p<i,j<m. Projdéte dikladné diitkaz véty 1.4 pro ptipady 1 < 7,7 < p < m,
1 <1< p<j < ma dokoncete diikazy jednoduchych tvrzeni, které byly v textu
vynechany. Jedna se napi. o dikaz zavislosti libovolného z fadkt (cy/) matice A’ na
prvych p Fadcich (aq/), ..., (o) v piipadé 1 <i,j < p < m.

Navod: Pouzijte standardniho postupu pro dikaz linedrni zavislosti resp. nezavislosti
radki, ktery jsme v diikazu véty 1.4 uplatnili nékolikrat.

Zapiste ve zkracené scéitaci symbolice vSechny vztahy v predchozim odstavci, které ta-
kovy zapis umoznuji.

Navod: Napifklad vztah v!(a;) + - - - 4+ 77(ap) = 0 lze zapsat jako v*(ax) = 0, séitact
index k € {,1,...,p}.

Dokazte dusledky (i), (ii), (iii) vét 1.4 a 1.5.

Vypoctéte nasledujici aouciny elementarnich matic:

10010 (1/k), TDA/R)ID(s), 16D (s

Vysledek: VsSechny souciny jsou rovny E,,.

Matice A; a B, z tlohy (1) Cviceni 1.1 i vSechny jejich soudiny a soucty, které jsou
definovany, upravte na schodovity tvar a urcete hodnost. Pomoci dalsSich elementarnich
uprav prevedte schodovity tvar matic na tvar, ktery ma mimo diagonalu pouze nulové
prvky. Urcete matice U, V, které realizuji sled prislusnych fadkovych a sloupcovych
uprav.

(a) Ukazte, ze relace definovand na mnoziné matic A(m/n) typu m/n tak, ze A ~ B &
lze-li matici B ziskat z matice A kone¢nym poctem elementarnich tGprav, je relaci
ekvivalence.



18 1.3. Ctvercové matice

(b) Pomoci pojmu hodnosti se pokuste charakterizovat t¥idy rozkladu mnoziny A(m/n)
prislusného této ekvivalenci.

Navod: V tloze (i) provéite axiomy relace ekvivalence, tj. symetrii, reflexivitu,
tranzitivitu. V tloze (ii) dokaZte tvrzeni: Matice A, B € A(m/n) jsou ekvivalentni
pravé tehdy, maji-li stejnou hodnost.

(6) Matici Egj ) resp. I,(fj ), ktera realizuje vymeénu ¢-tého a j-tého radku resp. sloupce v matici
A typu m/n, vyjadiete jako soucin elementdrnich matic (viz text pfed vétou 1.3).

Vysledek:
E() = 10)(—1)1@)(1)1Y9(-1)1%) (1) pro fadky

m

EW) = 109 (1)10)(—1)1V9(1)19)(-1) pro sloupce

(7) Dokaizte, ze pocet prvki maximélniho linedrné nezavislého systému Fadkd matice A
typu m/n nezéavisi na vybéru tohoto systému.

Névod: Zvolte dva systémy fadki (o, ), ..., (0g,), 1 < i1 < -+ <ip <m, (o), - -, (05,),
1<ji << j; <m, a predpokladejte napi. p < ¢g. Jsou-li oba systémy maximalnimi
linearné nezavislymi systémy radki, musi byt kazdy fadek jednoho z nich linearni kom-
binaci fadka druhého a naopak, vznikne spor s definici maximdlniho linedrné nezavislého
systému.

1.3 Ctvercové matice: determinant, inverzni matice,
podobnost matic

V tomto odstavci se budeme zabyvat zakladnami charakteristikami ¢tvercovych matic a
definujeme vztah tzv. podobnosti ¢tvercovych matic, ktery je jednim z klicovych pojmi
potfebnych v kapitole 4.

Nejprve vsak zavedeme diilezity pomocny pojem, jimz je permutace mnoziny a shr-
neme zakladni vlastnosti permutaci. Permutaci libovolné kone¢né mnoziny M rozumime
libovolné prosté zobrazeni mnoziny M na sebe. Problematikou permutaci se nebudeme
zabyvat podrobnéji. Pro nase ucely postaci, budeme-li za mnozinu M povazovat mnozinu
ptirozenych &isel {1,...,n}, kterd budou reprezentovat fadkové resp. sloupcové indexy
matic. Je zfejmé, Ze kazda usporadand n-tice [0y, . .., 0,] navzajem riznych prvkid mno-
ziny M definuje permutaci M, pocet vaech permutaci mnoziny M je tedy n!. Mnozinu
permutaci mnoZiny M znaéime %,,(M). Necht [s] = [o1,...,0,] € X, (M). Rikdme, Ze
dvojice prvki (o;,0;), @ < j, tvoii inverzi, je-li 0; > o0;. Permutaci nazgyvame lichou resp.
sudou, obsahuje-li lichy resp. sudy pocet dvojic prvkii tvoricich inverzi. Je-li p pocet in-
verzi dané permutace [s], nazyvame ¢islo (—1)? znaménkem permutace [s] a zna¢ime
p = sgnls|. Identické zobrazeni mnoZiny M na sebe predstavuje tzv. identickou permu-
taci [id]. SloZzenim dvou permutaci [s1], [s2] ve smyslu sklddani zobrazeni vznika opét
permutace. Ve smyslu definice inverzniho zobrazena definujeme také inverzni permutaci
[s7'] k permutaci [s].
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Piiklad 5: Necht M = {1,2,3,4,5,6}, [s1] = [2,4,6,1,5,3], [so] = [3,1,4,2,5,6]. Plati
sgn[s;] = —1, nebot [s1] obsahuje 7 inverzi: dvojka je pfed jedni¢kou = 1 inverze, ¢tytka
je pred jednickou a trojkou = 2 inverze, Sestka je pred jednickou, trojkou e pétkou = 3
inverze, pétka je pfed trojkou = 1 inverze; celkem 7 inverzi. Déle je sgn[ss] = —1. Obé
permutace jsou tedy liché.

Abychom nasli komporzici [s] = [s3] 0 [s1] resp. [s1] o [s2], vyjddiime permutace takto:

[51] ~ 1, 2, 3, 4, 5, 6 (5] ~ 1, 2, 3, 4, 5, 6

! 2, 4, 6, 1, 5, 3 2 3, 1, 4, 2, 5, 6

Nyni , preskladame” sloupce druhého usporadani tak, aby se v prvém radku objevila
permutace [s1], tj.

2, 4, 6, 1, 5, 3]

[32]_’[1, 2, 6, 3, 5, 4

Pak ziejmé [so] o [s1] = [1, 2,6, 3,5, 4], sgn[se] o[s1] = 1. Tento postup skuteéné odpovida
sklddani zobrazeni: zobrazeni [s;] pFifazuje napiiklad prvku 4 prvek 1, zobrazeni [ss]
ptifazuje prvku 1 prvek 3. SloZené zobrazeni [ss] o [s], vznikajici postupnou aplikaci
[s1] a [so] v tomto pofadi, tedy pfifazuje prvku 4 prvek 3. Prvek 3 se tedy objevi na
¢tvrté pozici vysledné permutace. Analogicky dostaneme [s1]o[ss] = [6,2, 1,4, 5, 3]. Nyni
najdeme [s7!]. Musf platit [s; '] o [s1] = [s1] o [s; '] = [id].

e [L0203 45 6] oy [1L 2 3 4 5 6
! 27 47 67 17 57 3 ! N 01, 02, 03, 04, 05, Og

Pak

1, 2, 3, 4, 5, 6

[02,04,06,01,05,03] = [id]
02, 04, 0O¢, 01, 05, 03 :|

silolsi]~ |

a odtud [s7'] = [4,1,6,2,5,3]. Plati i [s7'] o [s1] = [id]. Podobné ziskdme [s;'] =
2,4,1,3,5,6].

Plati sgn[s] = sgn[s '], sgn[s1] o [so] = sgn[si]sgn[ss]. Zaménime-li v permutaci libovolné

dva prvky, zméni se jeji znaménko.
Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Cislo

det A = Z sgn[slatag? ... adn (1.4)

[s]eXn (M)

se nazyva determinantem matice A. Zapisujeme také

1 n
al “ .. “ .. al
1 n
[0 - [0
detA =] 2 2
1 n
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Poznamka: Determinant lze vyjadrit i pomoci zkracené sc¢itaci symboliky uzitim po-
mocnych veli¢in

0 je-1i pro nékteré i, jo; = 0
€2 =<9 1  jeli[oy,...,0,] sudd permutace
-1 jeli[oy,...,0,] lichd permutace
Pak
det A = e},lizjjjgna‘flag? coeagn (1.5)
(s¢itaci indexy jsou oy, ...,0, € {1,2,...,n}. Determinant matice je tedy tvofen souc-

tem soucinl prvki matice utvofenym tak, ze kazdy s¢itanec obsahuje pravé jeden prvek
z kazdého fadku a sloupce. Nasledujici vlastnosti determinantli jsou pfimym disledkem
definice.

Véta 1.7. (Viastnosti determinanti) Necht A je ctvercovd matice #idu n. Pak plati

(i) Vyndsobenim i-tého tdadku sloupce matice A nenulovym ¢islem k vznikne matice
Av, pro niz det A1 = kdet A. Je tedy pro libovolné i

det (I (k)A) = det (AI¥ (k) = kdet A = det I (k) det A
nebot k = det L(f)(ff). Je-li néktery radek sloupec matice A nulovy, je det A = 0.

(ii) Prictenim k-ndsobku j-tého vddku (sloupce) matice A ki-tému fadku (sloupci)
se determinant nemént, tj.

det (I'9) (k) A) = det (AI{?(k)) = det A = det I¥) (k) det A
nebot determinant matice Igj)(/{) je 1.
(iii) Vymeéna dvou fadkd (sloupci) matice A méni znaménko determinantu, tj.
det (E{7) (k)A) = det (AE{? (k)) = — det A = det E{/) (k) det A
nebot det E(nij)(f-s) = —1. Jsou-li dva vddky sloupce matice A stejné, je det A = 0.
(iv) Je-li Q reguldrni matice adu n, pak det AQ == det QA = det Qdet A.

(v) Determinant schodovité a trojihelnikové matice (horni i dolni) je roven soucinu
prvki hlavni diagonaly.

(vi) Necht B je matice 7idu n. Plati det AB = det BA = (det A det B).
(vii) det A = det AT.

(viii) Matice A je regquldrni pravé tehdy, je-li det A # 0.
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Dukaz: Dukazy vlastnosti (i), (ii), (v) je tfeba provést pfimo z definice. Tento vypocet
bude souéésti Cviteni 1.3. Vlastnost (iii) je pfimym disledkem (i) a (ii) , nebot E{¥ =
1Y (— DI ()IY) (- I (1) ( viz Glohu (9) Cvideni 1.2 a text pied vétou 1.3). Pomoci
dikazu véty 1.6, konkrétné pomoci skutecnosti, ze libovolné regularni matice je souc¢inem
elementarnich matic, a vlastnosti (i) az (iii) snadno provéiime (iv). Rovnéz dikazy (vii)
a (viii) jsou jednoduché, pouzije se pfi nich opét vlastnosti (i) az (iii) a (v) . Soustiedme
se proto na dikaz vlastnosti (vi). Necht A, B jsou matice fddu n a DA, Dg odpovidajici
diagondlni matice, které ziskdme koneCnym poctem elementarnich Gprav z matic A, B.
Inverznimi Gpravami lze z matic Da, Dg obdrzet zpét matice A, B, tj. A = U; DAV,
B = U,;DgV,, kde Uy, V4, Us, V5 jsou konecné souciny elementarnich matic. Podle
pravidel (i) az (iii) nebo pfimo podle (iv) je

det A =detU;det Dadet V; ,det B = det Usdet Dgdet Vy

Vypoéteme nyni souéin matic A , B: AB = U;DaV,;U;DgV,. (Proé na pravé strané
rovnosti nepiSeme zavorky?) Pak plati

det AB = det U; det(DaV;UyDg) det V, opét podle (iv).

Zabyvejme se nyni determinantem matice tvaru C = DM, kde D je diagonalni matice
diagD = [A1,...,A\x], M = () je libovolnd matice ¥adu n. C = (7)), v/ = Nyl tj.
matice C ma nasledujici tvar:

Mpt o Apd oo Ayl
C= Aaply  Xopty e Aopl
Anbl, Anbn ot Anbip

Podle (i) pak det C = A; ...\, det M = (det D det M). Tento vztah plati i pro pfipad,
ze nékteré z C¢isel \; je nulové. Pro Cr = MD je opét det Cr = det M det D (provéite).
Pouzijeme téchto zavéri pro vypocet determinantu matice (DA V;U;Dg

det(DAleQDB) = det DA det(leQDB) =
= det DA det(V,U,) det Dg = det DA det V; det Uy det Dy

Posledni rovnost opét vyplyva z (iv). Pro determinant sou¢inu A B tedy nakonec dosté-
vame:

det AB = det D det V; det Uy det Dg = det A det B (1.6)
%

Ve vété 1.7 jsme shrnuli vSechny podstatné vlastnosti determinantii, postradame
vSak doposud néjaky vhodny zplisob praktického vypoctu determinantu, ktery by byl
schiidnéjsi nez primé pouziti definice. Jednou z moznosti, kterd se diky platnosti véty
1.7 nabizi, je vypocet determinantu schodovité nebo diagonalni matice, kterd vznikne
z matice A elementarnimi upravami. Nékdy je vSak uzitecné kombinovat elementarni
upravy s metodou, ktera umoznuje nahradit vypocet determinantu fadu n vypoctem
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nékolika determinanti ¥fadu (n—1). Jednd se o tzv. rozvoj determinantu podle vybraného
radku nebo sloupce.

K formulaci metody potfebujeme jesté nékteré pojmy: Minorem (subdeterminantem)
k-tého fadu matice A pro 1 < k < n rozumime determinant jeji libovolné submatice
k-tého fadu. Algebraickym dopliikem prvku o étvercové matice A Fadu n nazyvame
¢islo Aj- = (—1)"" det Aj. , kde A; je submatice vznikl4 z A vypu$ténim i-tého fadku a
j-tého sloupce. Algebraicky doplnék prvku je tedy dan minorem fadu (n — 1) matice A.

Véta 1.8. Necht A = (o) je matice 7ddu n. Plati

det A = a{A} == aﬁ;.A? det A = AL =--- = al' A" (1.7)

Vyraz Oz{A} = oj Al + @A) + --- + ot Al vyjadiuje rozvoj determinantu podle
prvého fadku, vyraz af Al + as A? + - - - + al A} rozvoj podle prvého sloupce. Podobné
jsou definovany rozvoje podle ostatnich fadki a sloupcti. VSechny rozvoje maji stejnou
hodnotu, rovnou determinantu matice A.

Diikaz: Dikaz véty 1.8 lze provést primo z definice determinantu a bude pfedmétem
Cviceni 1.3.

Poznamka: PouZiti rozvoje determinantu podle i-tého fadku (sloupce) je vhodné
hlavné v p¥ipadé, Ze tento fadek (sloupec) obsahuje vétsi pocet nulovych prvki. Casto
se rozvoje pouziva pro determinanty ¢tvrtého fadu v kombinaci s tzv. Sarusovym pra-
vidlem (viz Cviceni 1.3).

Piiklad 6: Vypocteme determinant zadané matice A jednak pifevodem na schodovity
tvar elementarnimi dpravami, jednak rozvojem podle vhodné zvoleného fadku nebo
sloupce.

Vypocet determinantu pomoci elementarnich aprav: Pii pouzivani elementar-
nich tprav musime dbat na to, ze ,beztrestné“ smime provést pouze elementarni Gpravu
(i), tj. pFi¢teni k-nasobku j-tého fadku (sloupce) k i-tému. P¥i kaZzdém pouZiti vyméry
fadka (sloupcil) je nutno vynésobit vysledek (—1) a pfi kazdém pouziti elementarni
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tpravy (i), tj. nasobeni fadku (sloupce) ¢islem x # 0, vynasobit vysledek 1/k,

—4 1 2 =2 1 -8 7 2 4 —1\ (—8 7 0 4 -1
0 3 0 1 -5 0 3 0 1 -5 0 3 0 1 -5
Vi U,
A.: 0 4 0 5 5] v 0 4 0 5 5|~ 0 4 0 5 5
2 -3 1 =3 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
-1 -1 3 -1 0 -7 8 3 8 —3) \—7 8 0 8 -3
/78 -5 0 0 19 —8 -5 0 0 19\ /78 -5 0 0 19
0 3 0 -1 -5 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
Uz 2 Us
~ 0 —-11 0 0 30 | ~v 0 —-11 0 0 30|~ 0 —-11 0 0 30
0 0 1 0 0 0 0O 1 0 0 0 0 1 0 0
\—7 —16 0 0o 37 -7 =16 0 O 37/ \1 0 0 0 12
(0 -5 0 0 =77 0 -5 0 0 =77 0 55 0 0 847
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
Uy 3 5
~l10 —-11 0 O 30l ~10 —-11 0 O 30]~]10 -5 0 0 150
0 0 1 0 0 0 0 1 O 0 0 0 1 O 0
\1 0 0 0 -12 1 0 0 O 0 1 0 0 O 0
0 0O 0 0 997 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0O —-11 0 0 0
U6 V4;U7
~ 0o —-11 0 0 30 ~ 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 997

Posledni matice je v schodovitém tvaru, jeji determinant je roven c¢islu —11 x 997.
Ke zméndm determinantu doslo pfi elementdrnich tpravach U, (nésobeni determi-
nantu ¢islem —55), Ug (ndsobeni determinantu ¢islem 1/5) a pii apravé Uy. (ndsobeni
determinantu ¢islem —1 diky tfem sloupcovym nebo faddkovym vyménam). Je proto
det A = —1/55 x5 x (—=1) x (=11 x 997) = —997.
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Vypocet determinantu rozvojem napiiklad podle druhého radku:

-4 2 -2 1 4 1 2 1
00 5 5 0 05
det A = 3det + det —
2 1 -3 1 -3 1 1
-1 3 -1 0 1 -1 3 0
4 1 2 -2
0 4 0 5
—(—=5) det
2 -3 1 -3
1 -1 3 -1
-4 2 —2 1
-4 2 1 -4 2 -2
00 5 5
det =-5det| 2 1 1| +5det| 2 1 -3] =—-265
2 1 -3 1
1 3 0 -1 3 -1
-1 3 -1 0
4 1 2 1
4 2 1 4 1 2
0 4 0 5
det =4det | 2 1 1] +5det| 2 -3 1] =143
2 3 1 1
-1 3 0 -1 -1
1 -1 3 0
4 1 2 -2
—4 2 -2 -4 1 2
0 4 0 5
det =4det| 2 1 -3| +5det| 2 -3 1] =—69
2 -3 1 -3
-1 3 -1 -1 -1
-1 -1 3 -1

det A =3 x (—265) + 143 + 5 x (—69) = —795 + 143 — 345 = —997

Vypocet determinantu kombinaci elementarnich dprav s rozvojem: Po pro-
vedeni uprav danych maticemi V;, U;, U,y provedeme rozvoj podle ¢tvrtého radku a
dale rozvoj podle druhého radku:

-8 -5

0
8 -5 19
o 01 o0
det A = (—1) det =det| o -1 3] =-997
~11 0 30
10 —12
10 0 -12

Matice U; a V;, pomoci kterych jsme v tomto piikladu realizovali elementarni tpravy,
jsou uvedeny v tloze (5) Cvi¢eni 1.3. Soucésti Cvi¢eni 1.3 je rovnéz odvozeni Sarusova
pravidla pro vypocet determinantu matice tfetiho radu.

Zobecnénim véty o rozvoji determinantu podle fadku (sloupce) je tzv. Laplaceova
metoda rozvoje determinantu podle nékolika fadkl nebo sloupcii, kterd se s vyhodou
uplatni v pripadé Zze matice obsahuje nulové bloky.

Véta 1.9. (Laplaceova véta o rozvoji determinantu podle k-tice Fadki nebo sloupci)
Necht A = («]) je étvercovd matice n-tého fadu a 1 < i) < ig < -+ < ix < n resp.
1 <71 <jo <o+ < Jx <n radkové resp. sloupcové indexy. Plati

P
a;, a;;

det A = Z det | - o o] Al (1.8)

. . 1ok
1<j1<ja<<jp<n ol ok

i i
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i, Jk
o o o
_ Utk
det A = E det | -~ AR (1.9)
1<y <ig<-<ix<n ot al*
(23 (23

kde A;llg’;c je tzv. algebraicky doplnék subdeterminantu

J1

ai1 .. i

det
Jj1o Jk

@i i

definovany jako determinant vypocteny ze zbyvajicich vadki a sloupci matice A vynd-
sobeny cislem —1 umocnénym na soucet zbyvajicich radkovych a sloupcovych indezi.

Necht A je matice fadu n. Matici B, pro kterou je AB = BA = E nazyvame
matici inverzni k matici A, zna¢ime ji symbolem A~!, Shrneme nyni diileZité vlastnosti
inverznich matic.

Véta 1.10. Viastnosti inverznich matic Pro ¢tvercové matice Tadu n plati:

(i)

Pokud matice A ezistuje, je urcena jednoznacné. (1.10)

(1)
(A Ht=A. (1.11)

(iii)
(AB) '=B'A . (1.12)

(i)
det A™! = (det A)~* (1.13)

(v)
A7 existuje pravé tehdy, kdyz A je reguldrni. (1.14)

(vi)
Plati-li pro matice A,BAB=E, psk A=B ' B=A"" (1.15)

Dukaz: Dikazy téchto tvrzeni jsou velmi jednoduché a vyzaduji pouze pouziti pravidel
pro souc¢in matic. Budou soucasti Cviceni 1.3.

¢

Vznika opét problém praktického vypoctu inverzni matice. Necht A je regularni ma-
tice Yadu n. Existence inverzni matice je zarufena vlastnosti (v) ve vété 1.10. Jedna
z metod vypoctu je opét zalozena na pouziti elementarnich uprav. Matici A prevedeme
elementarnimi ipravami na horni trojihelnikovy tvar. Vzhledem k regularnosti matice
a vlastnosti (v) ve vét& 1.7 jsou vSechny diagonélni prvky tohoto tvaru nenulové. Dalsi
elementarni upravy zajisti, aby vSechny prvky v diagonéale byly rovny jedné. Je mozné
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zajistit, aby tyto upravy byly rfadkové, Nyni mizeme opét pomoci radkovych elemen-
tarnich uprav vynulovat zbylé nediagonalni prvky. Konkrétné

1L o2 ... ... o 1 o ... a0

0 1 odr ... o 0 1 ..o o0
A~AN= ~

: : anr ! : 1 0

0o ... ... 0 1 0 ... ... 0 1

Provedli jsme postupné odec¢teni o'-nasobku posledniho fadku od prvého, a}’-nésobku
posledniho Ffadku od fadku druhého, atd. Podobné pokracujeme s ostatnimi radky a
nulujeme postupné jednotlivé sloupce matice A’. Lze tedy psat UA = E, kde U je
kone¢rny souéin elementarnich matic. UZzitim vlastnosti (vi) ve vété 1.10 zjiStujeme,
7e U= A7l Je viak U = UF , takZe matici A~! dostaneme z matice E tymiZ ele-
mentarnimi apravami, které vedly k pfevodu matice A na jednotkovy diagondlni tvar.

v

Prakticky postupujeme tak, ze Gpravy matic A, E provadime soubézné.

Piiklad 7: K zadané matici A vypoc¢teme matici A~L.

—_

Pak A™! =

>

I
T
—= W = e
=R s e e
= T =
- o o o ©

Budeme provadét soubézné elementarni upravy matic A a E

(1111010000 111101 0000

1 1.1 5 00 10 0 0 00 0 4 0 -110 00

1 1 4 100 0 1 0 0f~]0O03 00 -1010 0]~

1 3 1 1 00 00 1 0 02 00 0-10 0 10
\2111100001 1 000 1/-1 0 0 0 1
(111101 0 0 0 0 (10000%%%%0
000 1 0 -+ % 0 00 000 1 0-% 5 0 0 0
~lo o 10 0-%2 0 % 0 0l~]0o o0 1 00-2 0 L o0 0]~
01 00 0 -3 0 0 % 0 0100 o0-3 0 0 1 o0
\10001—10001 \10001—1 0 0 o0 1
(10000%—%—%—%0\ 1000 0 B -1 _1 _1g
000 1 o0 -2 < 0o 0 o0 0100 0-2 0o o 1 o0
~lo o 1090 -3 0 F 0 Of~]JO O 1 00 -3 0 3 0 0
0100 0 -3 0 0 3 0 000 1 0 -3 ¥ 0 0 o0
o o 00 1|-E & 1 1 1 00 0 0 1[-3 1 1 1

Témito tpravami je matice A (vlevo) pfevedena na jednotkovy diagondlni tvar a matice
A (vpravo) na inverzni matici k matici A.
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Jind metoda vypoctu inverzni matice spocivd v platnosti véty o rozvoji véta 1.8.
Utvofme matici B z algebraickych doplitkii matice A takto: B = (87) = (A!, tj. prvek
matice B je algebraickym doplikem prvku aj- matice A. Matice B se nazyva matici
adjungovanou k A, znac¢ime ji B = adjA. Pfimym vypoctem a uzitim véty 1.8 se snadno
presvédcime, ze souc¢in AB je roven diagonalni matici, jejiz diagonalni prvky jsou rovny
det A. Tento vypocet bude souc¢asti Cviceni 1.3. Oznacime-li tedy C = adjA/det A,
dostdvame AC = E. Podle tvrzeni (vi) véty 1.10 je ziejmé, ze C = A~!, takZe plati

1
A= detAade. (1.16)

Tento vztah prc vypocet prvki inverzni matice je uzitecny zejména pro matice nizsich
rfadi n < 4. U matic vyssich 1add jsou vypocty algebraickych dopliku zdlouhavé a je
vyhodnéjsi pouzit soubéznych elementarnich uprav matic A a E.

Na zavér odstavce zavedeme pojem podobnosti matic. Ctvercové matice A, B fadu n
nazyvadme podobnymi, jestlize existuje regularni matice Q takov4, ze plati B = QAQ™!.
Rikéme, 7e matice B je podobna matici A. Pochopitelné je také matice A podobné ma-
tici B, nebof A = Q'BQ = Q7 !B(Q!)7}, kde Q7! je regularni matice. Vztah mezi
podobnymi maticemi nazyvame podobnostni transformaci. Z véty 1.6 a véty o determi-
nantu soucinu matic (véta 1.7, vlastnost (vi)) vyplyva dileZita vlastnost podobnostni
transformace:

Véta 1.11. Podobnostni transformace neméni hodnost ani determinant matice. (Po-
dobné matice maji stejnou hodnost a stejnou hodnotu determinantu.)

Nalezeni kritéria podobnosti matic (podminky nutné a postacujici pro to, aby matice
A, B byly podobné), které by umoznilo zjistit, zda zadané ¢iselné matice A, B jsou
podobné ¢i nikoliv, je problém, vybocujici a rAmce teorie ¢iselnych matic a bude proto
feSen az v dalsich odstavcich.

Poznamka: Vztah podobnosti matic je relaci ekvivalence na mnoziné ¢tvercovych
matic fadu n. (DokazZte.)

Cviceni 1.3

Pomoci definice determinantu dokazte vlastnosti (i),(ii), (v) a (vii) ve vété 1.7.

Navod: Zptisob vedeni diikazli vlastnosti determinant pfimym vypoctem z definice
ukdzeme na piikladé vlastnosti (ii) ve vété 1.7. Uvazme matici A = (o) fddu n. Podle
definice je

_ lidejen k1 k; k; kn
det A =€ " Wk g, 00 -0 g Lay
, ki,...,kn jsou séitaci indexy. Provedme s matici A elementirni Gpravu spocivajici

v pri¢teni k-nasobku j-tého fadku k i-tému. Vznikne matice A’, ktera se od matice A
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V' =of + ko pro k € {1,...,n}. Jeji determinant je

B

lisi ¢-tym rfadkem: o

Lodengo ! ! kjt
det A" =¢," J___"j___kno/fl calt ok

=ep I oft (o + ko) ok
:ellc'l'_'_i_','c‘j_'_'_',fj___kna’fl Lok .afj ok

+ mei;‘:f_‘,;‘j::}g___kna'fl Lol ajj ...afn
=det A + ke, 0 L oft ol ool

, 1denjon k1 k; kj k
Vyraz A S e R AP o TRy i

; ;. ---apm o ktery se lisi determinant matice A’ od

determinantu matice A, je ovSem roven nule, nebot je sou¢tem pres vSechny permu-
. o y 1 I : k; L o
tace indexti 1 az n, a s kazdym soudinem tvaru o' .. .af’ ...q;’, obsahuje 1 sou¢in
kj : v 4 . o P . o . .

kot a;’ .. .ozfl, vznikly zdménou indexl k; a k;. Zdménou indexi se vSak méni pa-
rita permutace, takze uvedené souciny jsou ve vyrazu zastoupeny s opa¢nymi znaménky
Loiljon _ ledijen
Chrokivkjokn = Chikjokioky

Provedte diikazy vlastnosti determinantu (iv) a (viii) ve vété 1.10.

Néavod: Pti dikazu vlastnosti (iv) vyuZijte skute¢nosti, Ze libovolnou reguldrni matici
lze zapsat jako soucin kone¢ného poctu elementdrnich matic. Vlastnost (viii) dokaZete
snadno, uvédomite-li si, jak vypada schodovity tvar regularni matice a vyuzijete-li vlast-
nosti (v).

Urcete pocet vSech minori k-tého fadu matice A fadun, 1 < k < n.
Vysledek: Pocet minort k-tého fadu matice A je (Z)2
Dokazte vétu 1.8 o rozvoji determinantu podle fadku (sloupce).

Néavod: Ditkaz provedte pro piipad rozvoje podle prvého fadku pfimym vypocétem
z definice determinantu:

__ 12.n k1 ko k
det A = e 5"k, 0qt oo Qoo

Vytknéte postupné ai,a?, ..., a? z téch ¢lentt souc¢tu vyjadiujiciho determinant, které
dany prvek obsahuji, tj.

_112.n k> k 2 12..m k1 k3 k
det A =aqer jy f Op” ... Q" + Q1€ ke f Qg ... 03° oo™ + ..

n_12..n k1 kn_1
Oy AN 0 T N Al

[k2, ..., kn| pFedstavuje permutace indext {2,...,n}, [k, ks, ..., k,] permutace indexi
{1,3,...,n}, atd., [k1, ..., k, 1] permutace indext {1,2,...,n—1}. Na zakladé definice
Cisel e,lc'l'fkn ukazte, ze j-ty z vyrazu v zavorkach, tj.

12..m k1 ki1 kji1 kn
€k k1 kn O2 - O 1O
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je (—1)?l-n4dsobkem subdeterminantu matice A, ktery vznikne vynechanim prvého
rfadku a j-tého sloupce. Pro rozvoj podle prvého radku tedy tvrzeni plati, nebot je
(—1)7"! = (=1)7*1. Rozvoj podle libovolného i-tého ¥adku lze pievést na rozvoj podle
radku prvého zdménou i-tého a prvého radku. Jakym koeficientem je pritom tieba vy-
nasobit vysledek? Dovedte ivahu do konce.

(5) V piikladu 6 vypiste vSechny matice, které odpovidaji jednotlivym slediim elementérnich
uprav, tj. Uy, ..., Uy, Vq,..., Vs a vysledné matice U = U, UgU;U,U3U,2U,, V =
V1V,V3Vy, které prevadéji matici A na diagondlni tvar D vztahem UAV = Dj,.
Matici U ziskate tak, ze s jednotkovou matici provedete sled vsech fadkovych tuptav,
které byly provadény s matici A. Provedenim vSech tprav sloupcovych s matici E ziskate
analogicky matici V.
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Vysledek:
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(6) DokaZte platnost vlastnosti inverzni matice, shrnutych ve vété 1.10.

Navod: Vyjdéte vzdy z definice inverzni matice a nadsobenim defini¢niho vztahu vhod-

nou matici zleva resp. zprava dokazte danou vlastnost. Postup ukazeme na prikladé

vlastnosti (i), (iii).
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(i) Necht B, C jsou dvé matice inverzni k matici A. Pak AB=E, AC=E BA =E,
CA = E. Nasobme napftiklad prvou rovnost matici C zleva: CAB = C. Je v8ak
CA =E a tedy EB = C , odkud B = C.

(iii) Ozna¢me C inverzni matici k sou¢inu AB. Pak plati CAB = E. Nasobenim zprava
matici B! dostaneme CA = B~!. Dal§im vynésobenim zprava tentokrat matici A
méame C = B~'A~!. Formulujte piedpoklady, za kterych piedchozi tipravy miizeme
délat.

(7) K zadanym maticim vypo¢téte matice inverzni.

(a) A je matice z ptikladu 6. Mizete vyuzit vysledki tlohy (5) Cviceni 1.37 Zdtvod-

néte.
3 -1 0 0
-1 3 0 O
(b) 0 0 i 1
0 0 -1 -1
1 -1 0
() [1 1 2i
0 —-21 3

(d) A je matice z ptikladu 7. Vypocet A~! provedte pomoci adjungované matice.

Vysledek: (a) V piikladu 6 je vypocten didgondlni tvar matice A, oznaleny Dj a
v tloze (5) Cviceni 1.3 matice U, V, pro které Dy = UAV. Vypoctéte odtud A~?
nasobenim rovnosti vhodnymi maticemi zleva a zprava.

3/8 1/8 0 0

1 =31 -2

1/8 3/8 0 0 o )

(b) Y () 3|31 -3 2i
0 0 i/2 —-1/2 9 9 0

0 0 1/2 i/2

(8) Dokazte nasledujici tvrzeni: Hodnost matice A typu m/n je dina nejvy$sim rfadem
minort, z nichz alespon jeden je nenulovy. Existuje-li tedy alespon jeden minor p-tého
fadu rizny od nuly, zatimco vSechny minory ¥addu (p+ 1) jsou nulové, je hodnost matice
rovna p.

(9) Pfimym pouzitim vztahu 1.8 dokaZzte, Ze inverzni matici k (reguldrni) dolni resp. horni
trojihelnikové matici je opét dolni resp. horni trojuhelnikova matice.

(10) Z definice odvodte vztah pro vypocet determinantu matice t¥etiho fadu a ukazte, Ze
vyhovuje néasledujicimu schematu vypoétu (Sarusovo pravidlo):

_ 1.2 3 1.2 3 1.2 3 3.2 1 3.2 1 3.2 1
det A = o505 + 00507 + 3005 — 0003 — Q0500 — Q30105
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12
Q. O

AN

1 2
0 oy O
X X
1 2 3
X X
1 2 3
Q. . O
AN
1 2 3
Gy Oy Qo

1.4 Priklady matic se specialnimi vlastnostmi: uni-
tarni a samoadjungované matice

Samoadjungovanou matici jsme definovali jiz v odstavci 1.1 vztahem A = AT*. Ctverco-
vou matici A nazveme unitarni, plati-li A=t = AT*. Je ziejmé, Ze unitarnimi mohou byt
pouze matice regularni. Uvazujeme-li o mnoziné matic nad R , prejde defini¢ni rovnost
na tvar A~! = AT a hovoifme o matici ortogonalni. Samoadjungovana unitarni ma-
tice resp. symetrickd ortogonalni matice je rovna své matici inverzni. Zkoumejme nyni
vlastnosti unitarnich matic:

(i) Plati det A=" = det A™* = (det AT)* = (det A)*. (V piipad& matice ortogonalni
je det A=' = det A.) Soucasné vsak det A~! = (det A)~', odkud (det A)*det A = 1.
Determinant unitarni matice je tedy komplexni ¢islo s modulem rovnym ¢islu 1, nad R
dokonce det A = +1.

(ii) Plati AA~' = E, odtud pro unitarni matici AAT* = E. Pro jednotlivé prvky
pak dostévime afaf* = §;;. Podobné ze vztahu AT*A = E dostaneme oja; = 0%.
Jsou-li naopak splnény tyto vztahy, tj. AAT* = E, AT*A = E, je podle (vi) ve vété
1.10 AT* = A~L. Vztahy

ozfaf* = 0j; ool = 6% 1<i,5<n (1.17)
nazyvame relacemi ortogonality a miizeme pomoci nich snadno provérit unitarnost ma-
tice A. Nad R dostaneme odpovidajici tvar relaci ortogonality vypuSténim operace .

Piiklad 8:

; vz 1v2 0 0

B_ 1;@ 1§£8 A_ | UVE N6 V230 0

0 0 1 —1/V/12 1/V/12 1/V/12 /3/2

/2 —1/2 —1/2 -1/2
V3 13 0 i/V3
/v3 0 —i/V3 —i/V3
0 1/vV3 i/V3 —i/V3
—i/V3 i/V3 1/V3 0

Matice A je nad R matici ortogonalni, nad C matici unitarni. Matice B a C jsou unitarni.
Provérte tuto skutecnost a zapiSte odpovidajici matice inverzni.

C =
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(iii) Necht unitarni matice A realizuje linedrni transformaci souboru proménnych
(x',...,2") k proménnym (y',...,y"), 2%,4* € C, : € {1,...,n}. Takov4 transformace
ma tvar

y'=a2'al ie{l,...,n} = (y) = (z)A

Po rozepsani

1 1.1 2.1 1
y =z o +r0p+---+2"q,

2 12 2 2 n 2
Yy =x o] trap+--+ 10,

1

n __ n 2. n n_n
Yy o =ra; +x70y -+ 10,

Poditejme vyraz yly®™

zépisu jako (y)(y)™*.

W)™ = (2)A((2)A)" = () AAT (2)™ = (2)E(z)™

sC¢itaci index je i. Tento vyraz miizeme vyjadrit v maticovém

tedy o0 |[y']* = y'y™ = 2'z™ = Y0 | |7'|*. Unitarni transtormace tedy zachovava
soucet ¢tverci moduli proménnych. Geometricky vyznam této vlastnosti se oziejmi
v kapitole 4.



Kapitola 2

Polynomické matice (A-matice)

V odstavci 1.3 jsme ponechali otevienou otazku kritéria podobnosti ¢iselnych matic. Jeji
vyreSeni zasahuje do oblasti teorie tzv. polynomickych matic, tj. takovych, jejichz prvky
nejsou C¢isla, nybrz polynomy jedné proménné \. V nasledujicim textu se budeme teorii
polynomickych matic zabyvat s cilem formulovat ono kritérium podobnosti. Uvahy se
tykaji matic ¢tvercovych.

2.1 Ekvivalence \-matic

Necht R[A], resp. C[}], je mnozina polynomi jedné proménné A libovolného koneéného
stupné s redlnymi resp. komplexnimi koeficienty s operacemi s¢itani polynomi, néso-
beni polynomu ¢islem a nasobeni polynomii, definovanymi zndmym zptisobem. Mnoziny
R[A], C[A opatiené uvedenymi operacemi maji strukturu tzv. komutativniho okruhu (viz
kapitola 2).

Polynomickou matici A(\) fddu n nad R resp. C rozumime ¢tvercovou matici, jejiz
prvky jsou polynomy z R[A] resp. C[A\]. Hovofime téZ o A-matici.

at(A) ... a () |
AN =] : a;(A) € R[AL, C[A].

Vzhledem k uvedené algebraické struktufe mnozin R[A], C[\] l1ze definovat soucet, ¢(\)-

nasobek a soudin A\-matic stejnym zpisobem jako u matic ¢iselnych ¢(A) € R[A], C[)]

se zachovanim vSech vlastnosti téchto operaci, popsanych vztahy (1.1) a (1.2). Rovnéz

determinant a minory polynomické matice jsou definovany norméalné stejné jako u matic

Ciselnych. Vzhledem k tomu zistavaji v platnosti véty o rozvojich (véta 1.8 a véta 1.9).
Elementarnimi ipravami polynomické matice rozumime:

(i) vynésobeni i-tého fadku (sloupce) ¢islem k € R, C riznym od nuly (Pozor: naso-
beni fadku polynomem neni elementarni tiprava),

(i) pfi¢teni j-tého Fadku (sloupce) vynasobeného polynomem ¢(A) € R[A], C[\] k 4~
tému fadku (sloupci).

34
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Elementarni matice, odpovidajici témto Gpravam, maji tvar

(1

I 0
1 o(A) « (9
I (p(N) =
1

\ )

a zachdzi se s nimi opét stejné jako u ¢ieelnych matic, zpétné (inverzni) Gpravy jsou opét
elementarnimi Gpravami a snadno bychom jisté zapsali tvar odpovidajicich elementar-
nich matic. Matice A()), B(\) nazyvame ekvivalentnimi a zna¢ime A (\) ~ B(}), lze-li
pfevést jednu v druhou koneénym poétem elementarnich tiprav, tj. vyjadiit napi. B(\)
ve tvaru B(A) = U(AN)A(A)V(A), kde U(A), V(X) jsou konecéné souciny elementarnich
matic.

Uvedena relace ~ je skute¢né ekvivalenci na mnoziné A(A)(n/n) polynomickych
matic ¥adu n. Ciselné matice ¥fadu n bylo mozné pievést elementarnimi tpravami na di-
agondlni tvar D, a to dokonce takovy, Ze diagonélni prvky byly rovny bud 1 nebo 0, t;j.
diagD =[1,...,1,0,...,0]. Rikejme takovému tvaru kanonicky. Kanonicky tvar lze po-
vazovat za ,nejjednodussi“ tvar vSech ekvivalentnich matic, tj. za jakéhosi reprezentanta
celé tridy ekvivalentnich matic. Nabizi se otazka, zda podobného reprezentanta maji i
ekvivalentni A-matice. ProSetfete nejprve moznost tipravy matice A(\) na diagondlni
tvar, tj. matici, jejimiz diagonalnimi prvky jsou polynomy a nediagondlni prvky jsou
vesmés nulové. Uvazme tiidu vSech matic ekvivalentnich dané matici A()). Vylou¢ime
trividlni pfipad, kdy A()\) je nulovd matice a je tedy jedinym reprezentantem piislugné
tFidy ekvivalence. (Nulovou matici povazujeme za matici v kanonickém tvaru.) Oznaéme
jako B(A) kteroukoliv z téch matic dané tfidy ekvivalence, které maji v prvém fadku
a prvém sloupci nenulovy polynom nejniz§iho stupné, jaky se v maticich dané tridy
viibec vyskytuje a ktery ma u nejvyssi mocniny proménné A koeficient 1. (Zdivodnéni
existence takové matice viz Cvi¢eni 1.5.) Matice B(\) méa tedy tvar

er(A) Bi(A) ... AT(N)
BN B - BN

B()) =

Ba(N) BN .. Br(N)
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Ukazeme, Ze vSechny prvky prvého fadku i prvého sloupce jsou délitelné polynomem
e1(N). Vyjadiime napf. B7()) ve tvaru () = e1(A\)d(A) + (), kde @(N) je ¢astecny
podil a 1(\) zbytek po déleni; plati degi(A) < dege;(A). Dale provedeme s matici B(\)
elementarni ipravu spocivajici v odecteni nasobku prvého sloupce od j-tého:

) Bi(N) 0N
el()\) . ' 1/)(/\) .. ,B?
BN oo B — (NS ... AN

BN e BN — (NS0 .. AN

Vzhledem k tomu, Ze stupenn zbytku t()) je mensi nez stupen délitele e;(A), je tvar
posledni matice v rozporu s volbou matice B(A) s vyjimkou pfipadu, kdy #(\) = 0.
Polynom £ () je tedy beze zbytku délitelny polynomem e;()). Stejné se tivaha provede
pro prvky prvého sloupce 3} (\). Matici B()) 1ze pak vhodnymi elementdrnimi tpravami
prevést na tvar

200 LY ... BY(\
pop=| O O AW omw) | o
0 BN BN - B 0

Je-li B/(A\) nulova matice, je uprava hotova. V opacném pripadé lze tytéz tivahy
aplikovat na matici B'(\) ¥4du (n — 1) a postupné tak pfevést matici B()\) na tvar

e1(A)
( €9 ()\) 0 \

B(\) ~ D()) = - , p<n.

v jehoz diagonéle jsou polynomy s vedoucim koeficientem (tj. koeficientem u nejvyssi
mocniny proménné \) rovnym 1. Posledni nenulovy z nich je oznacen e,(A), p < n.
Vyjadiime nyni napiiklad es() ve tvaru es(A) = e1(A)d(A) +¥(N), deg(A) < deger ()
a provedeme nasledujici elementarni ipravy: Nejprve pricteme prvy rfadek k druhému a
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poté odecteme ¢(\)-ndsobek prvého sloupce od druhého.

(61()\) 0 0 ... 0
0 ea(NsA)+e(N) 0 ... 0
\ 0 0 0 enEA)
() —(o() 0 0
erf(A) PN 0
~ 0 0 63()\) 0
\ 0 0 .0 en&)\)

S vyjimkou p¥ipadu, kdy v (lambda) = 0, se opét dostdavame do sporu s volbou ma-
tice B(\). Polynom ey()) je tedy délitelny polynomem e;()). Uvahu lze pochopitelng
zobecnit na dalsi ¢leny diagonaly matice D()).

Popsany postup elementarnich tprav tedy zaruc¢uje moznost prevést matici A(\) na
tzv. kanonickou matici D()) nasledujécéch vlastnosti

(i) Matice D()) je diagonélni, diagD(\) = [e1(A), ..., e,(A),0,...,0], p < n.
(ii) Polynom e;;1(A) je délitelny polynomem e;(A) proi € {1,...,p —1}.
(iii) Vedouci koeficient kazdého z polynomt e;(\) pro i € {1,...,p} je roven 1.

Kazda trida ekvivalentnich A-matic tedy obsahuje alespon jednu kanonickou ma-
tici. Zbyva vyresit otazku jednoznacnosti. Pfedpokladejme, ze v dané t¥idé ekvivalence,
uréené matici A()\), jsou dvé matice Di(\) a Dy()), pro néz oznacime diagD;(\) =
le1(N),...,ep(A),0,...,0] adiagDs(A) = [fi(N), ..., fy(A),0,...,0]. Zfejmé je Dy(A) ~
D5 (), takze existuji matice U(A), V(\) vyjadiené jako kone¢né souciny elementarnich
matic takové, ze Dq(\) = U(A)D2(A)V()). Predevsim je jasné, ze p = g (zdtvodnéte).
Upravy pfi pievodu matice Dy()) na tvar D;()) jsou tedy provadény s prvymi p fadky a
sloupci. Diikaz tedy sta¢i provést pro matice fadu p, pro néz e;(\) # 0 proi € {1,...,p},
indukei vzhledem k p. Pro p = 1 vyplyva z ekvivalence (e;(A\)) ~ (fi(A)) okamzité
rovnost e;(A) = fi(A) vzhledem k vlastnosti (iii) kanonickych matic. Pfedpokladejme
rovnost Dy(A) = Dy(A) pro (p — 1) (indukéni predpoklad). Pro p pak plati

61()\) €1 (A)
. 0 . 0
D,(A) = ep-1(A) ~ ep—1(A) =D3(A)

ep(A) fo(N)

a ze vztahu D;(A) = U(A)D2(A)V(A) vyplyva det D; = det U det Dy det V. Ponévady
determinanty matic U(A) , V() jsou ¢iselné a nenulové, mame e;(A) ...e,—1(A)ep(A) =
ke1(A) . ..epm1(A) f(A) = €p(A) = kfp(A). Polynomy e)p(A) a f,(A) vSak maji stéjny
vedouci koeficient, takze k = 1 a e,(A\) = f,(\). Na zdkladé dosavadnich Gvah mizeme
vyslovit nasledujici tvrzeni:
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Véta 2.1. KazZda A\-matice je ekvivalentni prdvé jedné kanonické matica.

Polynomy e; (), ea(A), - . ., e,(A) jsou charakteristické pro danou t¥idu ekvivalentnich
A-matic a nazyvame je invariantnimi faktory dané tiidy ekvivalence. Cislo p, pro néz
ep(A) # 0, epr1(A) = ... = en(A) = 0, nazyvamé hodnosti motice, resp. hodnosti dané

tfidy ekvivalentnich matic.

Uvedeme jest¢ jinou metodu vypoctu invariantnich faktori, kterd je ve srovnani
s metodou elementarnich tprav velmi u¢inna zejména pro matice nizsich fadu (n < 4)
a v pripadech, kdy matice obsahuje vétsi mnozstvi nulovych prvki. Je zaloZena na
vypoctech minor matice A ().

Véta 2.2. Necht A()\) je matice fadu n a hodnosti p < n. Pro 1 < k < n oznacéme jako
di () nejvétsiho spolecného délitele vsech minori k-tého fddu matice A(X), jehoZ vedouci
koeficient je 1. Soubor polynomi di(A),...,d,()\) je matici A(\) urcen jednoznacné,
jinak klademe dpi1(A) = ... = dp(X) = 0. Polynomy di()\) se neméni elementdrnimi
upravami matice A(N).

Dukaz: Dikaz tohoto tvrzeni je zaloZen na chovani determinanti matic pri elementar-
nich Gpravéach a bude proveden v ramci Cviceni 1.5. Z véty 1.13 vyplyva, Ze kanonicka

matice dané t¥idy ekvivalence ma stejny systém polynomti d;(A), ..., d,()) jako vSechny
matice nalezejici dané t¥idé. U kanonické matice vSak lze d;(}),. .., d,(A) snadno uré¢it.
Necht D(A) je kanonickd matice, diagD(\) = [e1(A),...,e,(A),0,...,0]. Pak di(A) =
e1(A), do(A) = e1(N)ea(N), .., dp(A) = er(N)ea(N) ... ep(A), dpri(A) = ... = dn(N) = 0.
Odtud je zfejmy zptsob vypo¢tu invariantnich faktort dané matice A(\)

(M) .

e1(A) =di(N), e(N) = AGY) 2<i<pep1(A)=...ex(A) =0,
i1

kde d;(A),...,d, () je soubor nejvétsich spoleénych déliteli minort prvého az n-tého
fadu matice A()\). VétSinou je vhodné obé metody vypoétu invariantnich faktord kom-
binovat tak, ze pomoci elementéarnich tiprav matici A()\) co nejvice zjednodusime a pak
zjistujeme systém dy (), ..., d,(N).

¢

Piiklad 1: Matice A()\) tfetiho fadu je zadana takto:
202 — 120 +16 2— X 222 — 12X+ 17
AN = 0 3\ 0
N—6A+T7 2—-X XN—-6)\+38

Najdeme jeji kanonicky tvar obéma metodami.
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(a) Elementarni Gpravy:

A2 — 12X +16 2— A 2/\2—12/\+17
AN = 0 3\
X6 +T7  2—) —6)\+8
Ui () 2 —(2-2) Us())
1 0 3\ 2
N —6A+T7  2— ) 6)\+8
9 —(2—/\)
UM 0 3- )\
A2—6A4+9 2— A 6)\+9
Vi(h 1 =242 1 Va(h
WYlo 3-a 0 B 0 )\—3 0 —D(\)
0 0 (A3 0 0 (A—3)

(b) Vypocet systému di()), ..., d,()\): Matice A()) obsahuje nesoudélné minory prvého
fadu (2 — A\) a (3 — A). Proto je di(A\) = 1. Vypocteme-li vSechny minory druhého
fadu (provedte), zjistime, 7e dy(A) = A — 3; d3(\) je determinant matice A () vydéleny
vedoucim koeficientem, tj. d33(\) = (A — 3)3. Odtud e;(\) = di(A) =1, ea(A) = X = 3,
e3(\) = (A—3)?, coz souhlasi s vypoétem kanonického tvaru matice A()\) elementarnimi
upravami.

Cviceni 2.1

Zapiste tvar elementarnich matic pro sloupcové elementarni ipravy. Pomoci dané matice
A()\) a elementarnich matic zapiste matici B(\) po provedené elementarni tiprave.

Pro konstrukei kanonického tvaru matice A () jsme zvolili takovou matici B()\) z dané
tridy ekvivalence uréené matici AN, v jejimi prvém fédku a sloupci byl nenulovy

4

je pripustna jista liboviile, je samotny polynom 61()\) urcen jednoznacné.

Navod: Vyjdéte z predpokladu, Ze existuje polynom fi(\) téhoZ stupné jako e;()),
ktery se vyskytuje (i) ve zvolené matici B(\), (ii) v jiné matici C()) nélezejici téze tiidé
ekvivalence, tj. C(A) ~ B()). Ukazte, ze e;(\) = f1(A). Tvrzeni tlohy (2) lze ovSem
také povazovat za trividlni disledek véty 1.12.

Dokazte vétu 1.13.

Névod: Oznacte A(X) pivodni matici, A’()\) matici ziskanou z A(X) naptiklad pfi-
¢tenim ¢(A)-nésobku j-tého fadku k i-tému, i # j, dx(A) resp. di(A\) necht je nejvétsi
spole¢ny délitel minori k-tého fadu matice A (A) resp. A’(\). Rozliste tyto moznosti pii
vypoctu minort M(\), M'()) definovanych fadkovymi indexy i, ..., a sloupcovymi
indexy j1, ..., Jk:
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(i) existuji p,q € {1,...,k} tak, Ze i =14, , j = i4, tj. vybrany minor obsahuje prvky
i-tého i j-tého fadku. Jaky je vztah mezi M(\) a M'(A)?

(ii) @ & {i1,...,ix}; opét urCete vztah mezi M(\) a M'()).

(iii) j & {é1,...,k}, ¢ € {i1,...,1ix}, takZe minor obsahuje prvky i-tého fadku, nikoliv
vSak prvky radku j-tého.

(ozfll . ozzjf
M = det a%l o a%’“
\a'f-'; e a;j,’:
( agll . a{f
M' =det | o' + g;()\)ozgl ool 4 ¢i()\)0z§’“
\ oz.g; e oz.gl’:

Podle véty o rozvoji determinantu dostaneme rozvojam minoru M'(A) podle i-tého fadku
vztah

M'(A) = M(A) + (AN (N),
kde N(A) je minorem matice A(\), ktery se od minoru M () lisi tim, Ze na i-té pozici
obsahuje prvky j-tého radku:

Ji Jk Ji Jk
ap ..o o o
1 _ J1 Jk Ji Je | —
M'=det | oft ... off | +é(N)det |} ... af | =M+ ¢N
Ji Jk Ji1 Jk
Of,ik v O!ik O{Z-k aik

Ukazte, ze z rovnosti M'(\) = ¢(A)N(A) + M (X) vyplyva, ze di()\) je délitelem minoru
M'()X). Zdivodnéte fakt, ze také dj(A\) je délitelem minoru M (A). Jakym zpisobem
vyvodite z téchto skutecnosti rovnost di(A) = dj,(A)?

(4) V prikladu 9 vypiste jednotlivé sledy elementarnich Gprav a odpovidajici matice U;1()\),
Us(A) a Vi()), Vo(A) a provéite, ze D(A) = U(AN)A(N)V(N).

Vysledek:
(i) odecteni dvojnasobku tfetiho fadku od prvého
(ii) pfi¢teni prvého fadku k t¥etimu

(iii) odecteni t¥etiho sloupce od prvého
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(iv) odecteni prvého sloupce od tietiho a pfi¢teni (2— A)-nasobku prvého sloupce k dru-
hému.

Upravam (i) az (iv) odpovidaji tyto matice:

10 -2 100
U;A)=1{0 1 0 U,(N)=1(0 1 0

00 1 1 00

1 00 1 2-X -1
Vid=[0 10 VoN)=10 1 0

-1 01 0 0 1

1 0 -2 1 2—-X -1

0 0 -1 -1 A-2 2

(5) Urcete kanonické tvary nasledujicich polynomickych matic obéma metodami, tj. pomoci
elementdrnich tprav i vypoctem systému dA), ..., dn(A).

-\ 2
ALl = ()\2 +5A 3/\>

3N —20+1 222 4+2—1 33 +2X22-2)1-1

As(N) = 2X3—2) A2 -1 2A3 4+ 22 -2\ —1
A3 —dA+1 3X2+A—2 BA3+3X2—4\—2
(1—/\ 2 3 4
0 1-X 2 3
AsN=1 0 1-X 2
\ 0o 0 0 1-
(—16—)\ ~17 87 —108
8 9— )\ —42 54
AN = -3 -3 16—\ -18

\ -1 -1 6 8-2
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Vysledek:

D;(\) = (8\ A(N2 — (1)0/\ - 3))

A+ 1 0 0
DN)=| 0 (+D(A-1) 0
0 0 0
(Loo 0
010 0
DsN =101 o
\1 0 0 (A—1)*
(10 0 0
01 0 0
DiN) =10 ¢ a2 0
\0 0 0 (A-12A+2)

(6) Dokazte, Ze determinanty polynomickych matic se ¥idi pravidly (i) az (vii), formulova-
nymi ve vété 1.7. pro matice ¢iselné. Ukazte také, Zze determinant se neméni pric¢tenim
¢(A)-nésobku j-tého ¥adku (sloupce) k i-tému.

Navod: Dikaz vlastnosti (i), (ii), (v), (vii) vyplyva piimo z definice determinantu, p¥i-
tom formulaci vlastnosti (ii) 1ze zobecnit tak, Ze misto k-nasobku j-tého fadku (sloupce)
pfi¢itame k i-tému fadku (sloupci) ¢(\)-nésobek j-tého fadku (sloupce). Vlastnost (iii)
je disledkem (i); (i) a (iv) vyplyvd z (i) az (iii) s uvadZenim skutecnosti, Ze Ciselna
regularni matice je souc¢inem elementarnich ¢iselnych matic. Ukazte, Ze vlastnost (iv)
lze zobecnit na pripad, kdy Q je sou¢inem elementarnich polynomickych matic. Dikaz
vlastnosti (vi) je soubéZny s diikazem ve vété 1.7.

2.2 Unimodularni matice, kritérium ekvivalence \-
matic

Polynomickou matici nazveme unimodularni, je-li ekvivalentni jednotkové matici, tj.
jsou-li vSechny jeji invariantni faktory rovny 1. Typickym prikladem unimodulérnich
matic jsou matice elementarni. Z definice vyplyvaji nasledujici vlastnosti unimodularnich
matic.

Véta 2.3. Viastnosti unimoduldrnich matic.

(i) Matice U(N) je unimoduldrni pravé tehdy, je-li jejim determinantem nenulové ¢islo

0 € R resp. C.
(1) Libovolnd reguldrni c¢iselnd matice je unimoduldrni.

(11i) Soucin unimoduldrnich matic je unimoduldrni matice.
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(iv) Matice U(N) je unimoduldrni prdvé tehdy, jestlize existuje polynomickd matice
V(A) takovd, Ze plati UN)V(X) = V(NU(A) = E. Matice V() je pak rovnéz
unimoduldrni a nazgjvdme ji inverzni matici k U(N). Znacime V(X)) = U 1(N).

(v) Matice U(N) je unimoduldrni prdvé tehdy, je-li mozné ji vyjddrit jako soucin ko-
necného poctu elementdarnich \-matic.

Diky vlastnosti (v) ve vété 1.14 mtizeme nyni pieformulovat kritérium ekvivalence
A-matic takto:

Véta 2.4. Kritérium ekvivalence h -matic. Polynomické matice A()\) a B(\) jsou ekvi-
valentni prdvé tehdy, kdyz eristuji unimoduldrni matice U(N) a V(X) takové, Ze plati
B(A) =UWMNAWNV(N).

Cviceni 2.2

(1) Dokazte vlastnosti unimoduldrnich matic ve vété 1.14.

Navod: Pii dikazu vlastnosti (i) vyjdéte ze skuteénosti, Ze invariantni faktory unimo-
duldrni matice U(X) musi byt stejné jako invariantni faktory jednotkové matice. V pii-
padé vlastnosti (iii) uzijte vztahu pro determinant sou¢inu matic. Postup pi#i diikazu
vlastnosti (iv): Za pfedpokladu existence A-matice U™()) s vlastnosti UN)UH(N) =
U~}(A)U(N\) = E vyplyvéa unimoduldrnost matice U(\) z pravidla pro determinant sou-
¢inu matic (ze vztahu det U(A\)det U1()\) = detE je ziejmé, Ze determinanty matic
U()\) a U'()) jsou polynomy stupné nula). Vyjdeme-li naopak z predpokladu, ze U())
je unimodularni, miizeme ji prevést na jednotkovou matici pouze fadkovymi resp. pouze
sloupcovymi elementarnimi Gpravami. Existuji tedy kone¢né souciny elementarnich ma-
tic V(A) a W()) takové, ze E = V(A\)U(A) = UA)W(N). Staéi uz jen ukazat, ze
V(X)) = W()). Vlastnost (v) je zfejma z ekvivalence U()\) ~ E.

(2) Dokazte vétu 1.15: Ditkaz vyplyva bezprostiedné z definice ekvivalence matic a vlastnosti
unimodularnich matic.

(3) Provéite, zda zadané matice jsou unimodulérni, v kladném pf¥ipadé urcete odpovidajici
matici inverzni a matice U(X), V()), které danou matici prevadéji na kanonicky tvar.
Poznamka: U(\) a V() nejsou pochopitelné uréeny jednoznac¢né.

As — A A +5
PZAN A —4 M= -4\ 4505
A — AN +id I+ (14202 -20+1
2= 1 —i\+2i
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Vysledek: Ve vysledcich je uveden determinant matice A, u unimodularnich matic ma-
tice inverzni a piiklad mozné volby matic U(\) a V(A), pro néz je E = U(A\)A(A)V(A).

detA1:20
R O e S DR By
L 90 A4+ A+4 A
La-1) _1)
UA:< 1 4
(V) 55 (=X 4+ A+4) 5N

1

V() = (0

det A2 =-1

—)\2
")

AT i\ —2i 1
2T\ -+ 1+ 2002 - 2i4+1 =A% —i)

1
v-(s
1
v=(;

A)

1

7

22
1

2.3 Maticové polynomy

Polynomické matice lze zapisovat jesté jinym zplisobem, ¢asto velmi uzitecnym zejména,
pri praktickych vypoctech i pii nékterych dikazech. Jednd se o zapis ve tvaru tzv.
maticovych polynomi: Necht Ay # 0, Ax_1,..., A jsou ¢iselné matice fadu n nad R
resp. C a ) je proménnéa. Matici

AN = AN+ AN+ A

nazyvame maticovym polynomem fadu n nad R resp. C, ¢islo & je stupen polynomu.
Kazdou A-matici lze zapsat ve tvaru maticového polynomu a naopak, kazdy maticovy
polynom definuje A-matici. Vztah je vzajemné jednoznacny.

Priklad 2:

8iN3+ 3N 222 +2)—i 0
AN = 3 A3+ 3\ +12 4
A —i)? — 4\ A2+ A2 i)
8i 0 0 0 -2 0 3 2 0 0 —i 0
=flo 1 ol X+{o 3 o] AX+]0o o o]A+]3 12 14
0 0 1 0 i 1 1 -4 i 0 0 0

Vétsina pravidel pro pocitani s polynomy se prenasi i na polynomy maticové. Vyplyva to
z algebraické struktury mnoziny polynomii a mnoziny polynomickych matic (viz kapitola
2). Vyjimku tvoii nekomutativnost ndsobeni maticovych polynomi a skute¢nost, ze pro
maticové polynomy z rovnosti A(A)B(\) = 0 nevyplyva, ze A(\) = 0 nebo B(\) = 0.
Pro maticové polynomy je definovana i operace déleni: Necht A(\) = A+kMN+.. .+ Ay,



(1)

(2)

(3)

(4)
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B(\) = B,,\™ +. ..+ By jsou maticové polynomy nad R resp. C ¥faddu n , k = degA()),
m = degB()\). Necht B,, je regularni matice. Pak nad R resp. C existuji jednoznaéné
A-matice Qp(A), QL(N), Rp()A), Ry(A) s vlastnostmi

A = Qe(N)B() +Re()  degRe()) < degB() o
A(N)=B(AN)Qu(A) +Re(A)  degRi(A) < degB()) '
Matice Qp(A) resp. QL(\) nazyvame pravym resp. levym ¢asteénym podilem a matice
Rp(A) resp. RL(\) pravym resp. levym zbytkem pii déleni matice A(A) matici B()).
P¥imy vypocet podilt a zbytkid pfi déleni matice A(X) matici B()) je pomérné pracny.
Je-1li vSak B()\) polynom stupné 1, pak pro zbytek Rp(\) resp. Ry ()\) mizeme ziskat
explicitni vyjadfeni pfimo pomoci maticovych koeficientd A;, B;, 0 < i < k, 0 <
jlel matic A(A), B(\) velmi jednoduchym a elegantnim zptsobem: Mé&me A-matici
A()\) = A + ... + Aj nad R resp. C a &selnou matici C téhoz ¥adu n. Pak jsou
definovany vyrazy Ap(C) = CFA, + CF 1A, + ... + CA; + A tesp. Ap(C) =
ACF+ A, CF 14 ..+ AC+ Ay, které jsou ¢iselnymi maticemi fadu n. Nazyvame
je levou resp. pravou hodnotou A-matice A()\) v (maticovém) argumentu C. Obecné je
pochopitelné Ap(C) # AL(C). Zapisme nyni vztahy (1.9) pro p¥ipad, 7e degB()\) = 1,
tj. B(\) = B1A 4+ By, B je regularni matice:

A(N) = Qp(A)(BiA+By) + Rp()) degRp(A) =0V Rp()) =
A(\) = (BiA+Bo)Qu(A)(BiA+Bo) + Ri(\)  degRp(A) = 0V Ry(A) =

0
0
P¥imym dosazenim do téchto vztahl, v nichZ ovSem také Qp(\) a Qr(\) zapiSeme ve
tvaru maticovych polynomii, se presvédcime, ze

Rp - Ap(—Bl_lBo), RLAL(—BoBl_l). (22)

Cviceni 2.3

Sestavte libovolné polynomické matice nad R resp. C zapiste je ve tvaru maticovych po-
lynomi. Naopak libovolné zvolené maticové polynomy vyjadiete ve tvaru polynomickych
matic.

Formulujte vSechna zndmé pravidla pro pocitani s polynomy a provéite jejich platnost
pro pripad polynomi maticovych.

Volbou vhodného prikladu ukazte, Ze z rovnosti A(A)B(A) = 0 pro A-matice nevyplyva
nutné zavér A(A) = 0 nebo B(\) = 0. Jaké zavéry o maticich A()\), B(\) lze na zakladé

této rovnosti ucinit?

Dokazte platnost vztaht (1.9).

Navod: Vezméte v ivahu napiiklad vztah pro podil zprava A(X) = Qp(A)B(A)+Rp(N).
Vyjadiete viechny A\-matice ve tvaru maticovych polynomt, tj. A(\) = AFMF 4. .+ A,
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B(\) = B™\" + ...+ By, By, je regularni, Qp(\) = QX +...+Qo, Qs # 0, Rp()\) =
R\ + ...+ Ry, Ry #0, ] <m a vypocététe pravou stranu rovnosti:

Qr(M)BM) +Rp(V) = (Q:A° +... + Qo)(BrA™ + ...+ Bo) + R\ + ... + Ry =
= (QsBn)N T + (QsBm—le—le))\s+m_1 +... 4+ (QiBo+ QoB1)A + QoBo+
+ RN+ ...+ R,

Usporadejte podle mocnin proménné A. Porovnanim koeficienti maticovych polynomu
A(X) a Qp(A)B(A) +1yP(A) odvodte explicitni vyrazy pro koeficienty polynomti Qp(A)
a Rp()\). Ukazte, 7e k = s + m.

Vysledek: Pro k < m je Qp(A) =0a Rp(\) = A(N). Pro k > m:

Qi—m = AB;,
Qim-1 = (Ag_1 — Qk—mBm—l)B;Ll
Qk—m—2 = (Ak—Q - Qk—m—le—l - Qk—mBm—Q)B;Ll

Qo = (Ab—m — QiBr1 — QB2 — ... — Quo1B1 — QBo)M, 5
Ro=A¢— QoBo
Ri=A,-QBy—- QB

Rm—l = Am—l - Qm—lBO - Qm—ZBl - .- QOBm—l

Timto postupem je dokdzana existence i jednoznac¢nost pravého podilu a zbytku po
déleni matice A(\) matici B()). Samotnou jednoznac¢nost lze dokazat velmi jednoduse
také takto: Pfedpokladejte, ze existuji Ad-matice Qp(A), Rp(A), Qp(A), Rp(A) tak, ze
AN = Qp(N)B(A) +Rp(A) A(N) = QL (A)B(A) + R (M) Odectéte obé rovnosti a na
zékladé vztahu stupné délitele a zbytku ukazte, Ze matice Qp(A) — QhH(A) a Rp(A) —
Rp(A) jsou nulové.

Necht A()) je A-matice, C libovolna ¢iselnd matice fadu n nad R nebo C. Formulujte
postacujici podminku pro to, aby Ap(C) = AL(C).

Pf{imym vypoétem, nazna¢enym v textu, dokaZte platnost vztahi (1.10). Vyjadiete Rp
a Ry, explicitné pro pfipad, ze B(\) = AE—C, tj. ve vztazich (1.10) je B; = E, B, = C.
A ()\) ptfedpokladdejte ve tvaru maticového polynomu A (\) = Ap ¥+ ...+ Ag. Provéite,
zda vztahy pro RpP, Ry, ziskané jako Ap(C), Ap(C) souhlasi s rekurentnimi vzorci,
které jsme obdrzeli v tloze (4).

Vysledek:

Rp=Ap(C)=A;g+ A C+...+A,CF
Ry = AL(C)=Ay+CA, +...+CFA,.
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Dokazte nésledujici tvrzeni (Cayleyova-Hamiltonova véta): Necht A je ¢iselnd metice
fadu n. Ziejmé det(A — A\E) je (oby¢ejny) polynom stupné n, tj. f(A\) = det(A — A\E) =
(_)n}\n + O!n_l)\nil + 011)\ + . Plati f(A) = (_1)nAn + O!n_lAnil + ...+ alA + Of()E.

Navod: Vyuzijte vztahu (A — AE)~! = adj(A — AE)/f()), nebo rozkladu polynomu
f(A) na kofenové ¢initele.



Kapitola 3

Jordanuv normalni tvar matice

3.1 Zakladni véta o podobnosti matic

V predchozich odstavcich jsme pripravili material pro to, abychom nyni mohli formulovat
kritérium podobnosti ¢iselnych matic. Zavedme jesté mékolik pojmi:

Necht A je ¢iselnd matice fadu n nad R nebo C. Matice A — AE se nazyva cha-
rakteristickou matici matice A, det(A — AE) charakteristickym polynomem matice A
a kofeny charakteristického polynomu charakteristickymi kofeny matice A. Ponévadz
det(A — AE) je polynom n-tého stupné, p¥islusi kazdé matici A n charakteristickych
kofent (vCetné jejich nésobnosti). Tyto kofeny jsou obecné komplexni i v piipadé ma-
tice nad R. VSimnéme si charakteristickych kotfeni podobnych matic. Predpokladejme,
7e matice A, B fadu n jsou vazany podobnostni transformaci B = QAQ™?, kde Q je
reguldrni matice. Pak

det(B — AE) = det(QAQ ! — AE) = det(QAQ ' — QEQ ') =
det(Q(A — AE)Q ™' = det Qdet(A — AE) det Q' = det(A — \E).

Ze ziskané rovnosti charakteristickych polynomi podobnych matic vyplyva nasledujici
tvrzeni.

Véta 3.1. Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom a stejny soubor cha-
rakteristickych koreni.

Rovnost charakteristickych polynomt matic A, B je nutnou podminkou a tedy ja-
kymsi prvnim ,indikdtorem® jejich pripadné podobnosti. Neni vSak kritériem podob-
nosti. To je formulovano v nasledujici vété, jejiz dikaz podava soucasné prakticky navod,
jak nalézt odpovidajici podobnostni transformaci.

Véta 3.2. Matice A, B nad R resp. C jsou podobné prave tehdy, jsou-li jejich charak-
teristick€é matice ekvivalentni.

Dikaz: Piedpokladdejme nejprve, Ze matice A, B jsou podobné, tj. B = QAQ !, Q je
reguldrni matice. Pak B — A\E = QAQ ! — A\E = Q(A — AE)Q !. Podle véty 1.15 je
B — AE ~ A — )\E, nebot matice Q je unimodularni.

48
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(ii) Necht B — A\E ~ A — \E. Pak existuji unimoduldrni matice U(\) a V()) takové, Ze
B - AE = U(\)(A — AE)V()) a matice Q1(A), Ri(N), Q2()), Ra(A) takové, Ze plati
U(A) = (B=AE)Qi(N) + Ri(})
V(A) =Q:(N)(B - AE) + Ra(})
R;(A\) a Ry()) jsou maticové polynomy stupné nizstho nez 1, tj. ¢iselné matice. Vy-

raz Ri(A — AE)R; je proto maticovym polynomem stupné nejvyse prvého. Upravou
dostaneme

Ri(A—AE)=[U(A) — (B - AE)Qi(N)](A — AE)[V(A) — Q2(A)(B — AE)]
(B—AE)— (B—-)E)Q,;(A)U '(A)(B - AE) — (B - AE)V '(A\)Qz()\)(B — AE)+
+ (B-2AE)Q:(\)(A - AE)Q2(N\)(B — AE) =
= (B E)E - QU™ () + V" () Q) - Qi()(A ~ AB)Q (V)]
Vzhledem k tomu, Ze i prava strana rovnosti musi byt maticovym polynomem stupné
nejvySe 1, je maticovy vyraz v kulaté zévorce nulovy. Pak R;(A — AE)Ry; = B — \E
a srovnanim koeficienti dostaneme R;AR; = B, R{R, = E. Odtud Ry, = Rfl a
B = R;AR;!. Matice A, B jsou tedy podobné. Piedpokladame-li U()\) a V()) ve
tvaru U(\) = UpAfF + ...+ U A + Uy, V(A) = VA" + ... + VA + Vg, pak podle
vysledku tlohy (6) Cviceni 1.7 dostaneme
R, = Uy(B) = Uy + BU; +... + B*U,
Ry, =Vp(B)=Vy+V,B+...+V,B™

Priiklad 1: Jsou dany nésledujici matice 2. fadu:

-2 1 ~10 —4
A‘(o 3)’ B_<26 11.)

Tyto matice jsou podobné, nebot jejich charakteristické matice A — AE, B — AE maji
stejny kanonicky tvar D()), diagD()\) = [1, A2 — X\ — 6]. Snadno se o tom pfesvéd¢ime
vypoctem invariantnich faktori. Pfevedeme matice A — AE a B — AE na kanonicky tvar
vhodnymi elementarnimi ipravami, napiiklad

—2-=A 1 Vi 0 1 U, 0 1 Vo
0 3-2) (B-A)(A+2) 3-2A B3=MN)(A+2) 0
Vo 1 0
) X2—XA—6
1 0 0 -1
Ul_((A—?,) 1)’ V1V2_<1 —A—2>
—10-X  —4 \u [ —10—X  —4\ Vv [ —40—4)x —4\ Vv,
26 11— A A2=Xx-6) 0 M—-X-6 0

A8 0 —4\ vy (1 0
X—-2-6 0 0 M2—)X—6
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r 1 0 ixrxrt [0 4

D()\) = Ui(A - AE)VV,, D()) = Ui(B - AE)V{ V5 V5,
Odtud B — AE = U(A\)(A — AE)V, U(\) = U7'U;, V(A) = V Vo (VI VEVE) !

U(
(i 5A—23 ) - (534 g) AT (—2%/4 (1)>
i5 —4) ~\ - A —_211/4 —4
( A4 42) 04) <§/4 8) +< # 0)
( 23/4 1) <_22'0 If) (594 8) - (_84 (1)>
R, = —_211/42 —04)+<—§4 8) <_2150 Il4) - <_12/4 (1)>
s /

Matice Ri, Ry realizuji moznou podobnostni transformaci mezi maticemi A a B.
Podobnostni transformace neni urcena jednoznac¢né. Jinou meZnost predstavuji také

napiiklad matice
(1 -1 r (31
m=(l5) me()

| I

Cviceni 3.1

(1) Ur&ete charakteristické kofeny matic A~', A%, f(A) , kde f(z) je polynom stupné m,
jsou-li dany charakteristické kofeny matice A tadu n.

Vysledek: Jsou-li \j,...,\, charakteristické kofeny matice A vcéetné nasobnosti, jsou
Ao A b resp. A2 L A2 resp. f(\1),-- -, f(\,) charakteristické kofeny matice A~!

1

resp. A? resp. f(A), véetnd ndsobnosti.

3.2 Jordaniiv normalni tvar matice

V tivahach o podobnych maticich se nyni naskyta pfirozena otazka, zda také tiida podob-
nych matic je charakterizovana néjakym zvlasté jednoduchym reprezentantem, podobné
jako jsou ekvivalentni A-matice zastoupeny kanonickym tvarem. Ukazuje se, ze nad C
takovy reprezentant vzdy existuje. Neni obecné diagondlni, mé vSak specialni tvar tzv.
Jordanovy matice, jejiz nenulové prvky jsou rozlozeny v blocich podél hlavni diagonély,
ostatni prvky jsou nulové. Zavedeme nejprve pojem Jordanovy matice.

Jordanovou submatici J; fadu k; prislusnou ¢islu \; € R resp. C rozumime matici
tvaru

A1 0

—_



Kapitola 3. Jordaniv normalni tvar matice 51

Jordanova matice J je tvorena Jordanovymi submaticemi rozlozenymi podél hlavni di-
agonaly, ostatni prvky jsou nulové.

J = . i ,b k1++ks=n
0 Js

Necht A je ¢tvercova matice fadu n nad R nebo C, Jordanovu matici J nazveme Jordano-
vym normdalnim tvarem ¢iselné matice A, jsou-li matice A a J podobné. Podle zdkladni
véty o podobnosti matic to znamend, ze matice A — A\E a J — AE jsou ekvivalentni, maji
tedy stejny kanonicky tvar. Zabyvejme se proto kanonickym tvarem Jordanovy matice.
Necht nejprve J; je jedna ze submatic, tvoricich Jordanovu matici. Pak

Vzhledem k tomu, Ze det(J; — AE) = (\; — A)* a algebraicky doplnék prvku leZiciho
v poslednim fadku a prvém sloupci je (—1)"*!, miizeme snadno uréit nejvétsi spolecné
délitele minort vSech fadi a tedy i invariantni faktory, vytvarejici kanonicky tvar matice
Ji — ME: dl()\) = ...= dki—l(/\) = 1, dki()\) = ()\z — )\)ki, 61()\) = ... = 6]%_1()\) = 1,
e (A) = (N = A)*

Elementarni apravy charakteristické matice Jordanovy matice lze provadét tak, aby
postupné vSechny submatice J; — AE piesly na kanonicky tvar. Ozna¢me A ..., A\, na-
vzajem ruzné diagondlni prvky matice J, jimz piislusi jednotlivé submatice. Pocty Jor-
danovych submatic pfislusnych éislim A;, ¢ € {1,...,7} oznatme ¢, ..., ¢,. Indexovani
hodnot );, i € {1,...,7} miZe byt zvoleno tak, aby ¢; > ... > ¢.. Rady submatic
piislusnych ¢islu A\; oznacme kj, .. ., kiq, pfiCemz lze opét volit k;; > ... > k;,. Ziejmé
plati > k;; = n, symbol > znad¢i soucet pres indexy j € {1,...,¢;} ai e {1,...,7}.
Matice J — AE tedy ziska elementarnimi Gpravami, pii nichz vSechny submatice prejdou
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na kanonicky tvar, nasledujici podobu:
(1 )

(A — Ak

(A= A2

1

\ 0

Z tohoto tvaru matice J — AE uz snadno uré¢ime invariantni faktory:
en(A) = (A= AP (A = X)L (A= Ayr)fm

en1(A) = (A= AP (A = Ao)F2 L (A = Ayr)fr

(A= X)F ]

enjr1(A) = (A= AR (A= Ap)F (A — Ayr)Fei

Pokud jiz je v nékterém z Ciniteld j > ¢;, klademe k;; = 0

T

en—j-f—l()‘) = H()‘ - )‘i)kija .7 € {17 SRR n} (31)
i=1
Vyrazy (A—A1)f9, ..., (A= \,)¥ se nazyvaji elementarnimi déliteli polynomu e, 41 ().

Pro zadanou Jordanovu matici J tedy miizeme okamzité psat invariantni faktory jeji
charakteristické matice, aniz bychom provadéli elementarni iipravy.

Priklad 2: Pro zadanou Jordanovu matici uré¢ime kanonicky tvar jeji matice charakte-

ristické.
(

S OO W
O O W
O W= O

w = o o

S =

—_

S O W

S W

W = O

)
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M=3, =3k =4ko=3kz=1
Ao=1,q0=2kyy =2,k = 1.

Elementarni délitelé:
(A=3)*" (A=3)* (A-3)
A=1? (A-1)

Invariantni faktory:

er(\) = ... = es(\) = 1,e0()) = (A — 3), e10(A) = (A=)*(A = 1)

erl(\) = (A =3)* (A = 1)

! \

1

(A=3)
(A=3P(A-1)
\ (A=3)*(A - 1)?)

Priklad 3: Je-li zadan kanonicky tvar charakteristické matice J — AE, snadno urc¢ime

prislusnou matici Jordanovu:

(! )

1
(A—2)
(A—2)(A = 5)°
\ (A —2)*(\ = 5)2)

Elementarni délitelé:

A=-27 (A-2) (A-2)
(A=5)? (A=5)°

Odtud je zfejmé, Ze odpovidajici Jordanova matice J obsahuje tfi submatice prislusné
¢islu Ay = 2, z nichz jedna je tfetiho a dvé prvého rfadu, a dvé submatice druhého radu

prislusné cislu Ay = 5, tj.

oo
O N =
N = O
— ot
Tl
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Poznamka: Je ziejmé, ze zadanim invariantnich faktor matice J — AE jsou urceny
jednoznacné pocty a rady jednotlivych submatic matice J, nikoliv v8ak jejich poradi pti
usporadani podél hlavni diagonaly. Tato nejednoznacnost vSak neni podstatna, nebol
Jordanovy matice, které se navzajem lisi pouze usporddanim submatic podél hlavni
diagonaly, jsou podobné (jejich charakteristické matice maji stejny kanonicky tvar).
Plati pochopitelné i obracené tvrzeni, tj. Ze podobné Jordanovy matice se lisi nejvyse
usporadanim submatic podél hlavni diagonaly. Z uvedenych tavah vyplyva, ze diagonalni
matice jsou podobné pravé tehdy, lisi-li se nejvySe usporddanim prvkid v diagondle.
Kazda diagonalni matice je totiz Jordanovou matici tvofenou submaticemi prvého radu.

Zbyva jesté vyreSit otazku existence Jordanovy matice podobné zadané matici A nad
R resp. C, tj. otdzku preveditelnosti (redukovatelnosti) matice A na Jordantiv normalni
tvar. Odpovéd vyplyva z predchéazejicich ivah o kanonickém tvaru Jordanovych matic:

Véta 3.3. Matice A nad R resp. C muze byt prevedena podobnostni transformaci na
Jordanidv normalni tvar prave tehdy, kdyzZ vsechny jeji charakteristické koreny jsou prvky
R resp. C.

Diikaz: Necht P predstavuje oznaceni pro R nebo C.

(i) Pfedpokladejme nejprve, Ze ¢tvercova matice A nad P je podobna néjaké Jordanové
matici J, definované pochopitelné rovnéz nad P. Charakteristickymi kofeny matice jsou
jeji diagondlni prvky, které také nalezeji P. Podobné matice vSak maji podle véty 1.16
stejny soubor charakteristickych kofenti. Charakteristické kofeny matice A jsou tedy
prvky pole P.

(ii) V druhé ¢asti dikazu vyjdéme naopak z predpokladu, 7e matice A, definovana nad
P, mé charakteristické kofeny rovnéz z P. Ozna¢me D()\) kanonicky tvar matice A — AE.
VSechny invariantni faktory matice A — AE jsou nad PP rozlozitelné na kofenové Cinitele,
tj.

T

6n_j_|_1()\) = H()\ — )\i)kij, )\z el
i=1
D()) je tedy soucasné kanonickym tvarem charakteristické matice J—\E jisté Jordanovy
matice J, ktera je podle zakladni véty o podobnosti matic podobna vychozi matici A
aje urcena jednoznac¢né az na usporadani Jordanovych submatic podél hlavni diagonaly.

¢

Z tvrzeni 1,18 je ziejmé, ze matici A s prvky z pole C lze vzidy redukovat na Jordaniv
normalni tvar.

Velmi jednoduchym, avSak v praktickych piikladech dilezitym, disledkem véty 1.18
je jeji specialni pripad, tykajici se redukce matice A na diagondlni tvar:

Véta 3.4. Matici A Tadu n s prvky z pole R resp. C lze podobnostni transformaci
prevést na diagondlni tvar prave tehdy, kdyzZ véechny koveny posledniho invariantniho
faktoru e, (N) jeji charakteristické matice jsou jednondsobné a jsou prvky pole R resp.

C.



Kapitola 3. Jordaniiv normélni tvar matice 55

Dukaz: Dikaz tohoto tvrzeni dostdvame jako samoziejmy disledek ptredchéazejicich
uvah, uvédomime-li si, ze diagonalni matice je specidlnim piipadem matice Jordanovy,
jejiz vSechny submatice jsou pouze prvého radu.

¢

0 moznosti pfevodu dané matice A na diagondalni tvar podobnostni transformaci
tedy rozhoduji invariantni faktory charakteristické matice. Bylo by vSak jisté uzitecné
mit k dispozici kritérium, které by umoznilo rozpoznat diagonalizovatelnou matici bez
nutnosti vypoctu invariantnich faktora jeji cherakteristické matice, tj. pouze na zakladé
vlastnosti matice, A samotné. Takové kritérium miizeme formulovat tehdy, omezime-li
t¥idu pripustnych podobnostnich transformaci pouze na transformace s unitarni matici

Q.

Véta 3.5. Matice A 7ddu n nad C muze byt prevedena na diagondlni tvar podobnostni
transformaci s unitdrni matici prdva tehdy, plati-li AAT* = AT*A.

Pozniamka: Matice A s vlastnosti AAT* = AT*A se nazyva normalni matice.

Dukaz: Provedme nejprve nékolik pfipravnych tvah. Matice A je zadana nad C, proto
ji 1ze podle véty 1.18 redukovat na Jordaniv norméalni tvar podobnostni transformaci;
J = QAQ !. Jordantiv tvar je aZ na uspoiddani submatic uréen jednozna¢né, zatimco
podobnostnich transformaci mize byt obecné cela mnozina. Predpokladejme, zZe néktera
z podobnostnich transformaci je reprezentovana unitirni matici U, tj. UT* = UL
Pocitejme rozdil

JJT — 33 = UAU {(UAU YT — (UAU )YT"UAU ' = U(AAT = AT*A)U!

Je vidét, ze v pripadé normalni matice A je také jejim Jordanovym tvarem normaélni
matice a naopak. Zbyva tedy dokézat, ze Jordanova matice je normalni pravé tehdy,
jsou-li jeji submatice prvého radu. Predpokladejme, 7e Jordanova matice je tvofena
submaticemi Jq,...,J, a ozna¢me H = JJT* — JT*J. Pak

(JlJlT* _ JIT*JI

JstT* _ JST*JS>

a H = 0 pravé tehdy, kdyz J;J;T* — J,T*J; pro k € {1,...,s}. Je-li J;, prvého iadu,
pak zfejmé Jj, = (\g) a JpJ,™* — I, T*J;, = 0. Pro vyssi ¥ad dostdvame

( MAL+T X \
30T e ML X |
\ AN
( N A
3T, e NN +1OA; |
\ ANt
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7 vypoctu vyplyva, ze
I =3T3, =0 M — Mo

Tato rovnost vSak nenastane pro zadnou hodnotu A;. Jordanova submatice Jj je tedy
normalni matici pravé tehdy, kdyz je prvého radu.

¢

Stranou prozatim ponechavame problém vymezeni tiidy podobnostnich transfor-
maci, které prevadéji danou matici A na jeji Jordaniv normalni tvar. K této otazce
se vratime v kapitole 4., v nizZ pojem podobnostni transformace matic ziskd velmi na-
zorny geometricky vyznam.

Cviceni 3.2

Prevedte charakteristickou matici Jordanovy submatice na kanonicky tvar pomoci ele-
mentarnich tprav.

Ukazte, ze kanonickym tvarem matice A()) druhého Fadu, pro niz ai(\) = ¢1(N),
az(A) = do(N), a2(N) = ai(A) = 0, kde ¢1()) a @do()\) jsou nesoudélné polynomy, je
matice D(\), pro niz diagD(A) = [1, ¢1(A)¢2(A)]. Jak bude vypadat kanonicky tvar,
je-1i nejvétsim spoleénym délitelem polynomti ¢q(A) a ¢o(A) polynom d(\)?

Navod: Vypoctéte nejvétsi spolecné délitele minort prvého i druhého fadu a pomoci
nich urcete invariantni faktory.

Urcete Jordantiv norméalni tvar nésledujicich matic:

12 3 4 ~16 —17 87 —108 3 -10 0 7 1 -1 1
0123 8 9 —42 54 1 1 0 0 1 9 -1 1
0012|'|-3 -3 16 -18|'[{o 0 3 -1|"l1 -1 9 =1
000 1 -1 -1 6 -8 00 1 1 1 -1 1 7
1 1 1 8 30 -—14 4 5 -2 3 7 -3

-5 21 17 |,l-6 =19 9 |, [-2 —2 1|.,[-2 -5 2],

6 —26 —21 -6 —23 11 -1 -1 1 —4 —-10 3

1 1 -1 —4 2 10 13 16 16 0 3

2
-3 -3 3|,(-43 7),|l-5 -7 -6],[-1 8
2 2 2 41 7
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Vysledek:
1 100 110 0 21 00 8 00O
0110 010 O 0200 0 8 0O
Ooo011)’tboor O}’ftoo 2 11’10 0 8 1}”
00 01 0 00 -2 000 2 0 00 8
-1 0 0 010 1 10 1 0 0
o 0o1),{oo 1), (o1 1), [oi o],
0 0O 0 00 0 01 0 0 -1
010 2 10 -3 00 -1 1 0
ooofl,[o21],[o 11],[0 =11
00O 00 2 0 01 0 0 0
(4) Necht Ay, ..., A, jsou charakteristické kofeny matice A s ndsobnostmi ki, ..., k., Do-
kaZte, ze matice A*¥ ma pravé charakteristické kofeny A%, ...  A\* s ndsobnostmi rovnéz
ki,... k.

Navod: Nejprve dokazte, ze matice A* je podobna matici J* kde J je Jordantiv nor-
malni tvar matice A. PH{mym vypoétem ukazte, Ze J* je horni trojihelnikovd matice a
urcete tvar prvki v jeji diagonale. Nakonec zapiste chatakteriaticky polynom matice J*
jako soudin prvkit v diagonale matice J*. Z jeho tvaru jiz vyplyva zaddany vysledek.
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Kapitola 4

Zakladni algebraické struktury

Algebraicka struktura vznikd na dané (tzv. nosné) mnoziné definovanim urcitych
operaci s vhodné zvolenymi vlastnostmi, které umoznuji s prvky nosné mnoziny
jistym zptsobem ”pocitat”. Linearni a multilinedrni algebra jsou algebraické disci-
pliny, které pracuji jako s naprosto zakladni algebraickou strukturou s vektorovym
prostorem. V této kapitole budeme tuvahy tykajici se zdkladnich algebraickych
struktur provadét jako tvahy pripravné, potiebné pro vybudovani pojmu vekto-
rového prostoru.

99
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4.1 Grupy, izomorfismy grup

Necht G # ) je mnozina (tzv. nosnd mnozina) a o zobrazeni
GxG>la,b) —aob=ced

zvané kompozice (skldddni) s nasledujicimi vlastnostmi: Pro libovolné prvky a,b,c € G
plati

(i) (aob)oc=ao(boc) asociativita
(ii) rovnice a oz = b mé pravé jedno feSeni z, (4.1)

(iii) rovnice a oy = b ma pravé jedno FeSeni y.

Mnozina G s takto definovanou operaci skladani se nazyva grupou. Znacime ji (G, o).
Grupa se nazyva komutativni neboli abelovska, plati-li pro vSechna a,b € G vztah
aob=boa.

Z definice grupy vyplyvaji dalsi vlastnosti (iloha (1) Cviceni 2.1):

(iv) Existuje jednozna¢né prvek e € G takovy, Ze pro kazdé a € G je aoce = eoa = a.

(v) Ke kazdému prvku a € G existuje pravé jeden prvek a=! € G, pro ktery je aoa™! =

altoa=e.

Prvek e nazyvame jednotkou nebo neutrdlnim prvkem grupy, a ! je tzv. inverzni
prvek k prvku a. Misto operace skladani pouzivame nékdy tzv. operace sc¢itani s tymiz
vlastnostmi (i) az (iii) a hovofime pak o aditivni grupé nebo modulu (G, +). Ptikladem
miize byt mnozina celych ¢isel s operaci s¢itani ¢isel. Neutralni prvek aditivni grupy
nazyvame prvkem nulovym (znacime o, plati a + 0 = 0o+ a = a), inverzni prvek k prvku
a zna¢ime —a a nazyvame prvkem opacénym k prvku a (a + (—a) = (—a) + a = o,
znadime a — a = 0).

Necht H C G. H se nazyva podgrupou grupy G, jestlize je (H,o) grupou. Aby
podmnozina H C G grupy G byla jeji podgrupou, je nutné a staci: H # () a plati

(i) pro libovolné prvky a,b € H jeaob € H,
(i) pro kazdy prvek a € H jea™' € H.

Kazda grupa ma tzv. dvé trividlni podgrupy, G C G, {e} C G. Necht H C G je
podgrupa, a € G pevné zvoleny prvek. Pak mnoZina aH = {b = aoh | h € H},
resp. Ho = {¢ = hoa | h € H} se nazyva levou, resp. pravou vedlejsi t¥idou grupy
G podle podgrupy H. Je-li a € H, pak zfejmé aH = Ha = H. Levé (resp. pravé)
vedlejsi tiidy jsou po dvou disjunktni, kazdy prvek grupy G nélezi pravé jedné levé,
resp. pravé vedlejsi t¥idé. Levé resp. pravé t¥idy tvoii tedy rozklad grupy G. Levé (pravé)
N = j.n, kde N je pocet prvki podgrupy H, j je tzv. index podgrupy H v G, n je
pocet prvki pogrupy H. Obsahem Lagrangeova teorému je skutec¢nost, ze pocet prvki
konecné grupy je délitelny poc¢tem prvki jeji libovolné podgrupy. Index podgrupy je
roven poctu vedlejsich tiid. Jestlize pro levou a pravou vedlejsi t¥idu obsahujici prvek
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a € G plati aH = Ha pro libovolné a € G, nazyva se H norméalni délitel nebo invarianti
podgrupa grupy G. V abelovské grupé je kazda podgrupa norméalnim délitelem.
Necht F, G jsou grupy. Zobrazeni

p:Fa3f—0(f)=9€C

se nazyva homomorfni, jestlize pro libovolné prvky fi, fo € F plati ¢(f10 fa) = ¢(f1) o
¢ (f2). Homomorfni zobrazeni se také nazyvd homomorfismem. Je-li ¢ navic prosté a
na, jednd se o tzv. izomosfismus grup F,G. Je zfejmé, ze mohutnost izomorfnich grup
je stejna. Pro kazdé homomorfni zobrazeni plati p(e) = €', kde e € F, ¢ € G jsou
neutralni prvky. Necht ¢ : F' — G je homomorfni zobrazeni. Pak podmnozina H C F,
H ={a€ F| y(a) =€} je podgrupa v F a nazyva se jadro zobrazeni ¢. Podmnozina
KCG K={beG|Jda€eF, b=p(a)} je podgrupou v G a nazyva se oborem hodnot
zobrazeni.

Piiklad 1: Necht 9 je mnozina vSech transformaci {a, @} trojrozmérného euklidovského
prostoru R? sestavajicich z rotace a vlastni nebo nevlastni, reprezentované matici A
tfetiho Fadu, a translace o vektor @. (Transformaci {a, @} rozumime zobrazeni, pfifazujici
vektoru 7 = (z,y, z) € R® vektor 7 = {a,d} F=ar+7 € R, (2',¢,2') = (x,y,2)A +
(Ug, Uy, u,). Slozenim transformaci {a, @}, {b, ¥} rozumime jejich postupnou aplikaci:

({b, 7} o {a, @) = {b, T}(aF + @) = (ba)7 + bil + ¥
(.T”, yI/’ y”) = (.T, Y, Z)AB = (U’IJ uy7 uz)B + (vma Uya Uz)

Mnozina (19, o) je grupou. Uréete jeji neutralni prvek a k libovolnému prvku {a, @} prvek
inverzni.

Piiklad 2: Ozna¢me Oy mnoZinu vSech transformaci typu {a, i}, které prevadéji krychli
do tzv. ekvivalentni polohy (tj. polohy nerozliSitelné od piivodni). Skladéni transformaci
definujeme stejné jako v piikladu 1. (Op, o) je podgrupou grupy (v, o).

Cviceni 4.1

Dokazte, 7e z axiomu (i) az (iii), definujicich grupu, vyplyvaji vlastnosti (iv) a (v).
Ukazte, ze naopak z (i), (iv) a (v) plyne (ii) a (iii).

Navod: Pro dtikaz vlastnosti (iv) pfedpokladejte, ze aoe = a, boe’ = b (existence prvki
e, €' i jejich jednoznacnost vyplyva z (ii)). Dokazte, Ze e = €'. Vlastnost (v) dokéazete,
aplikujete-li axiomy (ii), (iii) na rovnice aoxz =e, yoa =e.

Ozna¢me Z, mnozinu vSech permutaci ¢isel 1, ...,n a [i1, ...,14,| obecné zvolenou per-
mutaci. SloZeni permutaci definujeme v souhlasu s odstavcem 1.3, tj. [k1, ..., ky][i1, - ., in] =
[ki1, - -, kin]- Dokazte, ze (X,,0) je grupa.

Navod: Provéite axiom (i) a vlastnosti (iv),(v). Jaky tvar md prvek e a prvek [iy, ..., 7,] '?
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Dokazte, ze kazdé dvé levé (pravé) vedlejsi tf¥idy grupy G podle podgrupy H jsou dis-
junktni.

Navod: Zvolte pro a; # as, a1 # H prvek by € a1 H a prvek by € asH a predpokladejte,
ze by = by, tj. ayohy = agohy, kde hy, hy € H. Uzitim axiomu grupy ukazte, ze as € a1 H
a odtud a1 H = aoH.

Dokazte, ze jadro resp. obor hodnot homomorfni zobrazeni ¢ : FF — G je podgrupou
v F resp. v G.

Navod: Jadro resp. obor hodnot zobrazeni oznaéte H C F resp. K C G. Ukazte,
7e pro vSechny prvky hy,he € H je hy o hy € H (tj. ¢(hy o hy) = ¢€'), dale p(e) = ¢
a pro kazdy prvek h € H je o(h™!) = €, tj. h~! € H. Déle ukaZte, %e pro libovolné
ki.ky € K existuje prvek f € F tak, ze ¢(f) = kq o ko, tj. k1 0 ks € G. Pro libovolny
prvek k € K existuje f € F tak, ze o(f) = kL.

(a) Dokazte, ze mnoZina matic A = (a}), o} € R, typu m/n s operaci s¢itani defino-
vanou v odstavci 1.1 tvoii avelovskou grupu.

(b) Dokazte, ze mnozina regularnich matic fadu n s operaci nasobeni definovanou v od-
stavci 1.1 tvoii grupu.

Navod: Provéite vlastnosti (i), (iv), (v).

(a) Zjistéte, zda grupa (19, 0) z piikladu 1 je abelovska.
(b) Dokazte, 7e grupa (Op, o) z piikladu 2 je abelovska a je podgrupou grupy (99, 0).
Urcete konkrétni tvar vSech prvki grupy (Op, o).

Dokazte Langrangeiiv teorém.

vvvvv

struujte vzajemné jednoznacné zobrazeni téchto tiid. Z existence takového zobrazeni
vyplyva, ze levé tfidy maji stejnou mohutnost. Pro ditkaz Lagrangeova teorému pak
staci vzit v ivahu disjunktnost levych vedlejsich trid.

4.2 Okruhy a télesa

Mnozina G s operacemi + a o se nazyva okruh, jestlize plati

(i) (G,+) je abelovské grupa
(i) aob)oc=ao(boc) prolib. a,b,ce G (4.2)
(i) (b+c)oa=(boa)+ (coa) prolib. a,b,c € G
ao(b+c)=(aob)+ (aoc)prolib. a,b,c € G
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Vlastnost (iii) se nazyva distributivnim zdkonem. Je-li pro libovolné prvky a,b € G,
aob = boa, hovorime o komutativnim okruhu. Disledkem distributivniho zédkona je
vztah

(a1+a2+ "'+ak)0(b1+bg+ "'+bl)=a10b1+ ---+alobl+a20b1+---+ak0bl

Déle plati a o 0 = 00 a = o. Jestlize pro prvky a # o, b # o plati a o b = 0, nazyvame
prvek a levym délitelem nuly a prvek b pravym délitelem nuly.

Existuje-li prvek e € G tak, ze pro libovolné a € G plati eoa = aoe = a, nazyvame G
okruhem s jednotkou (e je jednotka okruhu a ¢asto se ozna¢uje symbolem 1). Prvek aoG
nazveme regularnim (téZ invertibilnim), jestliZe existuje a=! € G tak, e aoa™' =a~to
a = 1. Prvek a™! je urfen jednozna¢né. Okruh G = {0} se nazyva trividlni. Netrividlni
komutativni okruh s jednotkou, ktery nema délitele nuly, tj. v némz z rovnosti aob = o
vyplyvd @ = o nebo b = o0, nazyvame oborem integrity. Typickymi piiklady obort
integrity jsou: mnozina celych ¢isel s operacemi s¢itani a nadsobeni, mnozina racionalnich
¢isel s tymiz operacemi. Piikladem okruhu s déliteli nuly je mnozina spojitych funkci
na intervalu [-1,1] s operacemi s¢itani a nasobeni funkci. (Napiiklad pro f = f(z) =
maz(0,x), g = g(x) = maz(0,—x) je f.g=0,ale f #0, g #0.)

Netrivialni komutativni okruh s jednotkou, jehoz kazdy nenulovy prvek je regularni,
nazyvame télesem, pripadné polem. V dal§im textu budeme uzivat nazvu pole.

Necht F,G jsou okruhy. Zobrazeni ¢ : FF 5 f — g = ¢(f) € G se nazyvd homo-
morfni (téZ homomorfismus), plati-li pro libovolné prvky fi, fo € F vztahy ¢(f1 + f2) =
o(f1) + ©(f2), ©(fi o fa) = ©(f1) o ¢(f2). Prosty homomorfismus na se nazyva izomor-
fismem. Okruhy F, G, pro které existuje izomorfismus F' <+ G, nazyvame izomorfnimi.

Piiklad 3: Okruh zbytkovych t¥id modulo n. Ozna¢me (Z, 4+, -) mnoZinu vSech celych
¢isel spolu s operacemi séitani a nasobeni. Cisla 21, 2, nazveme ekvivalentnimi, je-li
zbytek po jejich déleni prirozenym ¢islem n tentyz. Takto definovana relace je ekvivalenci
na Z a definuje na Z rozklad na n disjunktnich t¥id Zy, Z1, ..., Z,_1. Tiida Z; zahrnuje
prvky, jejichz zbytek po déleni ¢islem n je roven i. Oznalme o(n) = {Zy,...,Z,_1} a
definujme operace + a - na mnoziné o(n) takto: Necht z; € Z;, 2o € Z; jsou libovolné
zvolené prvky. Pak z; = p1.n+i, 20 = po.n+j, 21+20 = (p1+p2).n+(i+j5). Proi+j <n
jez1+20 € Ziyj,proi+j > nje 21 + 22 € Ziyj_n. Pro libovolné prvky z; € Z;, 2 € Z;
nalezi tedy z1 + 2o vzdy téze t¥idé Zy. Oznatme Zy = Z; + Z;, i,j,k € {0,1,...,n—1}.
Podobné z;.zo = n.(p1.pe.n + p1.j + p2.i) + i.j. Oznaéme Z; t¥idu, jiz nalezi soudin i.j a
definujme Z;.Z; = Z;. Mnozina (o(n), +, -) je okruhem, zvanym okruh zbytkovych tiid
modulo n.

Piiklad 4: Funkci P :R> 2z — P(z) € R

P(r) = 0pa™ + apo1a™ P+ Fanr + o
kde ag,...,a, € R, @, # 0, nazyvame polynomem (mnohoclenem) n-tého stupné pro-
ménné x € R s redlnymi koeficienty. Soucet a soucin polynomi P, definujeme jako

soucet a soucin funkci P(z), Q(x) obvyklym zptsobem. Mnozina R[z] polynomi reilné
proménné s realnymi koeficienty s operacemi sou¢tu a sou¢inu polynomu je okruhem.
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Cviceni 4.2

Necht (G, +, o) je okruh, v némz existuje prvek e a prvek e’ tak, Ze pro libovolné a € G
plati eoa = a, ao € = a. Prvky e, ¢ se nazyvaji levou resp. pravou jednotkou okruhu.
Dokaite, 7e e = €'.

Navod: Rovnosti e oa = a resp. a o e’ = a aplikujte na piipad a = €’ resp. a = e.

Necht a € G je regularni prvek okruhu s jednotkou. DokaZte, Ze inverzni prvek a1,

definovany rovnostmi aoa ' = a ! oa = e, je uréen jednoznac¢né.

1 1 -1

Névod: Z rovnosti aoaj' = aj'oa =e, aoa,' = a,' oa = e dokaZte rovnost
a,;' = a,'. Zapiste napiiklad a; ' ve tvaru a; ' = a,;'oe=a;' o (aoa,') a upravujte.

Necht (G, +,0) je okruh s jednotkou, v némz k prvku a € G existuje tzv. levy inverzni
prvek b s vlastnosti boa = e a pravy inverzni prvek ¢ s vlastnosti a o ¢ = e. Dokazte, ze
b=c.

Navod: ZapiSte b ve tvaru b=boe =bo (aoc) a upravujte.

Necht (G, +,0) je téleso. Dokaite:
(a) Rovnice aoz =b, yoa = b maji pravé jedno feSeni z,y.

(b) Pro F ={a € G| a# o} je (F,o) grupou.

Navod: V piipadé (a) vyjadfete z a y explicitné pomoci inverzniho prvku k prvku a.
V piipadé (b) provéite axiomy grupy (i) az (iii) resp. vlastnosti (i), (iv), (v).

Necht (F,+,0), (G,+,0) jsou okruhy a ¢ : FF — G homomorfni zobrazeni. UkaZte, Ze
mnozina ¢(F) = {g € G| 3f € F : ¢(f) = g} C G s operacemi + a o definovanymi
na G je okruhem.

Néavod: Provéite axiomy okruhu pro mnozinu ¢(F).

Necht (A, +,0) je mnozina ¢tvercovych matic ¥ddu n s operacemi s¢itani a nasobeni
matic. Zjistéte, zda tato struktura je okruhem a urcete dalsi vlastnosti.

Vysledek: (A,+,0) je okruh s jednotkou, jednotkou je matice E. Reguldrnimi prvky
jsou regularni matice (matice s nenulovym determinantem). Okruh je nekomutativni a
mé délitele nuly.

Necht ¢ : ' — G je homomorfni zobrazeni okruhii. Dokazte

(a) p(or) = og, kde oF resp. og je nulovy prvek okruhu F resp. G.
(b) Pro kazdé a € F je ¢(—a) = —¢(a).
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(¢) Je-li F okruhem s jednotkou, pak také G je okruhem s jednotkou a plati p(er) = eg.
(d) Pro reguldrni prvky a z okruhu F jsou i prvky ¢(a) regularni a plati p(a™') =

((a))~".

Néavod: Rovnost (a) vyplyva z rovnosti p(a) = ¢(a + or), vlastnosti homomorfniho
zobrazeni a grupového axiomu (b) vzhledem k operaci séitani. Pro dikaz vlastnosti
(ii) vyuzijte zfejmé rovnosti ¢(—a) = ¢(or — a), vlastnosti homomorfniho zobrazeni a
ptredchozi vlastnosti (a). Vlastnost (c¢) vyplyva z rovnosti ¢(a) = p(aoer) = ¢(er o a)
vlastnosti homomorfniho zobrazeni a definice jednotky. Pro diikaz (d) vyuZijte vztaht
o(er) = eg, vler) = plaoca™) = p(a™" o a) a vlastnosti homomorfniho zobrazeni.

Dokazte, Ze mnozina (o(,), +, o) zbytkovych t¥id modulo n (viz piiklad 3) je komutativ-
nim okruhem s jednotkou, ktery ma délitele nuly. Urcete nulovy prvek, jednotku, opacny
prvek k prvku Z;, charakterizujte reguldrni prvky a prvky k nim inverzni.

Navod a vysledky: Provéite axiomy okruhu na zdkladé vlastnosti operaci + a o
definovanych v ptikladu 3 pro zbytkové tiidy modulo n. Plati Zy = o, Zy = ¢, —Z; =
Zn_i, regularnimi jsou prvky Z;, pro néz existuje k € {0,1,...,n — 1} tak, ze i.k = p.n,
p=0,1,2,.... Pak Z, = Z; .

Dokazte, ze mnozina R[z] polynomi jedné reilné proménné s redlnymi koeficienty (viz
ptiklad 4) s operacemi s¢itani a nésobeni polynomi je komutativnim okruhem s jednot-
kou. Charakterizujte regularni prvky.

Navod: Provérte axiomy okruhu.

4.3 Vektorové prostory, izomorfismus
vektorovych prostort

Necht P je pole. Jeho prvky «, 3,7, ... € P budeme nazyvat skalary. Necht dale (V,+)
je modul (aditivni abelovska grupa), jeho prvky a,b, ... budeme nazyvat vektory. De-
finujme zobrazeni zvané nasobeni vektoru skalarem

VxP>3[a,a] —aa eV

vlastnostmi
(i) (e+b)a=aa+ b linearita vzhledem ke skaldrnimu éiniteli
(i) a(a+B) =aa+af linearita vzhledem k vektorovému ciniteli
(iii) a(ap) = (aa)p asociativita (4.3)
iv) a'=a (1 je jednotka télesa IP)

Modul (V,+) s operaci nasobeni skaldrem, vyhovujici vztahiim (2.3), nazyvame pra-
vym vektorovym prostorem nad polem P neboli pravym P — vektorovym prostorem.
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Zcela analogicky lze definovat levy P — vektorovy prostor. Vzhledem ke komutativnosti
operace o pole P klademe aav = aa a hovofime o vektorovém prostoru nad polem P.
V dalsim se budeme zabyvat vyhradné timto pfipadem a navic budeme klast P = R
nebo P = C. Pouzivat budeme zapisu aa, obvyklého pro levy P — vektorovy prostor.
Z vlastnosti vektorového prostoru vyplyva

k k L I
azaizzaai; (Zaj)azz%a; ala—b) =aa—ab; 0a=o0 (4.4)
i=1 i=1 j=1 =1

kde 0 je nulovy prvek pole P, o je nulovy prvek vektorového prostoru V.

Necht V a W jsou vektorové prostory nad polem P. Rikdme, Ze zobrazeni ¢ : V— W
je homomorfni nebo téz linearni, plati-li pro libovolné vektory a,b € V a libovolny skalar
aclP

pla+0b) =yp(a) +¢b)  ¢laa) = ayp(a) (4.5)
O homomorfnim zobrazeni ¢ hovoirime také casto jako o tzv. homomorfismu, prosty

homomorfismus na je izomorfismem. Podrobné se budeme vlastnostmi homomorfnich
zobrazeni vektorovych prostorii zabyvat v kapitole 4.

Piiklad 5: Necht P = R, (V, +) je mnoZina matic typu m/n, A = (arz’), ag € R, s operaci
s¢itani matic definovanou v odstavci 1.1. Podle vysledku tlohy (5) Cviéeni 2.1 je (V,+)
abelovskou grupou. Definujeme nésobeni matice skalarem rovnéz podle odstavce 1.1.
Vznikl4 algebraické struktura je vektorovym prostorem nad polem redlnych ¢isel. Zcela
analogicky definujeme vektorovy prostor matic typu m/n nad polem C.

Piiklad 6: Necht (F,+,-) je mnozina redlnych funkci jedné redlné proménné spojitych
na intervalu [0, 1] s operacemi s¢itani funkci a nasobeni funkce redlnym ¢islem, defino-
vanymi obvyklym zpisobem: (f + g)(z) = f(z) + g(z), (af)(z) = af(z) pro libovolné
f,g€ F, aeR z€|0,1]. Z algebraického hlediska je (F,+,-) vektorovym prostorem
nad R.

Necht V je vektorovy prostor nad polem P. Necht (a1, ..., ax) je kone¢ny systém vek-
tortl prostoru V. Vektor tvaru v'a; + ...+ v*ay, kde 7!,...,¥*¥ € P, se nazyva linearni
kombinaci vektorfi a1, ..., a; s koeficienty v', ..., *. Koneény systém (ay, ..., a;) vek-
tortl prostoru V se nazyva linedrné zavislym, jestlize existuji skalary ~*,...,~*, z nichz
alespon jeden je nenulovy, takové, Ze plati

Ylay+ -+ 7Fa, = 0.

V opa¢ném piipadé, tj. v p¥ipadé, Ze z rovnosti ’a; = 0 vyplyva 7' = 0 pro vSechna
i € {1,...,k}, hovofime o systému linedrné nezavislém. Necht V je vektorovy pro-
stor nad polem P. Predpoklddejme, Ze v prostoru V existuje kone¢ny systém vektortu
(é1,-..,€,) s vlastnostmi:

(i) systém (e, ..., e,) je linedrné nezavisly,
(ii) systém (eq, ..., ey, a) je linedrné zavisly pro libovolny vektor a € V, a # 0.
(e1,--.,e,) se nazyvd maximélnim linedrné nezavislym systémem vektort, nebo téz

bazi vektorového prostoru V. Vektorovy prostor V se nazyva prostorem kone¢né dimenze.
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V odstavci 4.1, v némz se budeme problematikou bazi podrobnéji zabyvat, uvidime, ze
vSechny baze v prostoru kone¢né dimenze maji stejny pocet prvki, ktery definuje tzv.
dimenzi (rozmér) vektorového prostoru V. Kazdy vektor a € V je pak linedrni kombinaci
baze, tj. napiiklad pro vektorovy prostor dimenze n je a = a'e;, o* € P jsou jednozna¢né
uréené slozky vektoru a v dané bazi (eq,...,e,).

Poznamka: Vektorovy prostor V = {0} ma nulovou dimenzi, nebot v ném neexistuje
béaze (zdivodnéte).

Poznamka: Vektorovy prostor V # {0}, v némz neexistuje koneény systém vektort
s vlastnostmi (i) a (ii), se nazyva prostorem nekone¢né dimenze.

Cviceni 4.3

Dokazte vztahy (2.4).
Navod: Vyuzijte vlastnosti operace nasobeni skaldrem.

Necht ¢ : V. — W je homomorfni zobrazeni vektorovych prostori V, W nad polem P.
Dokazte, ze p(0v) = Ow.

Navod: Vyuzijte rovnosti p(a) = ¢(a + Oy), vlastnosti homomorfniho zobrazeni a
grupovych vlastnosti vektorovych prostort.

Necht P je mnozina polynomt s redlnymi koeficienty jedné redlné proménné s obvyklou
operaci s¢itani polynomi. Nasobeni polynomu ¢islem definujeme rovnéz béznym zpiiso-
bem (pro P(z) = apx™ + ap_12™ 1+ -+ ap je aP(z) = aa,z™ + - - - + ap. Dokazte, Ze
‘P s operacemi s¢itani a nasobeni skalarem je vektorovym prostorem nad R.

Navod: Provéite axiomy vektorového prostoru.

Necht R* je mnozina uspofddanych n-tic redlnych ¢isel tvaru R* 5 a = (!, ..., a").

Definujme operace s¢itani n-tic a nasobeni n-tice redlnym ¢islem takto:
c=a+b=(a'+8...,a" + ") d=aa=(acd', ..., ac")

Dokazte, ze R" spolu s operacemi uvedenymi vyse je vektorovym prostorem nad R.
Navod: Provéite axiomy vektorového prostoru.

Necht P,, je mnozina polynomu jedné realné proménné s redlnymi koeficienty nizsiho
stupné nez n s operacemi s¢itani polynomi a nasobeni polynomu skalarem, definovanymi
v tloze (3). Dokazte, Ze P, je vektorovym prostorem nad R™ a je izomorfni s vektorovym
prostorem R" uspoiddanych n-tic (iloha (4)).
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Névod: Pro P(z) =P, je P(z) = ap_12™ ' + ... + ap. Polynom je tedy jednoznacné
uréen usporadanou n-tici (ay 1,04, 9, ..., 0p). Na zdkladé této skutecnosti definujte
prirozeny izomorfismus prostoru P, a R". Pokuste se najit jesté jiny izomorfismus.

Dokazte, ze kazdy vektorovy prostor V, dimenze n nad P je izomorfni s prostorem P"
uspofadanych n-tic tvaru (a',...,a") € Px...x P s operacemi s¢itdni n-tic a nasoben
n-tice skaldrem o € P (viz tloha (4)).

Navod: Zvolte bazi (ey,...,e,) ve V, a uvédomte si, ze kazdy vektor a € V,, je dan
jednozna¢nym rozkladem tvaru a = ole; + ...+ ae,, je tedy v dané bazi uréen n-tici

(a}, ..., a™). DokaZte, Ze zobrazeni

©:Vpoda— p(a)=(a',...,a") €P
je izomorfismus.

Necht E? je trojrozmérny euklidovsky prostor ve smyslu elementérni euklidovské geome-
trie, tj. prostor, v némz jsou definovany vzdalenosti a thly. Libovolny bod A je zadan
svymi soufadnicemi A = (z4,ya,24) ve zvolené afinni soustavé soutadnic (0;z,y, 2).
Uspotadanou dvojici bodt [A, B] nazveme vazanym vektorem. Vazany vektor je uréen
svou velikosti a orientovanou pfimkou AB (nositelkou). Soucet dvou vazanych vektort
a nasobek vektoru ¢islem definujeme obvyklym geometrickym zptisobem. Volnym vek-
torem [A, B] rozumime mnoZinu v8ech vazanych vektort stejné délky jako vektor [A, B|
a souhlasné kolinedrnich s vektorem [A, B]. Definujte soucet volnych vektorti a nasobek
volného vektoru ¢islem. Definujte nulovy vektor a volny vektor opa¢ny k danému vol-
nému vektoru. Ukazte, Ze mnozina V3 vSech volnych vektorl s operacemi souc¢tu vektort
a skalarniho nasobku vektoru je vektorovym prostorem nad R. Nechf a je volny vektor
definovany usporadanou dvojici [A, B]. Soufadnicemi vektoru a v dané afinni soustavé
soufadnic rozumime trojici ¢isel (xp — x4,y — Ya, 28 — 24). UrCete soufadnice souctu
¢ = a+ b a nasobku d = aa. Ukazte, Ze prostor volnych vektord je izomorfni s prosto-
rem R*® (viz tloha (4)). Uréete béazi ve V3 spojenou s afinni soufadnicovou soustavou

(02,9, 2).

Navod: K provéreni axiomu vektorového prostoru pro pfipad mnoziny volnych vektortu
s operacemi s¢itani vektort a nasobeni vektoru ¢islem definovanymi geometricky pouzijte
znalosti z oblasti euklidovské geometrie. Dale zvolte zobrazeni V3 — R?® piirozenym
zpusobem, ktery se nabizi na zakladé popisu vektoru pomoci jeho soutadnic a ukazte,
7e toto zobrazeni je izomorfismem. (Euklidovsky prostor E* oznacujeme také symbolem
R3.)



Kapitola 5

Soustavy linearnich rovnic

Rada tloh nejen z oblasti linedrni a multilinedrni algebry, ale i z jinych mate-
matickych, fyzikilnich nebo technickych oborti, vede k problému nalezeni vSech
feSeni soustavy k lineadrnich algebraickych rovnic o n neznamych. Timto problé-
mem se budeme nyni zabyvat. Uvahy budeme provadét nad polem realnych nebo
komplexnich ¢isel.

69
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5.1 Soustavy linearnich rovnic, ekvivalentni soustavy

Necht k,n jsou pfirozena ¢isla. Soustavou k linearnich algebraickych rovnic o n nezna-
mych rozumime soubor rovnic tvaru

atrt + adz? + ...+ otz = B!
2 .1 2.2 2. .n 2
ozt + asx® + ... + azx™ = (B
1. 2 n . (51)
okt + o + .+ ofan = pF

kde o, 37 € Pproi € {1,...,n}, j € {1,...,k}, (z) = (z',...,2") je soubor nezna-
mych, matice koeficienti

d @ - oal a af e oa |8

AT = - : BT = : sl
k ok k kK k k| gk

ap ag --r Gy ai az v Gy | f

piedstavuji tzv. matici soustavy a rozsifenou matici soustavy. (Matice BT je ziskdna
,Tozsifenim“ matice AT o sloupec pravych stran rovnic soustavy (8)* = (8',...,8")T.
Maticovy zapis rovnic 5.1 je nasledujici:

(z)A = (8) nebo a'ol =p (5.2)

1
kde leva strana je linedrni kombinaci fadkt (oy) = (of, ..., af
z'.

) matice A s koeficienty

Uspoiadana n-tice (x) = (x!, ..., x") € P x ... x P se nazyva reienim soustavy 5.1,
jsou-li po dosazeni x¢ = %, i € {1,...,n} splnény vSechny rovnice soustavy. Souberem
reseni soustavy rozumime mnozinu viech jejich feSeni. Soustava 5.1, pro kterou je 37 = 0
pro vSechna j € {1,...,k}, se nazyva homogenni, v opaéném piipadé nehomogenni.

Necht (z)A = (8), (x)A’ = (f') jsou dvé soustavy s neprazdnym souborem FeSeni
(tzv. Tesitelné soustavy). Rikdme, 7e tyto soustavy jsou ekvivalentni, maji-li stejny sou-
bor FeSeni (kazdé feSeni soustavy (z)A = (8) je i feSenim soustavy (z)A’ = (4') a
naopak). Prakticky problém nalezeni vSech feSeni dané soustavy se velmi ¢asto prevadi
na problém nalezeni vSech feSeni vhodné soustavy ekvivalentni, kterd miize mit mnohem

jednodussi tvar.

Priklad 1: Ekvivalentni soustavy musi mit pochopitelné stejny pocet neznamych, po-
¢tem rovnic se vSak mohou lisit. Napriklad soustavy

22t + 422 — 22° =

4+ 22— =1 a 2
422 + 822 — 423 = 4

jsou soustavami ekvivalentnimi.

Véta 5.1. Necht (z)A = (B), ()A’ = (B') jsou soustavy o n nezndmich s neprizdnym
souborem veseni. Jestlize existuje requldrni matice Q takovd, e B'T = QBT, kde BT a
B'T jsou rozsitené matice soustav, pak jsou soustavy ekvivalentns.
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Diikaz: Necht (x) je libovolné Fefeni soustavy (z)A = (B), tj. (x)A = (B). Pro li-
bovolnou matici Q pak plati (x)AQT = (8)QT. Je-li Q takova matice, pro kterou je
B'T = QBT podle predpokladu véty, je B' = BQT a tedy i A’ = AQT, (8') = (8)QT
a n-tice (x) je tedy feSeni soustavy (z)A’ = (5'). Necht naopak (x') je feSenim sou-
stavy (z)A’ = (B'). Pak (X')A’ = (8') a po vynésobeni{ matici QT zprava dosté-
viame (X )A'Q'T = (8)Q'T. Vzhledem k piedpokladu véty je B'T = QBT, t;.
B = (Q BT = B'Q!T. Odtud pak A = A'Q7'T a (8) = (8)Q7'T, takie n-
tice (') je FeSenim soustavy (z)A = (). Soustavy jsou tedy ekvivalentni.

¢
7 véty 5.1 vyplyvaji tyto dusledky:

(i) Nehct (z)A = (5), (x)A’" = (B') jsou Tesitelné soustavy. Necht jejich rozsifené
matice BT a B'T jsou ekvivalentni z hlediska definice v odstavci 1.2, tj. matice
B’ 1ze ziskat z matice B koneénym poc¢tem Fadkovych elementarnich tprav. Pak
soustavy (z)A = (8), (x)A’ = (') jsou ekvivalentni.

(ii) Kazda Fesitelna soustava je ekvivalentni alespon jedné soustavé s rozsifenou matici
ve schodovitém tvaru.

Cviceni 5.1

Dokazte disledky (i) a (ii) véty 5.1.

Navod: Vyuzijte skutecnosti, ze koneény pocet fadkovych elementarnich tprav ma-
tice lze realizovat vynasobenim matice zleva jistou regularni matici, ktera je souc¢inem
elementarnich matic (viz odstavec 1.2). Dale vyuzijte véty 1.3 a véty 5.1.

Necht (z)A = (B) je soustava n rovnic o n nezndmych, jajiz matice AT je regu-
larni.(Takova soustava se nazyva kramerovskd.) DokaZte, Ze tato soustava ma pravé
jedno TeSeni a Ze toto feSeni ma tvar

1
() = det A

(det B1, .. .,det Bn),

kde matice B;T vznikne nahrazenim sloupce (c;) v matici AT sloupcem pravych stran
soustavy ().

Navod: Z maticové rovnice (x)A = (8) vyjadiete matici (z) typu 1/n explicitné
vynasobenim matici A~! zprava. Déle vyuZijte vztahd 1.8 a 1.5.

Urcete teseni nasledujicich kramerovskych soustav:
(i) (i)
3zt + 222 + 23 =5 2l 4+ 322 — 23 =4

422 + bx® = 2zt + 22 =
! 4+ 322 =0 bt — 224223 =5

|
\V]

|
IS
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(iv)

(iii) Azt 4+ 22 — g3 = B
2+ 23 = B2

! + 322 = 4 1 2 3 3
ol L4 =0 2" + 3x° — 2x° = 8
-zt + 222 + 2 = « B =
(Oa 07 O)a (37 57 _1)7
(2,-10,24)
Vysledek: (i) (£, —§—3 ) (i ) (1,2,3) (iii) (Z2t8 otz Gals)

5.2 Frobeniova véta

Problém existence a jednoznacnosti feSeni soustavy linedrnich rovnic velmi tzce souvisi
s hodnosti matice a rozsifené matice soustavy.

Véta 5.2. Frobeniova véta. Soustava k rovnic o n neznamgch md reseni pravé tehdy,
je-li hodnost jeji matice AT rovna hodnosti matice rozsitené BT, tj. h(AT) = h(BT).

Diukaz: Z disledku (i) vét 1.4 a 1.5 vyplyva, Ze hodnost matice je rovna nejvyssimu
moZnému poétu jejich linedrné nezdvislych sloupct, tj. h(AT) = h(A), h(BT) = h(B).

(i) Predpokladejme, 7Ze soustava (z)A = () ma TeSeni, tj. Ze existuje n-tice (x) =
(x%, ..., x") takova, Ze plati (x)A = (). Posledni sloupec () rozsifené matice soustavy
je tedy linearni kombinaci sloupcti predchozich, koeficienty linearni kombinace jsou ¢isla
x'. Je proto zfejmé, ze h(AT) = h(BT).

(ii) Necht naopak plati h(AT) = h(B™), hodnost obou matic je tedy urfena nejvys-
§im poc¢tem linedrné nezévislych sloupcii matice AT. Posledni sloupec (8) matice BT
musi proto byt linedrni kombinaci sloupcit matice AT, tj. musi existovat ¢isla x?, ..., x"
tak, ze plati

X' (o) + X% (a2) + ..+ X" (an) = (B),

n-tice (x) = (x',...,x") je fesenim soustavy.

¢

Bezprostfednim diisledkem Frobeniovy véty je skutecnost, ze libovolna homogenni sou-
stava linedrnich rovnic mé neprazdny soubor feSeni (je vidy FeSitelnd), nebot posledni
sloupec rozsifené matice je nulovy. ReSenim kazdé homogenni soustavy je nulova n-tice
(x4 ..., x") = (0,...,0), kterd predstavuje tzv. trividlni feSeni.

Predpokladejme, Ze (z)A = (B) je Fesitelnd soustava, tj. h(AT) = h(BT) = h (plati
h < min (k,n)). Podle disledku (ii) véty 5.1 existuje ekvivalentni soustava (z)A’ =
(8"), jejiz rozsitend matice je ve schodovitém tvaru. Pfedpoklddejme, 7Ze nezndmé jsou
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Cislovany tak, Ze linedrné nezavislé jsou prvé sloupce (aq), ..., (ay). Pak
1/ 1/ 1/ ! 1/ 1/
( al a2 .« ahl ah+1 .« an, /B ,
2 2! | 52
ap, ah+1 Oy, B
m_| 0 Y h. w | ght
B™ = 0 0 - o oy oy | B
0 0 01l 0
\ 0 0 -+ «-+ - - 010 /
aﬁ' #0vproi€ {1,...,k}. Odpovidajici soustava rovnic mé tvar
ol'z! + a%ixQ + ...+ oz,lljxh + oz,lLH:a:h“ + .o+ alfam = 51:
a§x2+...+a,21xh+a%+1xh+l+ -l—ozi = /3? (53

h! h+1 h'.m _ ph!
af zh +ah+1x +...+opa” =p

Reenim této soustavy je kazda n-tice (x',...,x™), pro kterou jsou hodnoty x',...,x

dany vztahy

= B —ap XM - —ab'x
- 7
aj,
h—1/_ h=1'_h__ h 1 h+1 h—1! n
h—1 __ B —a, X 11X ——Qn X
X - h 17 (54)
Qp 1
1 B X o X el X
X - 17
31
a hodnoty x"*!, ..., x™ jsou libovolné. Postupnym dosazovanim za x”*, x"*~',..., x' do-
staneme . . . Bt )
J— n
X = 7 = VX T T TaX
h o — b b bt hon
X = 7 = VX T X
Y Vhits-- > s € Pproi e {1,...,h}. Viechna FeSeni vychozi soustavy jsou charakteri-

zovana predpisem

n n
D R ST A RO

(v - Z%x & XY (5.5)
i=h+1 i=h+1 i=h+1
kde x"*1, ..., x" jsou libovolné hodnoty tzv. volngch nezndmgjch a koeficienty v*,~v;_, ..., 75,
i € {1,...,h} jsou jednozna¢né uréeny rozsifenou matici soustavy resp. jejim schodo-

vitym tvarem. VySe uvedeny postup predstavuje i prakticky navod na nalezeni feSeni
soustavy.

Véta 5.3. Necht (x)A = (B) je soustava k rovnic o n neznamijch. Soustava md pravé
jedno feseni pravé tehdy, kdyz h(A) = h(B) = n. Soustava md nekoneéné mnoho teseni
pravé tehdy, kdyz h(A) = h(B) < min (k,n). Soustava nemd Zddné teSeni privé tehdy,
kdyzh(B) =h(A) + 1.
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Dikaz: Dikaz véty 5.3 vyplyva bezprostiedné z véty 5.2 a vztaht 5.4 a 5.5.

&
P#iklad 2: Re$me soustavu rovnic
ol + 222 — 23+ 2t — 52 = 0
=2zt — 42?2 + 223 + 4z* + 42° = —6
—zt — 222+ 2 4+ 52t — 25 = —6

1 2 -1 1 =5] 0 1
BT=| -2 -4 24 4|-6 |~1| 0
-1 -2 15 —-1|-6 0

12 -11 -5
~1 00 01 —-1|-
00 00 0 O

Tedy plati h(AT) = h(BT) = 2. Soustava m4 feseni, kterd jsou charakterizovdna libo-
volnou volbou tii volnych nezndmych. Pro vyjadieni zbyvajicich nezndmych vSak nelze
pouzit pfimo vztahl 5.4, nebot v nasem p¥ipadé nejsou prvé dva sloupce (), (a2) ma-
tice AT nezavislé. Je tedy nutno bud precislovat nezndmé nebo volné nezndmé volit
jinak ne# jako x"*1,..., x". Realizujeme druhou moZnost a za volné nezndmé oznacime

2o X% X3 Pak ¥t = =14+ %% x' =1 —2x? 4+ x* + 4x°. Refeni maji tedy tvar
) =0 =2+ +4" x5 1=x% %) X% eR

Cviceni 5.2

redpokladejte, ze (x)A = je TeSitelna soustava k rovnic o n nezndmych. Vyjad-
1) Predpokladejte, z A je TeSitelnd tava k i amych. Vyjad
fete koeficienty 7', 7%, i € {1,...,h},j € {h+1,...,n} ve vztazich 5.5 explicitné pomoci
prvki schodovitého tvaru rozsifené matice soustavy.

Navod: Ze vztahi 5.3 vyplyva

! ! ! ! ! 5
alzt + bz + ...+ ap 2t = Y —al's
! ! ! !

asz? + ...+ alal = ¥ —alat

Woh — gh! _ bl
apz = Y —aofx

i € {h+1,...,n}. Pro ur€itou volbu volnych neznamych (x"*!,..., x") dostavame pro
(z!,...,z") soustavu rovnic (z)A, = (9), kde (9) = (9%,...,9%) = (8% — of'z?)),
AT = (a{l), l,je{l,...,h}, a{l = 0 pro | > j. Vzhledem k tomu, %e matice A,T je
regularni, vyuzijte pro dalsi vypocet napiiklad vztahl pro feSeni kramerovskych soustav
(Cviéenli 5.1, tiloha (2)). Pro prakticky vypocet miize byt uziteény i vztah (x!,...,x") =
(DA, .

(2) Provedte podrobné dikaz véty 5.3.
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Néavod: Pro piipad h(A) = h(B) si uvédomte souvislost mezi po¢tem volnych ne-
znamych a mohutnosti souboru feseni (podstatné je, zda je pocet volnych nezndmych
nulovy nebo nenulovy). Dale uvedte v souvislost pocet volnych nezndmych a hodnost
matic A, B. Pro h(A) # h(B) si uvédomte, ze zadny jiny p¥ipad, nez h(B) = h(A) +1
nemize nastat. Zdivodnéni neexistence feSeni plyne piimo z Frobeniovy véty.

(3) Necht (z)A = (0) je homogenni soustava k rovnic o n nezndmych. Stanovte podminku
nutnou a postacujici k tomu, aby soustava méla i jiné feSeni nez trivialni. Jaky tvar ma
tato podminka pro k = n?

Navod: Vyuzijte véty 5.3.

(4) UrCete vSechna feseni nasledujicich soustav rovnic. Pouzijte tipravy matice BT na
schodovity tvar.

(i) (i)

3z +y = —1 2z 4+ y= 2
20 +y = 2 —dr — 2y = —4
(iii) (iv)
4+ 2%+ 223 = -1 '+ 222 + 322 = 4
20l — 22 + 22% = —4 2t + 22— 22 = 3
Azt + 22 + 423 = =2 3zt + 322 + 222 = 10
v) (vi)
2t + 2?2 — 42 =0 2t 22+ B+ =0
3zt + 522 — T2® =0 zt 4+ 222 + 32 4+ 42* = 0
4 — 522 — 622 = 0 ' 4+ 322 + 62° + 10z* = 0
7! — 1323 =0 ! 4+ 42% 4+ 102% 4+ 202* = 0

Vysledek: (i) (-3,8) (ii) (x,2 + 2x), x € R (iii) (1,2,-2) (iv) nema FeSeni (V)
(0,0,0) (vi) (0,0,0,0)

(5) Necht R" je vektorovy prostor uspofddanych redlnych n-tic, ai,...,a;r € R" jsou
vektory (n-tice), a; = (o) = (a},...,a?), i € {1,...,k}. Formulujte podminku nutnou
a postacujici pro to, aby vektory aq,...,a; byly linedrné zavislé. Jaky tvar ma tato
podminka pro k£ = n?

Navod: Vektory aq, ..., ay jsou linedrné zavislé pravé tehdy, kdyz existuji ¢isla x!, . . ., x*
tak, Ze alespon jedno z nich je riizné od nuly a plati x'a; + ... + x*ar = o. Rozepiste
tuto vektorovou rovnici do slozek. Ziskate tim homogenni soustavu n rovnic o k£ nezna-
mych x!, ..., x*. Podminka nutn4 a postacujici pro linedrni zavislost vektori a,, ..., ay
je tedy totoznéa s podminkou nutnou a postacujici pro to, aby dana homogenni soutava
méla netrivialni feSeni.
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(6) Necht V3 je vektorovy prostor volnych vektori z tlohy (7) Cvifeni 2.3. Predpokéa-
dejte, ze vektory jsou uréeny svymi souradnicemi v afinni soustavé (0;z,y, z) a zapiste
podminku nutnou a postacujici pro to, aby nenulové vektory a, b, c byly komplanérni,
tj. rovnobézné s touz rovinou.

Navod: Uvedte do souvislosti komplanarnost t¥i vektori a jejich linedrni zavislost a
vyuZijte vysledku tlohy (5).

Vysledek: Vektory a, b, c € Vj jsou komplanarni pravé tehdy, je-li determinant matice
tfetiho fadu, utvorené z jejich soutradnic, roven nule.

5.3 Prostor fesSeni soustav linearnich rovnic

V tomto odstavci formulujeme tvrzeni, kterd umozni naprosto obecné charakterizovat
vSechna TeSeni soustavy linearnich rovnic.

Necht (z)A = (0) je homogenni soustava k rovnic o n nezndmych. Kazdé FeSeni
(x1,...,x") této soustavy lze chapat jako prvek vektorového prostoru V,, uspofadanych
n-tic nad P (tloha (4) Cviceni 2.3). Ozna¢me S = {(x) € Va|(x) je FeSenim soustavy
(x)A = (0)}. S je tedy mnozina v8ech FeSeni dané soustavy. Ziejmé (0) € S (viz odstavec
5.2). Piimym dosazenim se pfesvéd¢ime, Ze pro libovolné (1), (x2) € Sjei (x1)+ (x2) €
S a a(x1) € S pro libovolné « € P:

(x1)A = (0), (x2)A = (0) = ((x1) + (x2))A = (x1)A + (x2)A = (0),

(a(x1))A = a(x1)A = (0).
Odtud vyplyva, ze mnozina S vSech feSeni dané homogenni soustavy ma strukturu vekto-
rového prostoru vzhledem k operacim sé¢itani n-tic a nasobeni n-tice skalarem. Stanovime
jesté dimenzi prostoru S. Necht h = h(A, (h < min(k, n)). Pfedpokladejme, Ze nezndmé
jsou ocislovany tak, ze prvych A sloupci rréatice A je linearné nezavislych. Reseni sou-

s
-
Ve

e — N |- -- Y
F F/ja T \ N e/‘(

t —e t 2
y - \\a%x p/ 15
/777777\‘\

) ~.d -p/2
stavy ma pak tvar 5.5, v némz (i2) (i3) (ii1)
je tieba dosadit y! = ... =~+" = 0.

(X) = (_fyZIXZa_fYZQXZaa_%hxzaxh_}—laaXn)a (RS {h+1,:n}a (56)
kde x"*1 ..., x™ jsou volné neznamé. Pro danou volbu volnych neznidmych jsou jiz ne-
znamé (x', ..., x") uréeny jednozna¢né. Jakoukoliv volbu volnych neznamych x"*! ... x"

lze vyjadrit ve tvaru linearni kombinace

O x™) = x"T(L,0,...,0) + x"2(0,1,0,...,0) + ...+ x™(0,...,0,1).
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Vsechny uspoiddané (n — h)-tice (x"*1,...,x") tedy tvoif vektorovy prostor dimenze

(n—h). Prostor S mé tedy rovnéz dimenzi (n — h). Ziskané vysledky shrnuje nésledujici
véta:

Véta 5.4. Vsechna fesSeni homogenni soustavy k rovnic o n nezndmgch tvori (n — h)-
rozmeérny vektorovy podprostor prostoru n-tic s operacemi souctu n-tic a nasobeni n-tice
skalarem.

Vztah 5.6 predstavuje tzv. obecné reseni homogenni soustavy.

Poznamka: Baze prostoru S je tvorena naptiklad n-ticemi

(_’Yfil-q-p_7}22l+1;---,—’72_|_1,1, 0, 0, ...,0)
(_7h+27 _’Yh-}-Q; ] _’}/]'{:_'_27 0, 1, 0, ey O)
(=7 =72, ., =%, 0, 1)

Uvazujme nyni o nehomogenni soustavé (x)A = (8). Necht (x1), (x2) jsou dvé rtizna
feSeni této soustavy, tj. (x1)A = (8), (x2)A = (8). Odtud pak ((x1) — (x2))A = (0).
n-tice (x1) — (x2) je tedy FeSenim tzv. homogenizované soustavy (z)A = (0). Kazdé
feSeni nehomeogenni soustavy rovnic je tedy tvaru (x) = (x,) + (x0), kde (xo) je obecné
feSeni homogenizované soustavy a (x,) je libovolné Feseni soustavy nehomogenni — tzv.
partikuldrni 7eseni. Pedpisem (x) = (xp) + (Xo0) je uréeno obecné feSeni nehomogenni
soustavy (tj. vSechna mozné feSeni dané nehomogenni soustavy).

Cviceni 5.3

Reste soustavy rovnic

(1)

22 +323 — zt = 3

2! + 322 — 22 +22* = 5
—2z' — 5x? + 223 + zt = —4
—zl — 22 442+ 22t = 4

Tol — 42?2 + 92% + 22 + 225 = 0
S5l 4+ 822 + Ta® — 4zt + 225 = 0
3ol — 822 + 52% + 42* + 225 =0
Tol — 222 + 222 + 2* — 5% =0

Vysledek:
(1) (x) = (=14 +15x",6 = 5x", =1 +2x", x*)
(i) ()= ("% —xt 2x% x)

Reseni soustavy rovnic z tlohy (1i) vyjadiete jako soucet obecného feSeni homogenizo-
vané soustavy a partikularniho feSeni nehomogenni soustavy.

Vysledek: () = (—14,6,—1,0) + (15x* —5%%, 2x%, x*)
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5.4 Priklady soustav linearnich rovnic v geometric-
kych aplikacich

Nutnost feSeni soustav lineadrnich rovnic vyvstava naptiklad pfi studiu linedrnich geo-
metrickych ttvard v euklidovském prostoru. Budeme se zabyvat linedrnimi Gtvary v R3,
tj. rovinami a primkami. Rovnice Gtvarid budeme vyjadfovat v obecné afinni soustaveé
soufadnic (0;z,y, z). Speciadlnim pfipadem afinni soustavy je soustava kartézska, v niz
je tfeba Tesit tlohy vyzadujici vypocet vzdalenosti nebo uhli.

Primka p v R® je uréena bodem A = (x4, y4,24) a nenulovym smérovym vektorem
a = (a',a?,a?). (Vektory zde chapeme ve smyslu tilohy (7) Cvieni 2.3.). Rovina o je
ur¢ena bodem B = (zp,ys,25) a nekolinedrnimi smérovymi vektory b = (8, 32, 3%),
c = (v},7?%,7%). Piimka p je v soufadnicové soustavé (0;z,y, z) zaddna parametrickymi
rovnicems primky takto:

p={X=(2,y,2) ER|z =24 +a't,y =ya +’t,z = 24 + &’t,t € R}

t je parametr bodu X na primce p. Rovina p je zadana parametrickymsi rovnicemi roviny
takto:

Q:{X: (iE,y,Z) ER?"x:$B+517"+’)’13ay:2/3+527"+723a
z=zp+ B°r+7°s;r,s € R}

r, s jsou parametry bodu X v roviné p. Casto pouzivame symbolického zapisu
p: X =A+at, 0: X=B+br+cs (5.7)
Soustavu parametrickych rovnic roviny pfepiSme do tvaru
Blr+~y's=x—xp, Br+yis=y—yp Br+Ps=z-2p

Jedna se o soustavu tii rovnic, kterou pro dany bod X € p miizeme chapat jako soustavu
o dvou neznamych 7, s. Nutnou a postacujici podminkou jeji feSitelnosti je podminka

g4t gt Ayt z—zp
h 82 v | =h| B2 v* y—uysB
B A3 gy z—zp

Ponévadz jsou vektory b, ¢ nekolinearni tj. linedrné nezavislé, je hodnost matice soustavy
automaticky rovna dvéma a podminka feSitelnosti je tedy dana vztahem

51 ’71 T —Tg
det | 82 v y—ys | =0,
53 73 2 — 2ZB

ktery geometricky znamend komplanaritu vektori [B, X], ¢, b. Odtud dostdvame obec-
nou rovnici roviny, kterd jiz neobsahuje parametry:

o0=1{X=(2,y,2) € R®laz + By +vz+§ =0}
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2 A2 3 A3 1Al
azdet(g:,, 33)5 5=d9t<g1 31>a ’Y:det(g2 z?)a

kde

,31 71 —IB
d=det | 5% v* —yg (5.8)
ﬁg 73 —2ZB

Vzhledem k tomu, Ze hodnost matice tvorené soutadnicemi vektort b, c je rovna dvéma,
je alespon jedno z ¢isel a, 3,7 rizné od nuly. Oznac¢me levou stranu rovnice roviny
symbolem A(X).

Resitelnost soustavy rovnic alt = z — x4, o®t = y — yp, &t = z — z4, kterou
dostaneme pro neznamou t z parametrickych rovnic pfimky, je zaru¢ena podminkou

« al T — x4

h|{ o> | =h| o y—ysa | =1
« o z—2zy

tedy

2ra —alys) =

-’y + o’z + (Pys — a’zy) =
—’z+atz+ (Pzy—alzy) = 0

—o’r +a'y + («

Tyto rovnice jsou zavislé. Vzhledem k tomu, Ze vektor a je nenulovy, je alesponi jedno
z ¢isel at, a?, a® nenulové a alesponi dvé z téchto rovnic jsou rovnicemi nerovnobéznych
rovin. Pfimka p je priisecnici técho rovin. Piimku lze tedy zadavat soustavou obecnijch
rovnic primky ve tvaru

p={X€eR X = (z,y,2)|ax+ By +72+6=0,d'z+ By +~2+08 =0}, (59)

kde

o . .
h( o g, ;Y, ) = 2. Zdavodnéte.
Pfiklad 3: A = (0,1,1), b = (0,2,1), ¢ = (3,0,—1). Rovina g uréend bodem A a
vektory b, ¢ mé parametrické rovnice x = 3s, y = 1+2r, 2 = 1+r — s a obecnou rovnici

0 3 T
det|{ 2 0 y—1 | =0, tj., —2x+3y—62+3=0.
1 -1 z—-1

Primka p uréend bodem A a vektorem b mé parametrické rovnice x = 0, y = 1 + 2t,
z = 1+t a soustavu obecnych rovnic naptiklad x = 0, y — 2z + 1 = 0. Podle zadani by
piimka p méla lezet v roviné p. Jak se o tom presvédcite?

P¥iklad 4: Necht o je rovina o rovnici az + By + vz +d = 0 a a = (o', 0? a?)
vektor; stanovime podminku nutnou a postacujici pro to, aby vektor a byl rovnobézny
s rovinou p. Pro vektor a plati a||o pravé tehdy, kdyz existuji body A, X € p takové, ze
(x—T4,y—ya,2—24) = (a},a?, a?). Pro tyto body je oviem splnéna rovnice roviny p, tj.
azA+BYa+v24+06 = 0, ax+pPy+vz +6 = 0. Odeétenim dostavame o’ +Ba’+va? = 0.
Vektor a je tedy rovnobé&zny s rovinou pravé tehdy, plati-li aa! + Ba? + va? = 0.
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Priiklad 5: Vzajemnd poloha tii rovin. Jsou dany roviny

01: o+ /y+mz+o = 0
02: T+ Poy+ 2+ =
03: 3T+ By +y3z+03 =

Vzéajemnd poloha téchto tii rovin je z algebraického hlediska urcena feSenim soustavy tii
rovnic o neznamych z,y, z (hledaji se spoleéné body rovin gy, g9, 03). Z geometrického
hlediska ptipadaji v tivahu tyto moznosti vzajemné polohy:

(i) Roviny maji spoleény
pravé jeden bod, definuji
tzv. trs rovin prvniho
druhu. Spoleény bod je
vrcholem trsu.

/I 02 03 /

03|
V 92 / 0Sa

v o
o W

(iii) Roviny nemaji spoleény zadny bod, maji vSak spoleény pravé jeden smér, tj.
existuje vektor u = (9,92, 93) rovnob&ny s kazdou z rovin g1, g9, 03 a zadny
vektor nekolinearni s vektorem u jiz neni rovnobézny se vSemi rovinami g1, 02, 03
soucasné. Roviny 01, 09, 03 definuji trs rovin druhého druhu.

74

7
s
Y

(ii) Roviny maji spoleénou
primku a definuji svazek ro-
vin prvniho druhu. Spole¢na
primka se nazyva osou svazku.

02

/

01

s

(iv) Roviny nemaji spoleény

74dny bod a jsou rovno- 03
bézné, definuji svazek rovin 09
druhého druhu. 01

(v) Roviny jsou totozné.

01 02
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Rozebereme jednotlivé pripady z algebraického hlediska. Soustava rovnic, urcujici spo-
le¢né body rovin, je nehomogenni soustava s matici

ar B | o d1
BT = ay o B! 02 = AT ()
as f3 3|03 03

Soustava rovnic urcujici spole¢né sméry (viz. piiklad 5.4) je homogenni a jeji matice je
AT,

(i) Nehomogenni soustava mé pravé jedno feseni pravé tehdy, je-li h(AT) = h(BT) =
3, tj. det A # 0.

(ii) Nehomogenni soustava ma nekoneéné mnoho feSeni, odpovidajicich bodim
primky. Ptislusnd homogenizovana soustava mé jednorozmérny prostor reSeni, ur-
¢eny smérovym vektorem této pfimky. Je tedy h(AT) = h(BT) = 2.

(iii) Homogenni soustavd m4 jednorozmérny prostor feseni, tj. h(AT) = 2, neho-
mogenni soustava feSeni nem4, tj. h(BT) = 3.

(iv) Nehomogenni soustava nema feSeni, odpovidajici soustava homogenni ma dvoj-
rozmérny prostor feseni. Je tedy h(AT) = 1, h(BT) = 2.

(v) Nehomogenni soustava ma nekoneéné mnoho FeSeni, odpovidajici bodim ro-
viny. P¥islu$nd soustava homogenni m4 dvojrozmérny prostor feseni. Plati h(AT) =
h(BT) = 1.

Shrnuti:

vzjemné poloha rovin h(AT) h(BT)
trs rovin prvniho druhu
svazek rovin prvniho druhu
trs rovin druhého druhu
svazek rovin druhého druhu
totozné roviny

=N NDW
N W NN W

Necht naptiklad
0105 — 2y +4 =0
0o : 3x +2—-5=0
00:8t —2y+2+7 =0

5 —2 0] 4 5 =2 0] 4
BT=|3 01|55 | ~[[3 0 1]|-5
8 —2 1| 7 0 00| 8

h(A)T = 2, h(B)T = 3. Roviny tvoii trs druhého druhu, spoleény smér je Fesenim
homogenni soustavy rovnic 5z — 2y =0, 3z + z = 0, tedy u = (2t,5t, —6t), t € R.
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Priiklad 6: Vzijemna poloha dvou pfimek. Jsou dany primky

p: 01 oqr+pfiy+mnz+o = 0h<a1 B ’Y1>:2
027 QT+ Byt yertdy = 0 \ @2 Bom

q: 03: o3+ B3y +y3z+03 = 0h<a3 B3 73)22
017 ouT+ B+t = 0 \ 0 Biom

Vzajemné poloha dvou pifimek je dana vzajemnou polohou ¢tyf rovin. Z geometric-
kého hlediska mohou nastat tyto moznosti:

(i) P¥imky p, ¢ jsou mimobézné.

(il) P¥imky p, ¢ jsou riiznobé&zné.
(iii) P¥imky p, g jsou rovnobéiné.
(iv) Pfimky p, g jsou totozné.

7 algebraického hlediska jde o soustavu ¢ty rovnic pro tii nezndmé x,y, z, jejiz matice
je

ar Bi | o 0
BT — az Ba 1|0 _ AT 02
az B3 3|03 03
ay Ba Ya| 04 04

Matice odpovidajici homogenni soustavy je AT.

(i) Nehomogenni soustava nemd feSeni, nebot roviny g1, g9, 03, 04 nemaji zadny
spole¢ny bod. Roviny nemaji ani zadny spole¢ny smér, takze homogenizovana
soustava nemé jiné feSeni neZ trivialni. Je tedy h(AT) = 3, h(BT) = 4.

(ii) Nehomogenni soustava ma pravé jedno feSeni, urcujici prisecik primek, tj.

h(AT) = h(BT) = 3.

(iii) Roviny g1, 09, 03, 04 nemaji Zadny spoleény bod, takze nehomogenni soustava
nema feSeni. Maji vSak spole¢ny smér, shodny se smérem rovnobézek p, q, takze od-
povidajici homogenni soustava m4 jednorozmérny prostor feseni. Je tedy h(AT) =
2, h(BT) = 3.

(iv) Nehomogenni soustava mé nekone¢né mnoho feSeni, odpovidajicich bodim
primky. Prislu$nd homogenni soustava ma jednorozmérny prostor feSeni, urceny
smérovym vektorem této piimky. Je tedy h(AT) = h(BT) = 2.

Shrnuti:
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vzdjemné poloha rovin h(AT) h(BT)

mimobézné primky 3 4
riznobézné primky 3 3
rovnobézné primky 2 3
totozné primky 2 2

Necht naptiklad

p: r+2z—1=0, z—2y+3=0
q: 3x+y—2+13=0, y+22-8=0

1 0 1]-1 1 0 1]-1
gr_|1 -2 0] 3 0 -2 —1| 4| _
3 1 -1/ 13 0 1 —4/ 16
0 1 2/[-8 0 1 2/[-8
10 1] -1 10 1] -1
01 2| -8 01 2| -8
Y100 3[-12] 7100 3|-12
00 —6| 24 000 0

h(AT) = 3, h(BT) = 3, pfimky p, ¢ jsou tedy riiznobézky. Jejich priisecik je dan feSenim
odpovidajici soustavy rovnic. Matice vznikla Gpravou matice BT na schodovity tvar je
matici ekvivalentni soustavy, jejimz feSenim je trojice P = (3,0, —4). Touto trojici jsou
urceny soufadnice pruseciku piimek p, q.

Pti feSeni prikladi o vzajemné poloze rovin a p¥imek jsme pouzili vét 5.2, 5.3 a 5.4.

Nyni budeme charakterizovat svazky a trsy rovin. Svazkem rovin pruniho druhu ro-
zumime mnozinu v8ech takovych rovin v R?, které maji spole¢nou pravé jednu p¥imku
p, zvanou osa svazku. Svazek rovin prvniho druhu je tedy zadan svou osou p, resp.
libovolnymi dvéma rovinami svazku.

Véta 5.5. Rovina o o rovnici A(X) = ax + By + vz + 6 = 0 patii do svazku Si(o1, 02)
rovin proniho druhu uréeného rovinami o1, 02 0 rovnicich A1(X) = anz+Fry+y12+0 =
0, Ay(X) = oz + Loy +y22+09 = 0 prdavé tehdy, kdyz existuji ¢isla Ay, Ay z nichZ alespori
jedno je ruzné od nuly, takovd, Ze plati

a = a1+ aaz, B=AB1+ b, ¥= A7+ Aavye, 6 = Ai01 + Aoda.

Dikaz: Necht roviny g;, 92 urcuji svazek rovin prvniho druhu. Pak hodnost matice
typu 2/4 tvorené koeficienty o, 8;,vi, 0s, @ € {1,2} je stejnd jako hodnost matice typu
2/3 tvorené pouze koeficienty «;, 5;,7y; a je rovna dvéma. Nalezeni spole¢nych bodi rovin
01, 02, 03 je ekvivalentni TeSeni soustavy rovnic o matici

ar B M| d 01
B'=| a B w6 |= AT |4
a B ~v|46 b)
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Reseni této soustavy vytvareji pifmku pravé tehdy, je-li h(AT) = h(BT) = 2, tj. je-
li tieti fadek matice BT linedrni kombinaci prvych dvou Fadkii. Koeficienty linearni
kombinace ozna¢me A\, A\y. Pozadavek, aby alespon jeden z téchto koeficienti byl riizny
od nuly, vyplyva z toho, zZe v opa¢ném piipadé bychom dostali a = =0 =~y =0, coz
by bylo ve sporu se skutecnosti, ze ax + Sy + vz + 6 = 0 je rovnici roviny.

¢

Svazkem rovin druhého druhu rozumime mnoZzinu viech takovych rovin, v R?, které jsou
rovnobézné se zadanou rovinou p;.

Véta 5.6. Rovina o o rovnici A(X) = ax + By + vz + 6 = 0 patii do svazku Ss(p1)
rovin druhého druhu urceného rovinou o1 o rovnici A1(X) = a1z + fy+mz+ 6 =0
prave tehdy, kdyzZ existuje c¢islo Ay # 0 takové, Ze o = Moy, B = MB1, ¥ = M71-

Dukaz: Viz. Cviceni 5.4.
&

Trsem rovin prvniho druhu nazyvidme mnoZzinu vSech takovych rovin v R?, které maji
spoleény pravé jeden bod, zvany wvrchol trsu. Trs prvniho druhu je zaddn bud svym
vrcholem nebo tfemi rovinami gy, 09, 03 vyhovujicimi pfipadu (i) z ptikladu 5.4.

Véta 5.7. Rovina ¢ o rovnici A(X) = ax + By +vz+§ = 0 patii do trsu Ti (o1, 02, 03)
rovin prontho druhu uréeného rovinami g1, 2, 03 0 rovnicich A1(X) = ayz+ Biy+v12+
51 = 0, A2(X) = (o + ﬂ2y+ Yoz + (52 = 0, A3(X) = a3x + ﬁsy + v32 + (53 = 0, prdvé
tehdy, kdyz existuji cisla A1, Ao, A3 z nichZ alespon jedno je rizné€ od nuly, takovd, Ze
plati

a = A1 + Ay + A3z, B = MB1+ Ao + A3fs,

v =AY+ Agye + Azys, 0 = A + Aada + Azds.

Dukaz: Vzhledem k predpokladu, Ze o1, 02, 03 tvori trs rovin prvniho druhu, plati

ar B m ar B om0
hl ag Bo 11 | =h| aa Ba M |d | =3
az B3 73 az B3 v3| 03

0 € Ti(o1, 02, 03) pravé tehdy, kdyz soustava rovnic, tvofend rovnicemi rovin gr, 0o, 03, 0
mé pravé jedno feSeni, urcujici vrchol trsu. Podminkou nutnou a postacujici pro to je

ar B ar B m|h
ay B2 M ay Pa M| 0o
az B3 73 az B3 v3 |03
a B 7 a B ~|0d

Ctvrty fadek matice tvoiené koeficienty vSech ¢yt rovin, tedy je linedrni kombinaci pr-
vych t¥i fadkt. Pozadavek, aby alespon jeden z koeficienti A1, Ao, A3 linearni kombinace
byl nenulovy, vyplyva opét ze skutec¢nosti, ze ¢isla «, 3,7, d urcuji rovnici roviny.
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¢

Trsem rovin druhého druhu nazyvime mnozinu vSech rovin v R3, které maji spolecny
pravé jeden smér a zadny bod. Trs rovin druhého druhu je zadan napriklad tremi rovi-
nami, které nemaji spoleény zadny bod, maji vSak spoleény pravé jeden smér (piipad
(iii) v ptikladu 5.4).

Véta 5.8. Rovina ¢ o rovnici A(X) = azx + By +vz+ 3§ = 0 patii do trsu Ta(o1, 02, 03)
rovin druhého druhu uréeného rovinami o1, 02, 03 0 rovnicich A;(X) = a1z +ry+mz+
01 =0, Asy(X) = o+ oy +702+d2 = 0, A3(X) = asz+Psy+y32+03 = 0, prdvé tehdy,
kdyz existuji ¢isla M\, Mg, A3 kterd nejsou Tesenim soustavy rovnic Aoy + Aaan+ Azas = 0,
)\1ﬁ1 + /\Qﬁz + Agﬂg = 0, )\1’}/1 + )\2’)’2 + /\373 = 0, takovci, ze platz’

A(X) = MALX) + AAo(X) + Mg A3(X) .

a = Aoy + oy + Azaz, 8= A\ B+ Afa + X303,
7= A7+ A2 + Asys, 0 = Aid1 + Aada + Asds.

Diukaz: Roviny gy, 02, 03 tvoii trs druhého druhu, takze podle vysledku prikladu 5.4 je

ar Biom ar i |
h| a o | =2 h| aw Bo 1 |d2 | =3
az B3 73 az B3 73|03

0 € Ts(o1, 00, 03) pravé tehdy, kdyz smér spoleény rovindm g, 02, 03 je rovnobézny i
s rovinou g, tj.

ar B m a1 Biom 01
ay B2 m ay B m )
h =2 h =3
az B3 73 az B3 v3 |03
a B v a B 7|96

Posledni tadek rozsifené matice je tedy lineadrni kombinaci prvych tiech fadki. Koefi-
cienty A1, Ao, A3 urcujici tuto linedrni kombinaci, nesméji byt reSenim soustavy rovnic
)\1(1/1 + )\2012 + )\30!3 = 0, Alﬁl + )\252 + Agﬂg = 0, )\1’)/1 + )\2’)/2 + /\3’)/3 =0 proto, ze levé
strany téchto rovnic maji byt koeficienty v rovnici roviny .

¢

Piiklad 7: Urcete rovnici roviny, kterd prochazi piimkou p{(z,y,2) € R3¥(2z — 2 =
0,7 +y—2+5 = 0} a je rovnob&ma s piimkou ¢ = {(r,y,2) € R¥|z = Tt,y =
2 —t,z = —1+4t,t € R}. Pfimka p je osou svazku prvniho druhu uréeného rovinami
01: A(X)=22—2=0, g2 : A2(X) =2 +y— 2+ 5 = 0. Hledand rovina ¢ mé pfimkou
p prochazet, musi tedy nalezet do svazku. Levou stranu rovnice roviny p hleddme podle
véty 5.5 ve tvaru

AX) = MA(X) +XA45(X) =M (22— 2) + Ma(z+y — 24 5)
(21 + o) + Ao — (M + o) + 5

=
>
I
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Proto
0: M+ X)zr+y— (A +X)z+5X=0

Posledni rovnice charakterizuje vSechny mozné roviny néalezejici danému svazku. Ma-
li vSak byt rovina p rovnobézna s primkou ¢, musi smérovy vektér této pifimky a =
(7, —1,4) splhiovat rovnici roviny g bez absolutniho ¢lenu:

allo = 2\ +X) T+ X(—=1)+ (A +X2)-4=0=10\ +2X2 =0
Volbou A\ =1, Ay = —5 ziskdme rovnici roviny p:
0: —3r—5y+42—-25=0
Piiklad 8: Bodem M = (2,3,1) vedte pfimku, kterd je pfickou mimobéznych piimek

p{(z,y,2) e R®lz+y=0,2—y+2+4 =0}, ¢{(x,9,2) € R®|z+3y—1=0,y+2—2 = 0}.
Nejprve provéiime mimobéznost:

1 1 0|0 1 1 0|0 1100
1 =1 1| 4 0 —2 1| 4 02 0|-1
1 3 0/-1] 710 2 ol-1]7loo1|3 |~
0 1 1|-2 0 1 1|-2 00 2|-3
1100
02 0|-1
“loo 1|3
0003

h(AT) = 3, h(BT) = 4, piimky p, g jsou tedy mimob&zné (viz. priklad 5.4).

Prickou mimobéznyjch primek p, q rozumime kazdou takovou primku r, ktera je riz-
nobézna jak s primkou p, tak s primkou ¢q. Prickou mimobézek je tedy kazda takova
piimka, kterd je priisecnici rovin gi, 02 z nichz p; nalezi do svazku urceného osou p a
02 do svazku uréeného osou ¢ (jednd se o svazky rovin prvniho duhu). Souc¢asné mé na
hledané pricce r lezet dany bod M. Musi tedy byt M € o1, M € p,.

M€ o =5\ +4XA=0,\ =4,y = =5
0 As(z) = N(z+3y—1)+ Xy +2-2) =0,
M€ go= 10\, +2X =0\ =1,), = -5
01: —24+9Y—52—20=0, g: z—2y—5z2+9=0
r={(z,y,2) ER| —2+9y—52—20=0,2 — 2y — 52+ 9 = 0}

Cviceni 5.4

(1) Dokazte vétu 5.6.
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Néavod: Uvédomte si, Ze roviny 01 : onz + Sy +712+61=0,0: ax+ By+72+0 =0
jsou rovnobézné praveé tehdy, kdyz soustava homogennich rovnic ayz+S1y+712+9; =0,
ax + By + vz + 6 = 0 ma dvojrozmérny prostor FeSeni a pouzijte véty 5.4.

(2) Vysvétlete, pro¢ ve vété 5.7, tykajici se trsu prvniho druhu, staéi u ¢&isel Ay, Ay, A3 po-
zadovat, aby alespon jedno z nich bylo riizné od nuly, zatimco ve vété 5.8 o trsu dru-
hého druhu je nutno pozadovat, aby tato cisla nebyla feSenim jisté soutavy rovnic.
V obou pfipadech je pfitom ucel tohoto pozadavku stejny — aby vyrazem A(X) =
MA(X) + A2A5(X) + A3A3(X) byla urcena leva strana rovnice roviny.

Navod: Na zakladé hodnosti matice homogenni soustavy rovnic Ajaq+ e+ A3z = 0,
A5+ Ao 4+ X33 = 0, A1y1 + Aoy + Agys = 0 v piipadé véty 5.7 a 5.8 charakterizujte
mnozinu feSeni této soustavy v kazdém z obou ptipadi. Vysvétleni rozdilu mezi formulaci
tykajici se koeficientii A\, Ao, A3 ve vété 5.7 vyplyva z tohoto rozboru.

(3) Charakterizujte vzdjemnou polohu pfimky a roviny.
Navod: Prevedte tlohu na problém vzijemné polohy tfi rovin.

(4) Ve svazku rovin uréeném rovinami g; : 42y — 32— 6 =0, g3 : 2y + 5z — 4 = 0 najdéte
rovinu, kterd je rovnobé&’na s p¥imkou p{(z,y,2) € R®|z +2y = 0,3z + 2z + 1 = 0}.

Vysledek: o: 16z + 50y — 3z — 132 =0

(5) Rozhodnéte o vzajemné poloze piimky a roviny:

(i) 0:52—2—-4=0,p:3x+5y—72+16=0,2z —y+2—6=0
(ii) p:y+42+17=0,p: 224+ 3y+62—10=0,24+y+2+5=0

Vysledek: (i) riznobézné, prisecik (2,4,6) (ii) rovnobézné

(6) Rozhodnéte o vzajemné poloze trojice rovin

(i) 01:20 —4y+52—21=0,0,:2—32+18=0,03:6x+y+2—-30=0
(ii) o1 :20+y—24+3=0,0:3c—2=0,03:3y+22=0

Vysledek: (i) riznobézné, P = (3,5,7), (ii) riznobézné P = (1, -2, 3).

(7) Rozhodnéte o vzajemné poloze dvojice pFimek:
i) p:z+y+2—-1=0,22+3y+62—6=0
q:y+42=0,3r+4y+72=0

(i) pra=-1+4+3t,y=-3-2t,z2=2—-1
q:r=24+2t,y=-1+3t,z=1-5¢



(10)

(11)
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Vysledek: (i) rovnobézky, spoleény smér u = (3, —4,1), (ii) mimobé&zky

Urcete rovnici roviny p, kterd patii do svazku uréeného rovinami g; : 2r—3y+2—3 = 0,
0o : T+3y—+2z+1 = 0 a prochazi prisecikem rovin oy : 2r+y—24+3 =0,09: 3x—2 =0,
o3 : 3y + 2z =0.

Vysledek: p:2x+ 15y +72+7=0

Urcete rovnici roviny p, kterda prochézi prisecikem rovin g, : 20 +y — 2 — 2 =

0,
0:c—3y+24+1=0,03:2x+y+2—3 =0 a jerovnobézna s rovinou o : x+y+2z = 0.

Vysledek: p:x+y+22+9=0

Zjistéte, zda roviny 01 : bxr —24+3 =0, 0 : 20 —y—4z+5=0, 03 : 3y+22—1=0,
04 : 3x + 4y + 5z — 3 = 0 patii do téhoz trsu.
Vysledek: Roviny patii do téhoZ trsu. Jeho vrcholem je bod V = (2, 22 =13)

117 110 11

Uréete pricku mimobézek p: x = 1+t,y=2t,2=3—t,q: x =5+3t",y=—-2+42t, 2z =
1+t kterd lezi v roviné p:x =14+ry=—6+2r+3s,z2 =2 — s.

Vysledek: = —16+ 10t,y = —16 + 11¢,2 = 6 + 3t



Cast III

Linearni transformace (operatory)
na vektorovych prostorech

Vektorovy prostor je algebraickou strukturou, s niz se ve fyzikalnich aplikacich se-
tkavame takika na kazdém kroku: od aplikaci zcela prirozenych a jednoduchych,
vyplyvajicich ze skutecnosti, Ze fada fyzikalnich veli¢in mé pirimo vektorovy cha-
rakter a je tedy tfeba a nimi jako a vektory pocitat, k aplikacim, které jiz nejsou tak
zcela trividlni - objevuji se napriklad v kvantové mechanice, kde je stav soustavy,
jejiz chovani sledujeme, popsan prvkem urcéitého vektorového prostoru, zatimco
méritelné fyzikalni veli¢iny maji z matematického hlediska charakter linedrnich
transformaci neboli operatori ve vektorovém prostoru stavi. Linearni transfor-
mace vektorového prostoru i do vektorového prostoru 4 je homomorfni zobrazeni
U — 4. Vyznamné fyzikalni aplikace v fadé oblasti ma problém vlastnich hod-
not linearnich transformaci vektorového prostoru 4 do sebe. Tento problém je
formulovan jako tloha o nalezeni vSech takovych vektori a prostoru U, jimz je
danou linedrni transformaci ¢ : 4 — 4 pfifazen kolinedrni vektor ¢ (a), takze
plati ¢ (a) = Aa. Cislo A € R nebo A € C se nazyva vlastni hodnota piislusna
vlastnimu vektoru a. K vyfeSeni tohoto problému bude sméfovat prevazna cast
tvah této kapitoly 1.

LV této kapitole se budeme prevazné zabyvat pouze kone¢nymi systémy vektorfi. Systémi nekoned-
nych (spoéetnych i nespoetnych) si kratce viimneme v odstavci
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Kapitola 6

Vlastnosti vektorovych prostori

6.1 Baze a dimenze vektorového prostoru, reprezen-
tace vektoru v bazi, prechod mezi bazemi

Necht 4 je vektorovy prostor nad C resp. R (spoleéné oznaceni P), a aq,...,a; € U
systém vektorti. Pfipomenme, Ze linedrni kombinaci vektori aq, ..., ax jsme v odstavci
2.3 nazvali vektor b pro ktery je b = ~'a;,y' € P,i € {1,...,k}. Systém vektori
ai,...,a; je linedrné zavisly, jestlize existuji ¢isla +!,...,+* € P, z nichZ alespoii jedno
je nenulové, takova, Ze plati y'a; +v%as + ... +v*a; = 0. V opa¢ném piipadé je systém
linedrné nezavisly.

Predpokladejme, Ze (eq,...,e,) je koneénél linedrné nezavisly systém vektoru ve
i takovy, ze pridanim libovolného vektoru a € U vznikd jiz systém linedrné zavisly.
V takovém piipadé jsme v odstavci 2.3 hovotili o (ey,...,e,) jako o tzv. maximalnim
linedrné nezavislém systému vektor neboli bazi ve vektorovém prostoru il. Vyvstava
pochopitelné otazka vzajemného vztahu mezi riznymi bazemi prostoru . Formulujeme
nyni celkem prirozené, prece vSak velmi zavazné, tvrzeni, tykajici se po¢tu prvku baze.
Jeho dtikaz (pro pripad koneéné baze) je pomérné jednoduchy a bude pfedmétem Cviceni
4.1.

Véta 6.1. Necht (konecny) systém vektoru (ei, ..., e,) je bdzi vektorového prostoru L.
Pak kazdd baze prostoru 34 md stejny pocet n proki, zvany dimenze (rozmér) vektorového
prostoru Y. Izomorfni vektorové prostory maji stejnou dimenzi.

Tvrzeni 1ze zobecnit i na pfipad tzv. nekonecnérozmérnych, vektorovych prostoru,
jejichz baze maji nekoneény pocet prvku. Této problematiky si vS§imneme v odstavci
4.6, nasledujici avary se budov tykat vyhradné prostoru konec¢né dimenze, tj. takovych,
jejichz baze maji kone¢ny pocet prvku. Vektorovy prostor dimenze n budeme oznacovat
i, pisSeme dim i, = n. Necht (eq, ..., e,) je baze ve i,. Pak libovolny vektor a € i, 1ze
vyjadfit jako linedrni kombinaci vektoru baze a = a'e; = a'e; +...+a"e,, o’ € P, nebot

systém (a,e1,...,e,) je jiz linedrné zavisly. Cisla (o, ..., a™) jsou uréena jednozna¢néd
a reprezentuji vektor a v bazi (ej,...,e,). Nazyvaji se slozkami nebo soufadnicemi
vektoru a v dané bazi, vektory a'ey,...,a"e, jsou priiméty (projekce) vektoru a do

sméru vektora baze.

90



Kapitola 6. Vlastnosti vektorovych prostort 91

Kazdy vektor je tedy ve zvolené bazi reprezentovan fddkovou matici (o) = (o, ..., a"),

tvorenou slozkami vektoru. Je zfejmé, Ze tentyz vektor méa v riiznych bazich obecné riizné
slozky, nem4 proto smysl uvadét hodnoty slozek bez idaje o bazi. Jestlize fadkové matice
(), (') reprezentuji vektor a v bazich (ey,...,e,), (€],...,e,), vznikd otdzka, jakym

zpisobem lze vypocitat prvky matice (/) pomoci prvku matice («) a naopak. K tomu

je ovSem tieba znat vztah mezi bazemi(e,...,e,) a (e,...,€,).

Véta 6.2. Necht (e, ..., en), (€],...,e€,) jsou baze ve vektorovém prostoru h,. Pak exis-
tuje requldrni matice T = (Tf) fadu n takovd, Ze €, = ] e; pro vSechna i € {1,...,n}.

Diikaz: Kazdy z vektorti €, je linedrni kombinaci baze (e, ...,e,), tj. € = 7le;.
Oznac¢me T = ( ) ¢tvercovou matici koeficientu vSech I‘OVIllC pro e;. Vektory e; jsou na-

opak linedrnimi kombinacemi baze (e, ..., €}), tj. e; = oFe,. S = ( ) je opét ¢tvercova

matice z koeficientu; plati ¢} = 7/e; = 7']0ke§c = (TS)} €. e; = ole; = olrhe, = (ST)F ¢,
Z uvedenych vztahti je ziejmé, ze (TS)i = ok, (ST)i = 0F, takze TS = ST = E. Zna-

mend to, ze matice T a S jsou navzajem inverzni a jsou tedy automaticky také reguldrni.

¢
Matice T resp. S se nazyvaji maticemi pfechodu od béze (e, ..., e,) k bazi (¢!, ...,e})
resp. od baze (e},...,el) k bazi (ey,...,e,). Abychom snadno zjistili vztah mezi sloz-
kami vektoru a v riznych bazich, prejdéme k zjednodusenému vyjadreni transformacnich
vztahu mezi vektory (ei,...,e,), (€},...,e,) pomoci maticové symboliky. Symbolem (e)
ozna¢me "sloupcovou matici” tvorenou vektory eq,...,e,, (¢) bude oznacovat sloupec
vektorti ef,..., €.
Vztahy e} = 7/e; proi € {1,...,n} lze zfejmé formalné zapsat ve tvaru (e') = T (e)
a analogicky (e) = S (') Dale pak pro vektor a € 4, mizeme psét
a=dle; = a”e],
tj. a = () (e) = () (¢/). Odtud dostavame
(@) (e)=(a) () =(@)T(e) = ()=()T,(a)=()T" =(c)8
Transformacni vztahy mezi slozkami vektoru a v rtznych bazich maji tedy tvar
(a) = (o) To! = 7}i € {1,...,n}
(@)= ()T 'a" =doli e {1,...,n}
Zvolme ve U, baze (e1,...,e,), (€],...,€,), matici pfechodu ozna¢me opét T = ( ZJ),

i,7 € {1,...,n}. Zvolené baze se nazyvaji ekvivalentnimi, je-li det 7" > 0. Takto defino-
vana relace na mnoziné bazi prostoru i,je skutecné ekvivalenci. Odpovidajici rozklad
obsahuje dvé tridy. Kazda trida ekvivalentnich bazi se nazyva orientace vektorového
prostoru ,,. Orientaci, kterd obsahuje bazi (ey,...,e,) zna¢ime [ey,...,e,]. Hovofime
o orientaci indukované bazi (ei,...,e,).

Cviceni 6.1
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Necht (eq,...,e,) je baze prostoru U, a € U libovolny vektor. Ukazte, Ze vektor a je
linedrni kombinaci vektort baze, tj. a = a'e; + ...+ a"e, = d’e;,a’ € P

Navod: Vyjdéte ze skutecnosti, ze vektory (a,eq,...,e,) jsou linedrné zavislé, tj. v li-
ne4rni kombinaci tvaru ya + y'e; + ...+ 7"e, = oje alespoi jedno z ¢&isel v, v, ..., "
nenulové. Sporem ukazte, ze v # 0 a vyjadfete vektor a pomoci ey, ..., e, explicitné.
Sporem ukazte, ze ¢isla «q, ..., a, jsou dana jednoznacné.

Dokazte nésledujici tvrzeni:

(a) Necht (ay,...,ax) je systém vektort ve vektorovém prostoru 4. Obsahuje-li tento
systém nulovy vektor, pak je linedrné zavisly.

(b) Necht (ay,...,ax) je linedrné zavisly systém vektord ve i, by, ..., by, € U libovolné
vektory. Pak systém (aq,...,ax, b1,...,by) je linedrné zavisly.

Dokazte, ze vSechny baze vektorového prostoru kone¢né dimenze maji stejny pocet prvki
(prvé tvrzeni véty 4.1). Presnéji: Necht (eq,...,e,) je maximélni linedrné nezavisly sys-
tém vektori ve vektorovém prostoru 4. Pak kazdy maximéalni linedrné nezavisly systém
vektort ve 4 mé pravé n prvki.

Navod: Oznalme (e, ...,e,) libovolnou bazi prostoru 4 a (by,...,b) libovolny line-
arné nezavisly systém vektori ve 4. Kazdy z vektort b;,j € {1,...,k} lze vyjadfit jako
linearni kombinaci baze (ey,...,en), tj. bj = Bie;, kde B} je i-ta slozka j-tého vektoru.
Z nezévislosti vektortl by, ...,b; nutné vyplyva, Ze by + ... + b, = 0 & A =
... =% = 0. Do rovnice 7/b; = o dosadme za b; = Sle;. Na zakladé linedrni neza-
vislosti vektord ey, ..., e, lze jiz snadno ukdzat ze v'8: + ...+ 7*BL = o pro viechna
i € {1,...,n}, coz je homogenni soustava n rovnic pro k nezndmych ~',... +*, o niz
oviem predem vime, Ze ma pouze trivialni feseni 4! = ... = v¥ = 0. Uzitim vysledki
z kapitoly 3 ukazte, ze k < n. Budeme-li o vektorech by, ..., by uvazovat jako o bazi,

ziskdme analogickym postupem nerovnost £ > n. Spojenim obou vysledi dostavame
k =n.

Dokazte, ze kone¢nérozmérné izomorfni vektorové prostory U a U’ nad P maji stejnou
dimenzi.

Navod: Oznacme ¢ : 4 — 4 izomorfismus prostoru U a W' a ¢ (e1),...,¢(e,) € W
obrazy libovolné zvolené béze (ey,...,e,) prostoru 4. Uzitim vlastnosti izomorfismu
ukazte, Ze rovnost y'¢ (€1) + ...+ Y"¢ (€,) = o je splnéna pravé tehdy, kdyz v' = ... =
v* = 0, tj. ze systém vektori (¢ (e1),..., ¢ (es)) je linedrné nezéavisly. Dale ukazte,
ze libovolny vektor a' € ' je linedrni kombinaci vektort ¢ (e1),...,¢ (e,). Vyuzijte
pfitom skute¢nosti, ze kazdy vektor a' € ' ma sviij vzor a € U, pro ktery o' = ¢ (a).
Uvaite, Ze vektor a je linearni kombinaci baze (ei,...,e,), dosadte za a = a’e; do
rovnosti a’ = ¢ (a) a opét vyuZijte vlastnosti izomorfismu. Z uvedenych tvah vyplyva,
7e (p(e1),...,p(en)) je baze ve U, takze dim U’ = n.
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(5) Necht P* =P x P x ... x P je mnoZina uspofadanych n-tic tvaru (a!,...,a"), ot € P.
Definujme operace s¢itani n-tic a nasobeni n-tice skalarem A € P obvyklym zpiisobem,
tj. (o, ..., a™)+(BY ..., 8 = (' + 8., + ), A (@l ...,a") = (Aal, ..., Aan).
Ukazte, ze P™ s uvedenymi operacemi je vektorovym prostorem dimenze n nad P.

(6) Ukazte, Ze libovolny vektorovy prostor 4 nad P dimenze n je izomorfni s P". Dale ukaZte,
ze vSechny vektorové prostory téZe (konetné) dimenze jsou izomorfni. Névod: Naleznéte
konkrétni izomorfismus prostora U4 a P".

(7) Necht vektory a, b € i, jsou v bazi (ey, . . ., e,) Teprezentovany slozkami (o', ..., a"), (8, ...

Odvodte vztahy pro slozky vektort a + b, Aa, A € P v téze bézi.

(8) (a) Necht (e,...,en)" =(e),(e),...,el) = (e),(e!,...,e")" = (&") jsou baze ve i,
matice pfechodu od (e) k (€') je Ty, matice pfechodu od (€') k (€") je Ty. Odvodte
transformaéni vztah, mezi slozkami («), (") vektoru a (4 v bazich (e), (e”).

(b) Ve vektorovém prostoru s jsou dany baze (e), (¢'), (¢") takto: €] = (1,3,0),¢e5 =
0,1,1),e5 = (0,-3,-1), ef = (1,0,3),¢e5 = (0,1,1),e4 = (1,—1,0) vzhledem
k bazi (e). Vektor a ma vzhledem k bazi (¢’) slozky (3, 17, 9). Urcete jeho slozky
vzhledem k bazi (€”). Vektor b ma vzhledem k béazi (e”) slozky (1, 1, -1) . Urcete
jeho slozky vzhledem k bézi (e').

Vysledek: (a) = (o) ToTy, (o) = () Ty 'T, " = () $1S; = (a) (ToT1) ™ (e) T(e")
1 3 0 1 0 3 16 3
T,=([0 1 1 |T=[0 1 1 |To=TT;'=(01 0
0 -3 —1 1 -1 0 12 2
-2 6 3
Ss=[ 0 1 0 |(@)=()Ss=(3,-1,0)
1 -4 -1

(ﬁl) = (ﬁ”) Ty = (0’ 9, 1)

(9) Necht vektory bq,...,b; € U jsou v bazi (ey,...,e,) representovany slozkami b; = (5;) =
(B},...,8"). Dokazte, ze vektory by,..., by jsou linedrné nezdvislé pravé tehdy, kdyz

hodnost matice B = (ﬂf) Jie{l,... k},je{l,...,n}, je k.
(10) Najdéte tfi libovolné baze ve i,,. Konkretizujte pro n = 1,2, 3,4, 5.

(11) Necht P,;; je mnozina vSech polynomt jedné proménné stupné nejvyse n s koeficienty
z pole P. S¢itani polynomt a nasobeni polynomu ¢islem definujeme obvyklym zpiisobem
(viz uloha (5) Cvi¢eni 2.3). Podle vysledku tlohy (5) Cvi¢eni 2.3 je P,.; vektorovym
prostorem nad P pro P = R. Dokazte, ze P,;; je vektorovym prostorem nad P i pro
P = C a stanovte jeho dimenzi. Najdéte libovolnou bazi vektorového prostoru

Vysledek: dim P,,; = n + 1, bazi je naptiklad systém (1,z,z?%,...,z").
(12) Ukazte, 7e mnozina A (m/n) obdélnikovych matic typu m/n nad P s operaci s¢itani

matic a ndsobeni matice skalarem, definovanymi vztahy (1.1) je vektorovym prostorem
nad P. Urcete jeho dimenzi a libovolnou béazi.

, B")-



(13)

(14)
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Vysledek: dim.A(m/n) = m - n, bazi je napiiklad systém matice; = Ay q,...,e, =
Aip,enyr = Aoty sen = Aopy ooy Chnip = Aptip = oo = €qn = App, kde A;;
je matice, kterd ma na i-té fadkové a j-té sloupcové pozici €islo 1, ostatni jeji prvky
jsou nulové. Libovolnd matice A € A(m/n),A = (af), je linedrni kombinaci matic
Aijie{l,...,m},j€{1,...,n}, koeficienty linedrni kombinace jsou o

Zjistéte, zda mnozina ¢tvercovych matic A (n/n) nad P s operaci maticového nasobeni
a operaci nasobeni matice skalarem je vektorovym prostorem.

!

Necht (eq,...,e,),(€],...,€)) jsou baze ve i, matice pfechodu od (e) k (¢') je T,
(by,...,b)je systém vektori ve ik,. V bézi (e) je kazdy, z vektori b; reprezentovan
slozkami (/) ,i,j € {1,...,n}, cely systém je tedy reprezentovan matici B = (6/)
typu k/n. V bazi (¢') oznaéime piislusnou matici jako B’ = (ﬁ'f ) Najdéte vztah mezi
maticemi B a B’ a vztah mezi jejich hodnostmi.

Vysledek: B’ =BT~ ' h(B') = h(B).

Necht (by, ..., bg) je linedrné nezavisly systém vektori ve i,,, k& < n. Pak existuji vektory
by,...,b, tak, ze (by,...,b,) je baze ve 4,. Dokazte.

Dokazte, Ze relace, definujici ekvivalentni baze ve U, je skutecné relaci ekvivalence. Zjis-
téte, jakd podminka plati pro matici pfechodu T od béze (ey, ..., e,) k bazi (e}, ..., e),

Y n
nalezi-li tyto baze riiznym orientacim vektorového prostoru L.

Navod: Provéite reflexivitu, symetrii a tranzitivitu definované relace. Plati det T < 0.

6.2 Podprostory vektorovych prostori

Vektorovym podprostorem vektorového prostoru i, nad nazveme kazdou podmnozinu
£ C u, prostoru Y, , kterd ma vzhledem k operacim sc¢itani vektord a nasobeni
vektoru skalarem, definovanym na i,, strukturu vektorového prostoru. Podmnozina
£ C U, vektorového prostoru U, je jeho vektorovym podprostorem pravé tehdy, kdyz
£ s kazdymi dvéma vektory a,b € £ obsahuje i jejich libovolnou linearni kombinaci
¢ = aa + Bb,a, B € P. Nejjednodussimi podprostory jsou tzv. triviadlni podprostory, tj.
U, C U, {o} C 4,. Podprostory libovolné dimenze k,0 < k < n miizeme ziskat pomoci
systému linearné nezavislych vektoru b4, ..., b, takto:

Se=Tb,.. bl ={ bty | b=p%+...+ 8,0 P }.

Snadno se ukéze, ze £ je skuteéné podprostorem ve i, a dim £, = k (viz Cviceni 4.2).

Jsou-li vektory bq,..., b, linedrné zavislé, lze vySe uvedenym zptisobem opét defi-
novat podprostor vektorového prostoru i,, jeho dimenze vSak bude nizsi nez k a bude
rovna nejvys$simu poctu linedrné nezavislych vektori v systému (by, ..., bg). £ se nezyva
vektorovym podprostorem generovanym systémem (by, ..., b;) nebo linedrnim obalem
systému (b1, ..., bg). Naopak, je-li £ C 4L, libovolny podprostor ve i, dimenze k < n,
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lze najit systém vektort (bi,...,bx), ktery generuje podprostor £, tj. £ = [by,...,bk]-
Takovym systémem je kazda baze prostoru £. Uvazujme nyni o vektorovém podprostoru
£ C 4, generovaném systémem vektort (by,...,b,,), ktery nemusi byt obecné linedrné
nezavisly. Jak zjistime dimenzi prostoru £7 V praktickych prikladech je kazdy vektor
zaddn pomoci svych slozek v jisté bazi (ei,...,e,) vektorového prostoru if,. Systém
(b1,...,bn) bude tedy v této bazi zadén matici B = (8/) typu m/n, kde b; = (/) pro
i € {l,...,m},5 € {1,...,n}. Hodnost matice B se pfitom nezméni, pfejdeme-li od
béaze (ei,...,e,) k jiné béazi (e},...,e,) prostoru i,. (viz tloha P14, Cviceni 4.1). Di-
menze podprostoru £ je ddna maximalnim poctem linearné nezavislych vektori systému
(b1,...,bn) a je tedy rovna hodnosti matice B.

Predpokladejme, ze £; a £5 jsou vektorové podprostory prostoru i,, potom mnozinu
L£=8+Ly={beU,|b=0b; + by, by € £1,by € Lo} nazveme souctem podprostori £;
a £9, mnozinu

Lo =21 U Lo
={B* + aajlk € {1,...,r} i€ {1,....s}, (bi,..-,by),
resp. (a1, ...,as) je libovolnd baze v £; resp. )32} )

nazyvame linedrnim obalem sjednoceni £; U £o. [£; U £5] je mnoZina vSech linearnich
kombinace vektori z £; a £5. Ve Cvic¢eni 4.2 ukaZzeme, ze pojem souc¢tu podprostorti £;
a £5 a pojem linearniho obalu jejich sjednoceni splyvaji, tj. £1 + £ = £; U £o.

Poznamka: Definici sou¢tu vektorovych podprostori prostoru i, i definici linearniho
obalu sjednoceni lze rozsitit na libovolny pocet k vektorovych podprostori £, £o, ..., L.

Véta 6.3. Necht £ je vektorovym podprostorem dimenze k ve U,,. Pak existuje vektorovy
podprostor £ C U, dimenze (n — k) takovy, Ze £LNL' = {o}, L+L£ = ,. Naopak jestlize
pro podprostory £, £ C U, plati LN L = {o}, L+ £ =4, je dim £ + dim & = n.
Podprostor £ se nazjvd dopliikem podprostoru £ ve U,.

Dukaz:

(i) Prvou &ast tvrzeni dokdzeme tak, ze podprostor £ uvedenych vlastnosti zkon-
struujeme. Necht £ C i, je podprostorem ve i,, dim £ = k. Zvolme libovolnou
bézi (eq, ..., ex) v £'. Podle vysledku tilohy P15 Cviceni 4.1 existuje soubor vektort
(€ks1y---,6n) takovych, Ze (eq, ..., e,) je bazi ve U,. Oznaéme £ = [exi1,. .., €]
Z nezavislosti generujicich vektori vyplyva, Zze dim £ = (n — k). Necht b € 4, je
libovolny vektor. Plati b = SBle; + ...+ Ber + B lepr1 + ... + By, vektor b je
tedy souctem vektorti b; = Ble;+...+ ke, € Laby = Brtlep 1 +...+ 6", € £.
Odtud vyplyva, Ze i, je souc¢tem podprostorti £ a £, tj. £+ £ = U,,. Necht dale
ce &NL.Pakce Lace L, tj.c=vlei+...+7%er = Y lep 1 +. . .+ e, odkud
Yer+...+7"er (=71 exy1+. ..+ (—7") €n = 0. Vzhledem k linedrni nezvislosti
vektort ey, ..., e, tvoiici bazi, musi byt v* = 0 pro viechna i € {1,...,n}, takze
je ¢ = 0. Je proto £N £ = {o}.

(ii) Necht pro podprostory £, £ C U, plati £N £ = {0}, L+ £ = 4U,. Baze v £
a £ oznalme (eq,...,ex) a (€xt1,.--,€;). Vzhledem k tomu, ze £N £ = {o}, je
systém (ey, ..., e,) linedrné nezavisly. Ponévadz je £+ £ = 4,,, je (e, ..., e,) bazi
ve U, tj. 7 = n. (Podrobnéji viz Cviceni 4.2.)
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¢

Véta 6.4. Necht £ a £o jsou podprostory vektorového prostoru &, nad P. MnoZiny
L1+ L =[£1UL] a £ N Ly s operacemi scitani vektord na ndsobeni vektoru ska-
larem (pFenesengmi - indukovanymi z U,) jsou vektorovgmi podprostory ve U, a plati
dim (,81 + ,22) =dim ,81 + dim SQ — dim (,81 N ,22)

Dukaz: Provéfeni struktury vektorového prostoru u mnozin £;+£5, £,NLs, [£1 U £5] je
velice jednoduché a bude provedeno v ramci Cviceni 4.2. Soustiedime se proto na dikaz
vztahu pro dimenze podprostori £; + £o, £ N Lo, £1, £9. Oznaéme, r = dim £;,s =
dim .82, m = dim (,81 + 22) ,k = dim (21 N ,82) Vzhledem k tomu, 7e £ = Sl N .82 g Sl,
je £1 N L5 vektorovym podprostorem prostoru £;. Podle véty existuje podprostor £’
dimenze dim £ = (r — k)takovy, ze £+ £ = £, £N £ = {o}. Analogicky je mozné
usoudit, Ze existuje podprostor £” prostoru £, dimenze dim £" = (s — k), pro ktery
L4+ £" = £,,£Nn L = {o}. Soucet podprostori £1, Ly 1ze vyjadiit takto: £ + £, =
L+ 8+ 8

Skutecné, je-li vektor a € £ + £5 pak a = a1 + a9, kde a1 € £1,ay € £o. Déle je
ap=c+ad,ce,d e aa=b+d" be L d" €' Paka=(c+0b)+d +d", kde
c+be L ad e £ ad € L' takie a € £+ £ + £". JestliZe je naopak a € £+ £ + £,
jetvaru a = b+ad +ad”" kde b € £,ad € £,d" € £, tj. b+d € £1,d" € £,. Odtud
a € £1+ L. UkdZeme, Ze plati £,N Ly = {0}: Necht a € £'NL". Ponévadz je £, = £+ &'
alo=2L+8" jetaké a € £1,a € £9, odkud a € £, N L9 = £. Vzhledem k tomu, Ze
£ng =£nL" = {o}, musi byt a = o. Vyjadili jsme tedy prostor £; + £, jako soucet
prostoru £+ £+ £", z nichz kazdé dva Maji spole¢ny pouze nulovy vektor. Jednoduchym
zobecnénim véty dostavame vztah m = dim (£, + £;) = dim £ 4+ dim £ + dim £" =
k+(r—k)+ (s—k) =dim £ + dim £, + dim £

¢
Piiklad 1: UvaZme vektorovy prostor P, (x) vSech polynomi jedné proménné x stupné
nejvySe (n — 1) s koeficienty z pole P (P = R nebo P = C) (viz tloha P11 Cviceni 4.1)
. Je dim P, (z) = n, bazi je naptiklad systém polynomy (1,z,z? ...,2""'). Oznaéme
£ podprostor polynomi proménné x nejvyse stupné (k — 1), kde £ < n. dim £ = k&,
£=1[1,z,...,2¥']]. Doplikkem £ v P, (z) je podprostor £ = [[z*,..., 2" ]|, tj. pod-
prostor vech polynomi tvaru P (z) = agz¥+...+ap_12™ L, o,y ..., 01 € P,dim £ =
(n—k).
Priiklad 2: Ve 4 jsou dany podprostory £, £o
£ =[(211,0,0,1),(2,2,1,1,0,0),(2,-1,1,—-2,0,3)],
£, =[(0,1,0,1,0,-1), (4,2,2,0,0,2),(1,1,0,2,1,0)]

Najdeme dimenzi a bazi jejich souc¢tu a priniku a urc¢ime jejich dopliky ve .
Oznaéme Sl + £2 = S, 241 N £2 = So.

2 11 0 0 1 2 1 1 0 0 1
dim€ =hl2 2 1 1 0o o|l=h|l 2 2 1 1 0 o] =2
2 -1 1 -2 0 3 4 4 -2 -2 0 0

£ =1[(2,1,1,0,0,1),(2,2,1,1,0,0)]
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010 1 0 -1 0010 1 0 -1
dim€y=hl4 2 2 0 0 2 | =hl2 2 1 1 0 o] =3
1102 1 0 1102 1 0
£, =1(0,1,0,1,0,-1),(2,2,1,1,0,0),(1,1,0,2,1,0)]
2 11 0 0 1 2 1 1 0 0 1
2 2 1 10 0 2 2 1 1 0 0
. 2 -1 1 -2 0 3 -4 —4 -2 -2 0 0
dim€=h = =3
0 10 1 0 -1 2 2 1 1.0 0
4 2 2 00 2 2 1 1 0 0 1
1 1.0 21 0 1 1 0 2 1 0

dim£0 = d1m£1 + dlm£2 —dimg =2 +3—-3=2
Béaze v £, je tvorena naptiklad
a; =(2,1,1,0,0,1) a2 = (2,2,1,1,0,0),
baze v £, vektory
bl = (051:051,05_1) ab2 = (2:251:150,0)7b3 = (1:150:251,0)-
Je tedy as = by, a1 = by — by, , takze £1 je podprostorem v £5. Pak £, = £ N = £ a
bazi v £y jsou rovnéz vektoryai,as. £ = £ + £o = £o, bazi v £ tvofi vektory by, by, bs,
Oznadime-li £ resp. £"” doplnék £; resp. £9 ve Ug, pak dim £ = 4,
£ =1(0,0,0,1,0,0),(0,0,0,1,1,0),(0,0,0,1,0,1),(1,1,0,2,1,0)]

dim £" = 3,
£" =1(0,0,0,1,0,0),(0,0,0,1,1,0),(0,0,0,1,0,1)] .



Kapitola 7

Linearni transformace v prostorech
se skalarnim soucinem

7.1 Unitarni a ortogonalni linearni transformace

Necht U, resp. E, je unitarni resp. euklidovsky prostor. Linearni transformace ¢ €
L(U,, U,) se nazyva unitarni resp. ¢ € L(E,, E,) se nazyva ortogonalni vzhledem ke zvo-
lenému skalarnimu soucinu, jestlize pro kazdé dva vektory a,b € U, resp. E, plati

(¢(a),d(b)) = (a,b) (7.1)
tj. jestlize linearni transformace ¢ zachovava hodnotu skalarniho soucinu.

Véta 7.1. Linedrni transformace ¢ € L(U,,U,) je unitdrni pravé tehdy, jestlize ob-
razy alespon jedné ortonormdlni bdze tvori opét ortonormadalni bazi. TotéZ turzeni plati i
pro ortogondlni transformaci ¢ € L(E,,E,).

Diukaz: (i) Necht (eq,...,e,) je ortonormélni baze v U,, vzhledem ke zvolenému skalér-
nimu souéinu. Plati tedy (e;, e;) = d;; pro vSechna ¢,j € {1,...,n}. Je-li ¢ € L(U,,U,)
unitarni transformace, pak podle definice je (¢(e;), d(e;)) = (es,ej) = d;5. Vektory

o(er), ..., ¢(e,) tedy rovnéz tvoii v U, ortonormalni bazi.
(ii) Pfedpokladejme, 7ze pro linedrni transformaci ¢ v U,, existuje ortonormalni baze
€1,-..,e,) takova, Ze obrazy ¢(ei),...,¢(e,) tvofi rovnéz ortonormalni bazi. Nec
takova, Ze ob tvori 67 ort ilni bazi. Necht

a = o’e;, b = %, jsou libovolné vektory v U, . Plati
(6(a), $(b)) = (d(a'ei), d(Be;)) = o' B (9(e:), Be;)) = o' B (ei, ;) = o' B~

(a,b) = (d'e;, Blej) = o' 7 (e;, €5) = o' 3™
Je tedy ziejmé, Ze (¢(a), #(b)) = (a,b) pro libovolné vektory a,b € U, takze linedrni
transformace ¢ je unitarni.

¢

Dusledek 7.1.1. 7 véty 4.15 bezprostiedné vyplyvd, Ze unitdrni linedrni transformace
je vZdy reguldrni (obrazy bdze tvori opét bazi).

98
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Nésledujici véty Tesi otazku reprezentace unitarni linedrni transformace v ortonor-
malnich bazich.

Véta 7.2. Linedrni transformace ¢ v U, resp. E, je unitdrni resp. ortogondlni prive
tehdy, je-li alespon v jedné ortonormdlni bazi reprezentovdna unitdrni resp. ortogondlni
matici.

Dikaz: (i) Necht ¢ € L(U,,U,) je unitarni transformace, tj. (¢(a), (b)) = (a,b)

pro libovolné vektory a,b € U,,. Zvolme libovolnou ortonorméalni bazi (e, ...,e,) v U,.
Je-li A = (o), 1,5 € {1,...,n} matice, kterd reprezentuje transformaci ¢ ve zvolené
bézi, plati pro vSechna i € {1,...,n} ¢(e;) = aZe;. Pro vektory a = a'e;, b = fle;

dostavame s pouzitim vztaht (4.3) a (4.13)

($(a),8(0) = (@)(B)" = (AAT(B)"  (a,b) = (@)(8)

7 rovnosti levych stran predchozich vztaht a z liboviile vektort a, b vyplyva pro matici
A vztah AA™ = E, takze A" = A~!. Matice A je tedy unitarni.

(ii) Necht existuje ortonormalni baze (ey,...,e,) v Uy, v niz je dané linearni trans-
formace ¢ reprezentovana unitarni matici. Pro libovolné vektory a,b € U,, a = dle;,
b= Ble; plati

(6(a), 8(0) = (@)(B)"" = (JAAT(H)" = ()E(B)" = (a,0).

Linearni transformace ¢ je tedy unitarni. P¥i vynechani operace * odpovida dikaz véty
4.16 pripadu ortogonélni transformace ¢ € L(E,,E,).

T*

¢

Véta 7.3. Kompozice dvou unitdrnich linedrnich transformaci ¢,y € L(U,,U,) je opét
unitdrni transformace. Inverzni transformace k unitdrni transformaci ¢ € L(U,,T,),
¢! € L(U,,U,) je rovnéZ unitdrni.

Dikaz: viz Cviceni 4.14.

Cviceni 7.1

Ukazte, ze pro pripad euklidovského prostoru E, staci definovat ortogonalni linearni
transformaci vztahem (4(a), ¢(a)) = (a,a) pro libovolny vektor a € E, a zdivodnéte,
pro¢ takova definice neni dostacujici pro pripad unitarni transformace.

Néavod: Je tfeba ukazat, ze v piipadé E, vyplyva ze vztahu (¢(a), ¢(a)) = (a,a) i
vztah (¢(a), ¢(b)) = (a,b) pro libovolné vektory a,b € E,. Abyste tento fakt ukéazali,
pocitejte skalarni soucin (¢(a+b), #(a+0b)) a kromé podminek linearity vyuZzijte rovnosti
(¢(a),d(a)) = (a,a), (¢(b), d(b)) = (b,b). Z analogického vypoctu provedeného v U, vy-
plyne, proc je v pripadé U, nutno pro definici unitarni transformace pouzit obecnéjsiho
vztahu (4.25).
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Dokazte nésledujici tvrzeni: Je-li linearni transformace ¢ € L(U,,U,) reprezentovina
v jisté ortonormalni bazi (ey,...,e,) unitarni matici, pak je reprezentovina unitirni
matici v kazdé ortonormalni bazi.

Navod: Vyuzijte vztahu (4.15) pro matice A, A’ reprezentujici linedrni transformaci ¢
v ruznych bazich. Uvazujte, Ze matice pfechodu T mezi dvéma ortonormalnimi bazemi
je unitarni a ukazte, Ze v pfipadé unitarnosti matice A je unitarnii matice A’ = TAT 1.
Provedte vypocet matice (A)'~! a ukaZte, ze (A)"™! = (A)'T.

Zdtvodnéte, pro¢ je pojem unitarnosti resp. ortogonality linearni transformace zavisly
na konkrétni volbé skaldrniho souéinu (mluvime o unitarnosti resp. ortogonalité linedrni
transformace vzhledem ke zvolenému skalarnimu souéinu).

Navod: Predpokladejte, ze ve vektorovém prostoru V,, jsou uvazovany dvé moznosti
volby skalarniho souéinu (, ) a (, ). Necht (eq,...,e,) je baze ortonormalni vzhledem
k (,)al(e,...,e) baze ortonormalni vzhledem k (, )’. Obecné tedy matice pfechodu

od baze (ey,...,e,) k bazi (e],...,el) neni unitarni. K dalsi Gvaze pouzijte vétu 4.16.

Necht je skalarni sou¢in v U,, reprezentovan v obecné bézi (e, . .., e,) matici G (viz od-

stavec 4.3). Necht ¢ € L(U,, U,) je vzhledem ke zvolenému skaldrnimu sou¢inu unitarni
s . , .« s e v . . . _ T*

a v bazi (eq,...,e,) reprezentovana matici A. Zjistéte vztah mezi maticemi A='a A .

Navod: Pouzitim vztahu (4.3) vyjadfete skalarni souéiny (é(a), ¢(b)) a (a,b) pro libo-
volné vektory a,b € U, a porovnejte.

Vysledek:
T

AT =GA G
Dokazte vétu 4.17.
Navod: Uzijte vét 4.12 a 4.16.

Necht ¢ € L(U,,U,) je unitarni linearni transformace, x € C. Jakou podminku je tfeba
klast na ¢islo k, aby linearni transfomace k¢ byla unitarni?

Navod: Vyuzijte definice unitarni transformace.

7.2 Samoadjungovana a symetricka linearni trans-
formace; spektralni reprezentace

Véta 7.4. Necht' U, je unitdarni prostor, ¢ € L(U,,U,) linedrni transformace. Pak exis-
tuje pravé jedna linedrni transformace ¢t € L(U,,U,) takovd, Ze pro libovolné vektory

a,b € U, plati (¢(a),d) = (a,¢T(D)).
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Dikaz: K dikazu vyuzijeme skutecnosti, ze kazda linedrni transformace ve vektorovém
prostoru V,, je v dané bazi reprezentovana jednoznac¢né uréenou matici fadu n. Necht
(e1,...,e,) je baze v unitdrnim prostoru U,, a = a'e;, b = Ble; € U, libovolné zvolené
vektory, A = (aj-), i,j € {1,...,n} matice, kterd reprezentuje linearni transformaci
¢ v dané bazi. Matici reprezentujici hledanou linedrni transformaci ¢* v téZze bézi
ozna¢me A™T. Skaldrni sou¢in necht je v bézi (ey,...,e,) reprezentovan matici G. Pak

podle vztahu (4.3)

(6(a),b) = ()AG(B)"  (a,67 (b)) = ()GAT(5)".

Na zékladé pozadavku (¢(a),b) = (a, 9T (b)) pro libovolné vektory a,b € U, dostavame
pro matice A, AT vztah AG = GA™T a odtud

At = (G TAG)” (7.2)

Vztahem (4.26) je zadana pravé jedna Gtvercova matice A™, kterd reprezentuje hledanou
linedrni transformaci ¢ v bézi (r1,...,ey,).

¢

Poznamka: Jestlize je (ei,...,e,) bazi ortonormalni, pak G = E a ze vztahu (4.26)
vyplyvé rovnost AT = A"

Linearni transformaci ¢* nazyvame adjungovanou (sdruzenou) k linearni transfor-
maci ¢ vzhledem ke zvolenému skalarnimu soucinu.

Zvlastni postaveni v souvislosti s feSenim problému vlastnich hodnot a vyznamné
fyzikalni aplikace maji tzv. samoadjungované ("samy k sobé sdruzené”) linearni trans-
formace v U,. Samoadjungovand linedrni transformace je definovdna vztahem ¢ = ¢,
tj-

(¢(a),b) = (a, (b)) Ya,b € U, (7.3)
V piipadé euklidovského prostoru E, je vztahem (4.27) definovana tzv. symetricka li-
nearni transformace. Nésledujici tvrzeni je bezprodtrednim disledkem definice samoad-
jungované linedrni transformace a vztahu (4.26).

Véta 7.5. Linedrni transformace ¢ € L(U,,U,) (resp. ¢ € L(E,,E,) je samoadjun-
govand (resp. symetrickd) privé tehdy, je-li reprezentovdna samoadjungovanou (resp.
symetrickou) matici alespori v jedné ortonormdlni badzi.

Poznamka: Je-li ¢ reprezentovana v jisté ortonormalni bazi (e, ...,e,) samoadjun-
govanou matici, pak je reprezentovana samoadjungovanou matici v kazdé ortonormalni
bazi.

Klicovym vysledkem, tykajicim se samoadjungovanych a symetrickych linedrnich
transformaci, je existence jejich diagonalni reprezentace, ktera je pfimym disledkem
vét 1.20 a 4.19.

Véta 7.6. Pro kazdou samoadjungovanou (resp. symetrickou) linedrni transformaci
v U, (resp. E,) existuje ortonormdlni baze, v niZ je tato transformace reprezentovina
diagondlni matici.
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Dukaz: Z véty 4.19 vyplyva, Zze samoadjungovand (resp. symetrickd) linedrni trans-
formace je alespon v jedné ortonormalni bazi reprezentovana samoadjungovanou (resp.
symetrickou) matici. Kazda samoadjungovana matice nad C resp. kazda symetrickd ma-
tice nad R je ovsem matici normdlni, nebot A = AT = AAT = A2 =ATA (resp.
A = AT = AAT = A?2 = ATA) a podle véty 1.20 ji tedy lze pievést unitdrni (resp.
ortogonalni) podobnostni transformaci na diagonalni tvar. Zavér dikazu vyplyva ze sku-
te€nosti, Ze unitarni (resp. ortogonalni) matice T pfevadi ortonormalni bazi opét v bézi
ortonormalni.

¢

Véta 4.20 spolu s vétou 4.13 zarucuji existenci ortonormalni baze v U,, (resp. v E,),
tvofené vlastnimi vektory samoadjungované (resp. symetrické) linedrni transformace ¢.
Soustfedme se nyni na uplné vyfeSeni problému vlastnich hodnot a vlastnich vektort
samoadjungované linearni transformace.

Véta 7.7. Vsechny charakteristické koteny samoadjungované linedrni transformace jsou
redlné.

Dikaz: Necht ¢ € L(U,,U,) je samoadjungované linedrni transformace. Ozna¢me
Ao jeji libovolny charakteristicky kotfen. Podle véty 4.12 je Ag také vlastni hodnotou
dané transformace. P¥islusny vlastni vektor oznac¢me b, tj. ¢(b) = A\gb. Plati: (¢(b),b) =
(b, #(b)) a tedy Ao(b,b) = A§(b,b). Vektor b je nenulovy, a proto Ay = A}, tj. Ao € R.
Stejné tvrzeni plati i pro symetrickou linearni transformaci, tj. ¢ € L(E,,E,), v dtisledku
¢ehoz je kazdy jeji charakteristicky kofen soucasné jeji vlastni hodnotou.

¢

Véta 7.8. Necht ¢ € L(U,,U,) resp. ¢ € (E,,E,) je samoadjungovand resp. symetrickd
linedrni transformace. Plati

(i) Vlastni vektory prislusné navzdjem riznygm vlastnim hodnotdm jsou ortogondini.

(11) Vlastni vektory prislusné k-ndsobnému charakteristickému kotenu Ao generugji
v U, resp. K, vektorovy podprostor dimenze k.

Dikaz: (i) Necht \; # ) jsou riizné vlastni hodnoty samoadjungované resp. syme-
trické linearni transformace ¢. Pak A, Ay € R. Odpovidajici vlastni vektory ozna¢me
by, by (b resp. by je libovolny z vlastnich vektorti p¥islusnych hodnoté A; resp. Ag).
Rovnici ¢(b1) = A1b; vynésobime skalarné vektorem by zprava a rovnici ¢(by) = Aabo
vektorem b, zleva:

Odectenim téchto rovnosti s vyuzitim samoadjungovanosti linedrni transformace ¢ do-
stavame (A1 — \o)(b1,b2) = 0, a protoZe je Ay # Ao, je (b1,b2) = 0. Vektory by a by jsou
tedy ortogonalni.

(ii) Necht Ay je k-nasobny charakteristicky kofen, tj. vlastni hodnota samoadjungo-
vané resp. symetrické linedrni transformace ¢. Vzhledem k tomu, ze Jordaniiv normalni
tvar dané trasnformace je diagondlni (véta 4.20), je pocet invariatnich faktord charak-
teristické transformace ¢ — Aid, obsahujicich kofenovy ¢initel (A — Ag) roven nasobnosti
kofene A, tj. ¢islu k& (A\g je nejvySe jednondsobnym kofenem invariantnich faktori). Podle
véty 4.14 generuji vlastni vektory, které ptislusi hodnoté )y, vektorovy podprostor v U,
resp. [, dimenze k.
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¢

Véta 4.22 dava primy navod, jak zkonstruovat v U, ortonormalni bazi tvorenou
vlastnimi vektory dané samoadjungované linedrni transformace: Necht Ai,... A\, 1 <
r < n jsou navzajem ruzné charakteristické kofeny s nasobnostmi kq,..., k., 1 < k; < n,
ki+...+ k., =n. Kazdé z hodnot A, ..., A, prislusi vektorovy podprostor L;, 1 <i <r
dimenze k;, generovany odpovidajicimi vlastnimi vektory dané linearni transformace.
Véta 4.22 vede k nasledujicim tvrzenim, tykajicim se podprostori L;:

i) Podprostory L;, L; jsou navzajem ortogonalni pro vSechna i # j, tj. kazdy vektor
J g
podprostoru L; je orotognalni ke kazdému vektoru podprostoru L;.

(i) Ly + Ly + ... + L, = U,. V jednotlivych podprostorech Li,...,L, lze volit

ortonorméalni baze z vlastnich vektort transformace: L; = [ugl), e ,u,(cll)],Lg =
W, .. .,ug)], cory Ly =, .,ug)]. Vektory ug-i), 1 <j <kl <i<r generuji

cely prostor U, a tvori v ném ortonormalni bazi.

Zvolme nyni libovolny vektor a € U, a oznacme m;, i € {1,...,7r}, ortogonalni
projekce na jednotlivé podprostory (viz tloha (3) Cvieni 4.10). Plati

a=m(a)+...+m@)  ¢(a)=d(ma)) +... + o(m(a)).

Kazdy vektor m;(a) € L; je vlastnim vektorem linearni transformace ¢ a p¥islusi vlastni
hodnoté A;. Je tedy nakonec

d(a) = Mymi(a) + ... + Aemp(a)
a vzhledem k libovolnosti vektoru a U, (aloha (6) Cviceni 4.12)
d=Mm+ ...+ N\, (7.4)

Vztah (4.28) pfedstavuje tzv. spektralni reprezentaci dané samoadjungované linearni
transformace ¢. Spektralni reprezentaci transformace ¢ je tedy nazvan jeji rozklad
do tvaru linedrni kombinace ortogonélnich projekci na podprostory jejich vlastnich vek-
tortl, pricemz koeficienty linedrni kombinace jsou pfislusné vlastni hodnoty.

Je-li ¢ zadana v ortonormalni bazi (ey, ..., e,) pomoci reprezentujici matice A, pak
vztah (4.28) dava

A=MP +...+\P,=\C] Ci+...+)C, C, (7.5)

kde P; = C;“CZ-, i € {1,...,r} je matice projekce m; v bazi (ey,...,e,), C; je matice
tvofend slozkami vektori ugi), e ,uz?, generujici podprostor L;, zadany rovnéz v bazi
(e1,...,e,) (viz vztah (4.10)). Vztah (4.29) umoziuje vyjadiit spektralni reprezentaci
samoadjungované linearni transformace ¢ v dané bazi na zakladé znalosti matic C,, tj.
vyzaduje kompletni vyfeSeni problému vlastnich hodnot a vektort.

Vlastnosti projekci m; lze vSak vyuzit k jejich pfimému vyjadfeni pomoci ¢, aniz
bychom pocitali slozky vlastnich vektori: Vyjdeme z vyjadieni spektralni reprezentace
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(4.28) a ze ziejmé rovnosti w1 + ...+ 7, = id. Tuto rovnost postupné vynasobime ¢isly
ALy -y Ar_1 a odeéteme od (4.28). Dostaneme:

(b— )\11d = (/\2 — )\1)71'2 + ...+ (/\r —)\1)7'('7-
¢—)\2id: ()\1—)\2)71'1+)\3—)\2+...+()\T—)\2)7TT

¢—Aaid= (M = A)me+ .o+ (Ae = Am)mo + (A — A1) T

Vsimnéme si, ze v i-tém z téchto (r — 1) vztaht, kde i probiha hodnoty {1,...,r—1},
chybi na pravé strané i-ta projekce. Jestlize provedeme kompozici vSech uvedenych rov-
nosti (ve smyslu kompozice linedrnich transformaci) a uvdzime platnost dalsiho zfejmého
vztahu pro projekce m; o m; = m;d;; (odstavec 4.10), dostaneme

(¢ — )\11d) e} (¢ — /\gld) O0...0 (d) — )\T_lid) = ()\r — )\1)()\7« - )\2) e ()\r — )\r—l)ﬂ-'r

Vsechny hodnoty Aq,..., A, jsou navzajem rizné, mame tedy explicitni vyjadieni pro-
jekce ;.
o = (¢ — Aid) o (¢ — Agid) 0 ... 0 (¢ — A\, 1id) (76)
A = A1) (A = A2) oo (A — )

a v bazi X

H::_1 (A - /\iE)
H::_11 ()‘r - )‘z)
(Znak [] v citateli ma vyznam maticového soucinu.)
Analogickym zptisobem lze ziskat vyjadieni ostatnich projekci. Vysledné vyrazy maji
tvar (proi € {1,...,7}):

P, =

(7.7)

o= (p—Aid)o...0(¢p— A;1id) o (¢ — Ajqid) o... 0 (¢ — Aid) (78)
b (A = A) oo (A= Aim) (N = Aigr) - (A = A) :

H;'T:1(A - /\jE)
H;'r:1 ()‘i - )‘j)

! v v 7z . . - v ] v v . 7
Symbol [] znaéi souéin s vynechanim indexu j = i. V ¢itateli je opét soucin maticovy.

P, =

(7.9)

Piiklad 1: Najdeme spektalni reprezentaci symetrické linearni transformace ¢ € L(E}, E,)
reprezentované v ortonormélni bazi (ey,...,es) matici A:

= o = e
—
|
—_
I
—_

(viz tiloha (5v) Cviéeni 4.11). Spektrum je tvofeno hodnotami A; = 2 o nasobnosti k; = 3
a Ay = —2 o ndsobnosti ky = 1. Podprostory vlastnich vektora: L; = [(1,1,0,0),(1,0,1,0), (1,0,0,
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[(1,—-1,—-1,—1)]. V L; utvofime ortonormélni bazi ortogonaliza¢nim procesem (pro-
vedte), v Ly vektor baze normujeme. Dostavame pak

I U 3 1 1 1
2 V6 23 1 1 0 0 4 4 4 4
1 1 1 2 V2 T3 1 _1
P, =| v v 253 ETRY z o | =] ¢+ ¢ "1 "4
1 0o I -1 V6 V6 3 1.1 3 _1
3 2v/3 1 _ 1 1 V3 4 1 1 1
0 0 V3 23 23 23 2 i _1 _1 3
2 4 4 4 4
1 1 _1 _1 _1
2 4 4 4 4
_1 1111
2 1 1 1 1 — 4 4 4 4
Py = 1 ( 2 T2 T2 T2 ) — | r 1 1 1
2 4 4 4 4
_1 _1 1 1 1
2 4 4 4 4
UZitim vztahu (4.31 b) provedeme kontrolu:
3 1 1 1 -1 1 1 1
p A-XE 11 3 -1 -1 p A—)\E 1 1 -1 -1 -1
1= Y = — 9= "= ——
AL — Ay 411 -1 3 1 Ao — A\ 4 1 -1 -1 -1
1 -1 -1 3 1 -1 -1 -1

Dalsi kontrolu spravnosti vypoc¢tu je ovéfeni vztahu A = AP+ APy = 2.P; +(—2).Ps.
Tento vztah je splnén.

Cviceni 7.2

(1) Zdivodnéte, pro¢ je pojem sdruzené linearni transformace zavisly na volbé konkrétniho
skalarniho souc¢inu v U, .

Néavod: Diskutujte vztah (4.26).

(2) Necht ¢ € L(U,,U,) pfedstavuje transformaci sdruzenou k ¢ € L(U,, U, ). Ukazte, Ze
pojem sdruZzenosti je vzdjemny, tj. ¢ je sdruzend k ¢*.

Navod: Uzitim definice sdruzené linedrni tranformace a symetrie skaldrniho souc¢inu
ukazte, ze (1)1 = ¢. (Upravujte skalarni soucin (¢ (a), b) a ukazte, ze je roven (a, ¢(b)).

(3) Necht ¢, ¢ € L(U,,U,) jsou navzdjem sdruZzené linearni transformace. Zjistéte, jaky je
vztah mezi jejich spektry a soubory vlastnich vektori. Diskusi provedte pro unitarni pro-
stor (U, nad C) a provéite, zda je ziskany vysledek v souhlasu s p¥ipadem euklidovského
prostoru (E, nad R).

Navod: (i) Vlastni hodnoty: Necht ¢, ¢+ € L(U,, U,) jsou v ortonormdlni bazi (ey, .. ., e,)
reprezentovany maticemi A, AT. UZijte vztahu (4.26) pro G = E a ukaite, Ze jestlize
je ¢islo Ay kofenem charakteristického polynomu linearni transformace ¢, tj. polynomu
det(A — AE), je ¢&islo \§ kofenem charakteristického polynomu linearni transformace ¢+,
tj. polynomu det(A™ — £E) véetné nasobnosti. (Upravujte polynom (det(A — AE))*.)
Pro ¢,¢* € L(E,,E,) odpada operace *, takze charakteristické polynomy piislugné ¢ a
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¢ jsou stejné, maji tedy stejné charakteristické koreny. Tento vysledek neni v rozporu
s pfedchozim, nebot det(A — AE) je v pfipadé E, polynomem s redlnymi koeficienty,
ktery s kazdym komplexnim kofenem ma za kofen soucasné cislo komplexné sdruzené.
Navic je spektrum tvofenou pouze témi charakteristickymi koreny, které jsou realné.
(ii) Vlastni vektory: Oznacte jako a vlastni vektor linedrni ransformace ¢, ktery je jed-
nim z vlastnich vektori prislusnych hodnoté A\, a b analogicky jeden z vlastnich vektort
linearn{ transformace ¢* piislusny vlastni hodnoté A\/. PHimym vypoctem ukazte, Ze
z rovnosti (¢(a),b) = (a, T (b)) vyplyvd, ze (A — Ay ™)(a,b) = 0 a s vyuzitim vysledku
(i) diskutujte obé moZnosti, pii kterych uvedend rovnost mize nastat.

Dokazte: Linearni transformace ¢ € L(U,, U, ) je samoadjungovana pravé tehdy, jestlize
pro alespon jednu bazi (ey,...,e,) v U, plati (¢(e;), ;) = (e;, ¢(e;)) pro vSechna i, j €

{1,...,n}.

Navod: Zvolte libovolné vektory a, b € U, a vyjadiete je jako linearni kombinace baze.
Vyuzijte vztahu (4.27).

Je-li linearni transformace ¢ € L(U,, U, ) reprezentovana v ortonormalni bazi (e4, . . ., e,)
samoadjungovanou matici, pak je reprezentovana samoadjungovanou matici v kazdé or-
tonormalni bazi v U,,. Dokazte.

Navod: Predpokladejte samoadjungovanost matice A a vypoctem A’ dokazte samo-
adjungovanost matice A’ = TAT™!, kde T je unitarni matice.

Provedte dikaz véty 4.20 pifimou konstrukei baze tvorené vlastnimi vektory samoadjun-
gované linearni transformace.

Navod: Pfedpokladejte, ze ¢ € L(U,,U,) je samoadjungovana. Dikaz vedte matema-
tickou indukci vzhledem k dimenzi n prostoru U, takto:

(i) n=1; uvédomte si feSeni problému vlastnich vektori libovolné transformace v pro-
storu dimenze 1.

(ii) Indukéni pfedpoklad: Piedpokladejte platnost véty 4.20 pro (n — 1).

(iii) Dikaz pro n: Oznaéte L,—; C U,(n — 1)-rozmérny podprostor v U,. Ortonor-
malni bazi v L,_; tvorenou vlastnimi vektory linedrni transformace ¢ oznacte jako
(e2,...,€,). (Poznamka: Ukazte nejprve, Zze ¢(L,_1) C L,_1; toto tvrzeni plati
pro libovolnou linedrni transformaci ve V,,, existence ortonormalni baze (es, . .., €,)
v L,_1 je pak zajisténa indukénim pfedpokladem.) Déle oznacte L; ortogondlni
doplnék podprostoru L, 1 v U, a (e, es,...,e,) ortonormalni bazi v U, (bazi
(ég,...,€,) doplnite normovanym vektorem e, pro ktery je L; = [e;]). Nyni je
tfeba ukazat, Ze e; je vlastnim vektorem linedrni transformace ¢: Vyuzitim samo-
adjungovanosti ¢ ukazte, Ze (¢(e1),e;) = 0 pro kazdé 7 € {2,...,n}. Zdivodnéte,
pro¢ z této rovnosti vyplyva, zZe e; je vlastnim vektorem ¢.
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Dokazte, Ze pro pripad euklidovského prostoru plati ve vété 4.20 i obracené tvrzeni: Necht
¢ € L(E,,E,) je linearni transformace. Jestlize v E,, existuje alespon jedna ortonormalni
béze, v niz je ¢ reprezentovana diagonalni matici, pak je ¢ symetricka. Zdivodnéte, proc¢
toto obracné tvrzeni neplati pro ptripad unitarniho prostoru.

Navod: Piedpokladejte, 7e dand linedrni transformace ¢ je v ortonormalni bazi (eq, . . ., e,)
v E, reprezentovdna diagonalni matici D. Dokazte, Zze matice A = TDT™! je symet-
rickd v pi¥ipadé libovolné ortogondlni matice T (vypoctéte AT). Jind moZnost ditkazu
spociva v pfimém vyuziti véty 4.19. Pro pripad U, si uvédomte, ze diagonalni matice
nemusi byt nutné samoadjungovana.

Necht V,, je vektorovy prostor nad R. Dokazte nasledujici tvrzeni: Je-li linearni transfor-
mace ¢ € L(V,,V,) reprezentovina alespon v jedné bazi (ey,...,e,) diaonalni matici,
pak ve V,, 1ze zvolit skalarni soucin tak, aby ¢ byla vzhledem k nému symetricka. Zo-
becnéte toto tvrzeni na ptipad prostoru V, nad C s tim, ze na diagonalni reprezentujici
matici polozite dodateény pozadavek.

Navod: Vyuzijte vysledku predchozi tlohy a véty 4.5.

Podle navodu naznaceného v textu odstavce 4.15 provedte podrobné odvozeni vztaht
(4.31 a).

Samoadjungované linearni transformace jsou v ortonormélni bazi (e, ...,e,) v U, za-
dany svymi reprezentujicimi maticemi. Najdéte jejich spektralni reprezentace (i) uzitim
vztaht (4.29), (ii) uzitim vztaht (4.31 a).

w(i ) wf

1

o ~ o
- o |
-
—~
—
=
=
N—
7N
Il ©
o
o |
)
N———

01 0 0 o 1 1 -1
bbs 1 0 0 0 10 -1 1
(iv)| 1 5 1 (v) 0o o (vi) e
301 1/
0 0 —i 0 -1 1 1 o0
(1 1 0 o0 00 4 1
.. 1 1 0 0 00 1 4
(vii) 0o 0 -1 1 (vii) 4 1 .0 0
o 0 1 -1 1 4 00
01 0 0 1 1 0 -1
. 100 0 1 1 -1 0
(ix) 00 0 1 () 0 -1 1 1
00 1 0 -1 0 1 1
2 -2 0 1
2 —2 1 1 -2 0 s 1 o
(xi) [ —2 1 -2 (xii) | -2 2 -2 (xiii) L e
0 -2 0 0 -2 3 -
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3 2 0 5 -2 -2 1 -2 2
(xiv) | 2 4 —2 (xv) | -2 s (xvi) | —2 —2 4
0 -2 5 2 0 4 2 4 -2

Vysledky:

N1 ky=1, Ly = [(0 1,0)]
[

A3 =2, k3=1, Ly = (_QaO,%)]
1 1 0 i 0 0 O 1 1 0 —i
5 0 0 0 0 1 0 5 0 0 O
—-i 0 1 0 0 O i 0 1
(111) )\1 == 5 kl == 1 L1 = [(%, 2%)]1
de=10,ky =1, Ly = [(- %, )]

(IV) )\1 = —2 k,'l = 1 L1 [(%,0 —%)]
=3, k=1, Ly = (L5, — s, 0]
)\3 - 6; k3 - 1; L3 [(%7 %7 %)]

1 0 -1 1 -1 1 1 2 1
1 1 1
P1:§ 0 0 0 Po=—-1| -1 1 -1 Ps=—-1 2 14 2
-1 0 1 1 -1 1 1 2 1
(V) )‘1 - 1’ k= 2’ L1 - [(%7 \%,0,0)(0,0, _\/i,l%)]
/\2 - _17 k? - 27 L2 - [(%7 _%:070)(0507ﬁ7 %)]
1 1 0 0 1 -1 0 0
1 1 _
Pl _ 1 1 0 0 P2 _ = 1 1 0 0
2 0 0 1 i 0 0 1 —i
0 0 —-i 1 0 0 i 1
. 1 1 1 1 2 1 1 1 3
(Vl) /\1 - 1 k= 3 Ll [(E E7070)7 (% — V6’ \/;7 0)7 (_ma 2v37 23/37 m)]

Ao=-3 k=1L =[(3,—3—3 —3)
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3 1 1 -1 1 -1 -1 1
1 1 3 -1 1 1 -1 1 1 =1
P, =- Py = -
4 1 -1 3 1 4 -1 1 1 -1
-1 1 1 3 1 -1 -1 1

(vii) M =0,k =2, Li = [(Z5,25,0,0)0,0, J5, %5)]

Ao =2,k =1, Ly =[(0,0, 5, ~5)]
)\3 = 25 k3 - ]-a L3 = [(%’ __2305 0)]
11 0 0 00 0 0 1 -1 0 0
1 1 _

p, = 1 1 0 0 p,— . 00 0 0 P, = 1 1 0 0
0 0 1 1 2 00 1 -1 2 0 0 0 0
00 1 1 00 -1 1 0 0 0 0

(Vlll) )\1 = 5 kl = ]_ L1 = [(%, %, %, %)]
Ay = =5, k2—1 Lo = [(—%,—% % %)]
A3 =3, ks =1, L3—[(_% 2 ~33)]
M=-3,ky=1 L= % —%,—% )]
11 1 1 1
1 11 1 1 l 1
4 1 1 1 1 4 —
11 1 1 -
1 -1 1 -1
1 11 11 1 11 1 1
1 -1 1 -1 11 1 1
-1 1 -1 1 1 -1 -1 1
(ix) M=1,k=2 L =] %,1%,0,10),(0,0,%,%%)] 1
)‘2 - _17 k? - 27 L2 = [(Ev_ﬁaoao)a (07 7ﬁa_ﬁ)]
11 0 0 1 -1 0 0
1 1 _
P =1 11 0 0 P, =+ 1 0 o0
2 0 0 1 1 0 0 1 -1
00 1 1 0 0 -1 1
(X) /\1_1 kl—2 Ll [(% 07?70)5(07%707%)]
Xo=—1,k =1L =((3-3—373)]
Az =3, k3—1 Ly =[(3:3—3 —3)
10 1 0 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1
11 0 1 0 1 1 1 1 1 - 1 1 1 -1 —1
P1_§ 10 1 0 Py=7 -1 1 -1 P?’_Z 1 -1 1 1
01 0 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1
xi) =1k =1L =[(33,-3)]
Ao=—2ky=1,Ly=(5,%3)]
Ny=4, ks =1, Ly =[(3,—33)]
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[ 2 1 [ 22 WEEE
gl 2t -2 —| 2 4 4 -
4 -2 4 2 4 4 2 2 1
(xii) M =1 k=1, L = [(3,3.4)
)\2 —2 k,'2 - 1 L2 [(—%,;,g)]
A3=05,ks=1, L3 = [(é T g)]
W 1 4 2 1 1 -2 2
gl + 42 gl 2t 2 i B
2 2 1 4 2 4 2 -4 4
(Xlll) AM=1k =1L = [(%7 %’1%’ %1)] 11
)\2 = _17 kz = ]‘7 L2 = E(_Ef _51’ 51’ 5)]
)\3 _5 k3_1 L3 [(?’_?51_55?)]
A=3, k=1 Li=1(3, 735 —3)l
111 1 11 -1 -1
1 11 1 1 1 1 1 -1 -1
1111 41 -1 -1 1 1
1101 1 -1 -1 1 1
1 -1 -1 1 1 -1 1 -1
1 -1 1 1 = 11 -1 1 -1
-1 1 1 -1 4 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 -1 1 -1 1
(xiv) M =1,k =1,L =[(-33,3)]
ho=4 k=1, I = (3,1 %)
As=Tks=1, Ly =(3,3, —%)]
[ 4 2 1[4 24 1 1 2 9
i A sl 2+
—2 2 1 4 2 4 9 —4 4
xv) =2, k=1L = [(% %, %)l
Ao =05, k=1, Ly =][(35,3, _§)]
As =8, ks =1, Ly = (=3, 3, 3)]
R 1 [t o2 2 TR
gl 212 A i
4 2 4 2 —4 4 2 2 1

(xvi) M =2,k =2, L =[(0, % %)
AQ —7 k2—1 L2 [(% %7_2
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Necht L C U, je libovolny vektorovy podprostor v U, a 7 ortogonalni projekce na L,
7, € L(U,,U,). Dokazte, ze 71, je samoadjungovana.

Navod: Oznacte jako L' ortogonalni doplnék podprostoru L v U,,. Rozklad libovolného
vektoru a € U, na soulet tvaru a = ar, + ar, a;, € L, ars € L' je jednoznac¢ny. Urcete
hodnotu skalarniho souéinu (ay,ay). Zvolte vektory a,b € U, libovolné, a = a;, + ay,
b= b+ by. Vypoctéte skalarni soudiny (7 (a),b) a (a, 7 (b)) a ukazte, Ze w;, vyhovuje
definici samoadjungované linedrni transformace.

Reste problém vlastnich hodnot ortogonalni projekce 7z, L je vektorovym podprostorem
v U,.

Navod: Vyuzijte rozkladu vektoru a € U, do tvaru sou¢tu a = ar + ar/, ap € L,
arr € L', kde L je ortogonélni doplnék podprostoru L v U, a definice ortogonalni
projekce.

Vysledek: Kazdy vektor b € L je vlastnim vektorem projekce 7y pfislusnym vlastni
hodnoté A = 1, kazdy vektor ¢ € L' je vlastnim vektorem projekce 7y, pfislu§nym vlastni
hodnoté X' = 0.

Necht ¢, € L(U,, U,) jsou samoadjungované linearni transformace. Zjistéte podminky
nutné a postacujici pro to, aby linedrni transformace (¢ + 1)) resp. k¢, k € C resp. po
byla samoadjungovand. Totéz provedte pro pfipad symetrickych linedrnich transformaci

oayvEk,.

Navod: Vyjadiete pfimo z definice samoadjungované linearni transformace v U, resp.
symetické linearni transformace v |E,.

Vysledek: Soudet samoadjungovanych (resp. symetrickych) linedrnich transformaci
v U, (resp. v E,) je samoadjungovana (resp. symetrickd) linearni transformace v U,
(resp. v E,). Skalarni ndsobek samoadjungované transformace v U, je samoadjungo-
vanou linearni transformaci v U,, pravé tehdy, je-li skalar redlnym cislem. V E, je ska-
larni nasobek symetrické linearni transformace rovnéz symetrickou linearni transformaci
v E,. SloZeni dvou samoadjungovanych (resp. symetrickych) linedrnich transformaci
v U, (resp. v E,) je samoadjungovanou linedrni transformaci v U, (resp. symetrickou
linedrni transformaci v E,) pravé tehdy, jestlize dané linedrni transformace ¢ a 1 ko-

mutuji, tj. je-li p op =) o @.



Kapitola 8

Problém vlastnich hodnot

V této kapitole se budeme zabyvat dalsimi vlastnostmi linedrnich transformaci
vektorového prostoru V, do sebe. Vime, Ze kazdi linedrni transformace ¢ €
L(V,,V,) je v pevné zvolené bézi (ey,...,e,) vektorového prostoru V, repre-
zentovana ¢tvercovou matici fadu n, pricemz matice reprezentujici tutéz linearni
transformaci v riznych bazich jsou podobné. Soucasné jsme v odstavci 1.9 for-
mulovali kritéria pro to, aby dana ¢tvercova matice byla podobn4 jisté Jordanové
matici, ve specidlnim pfipadé matici diagonalni. Lze ptirozené o¢ekavat, ze i baze,
v niz bude linearni transformace reprezentovana takovou matici specidlniho tvaru,
bude jistym zpisobem pro danou linearni transformaci charakteristicka. Nalezeni
takové baze je zce spjato s problematikou tzv. vlastnich hodnot a vlastnich vek-
tord linedrni transformace.

112
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8.1 Vlastni hodnoty a vlastni vektory linearni trans-
formace ve V,,

Necht V,, je vektorovy prostor nad P (R = C nebo R), ¢ € L(V,,V,,) linearni transfor-
mace ve V,,. Nenulovy vektor b € V,, nazveme vlastnim vektorem linearni transformace
o, jestlize existuje ¢islo \y € P takové, ze plati

$(b) = Aob (8.1)

Je-li b vlastnim vektorem transformace ¢, je ¢islo A ur¢eno jednoznac¢né a nazyva se
vlastni hodnotou linedrni transformace ¢, prislusnou vlastnimu vektoru b.

Poznamka: Je-li b nulovy vektor, je rovnost (4.20) splnéna pro libovolné Ag, proto
nulovy vektor nepovazujeme za vlastni.

Soubor vlastnich hodnot linedrni transformace ¢ nazyvame jejim spektrem.

Piiklad 1: Zabyvejme se problémem vlastnich vektori linearnich transformaci z pri-
kladu 15. Tyto transformace maji velmi nazornou interpretaci:

(i) Vlastnim vektorem nulové transformace o € L(V,, V,) je rovnéz kazdy nenulovy
vektor b € V,,, prislusna vlastni hodnota je vzdy nulova.

(i) Vlastnim vektorem identické transformace id € L(V,, V,) je rovnéz kazdy nenu-
lovy vektor b € V,,, ptislusnou vlastni hodnotou je vzdy ¢islo 1.

(iii) Necht 7p 1 je projekce (viz odstavec 4.10). Pro kazdy vektor b € L plati
7L, (b) = b, kazdy vektor b € L je tedy vlastnim vektorem projekce 7y 1 piislusnym
vlastni hodnoté 1. Pro b’ € L' je w1/ (V') = o, je tedy i kazdy vektor b’ € L' vlastnim
vektorem projekce 7r, 1/, prisluSnou vlastni hodnotou je ¢islo 0.

Zabyvejme se nyni problémem praktického nalezeni vlastnich hodnot a vlastnich vek-
torti dané linearni transformace. Jako obvykle budeme pracovat v libovolné, ale pevné
zvolené béazi (ey,...,e,) v prostoru V,. Necht b € V,, tj. b = Be;, i € {1,...,n}. Pod-
minka (4.20), vyjadiujici pozadavek, aby b byl vlastnim vektorem linearni transformace
¢ € L(Vp, Vy), mé tvar

d(Ble;) = Mo(B'e;) = B'd(e;) = Mofle;

Oznacime-li A = (ai), J,k € {1,...,n} matici, ktera reprezentuje ¢ v bazi (ey,...,e,),
pak ¢(e;) = ofej pro viechna ¢ € {1,...,n} a z pfedchozich vztahti dostavame

B'(a — Xodi)ej = o
nebo maticové

(B)(A = AE) = (0). (8.2)

Vzhledem k linearni nezavislosti vektori eq,...,e, reprezentuje tento vztah soustavu
rovnic

(o] = Xod))B* =0 (83)
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pro nezndmé slozky B!,...,[53" vlastniho vektoru b. Jednd se o homogenni soustavu
n line4rnich rovnic o n nezndmych, jejiz matice je (A — A\yE)T. Nutnou a postacujici
podminkou pro to, aby tato soustava méla netrivialni feSeni (nenulovy vektor) je nulovost
matice determinantu matice soustavy.

det(A — \E)T = det(A — \E) =0

Tato podminka je ovSem splnéna pravé tehdy, je-li ¢islo Ay charakteristickym kofenem
matice A. Vzhledem k tomu, Ze podobné matice maji stejné charakteristické kofeny (véta
1.16), je zfejmé, Ze soubor hodnot ), pro néz méa soustava (4.21) netrividlni feSeni, je
nezavisly na volbé baze. Hovofime o charakteristickych kotfenech linearni transformace
¢. Z téhoz ditvodu lze také invariantni faktory e1(A),. .., e,()\) matice A — \E, nezavislé
na bazi, povazovat za charakteristické pro danou linearni transformaci ¢. Je-li P = C,
tj. uvazujeme-li o V,, jako o prostoru nad polem komplexnich ¢isel, je kazdy charakteris-
ticky kofen linearni transformace ¢ souc¢asné jeji vlastni hodnotou a naopak. Pro pripad
vektorového prostoru nad polem realnych cisel, tj. P = R, mohou jako vlastni hodnoty
slouzit podle definice pouze realné charakteristické kotreny transformace ¢. Na zakladé
téchto uvah lze formulovat nasledujici tvrzeni:

Véta 8.1. Necht'V,, je vektorovy prostor nad polem P, ¢ € L(V,, V) linedrni transfor-
mace ve V. Pro P = C je ¢islo Ay € C vlastni hodnotou linedrni transformace ¢ prave
tehdy, je-li jejim charakteristickym korenem. Je-li P = R, pak cislo Ay € R je vlastni
hodnotou transformace ¢ prave tehdy, je-li jejim redalnym charakteristickym korenem.

Piiklad 2: Pfedpoklddejme, Ze linedrni transformace ve Vs je v bazi (e1, e2) reprezento-
védna matici A = (o), kde o] =1, ? =1, a3 = 0, a3 = 1. Najdeme jeji vlastni hodnoty
a vlastni vektory:

1-A 1

det(A — AE) :det( ) =0= Ao =1

Soustava (4.21) m4 pro tento piipad tvar

(ﬂ%ﬁ?)(“*im )=(o,0):»(51,ﬁ2)(j ;):(0,0)-

2
oy a;—A1,2

Regeni soustavy: (3!, 8%) = (0, %), kde $? je libovolné &islo. Vlastnim vektorem dané
linedrni transformace je tedy kazdy vektor kolinearni s vektorem e,.

Poznamka: Dvojnasobny charakteristicky kofen Ao = 1 je vlastni hodnotou ¢ jak
v ptipadé P = C, tak i v ptipadé P = R.

Piiklad 3: Necht (e, e;) je baze kolmych jednotkovych vektori v euklidovské roviné,
linedrni transformace ¢ je definovana jako rotace vektoru o tihel o (provéite linearitu).

Ziejmé je
cos a sin
A B ( i >
—sina  cosa
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reprezentujici matici transformace ¢ v bazi (ey, e5). Rovnice pro charakteristické kotfeny
(cosa — A)? + sin? @ = 0 neni pii obecném thlu « splnéna pro 74dné redlné ). Pouze
pro p¥ipad o = km dostdvame A = (—1)*. Problém vlastnich hodnot ma tedy feSenf
jen pro a = km. V takovém pripadé je ovSem kazdy vektor euklidovské roviny vlastnim
vektorem dané linedrni transformace ¢ (provéite). Tento vysledek ma i pfirozenou geo-
metrickou interpretaci (vysvétlete). Charakteristické kofeny dané transformace existuji
pro libovolné «, jsou vSak obecné komplexni: A ; = cos o & isin . Nemohou byt proto
vlastnimi hodnotami linearni transformace ve vektorovém prostoru nad polem realnych
Cisel.

Cviceni 8.1

Necht ¢ € L(V,, V) je regularni. Dokazte, Ze ¢islo A = 0 nemiiZe byt vlastni hodnotou
linearni transformace ¢.

Navod: Tvrzeni vyplyva bezprostiedné ze skutecnosti, Ze jadro regularni lineadrni trans-
formace obsahuje pouze nulovy vektor.

Necht ¢ € L(V,,, V,,), V. je vektorovy prostor nad C. Necht f(z) je polynom stupné m.

(a) Dokazte, ze f(¢) je rovnéz linearni transformaci ve V,,.

(b) Urcete det f(A), je-li A libovolna z reprezentujicich matic linearni transformace ¢
a znate-li spektrum ¢.

(c) Najdéte spektrum linearni transformace f(¢).

Navod: (a) Vyuzijte struktury prostoru L(V,,V,) a vysledku tlohy (5) Cviceni 4.9.
(b) Necht A je kterdkoliv z reprezentujicich matic linearni transformace ¢, Aq,..., A,
prvky spektra s nasobnostmi ki, ..., k.. Zapiste rozklad charakteristického polynomu
det(A — AE) na kofenové ¢initele. Jsou-li &1, . . ., & kofeny polynomu f(z) s ndsobnostmi
li,...,1s, zapiSte rozklad polynomu f(z) na kofenové ¢initele a zdménou  — A utvoite
maticovy polynom f(A). Jeho determinant je sou¢inem determinanti (det(A — &E))b,
i €{1,...,s}. Hodnotu det(A — &E) zjistite dosazenim \ = &; do rozkladu charakteris-
tického polynomu linearni transformace ¢.

Vysledek:
det f(A) = konst. [ [] (& — A+ = [T FO)".

i=1 j=1 j=1

Spektrum linedrni transformace f () tvoii hodnoty f(\), ..., f(A\;) s ndsobnostmi k1, . ..

Necht ¢, jsou linearni transgormace ve V,, nad C. Ukazte, ze linearni transformace
¢ o1 a 1o ¢ maji stejné spektrum.

K
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Navod: Ukazte, Ze linearni transformace ¢ o ¢ a 1 o ¢ maji stejny charakteristicky
polynom, tj. det(AB — AE) = det(BA — AE), kde A resp. B je reprezentujici matice
linearni transformace ¢ resp. 9 v libovolné zvolené bazi (e, ..., e,).

Dokazte, ze kazdy vlastni vektor linedrni transformace ¢ € L(V,,V,) je vlastnim vek-
torem linedrni transformace f(¢), kde f je polynom.

Navod: Predpokladejte, ze vektor b € V,, je vlastnim vektorem linedrni transformace
b, tj. #(b) = M\pb. Postupnou aplikaci operatoru ¢ na tuto vektorovou rovnici ukazte,
ze vektor b je i vlastnim vektorem linearni transformace ¢™, kde m > 1 je libovolné
prirozené cislo. Jaka je odpovidajici vlastni hodnota? Dale urcete obraz vektoru b pfi
line4rni tarnsformaci f(¢) = a® + al¢ + - - - + of¢* a ukazte, Ze b je vlastnim vektorem
této transformace, ptislusnym vlastni hodnoté f(X).

Urcete spektrum a vlastni vektory linearni transformace ¢, je-li v bazi (ey,...,e,) re-
prezentovana matici A. Ve vSech pripadech uvazujte vektorovy prostor V, nad C i
vektorovy prostor V,, nad R.

(i)< ° ) (i) (1) _11 l (i) g (1) jQ

. s 11 11 7 2 -1 0
1 1 -1 -1 . -23 3 -8 1

(iv) 7; 04 Z (v) 1 -1 1 -1 (vi) 10 -2 3 0
I 1 -1 -1 1 24 4 -7 1

Vysledek:

(i) A =ia, by =(1,-1), Ly = [(1, —i)]
Ay = —ia, by = (1,1), Ly = [(1,1)]

(ii) A

1 , kl = 1a Ll = [(15 1, 1)]
Ao

0
3ak2 2a g2 = 1a LQ = [(_25 1,4)]

(111) )\1 - O, kl - 3, q1 = 1,L1 - [(—2, —1, 1)]
iv) M=2, k=3, ¢1=2,L, =(1,2,0),(1,0,1)]

(V) )\1 = 2a kl = 3a Ll = [(15 1,0,0), (1505 150)1 (Loaoa 1)]
)\2 = —2, kQ = ]_, L2 = [(1, —1, —1, —1)]

(Vl) )\1 :i, kl :2, )\22 —i,k2=2
Nad R nema FeSeni (neexistuji vlastni vektory).
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Dokazte nésledujici tvrzeni: Stopa (tj. soucet v8ech diagonélnich prvki) vSech matic,
reprezentujicich danou linedrni transformaci ¢ € L(V,,V,) v riznych bazich je stejna
a je rovna souctu vSech charakteristickych korenti dané lineirni transformace vcetné
nasobnosti (kazdy charakteristicky kofen je do souc¢tu zapocitavan tolikrat, kolikrat ¢ini
jeho néasobnost).

Navod: Stopa matice A = (a{) je TrA = al +...4+a". Vypoctete stopu matice A’ =
TAT ! a dokaZte, Ze je rovna stopé matice A. VyuZijte rovnosti TT~! = E. Skutecnost,
e TrA = Mki+...+ M\kr, kde Ay, ..., A\ jsou navzajem rizné charakteristické koreny
a kq, ...,k jejich nasobnosti, vyplyva z toho, ze matice A je podobna svému Jordanovu
normalnimu tvaru.

8.2 Kritéria existence diagonalni reprezentace line-
arni transformace ¢ € L(V,,V,)

Véta 8.2. Linedrni transformace ¢ € L(V,,V,,) je v bdzi (e1,...,e,) reprezentovina
diagondlni matici prdvé tehdy, jsou-li ey, ..., e, vlastni vektory této linedrni transfor-
mace.

Dikaz: (i) Necht ey,..., e, jsou vlastni vektory linedrni transformace ¢ a necht tvori
bazi ve V. Pak je ¢(e;) = \ie; pro vSechna i € {1,...,n} a reprezentujici matice ma
tvar A = (af), a = A;, af =0 pro i # j, pro i,j € {1,...,n} .

(ii) Pfedpokladejme, 7e linearni transformace ¢ je v béazi (ey, ..., e,) reprezentovana
diagonalni matici, prvky v diagonale ozna¢me Ay, ..., \,. Z vyznamu matice A vyplyva,
Ze obrazy c,...,c, vektori béze ey, ..., e, pfi transformaci ¢ maji tvar ¢; = é(e;) =
Aie; pro kazdé i € {1,...,n}, takie vektory ey, ..., e, jsou vlastnimi vektory linearni
transformace ¢.

¢

Pouzitelnost tohoto kritéria je vazana na vyfteSeni otazky, za jakych predpokladii
je mozné z vlastnich vektori dané linedrni transformace vytvofit bazi prostoru V,.
Odpovéd na tuto otdzku vyzaduje, abychom se zabyvali problémem, jak charakterizovat
soubor vlastnich vektort prislusnych téze vlastni hodnoté a soubor vlastnich vektort
prislusnych riznym vlastnim hodnotam.

Véta 8.3. Necht V,, je vektorovy prostor nad C, ¢ € L(Vy, V). Oznacme Ay, ..., \,
vSechny navzajem ruzné vlastni hodnoty linedrni transformace ¢.

1) Necht q,, 1 < p < r, znaci pocet invariantnich faktori transformace ¢, jejichZ
p

korenem je vlastni hodnota \,. Pak vlastni vektory linedrni transformace ¢, které

prislusi vlastni hodnoté Ay, generuji vektorovy podprostor L, C 'V, dimenze g,.

(i) Necht by, ..., b jsou vlastni vektory linedrni transformace ¢, prislusné na-
vzdjem rizngm vlastnim hodnotdm Ai,..., A, 1 < k < r. (Jako vektor b;, i €
{1,...,k} volime libovolny z vlastnich vektori prislusngjch hodnoté X;.) Pak vek-
tory by, ..., by jsou linedrné nezdvisle.
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Dikaz: (i) Charakteristické kofeny transformace ¢ jsou prvky C. Nad C tedy existuje
Jordantiv normalni tvar matic, reprezentujicich danou linearni transformaci v libovol-
nych béazich (véta 1.18). Necht Ai,..., A, (r < n) jsou navzajem rizné charakteristické
kofeny. Uvazujme o hodnoté A,, 1 < p < r. Je ziejmé, Ze n-tice slozek reprezentujici
ve zvolené bazi vlastni vektory pfislusné hodnoté A, jsou FeSenim soustavy rovnic (4.21
a) pro Ao = A, a podle véty 3.4 vytvareji vektorovy podprostor dimenze (n — h,) v C",
kde h, je hodnost matice soustavy (A — \,E)T. Matice (A — \,E) je oviem ekvivalentni
matici

61()\p) 0
D()\ ) _ 62()‘17)
P/ )
0 en(Ap)
v niz e1(A),...,e,(A) jsou invariantni faktory charakteristické matice (A — AE). Pii

dosazeni A = )\, se v charakteristické matici anuluji ty invariantni faktory, jichz je A,
kofenem. Je tedy g, Fadkt matice D(),) nulovych. Jeji hodnost je tedy (n—g,) a dimenze
prostoru feSeni soustavy (4.21 a) je n — (n — ¢,) = gp.

(ii) Diikaz druhé ¢asti tvrzeni provedeme indukei vzhledem k indexu k. Pro £ =1 je
ziejmé, Ze tvrzeni plati, nebot jeden (nenulovy) vlastni vektor pfislusny vlastni hodnoté
A1 tvori linedrné nezavisly systém. Indukéni predpoklad: Necht by, ..., by jsou vlastni
vektory pfislusné vlastnim hodnotdm A;,..., Ay, navzajem riznym. (b; je libovolny
z vlastnich vektort pfislusnych hodnoté )\;.) Pfedpokladejme, Ze vektory by, ..., b jsou
linearné nezavislé. Necht by, ..., b, by1 jsou vlastni vektory piislusné riznym vlastnim
hodnotam Aq, ..., Ag, Axr1. Dokdzeme, Ze tyto vektory jsou linedrné nezavislé. Necht

Yor 4+ =0

Pak také
Y'o(be) + -+ Y d(bpr) =0

a tedy
’yl)\lbl —+ e+ ’}’k)\kbk + ’Yk+1)\k+1bk+1 =0

Odectenim posledni rovnice od prvni rovnice vynasobené ¢islem A;,; dostaneme
YL = M)y F -+ YA = Apg1)br = 0.

Vzhledem k predpoklddané nezavislosti vektort by, ..., by a vzhledem k riiznosti hodnot
Ay M1 jeyt = ... =% =0. Z rovnosti y'b; +- - -+~*¥1by,; = 0 pak vyplyvd i rov-
nost ¥ = 0, nebot vektor by, je nenulovy jakozto vlastni vektor linedrni transformace
¢. Tim je linedrni nezéavislost systému (b, ..., bk 1) dokdzana.

¢

Poznamka: Samoziejmym d?sledkem prvni ¢asti véty 4.14 je véta 1.19, ktera je krité-
riem existence diagonalni reprezentace dané linearni transformace, tj. udavd podminku
nutnou a postacujici pro to, aby z vlastnich vektoru linearni transformace bylo mozné
vytvotit bazi v prostoru V,,. Pfipomenme, Ze touto podminkou je, aby posledni inva-
riantni faktor e, (\) charakteristické matice A — AE, kde A je libovolné z matic repre-
zentujicich linedrni transformaci ¢, mél pouze jednonisobné kofeny. Dimenze prostoru
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L, vlastnich vektori pfisluSnych hodnoté )\, je v takovém piipadé rovna nasobnosti k,
charakteristického kofene A, (zdivodnéte).

Cviceni 8.2

Ukazte, ze pro singularni linedrni transformaci ¢ € L(V,,V,) ma problém vlastnich
hodnot vzdy feSeni, tj. singularni linedrni transformace mé alespon jeden vlastni vektor.
Charakterizujte podprostor vlastnich vektori singuladrni linedrni transformace takovych,
ze jejich existence je zarucena podminkou singuldrnosti. Jaké vlastni hodnota odpovida
témto vlastnim vektordm?

Navod: Uvédomte si, jaky je obraz libovolného vektoru jadra linearni transformace ¢
a ukaZzte, Ze v pfipadé singuldrni linedrni transformace je dimN(¢) > 1.

Necht ¢, v € L(V,,V,,) jsou linearni transformace, které maji spoleény systém vlastnich
vektori, ktery necht generuje bazi ve V,,. Dokazte, ze ¢, 1 komutuji, tj. ¢ o b = 9 o ¢.

Navod: Oznacte (ey,...,e,) bazi ve V, tvofenou spoleénymi vlastnimi vektory line-
arnich transformaci ¢ a 1. Vyjadiete libovolny vektor a € V,, jako linearni kombinaci
baze. Uzitim vztahlt ¢(e;) = Aie;, ¥(e;) = &e; pro viechna i € {1,...,n} ukazte, 7e

(¢o1)(a) = (Yo d)(a).

Necht systém vlastnich vektort kazdé z linearnich transformaci ¢,v € L(V,,V,) gene-
ruje cely prostor V,,. Predpokladejte, Ze ¢ a 1 komutuji. Ukazte, ze systém vlastnich
vektorl je pro obé linedrni transformace spole¢ny.

Navod: Nejprve dokazte, 7e dvé linedrni transformace ¢,v € L(V,,V,) komutuji
pravé tehdy, kdyz komutuji matice A a B, reprezentujici linedrni transformace ¢ a ¥
v téZe (libovolné) bézi. Necht (eq,...,e,) je baze ve V,, tvofena napiiklad vlastnimi
vektory transformace ¢. V této bazi ma reprezentujici matice D linedrni transformace
¢ diagonalni tvar s vlastnimi hodnotami v diagonale. Oznacte je napiiklad Aq, ..., A,.
Matici, repezentujici v bazi (ey, . . ., ey) linedrni transformaci ¢, oznaéte A = (), 4, €
{1,...,n}. Vypoctéte matice DA a AD a ukaite, ze z podminky komutace DA =
AD vyplyv4 pro viechna i,k € {1,...,n}, i # k, platnost nékteré z rovnosti af =
0, A\; = Ag. Soubortim hodnot \;, = ... = \;, piislusi vidy podprostor vlastnich vektori
€15 - - -, €i,]- Bazi v tomto podprostoru lze volit libovolné, pficemz se nenarusi diagonalni
tvar matice, reprezentujici linedrni transformaci ¢. Vzhledem k tomu, Ze vlastni vektory
linedrni transformace v generuji rovnéz cely prostor V,, lze volbu baze v podprostoru
leir, - - -, €,] Provést tak, aby ji tvofily vlastni vektory transformace ¢. Rozbor provedte
podrobnéji.

Necht ¢, 9 € L(Vy,V,) komutuji. Dokazte, Ze pro kazdy vlastni vektor a transformace
¢ je i vektor ¢ (a) jejim vlastnim vektorem a piislusi téze vlastni hodnoté jako vektor a.
(Naopak, pro kazdy vlastni vektor b transformace 1 je také ¢(b) jejim vlastnim vektorem
piislusnym téze vlastni hodnoté.)
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Navod: Na rovnost ¢(a) = A\ya aplikujte operdtor ¢ a vyuzijte komutace.

Na vhodném jednoduchém piikadu ukazte nezbytnost predpokladu v uloze (3), ktery
vyzaduje, aby vlastni vektory kazdé z komutujicich linearnich transformaci, pro néz
dokazujeme shodnost souboru vlastnich vektori, generovaly cely prostor V,,.

Navod: Vzhledem k tomu, Ze naptiklad identita komutuje s kazdou linearni transfor-
maci, stac¢i volit ¢ = id a za 1) jakoukoliv linearni transformaci ve V,,, z jejichz vlastnich
vektorl nelze utvorit bazi prostoru V,,. Je ziejmé, ze takto zvolené komutujici linearni
transformace ¢ a v nemaji spole¢ny soubor vlastnich vektort.

Necht ¢ € L(V,, V,) je linedrni transformace, z jejichz vlastnich vektort lze utvorit bézi
prostoru V,. Prvkiim spektra Aq,...,\, s ndsobnostmi ki,..., k. (k1 +---+ k. = n)
tedy prislusi podprostory vlastnich vektord Lq,..., L, o dimenzich ki, ..., k,.

(a) Dokaizte, ze Ly +---+ L, =V, a LiNL; = {o} pro vSechna 4,j € {1,...,n}, i # j.

(b) Ukazte, ze linedrni transformaci ¢ lze vyjadfit jako linedrni kombinaci projekei
T, ..., (definovanych v tloze (3) Cvi¢eni 4.10).

Navod: (a) Uzijte véty 4.14.

(b) Libovolny vektor a € V, vyjadfete ve tvaru sou¢tu a = m(a) + -+ + 7,(a). Na
tuto rovnost aplikujte operator ¢ a vyuzijte skutecnosti, Ze kazdy vektor prostoru L; je
vlastnim vektorem linedrni transformace ¢ pfisluSnym vlastni hodnoté A;.

Vysledek: ¢ = \imp + ...+ A7y

8.3 Jordanilv normalni tvar a podprostory genero-
vané vlastnimi vektory linearni transformace

V pfedchozim odstavci jsme formulovali kritéria pro existenci diagonalni reprezen-
tace dané linearni transformace ¢ € L(V,, V,). Diagonélni reprezentace je specidlnim
pripadem tzv. reprezentace Jordanovy, jejiz existenci pro kazdou linearni transformaci
ve V, nad C zarucuje véta 1.18. Vznika pfirozend otazka, jakym zplisobem lze ve V,,
zkonstruovat bazi, v niz je dana linedrni transformace ¢ reprezentovana Jordanovou
matici.

Necht J je Jordanova matice dané linearni transformace a (fi, ..., f,) ptislusna
béze. Oznaceni hodnot spektra transformace ¢ provedme v souladu s ozna¢enim v od-
stavei 1.9:

Ai i-td hodnota spektra, i € {1,...,7}, A1,..., A, jsou navzajem riizné hodnoty,
k; nasobnost hodnoty A;,

¢; pocet invariantnich faktort matice J — AE obsahujicich elementéarni délitele (A —
X)kio 5 € {1,...,¢}, indexovani hodnot A, ..., ), miize byt voleno tak, aby
G 2>2q 220G,
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ki; oznaceni lze opét volit tak, aby ki1 > ... > ki,

Cislo ¢; uréuje pocet Jordanovych submatic p¥islusnych hodnoté \; a sou¢asné dimenzi
odpovidajiciho podprostoru L; vlastnich vektori, hodnoty k;; jsou fady Jordanovych
submatic. Jordanova matice linearni transformace ¢ ma tedy tvar

Ji1 0
j = qul

0 Jrgr

Ao 1
Jij =
0 o1
\ Ai }
Uréime obrazy béaze (f1,. .., fn) pFl zobrazeni ¢:
o(f1) = 0 f1
¢(;f2) = c ‘{2 (8.4)
6(fa) 0 ) \ I

Z uvedeného zapisu je ziejmé, Ze jednotlivé bloky [J;; Jordanovy matice transformuji
v sebe podprostory A;; odpovidajici dimenze dim A;; = ki, j € {1,...,¢:},i € {1,...,7}.
Jednotlivé rovnice vztahu (4.22) maji tvar

o(f1) = Mf +f2
o(f2) = Afo+ f3

¢(fk11—1) = )‘lfk11—1+fk11
¢(fk11) = Alfkll

¢(fk11+1)) = Alfkn-l—l +fk11+2
(frn+2) = AL Skys+2 + fhi+3

d)(fkn-l—km—l) = /\lfk11+k12—1+fk11+k12
¢(fk11+k12) = /\lfk11+k12
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d)(fkll'f‘---‘f'qurfl'f'l) = )\Tfk11+---+qu7.—1+1+f...+2

O(fn) = (frirttbog,) = Aefriitotbrg, = Arfn

Je vidét, ze posledni rovnice kazdého bloku je rovnici pro vlastni vektor. VSimnéme si
napriklad prvniho bloku. Jednotlivé vektory baze podprostoru Ai; jsou reSenim nasle-
dujiciho Fetézce rovnic:

(¢ — Miid)(fer)) = o
(¢ — Mid)(for-1) = fau
(¢ — Mid)(fri—2) = fen-1
: (8.5)
(¢ —Mid)(f2) = f3
(¢ —AMid)(f1) = f

(Analogickym zptisobem dostaneme baze v ostatnich podprostorech A;;.) Je-li ¢ zadana

v pfedem zvolené bazi (ey,...,e,) matici A a ozna¢ime-li (¢;),5 € {1,...,k11} n-tice
slozek hledanych vektort f; v téze bazi (eq,...,e,), pak z (4.23) dostavame nasledujici
soustavy rovnic pro neznamé (e;) = (€f,...,€7), ..., (€, -, €p,):

(ek1,)(A — AE) = (0)
(6k11—1)(A - )‘E) = (61611)
: (8.6)
(e2)(A—AE) = (e3)
(€)(A—AE) = (e)
Analogické vztahy opét plati pro ostatni podprostory A;;. Poznamenejme, ze baze (f1,. .., fa),
v niZ je ¢ reprezentovana Jordanovou matici, neni uréena jednoznaé¢né (viz Cviceni 4.13),
coz je v souladu s nejednoznac¢nosti podobnostni transformace J = TAT ™!, konstato-

vanou v odstavci 1.9. Jordanova matice samotna samoziejmé jednoznac¢né urcena je, az
na poradi bloki v hlavni diagonéle.

Piiklad 4: Linearni transformace ¢ € L(Vy,Vy) je v béazi (eq,...,e4) reprezentovana
matici
-3 1 0 0
—4 -1 0 0
A=
71 2 1
-17 —6 -1 0

Najdeme podobnostni transformaci, ktera prevadi matici A na Jordaniv normaéalni tvar
a alespon jednu bazi, v niz je dana linearni transformace ¢ reprezentovana Jordanovou
matici.

det(A—)\E) = det 74 ‘11‘* 2: (1) = [(3=A) (= 1=\)+4][(2=A) (=A)+1] = (A\—1)~.
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Charakteristické kofeny (spektrum): A\; = 1, k; = 4.
Nejvétsi spole¢ni délitelé minorta prvého az ¢tvrtého radu:

di(A) =1,dy(N) =1, ds(\) = (A= 1)%, dy(N) = (A = 1)*

Invariantni faktory: e;(\) = ex(A) =1, e3(A) = eq(N) = (A = 1)2
Odtud ¢; = 2, k11 = k12 = 2, Jordantiv normalni tvar:

J =

0 0
0 0
1 1
0 1

—_ O o o =
=

Hledana baze (fi, ..., f1) spliiuje rovnice (4.22):

¢(f1) = fi+ fo, ¢(f2) = f2  (f2 = vlastni vektor) Ay = [f1, fo]
&(f3) = fs + fao, &(fs) = fo  (fs = vlastni vektor) Ay = [fs, fa]

Vytesime nejprve rovnice pro vlastni vektory. Pro jednoduchost ozna¢me neznamé slozky
vlastniho vektoru v bézi (ey,...,es) jako (x,y, z,t). Pak

($,y, Zat)(A - )\IE) = (O)

Matici této soustavy je matice (A — \E)T.

2 —4 7 17 0O 0 &5 -5 1 -2 1 -6
1 -2 1 -6 1 -2 1 -6 o 0 1 -1
~Y ~y
o o0 1 -1 o 0 1 -1 o 0 0 O
0 0 1 -1 0O 0 1 -1 0O 0 0 O

Reseni soustavy: (z,v, z,t) = (2y +5t, y,t,t), za volné neznadmé jsme volili y a t. ReSeni
generuji podprostor dimenze ¢; = 2. Pro y = 1, t = 0 oznac¢ime TeSeni naptiklad fo,
proy =0,t =1 jako f4, je tedy

f2:(251a070) f4:(570:151)

Soustava rovnic pro f; resp. f3 ma pfi oznaceni neznamych slozek vektoru f; resp. f3
v bézi (eq,...,eq) jako (X,Y, Z,T) tvar

(Xa Ya Z: T)(A - /\1E) = (2y+ 5tayat,t)

Upravujeme matici soustavy:

2 —4 7 —17 | 2y+5t 0 0 5 5|5t 1 -2 1 -6y

1 -2 1 -6 Y 1 -2 1 -6y 0 0 1 —-1]|t¢t
~Y ~Y

o o0 1 -1 t 0 0 1 -1 0 0 0 o0 ]O

o o0 1 -1 t 0 0 1 -—-1/|1 0 0 0 o0 ]O

Obecné fesSeni této soustavy:

fl;f3: (XaKZaT) = (2Y+5T,YaTaT)+(y_t:05ta0)
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ReSeni (2y+5t,y,t,t), (y—t+2Y +5T,Y,t+T,T), kde (y,1), (Y, T) pfedstavuji vechny
nezavislé volby volnych nezndmych, charakterizuji vSechny baze ve V4, v nichz je linearni
transformace ¢ reprezentovana svou Jordanovou matici. Uvazme naptiklad nasledujici
volby neznamych:

(y,t):(1,0),(0,1) (Y,T):(1,0),(0,1)
Vsechny jejich kombinace dévaji nasledujici moznosti volby béaze (f1,.-., f1), v niz je ¢
reprezentovana Jordanovou matici:

fl = (3: 1’0,0)af2 = (25 1a070)af3 = (]-a 1a 150),f4 = (5:05 1: 1)

3 1 0 O 1 —1 0 0

2 1 0 O _ -2 3 0 0
T = T ! =

1 1 1 0 1 -2 1 0

5 0 1 1 —6 7 -1 1

fl = (6: 0’ 1, ]-)7f2 = (25 1a070)af3 = (]-a 1a 1a0),f4 = (5:07 ]-: ]-)

6 0 1 1 1 0 0 -1

2 1 0 O _ —2 1 0 2
T = T ! =

1 1 1 0 1 -1 1 -1

5 0 1 1 —6 1 —1 7

fl = (3:170a0)7f2 = (271a070)af3 = (470a271)af4 = (5:071:1)

3 1 0 0 1 -1 0 0

2 1 0 0 _ —2 3 0 0
T = T ! =

4 0 2 1 1 -1 1 -1

5 0 1 1 —6 6 -1 2

f1=1(6,0,1,1), fo =(2,1,0,0), f3s = (4,0,2,1), fa = (5,0,1,1)

6 0 1 1 1 0 O -1

2 1 0 0 _ -2 1 0 2
T= T ! =

4 0 2 1 1 0 1 —2

5 0 1 1 -6 0 -1 8

Dalsi ¢tyfi moznosti dostaneme zdménou indexti (1,2) < (3,4).

Poznamka: Pod kazdou z moZnosti volby vektorti baze (fi, ..., f1) je uvedena piislusna
matice piechodu T a matice inverzni T~!, které realizuji podobnostni transformaci
J = TAT 1.

Cviceni 8.3
Na zékladé diskuze hodnosti matic vystupujicich v soustavach rovnic (4.24) se pokuste

o obecny rozbor FeSeni problému nalezeni baze (fi,..., f,) ve V,, v niz je dané linearni
transformace ¢ € L(V,, V,) reprezentoviana Jordanovou matici.



Kapitola 8. Problém vlastnich hodnot 125

Navod: Pro dany charakteristicky kotfen, napriklad A, oznac¢te h; hodnost matice
A — )\ E, kde A je matice reprezentujici ¢ ve zvolené bazi (ey, ..., e,). Dimenze prostoru
feSeni soustavy rovnic pro slozky vlastnich vektort prislusnych hodnoté A\ je d; = n—h;.
Volné neznamé oznacte napiiklad zy,,...,zx, ,1 < k; < n. Diskutujte, jakou hodnost
mohou mit rozsifené matice soustavy rovnic (4.24) a jaky tvar ma jejich obecné YeSeni.
Uvedte v souvislosti s volbou volnych nezndmych xy,, ...,z " (existuje-li napiiklad
index j € {1,...,d} tak, ze k; < hy < k;_1, pak nasledujici soustava rovnic v fetézci,
majici na pravé strané vektor (z!,...,z"), m4 feseni jediné pi¥i volbé Thy; = ... = Tpy =
0). Jaky tvar ma pfi takové volbé obecné feSeni soustavy?

V nasledujicich ptikladech predstavuje A matici reprezentujici danou linearni transfor-
maci ¢ € L(V,,V,) v bazi (ei,...,e,). Urcete alespon jednu bazi (fi,..., fn), v niz
je ¢ reprezentovana Jordanovou matici. Prislusnou Jordanovu matici rovnéz urcete a
najdéte i odpovidajici podobnostni transformaci J = TAT L.

3 -1 0 O 1 2 3 4 7 1 -1 1
. 1 1 0 0 .. 0 1 2 3 .. -1 9 -1 1
(1) o 0 3 -1 (11) 0 0 1 2 (lll) -1 9 -1
0O o0 1 1 0 0 0 1 1 -1 1 7

111 4 5 -2 3 7 -3
iv) | 5 22 17 v)| 2 =2 1 (vi)| 2 5 2
6 —26 —21 S 4 —10 3

11 -1 4 2 10

(vii) [ -3 -3 3 (viii) | -4 3 7

2 -2 2 3 1 7

13 16 16 o 3 3

(ix)| -5 -7 —s x)| -1 8 6

6 -8 7 2 14 -10

Vysledek ) Bazi miize byt napiiklad systém vektort (fi,..., f1):

@i
fl_( 50), ( 1 0 0),f3:(0,0,0,1),f4:(0,0,1,—1)
Matice T 1 a J nasledup

o 1 0 O 1 1 0 O 2 1 0 0
1 -1 0 O 1 0 0 O 0 2 0 O
0O 0 0 1 0 0 1 1 0 0 2 1
0O 0 1 -1 0 0 1 0 0 0 0 2

Obecny tvar matice T:

kde ¢tverice (p, —p,q, —q) a (v, —v, u, —u) jsou nezavislé, ale jinak libovolné. U dalsich
ptikladil jiz uvadime pouze pifklad matice T, odpovidajici matici T~!, Jordanovu matici
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a obecny tvar matice T v uvedeném poradi. Slozky vektord fi, ..., f, tvoTicich bazi, v niz
je ¢ reprezentovana uvedenou Jordanovou matici, jsou v fadcich matice T.

1 1 1 1
4 4 14 32 P T 110 0
1 1 3
(ii)08432 N 01 1 0
1 1
0 0 16 32 o0 L& L 00 1 1
1
0 0 0 32 o0 o & 00 0 1
2u  2v—6u w—3v+du t
0 4u 4yv—6u 2w
0 0 8u 8v
0 0 0 16u
kde (u,v,w,t) jsou libovolnd nenulova ¢isla.
1 0 0 0 1 0 0 0 8 1 0 0
11 -1 1 11 -1 1 0 8 0 0
(iii)
11 0 0 1 0 1 0 00 8 O
1 0 1 0 1 0 o0 1 00 0 8
1 4 3 12 1 01 o0
(iv)| 1 5 4 3 -1 -1 00 0
2 6 5 4 2 1 0 0 —1
utzv 5u—|—iv 4y
—v 5v 4v
—2w 6w Sw
(u,v,w) libovolna nenulova ¢isla.
0 1 -2 1 3 1 1 1 0
(v) | o =1 1 -1 -2 0 0 1 1
1 2 -1 1 —1 0 0 0 1
u  2u+l —u—-2
v 20—1 —v+1
w 2w —w
(u,v,w) libovolnd, w # 0.
—2 -4 1 —4 240 2-i 10 0
(vi) i-1 2i-3 1 2 1.0 —1+i 0 i 0
“1-i —3-2i 1 2 —2i 2 0 0 —i

—2u —4u U
(—1+i)v  (—3+2i)v v
(-1-Hw (—-3-2)w w

(u,v,w) libovolna nenulova ¢isla.
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1 0 o0 1 0 o0 0 1 0
(vii) | -1 -1 1 3 -1 1 00 0
2 0 1 2 0 1 0 0 0
3p+2q P q
—u+3v+2w v w
—Uu —Uu u
(u,v,w, p,q) libovolna &isla, u # 0, p # —q.
0 3 —4 2 -6 1 2 1 0
(viii) | o -1 1 -1 —4 0 0 2 1
1 0 -2 1 -3 0 0 0 2
t —v+3u  —2t+v—4u
v —u u—2v
u 0 —2u
(u,v,t) libovolna ¢isla, u # 0.
001 -1 4 1 -2 11 0
(ix)[ 1 o 2 -1 -1 1 01 0
1 2 1 2 -1 1 0 0 -3
v u 2v—u
u 2u
w 2w w
(u,v,w) libovoln4 &isla, u, w # 0.
-2 6 3 -2 1 s 0 0 0
3
x)| -1 2 o -1 1 3 0 -1 1
12 2
3 15 9 1 - 2 0 0 -1
—2u 6u 3u

—w—v 2w+dv v

—3w 15w Qw

(u,v,w) libovoln4 &isla, u, w # 0.



Kapitola 9

Geometrické aplikace

VyfeSenim problému diagonalizace symetrickych matic, tj. problému nalezeni dia-
gonalni reprezentace symetrickych linearnich transformaci v E,, ziskdvame velmi
ac¢inny aparat pro klasifikaci ploch 2. stupné v R? (tzv. kvadrik) a kiivek 2. stupné
v R? (kuzeloseek). Pro typ téchto ploch a kiivek je toti# rozhodujici kvadratické
¢ast jejich kartézské rovnice, jiz lze v dané bazi jednoznacné reprezentovat sy-
metrickou matici. Nalezeni odpovidajici diagonalni reprezentace je ekvivalentni
urceni takové ortonormélni bize v R? resp. R?, v niz m4 kvadrika resp. kuzelo-
secka zvlasté jednoduchy (kanonicky) tvar.

128
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9.1 Kanonicky tvar kvadratickych forem na U,

Necht U, je unitarni prostor, ¢ € (U,, U,) samoadjungovana transformace (vzhledem
ke zvolenému skaldrnimu souéinu), tj. pro libovolné vektory a, b € U, plati (p(a),b) =
(a, ¢(b)). V ortonorméalni bazi (ey, . . ., e,) je tato rovnost vyjadiena ve tvaru (o) A(8)T* =
(@) AT*(B)T*, kde (), (B) jsou n-tice sloZek vektorii a, b v dané bazi, A = AT* je matice
samoadjungované transformace ¢ v téze bazi. Kvadratickou formou na U,, prislusnou
dané samoadjungované transformaci ¢ rozumime zobrazeni

k:U, >a— k(a) = (p(a),a) € C

Kvadratickou formu lze chapat jako funkci n proménnych, jimiZ jsou slozky (o', ..., a")
vektoru a € U, vzhledem k ur¢ité bazi (ei,...,e,) v U,. Je-li G matice skaldrniho
souinu v dané bézi, pak podle (4.3) plati

k(a) = (a)AG(a)T* (9.1)
a po rozepsani
k(a) = Z of griatal* (9.2)
irk,j=1

s pouzitim obvyklého oznaceni pro prvky matic A, G a slozky vektoru a. Matici K =
AG nazyvame matici kvadratické formy v dané bdzi. Zjednoduseni zapisu dosdhneme
volbou ortonormélni baze, v niz G = E a A = AT*. Pak

k(a) = (@) A(a)™ = Z olatal* (9.3)

i,y=1

nebo
n

n
K@) =Y aila’P+ Y 2R(caial) (9.4)
i=1 ij=1,i<j

s vyuzitim samoadjungovanosti matice A. Z 9.4 vyplyva, ze kvadraticka forma jakozto
funkce proménnych (al,...,a") nabyva vyhradné realnych hodnot.

Necht (e,...,e,), (€],-..,€)) jsou dvé rtizné baze, T necht je matice pfechodu od

prvni z nich ke druhé. Podle vztahu 9.1 dostaneme:
k(a) = (@)AG(a)™ = (o) TAG((o/)T)™ = (o/)TAGT™*(a/)™™.
V bazi (ey,...,e,) ma tedy kvadratickd forma x matici
K' = TAGT™ = TKT™. (9.5)

Ve specialnim pripadé, kdy obé baze jsou ortonormalni, je matice prechodu unitarni, tj.
TT* = T-! a vztah 9.5 lze psat ve tvaru

K =A' = TAT™ = TAT !,

A’ = TAT L. (9.6)
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Z dikazu véty (4.20) vyplyva, ze pro kaZdou samoadjungovanou matici A lze podob-
nostni transformaci s unitarni matici volit tak, aby A’ = TAT~! byla matici diagonélni.
Diagonalni prvky matice A’ jsou vlastnimi hodnotami transformace ¢ a baze (e, ..., e})
je tvofena vlastnimi vektory transformace ¢ (véty (4.13), (4.20)). Ziskany zavér mtzeme

shrnout v nasledujicim teorému:

Véta 9.1. Necht k je kvadratickd forma na U,,. Ezistuje ortonormdlni bize (eq, ..., e,)
v U, takovd, Ze v ni md forma k tvar

k(@) = Mot 2+ M |e?2 + ...+ Ao (9.7)
Zapis 9.7 predstavuje tzv. kanonicky tvar kvadratické formy.

Poznamka: Kvadratické formy se obvykle zadavaji v ortonormalni bazi bud zadanim
piislusné samoadjungované matice A, nebo (coz je Castéjsi piipad) piimo zapisem 9.3,
z nehoz lze matici A urcit. Tuto tmluvu budeme v dalsich kapitolach rovnéz dodrzovat.

V piipadé kvadratickych forem na euklidovském prostoru E, (resp. R, ), ktery vede
k vyznamnym geometrickym aplikacim v R® a R?, miva zadani formy x obvykle tvar

k(a) = Z Yijz'a . (9.8)

,j=1,1<J

Pak pro matici A (symetrickou) plati off = v pro ¢ € {1,...,n}, o} = o = 17ij pro
i,j € {1,...,n},7 < j. Namisto oznadeni a = (a!,...,a") zde figuruji kartézské slozky
vektoru a, jeZ jsou obvykle oznacovany (z',...,z"), ptip. (y',...,7y"), v R? resp. R? pak
(x,y,x) resp. (z,y).

Priklad 1: Kvadratickd forma v R® zadana vztahem k(a) = k(z,y,2) = 2° — bay +
6x2 — 72° + 8yz (v ortonormalni, tj. standardni bazi v R®) m4 matici

1 -2 3
A= -2 0 4
3 4 -7

P¥iklad 2: Kvadraticka forma x(a) = x(z!, 22, 2%, %) v R* je zadana takto:
k(zh, 2%, 23 2t = 20t 2? + 22t 2 — 22t 2t — 2270 + 2%t + 22324

Jeji matice

0 1 1 -1

1 0 -1 1

A= 1 -1 0 1
-1 1 1 0

reprezentuje v dané ortonormalni bazi symetrickou linedrni transformaci ¢, jejiz vlastni
hodnoty, uréené rovnici det(A —AE) = 0, jsou A\; = Ay = A3 = 1, Ay, = —3. Ortonormélni
bazi tvorenou vlastnimi vektory této transformace je napiiklad systém vektort e =

11 _ 1 1 2 _ 1 1 1 /3 _ /1 1 11
(E,%,O,O), e,2 - (%,_%,\/;,0), eg - (_m’ﬁ’m’T)’ eil - (5:_57_575)'
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Slozky vektort €], ..., €} jsou zadany v pivodni ortonormalni bézi (er, s, e3, e4). Ka-
nonicky tvar kvadratické formy je:

k(a) = k(Y y",v%y") = (") + 07 + (4°) = 3(y")?,

kde
(y17 yza ysa y4) = (wla an $33 $4) : T_l = (lll: xza $3a $4) : TT,
tj.
1 1
1 1 2
Yy o= —zT + =17,
V2 V2
1 1 \[
2 1 2 3
= —=r ——F=I +1\/z2°,
RV RV
1 1 1 V3
3 1 2 3 4
= —T + —2"+ —=r"+ —u1,
Y 2V/3 2V/3 2v/3 2
1 1 1 1
4 _ +1 Lo Ll g 14
Yy = 2x 2x 21‘ + 2x .
Na zakladé hodnot Ay, ..., A,, urcujicich kanonicky tvar 9.7 kvadratické formy, definu-

jeme jeji dalsi charakteristiky. Z véty (4.21) vyplyva, Ze hodnoty Ay, ..., A\, jsou realné.
Hodnosti kvadratické formy r nazveme ¢islo h = h(A), udavajici hodnost jeji matice
(v libovolné bazi). Oznaéme k poclet kladnych a z pocet zapornych charakteristickych
kofenti z mnoziny {Ay, ..., A,} (v€etné nasobnosti). Rozdil s = k — z nazyvame signatu-
rou kvadratické formy k. Je-li s = n = dimU,,, nazyvame kvadratickou formu pozitivné
definitni. (Plati pro ni zfejmé k = h = n, z = 0.) Forma se nazyva negativné definitni
pro s = —n (k = 0, z = n = h), pozitivné semidefinitni pro s = h < n (k = h < n,
z = 0), negativné semidefinitni pro s — h > —n (k = 0, z = h < n) a indefinitni pro
|s| < h. Klasifikace kvadratickych forem podle predchozi definice souvisi bezprostiedné
s vlastnostmi mnoziny hodnot, jichz mohou kvadratické formy nabyvat.

Véta 9.2. Kvadraticka forma k na U, je pozitivné resp. negativne definitni prave tehdy,
kdyz pro kaZdij vektor a = (a',...,a") € U, je k(a) > 0 resp. k(a) < 0, pFicem#
rovnost k(a) = 0 nastdvd prdvé tehdy, je-li a = o. Forma k je pozitivné resp. negativné
semidefinitni pravé tehdy, kdyz pro libovony vektor a € U, plati k(a) > 0 resp. k(a) <0,
pricemz rovnost k(a) = 0 nastane i v jingch pFipadech neZ pro a = o. Forma k je
indefinitni prave tehdy, kdyZ nabyvd hodnot kladnych, zdapornych i nulovych.

Dukaz: Diikaz plyne bezprostiedné z kanonického tvaru 9.7 kvadratické formy.

Cviceni 9.1

Provedte dikaz véty 9.2 zvlast pro kazdy z péti typtu kvadratickych forem. ProsSetiete
zv1ast ptipady, kdy x(a) = 0. DokaZte, Ze pro semidefinitni formu & je k(a) = 0< a €
N(p), kde ¢ je samoadjungovana transformace piislusné formé «.
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Néavod: Vyjdéte z kanonického tvaru kvadratické formy 9.7: k(a) = A\|a!|?* + ... +
An|a™? a uvédomte si, ze |af|*> > 0, pfidemZ rovnost nastane pravé pro of = 0. Pro
semidefinitni formy o hodnosti h < n uréete tvar vech n-tic (a',...a"), pro néz je
k(a) = 0. Ukazte, Ze pro kazdou takovou n-tici je (a)D = 0, kde D = (\;8)), 4,5 €
{1,...,n} je matice kvadratické formy v diagonalnim tvaru. Je tedy ¢(a) = o, tj.
a € N(y). Za pfedpokladu a € N(p) vyplyva rovnost x(a) = 0 automaticky z definice
kvadratické formy jakozto skalarniho souéinu (p(a), a).

Pro samoadjungované transformace zadané v tloze (10) cviceni (4.15) zapiste odpovi-
dajici souradnicové vyjadieni kvadratickych forem a urcete kanonicky tvar, hodnost a
signaturu téchto forem. Provedte jejich klasifikaci z hlediska vztahu signatury a hodnosti.

Vysledek:
a)
K,(a) — alal* + ial*a2 _ ialaZ* _ a2a2*
KT: k(a) = 227%™ n=2h=1,5s=1

Forma je pozitivné semidefinitni.
b)
H(a) — ozlozl* _ ia1a3* + a2a2* + iOé3C¥1* + a3a3*

KT: k(@) = o™ +20%0 n=3,h=25=2

Forma je pozitivné semidefinitni.
c)
k(a) 9ata' — 2a'a® — 20 a? + 60’
KT: k(a) = 50" o +100°a*; n=2h=2s=2

Forma je pozitivné definitni.

d)
K(a) = oral 4 ala? 1 30t + ot a? + 5a2a? 4+
+a2a3* +3a3a1*+a2a3*+a3a3*
1 1% 2 2% 3 3%
KT: k(a) = —2d o +3d7°a" +6a"ad"; n=3h=3,5=1
Forma je indefinitni.
e)
k(@) = ola® + al*a? +iada® —id**at
1 y1x 2 2% 3 3% 4 4%
KT: k(a) = oo " +dd" +-a"d" - ;n=4h=4,5=0
Forma je indefinitni.
f)
I{Z(a) — (1/10!2* +a1a3* o a1a4* +a2a1* . 012013* +a2a4* +
+a3a1* _ 013042* + 013044* _ a4a1* + a4a2* + 014013*
11 g1x 12 2% 13 13% 14 phx

KT: k(a) = oo +a"d7 ++a"ad""" —3d"a" s n=4,h=4,5s=2
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Forma je indefinitni.
8)

KT :

Forma je indefinitni.
h)

x(a)

KT: k(a)

Forma je indefinitni.

i)

K(a)
KT : k(a)

Forma je indefinitni.

i)
K(a)

KT : k(a)

Forma je indefinitni.
k)

K(a)
KT : k(a)

Forma je indefinitni.

)

k(a)

KT : k(a)

Forma je indefinitni.

/{(a) — alal* —(1/1012* _a2a1*+a2a2* o
_a3a3* +Q30!4* +Q4(l/3* . (1/4014*
3 13+ 4 p4x
k(@) = =277 +2d" s n=4h=2,5=0
4a1a3*+a1a4*+a2a3*+4a2a4*+

+4a3a1* + a3a2* + 2a4a1* + 40[4042*
11 plx 12 12% 3 3% 4 pdx
50/ o/ =50/ + 30 - 3" n=4,h=4,5=0

a1a2*+a2a1*+a3a4*+a4a3*

1 s1x 2 2% 3 3% 4 4%
o o+ T =T =T n=4h=45=0
alal* + 011(1/2* - a1a4* + a2a1* + a2a2* - 012013* .

—0430[2* +0430£3* +a3a4* _ O[4Ck1* + a4a3* + a4a4*

1 1x 2 24 3 13 4 ax
o a7+ d%dT =" + 3 n=4,h=4,s=2

2a1a1* _2a1a2* _ 2a2a1* +a2a2* _2a2a3* _2a3a2*

11 g1k 12 2% 13 13%
oo =200 +40°d/; n=3,h=3,5=1

o'l — 200 — 202’ 4 2070 —
—2020* — 203a* + 303

1 slx 2 2% 3 13%
—a" a7+ 20" + 57", n=3,h=3,5=1

1x* 2 2%

+ ala® — 2020 + 2020 + o?a® +
+2a3a3* —2a3a4*+a4a1* _2a4a3*+2a4a4*
Mon=4,h=4,5=2

2 2% 3 3% 4
— o™ + 507" + 3

20t — 20t a®*
+ala®

11 1%
o «
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Forma je indefinitni.
n)

K;(a) — 30{1 1*+2a1 2*+2a2 1*+4a2a2*_

_2a2 3% 2053 2*+5a3 3%

KT: k(a) = o' +40%™ + 700>, n=3,h=3,5s=3
Forma je pozitivné definitni.
0)
k(a) = b5ata™ —2ara® — 20 — 202 +

+6a2a® — 2030t + 40303
KT: k(a) = 2o o™ 450%™ + 80 />, n=3,h=3,s=3

Forma je pozitivné definitni.

D)
k(a) = alal* — 20t + 20t — 202t — 2020 +
+4a20® + 2a3a" + 402 — 2020
KT: k(@) = 2" +22%0"" — 700 n=3,h=3,s=1

Forma je indefinitni.

Necht k, A jsou kvadratické formy na U, a necht forma ) je pozitivné definitni. Ukazte,
7e existuje baze (ey,...,e,) v U, takova, ze v ni obé zadané formy maji kanonicky tvar.
(Baze (€f,...,e!) nemusi byt nutné ortonormalni.)

Navod: Je-li A pozitivné definitni kvadratickd forma, pak existuje takova ortonormalni
baze (e1,...,e,), ze v ni plati A(a) = \i|a1|? +... + Mn|an|?, kde Ay, ..., A\, > 0. V této
bazi m4 kvadratickd forma k tvar k(a) = (a)A(a)T*, kde A je samoadjungovand matice.
Zvolte nyni bazi (e],. .., e!!) tak, aby v ni forma ) byla ddna zapisem A(a) = |of|*+. ..+
lal’|2. Jak4 je odpovidajici matice pfechodu T? Ukazte, 7e v bazi (ef,...,€e") je matice
A" = TAT™* formy x rovnéz samoadjungovand. Existuje tedy unitdrni matice Q takova,
ze QA"Q™* je diagondlni matice, takze v bdzi (ef,...,e}), pro niz ef = 7, gle! mé
forma x kanonicky tvar. UrCete matici formy A v bazi (e],...,el) a zjistite, ze A je
v uvedené bazi rovnéz v kanonickém tvaru.

9.2 Klasifikace kvadrik a kuzelosecek

Vysledky ziskané v odstavci 9.1 pro kvadratické formy na U, nyni aplikujeme na ptipad
euklidovych prostori R® a R? a vyuZijeme jich pfi klasifikaci ploch a kiivek druhého
supné (tzv. kvadrik a kuZzelose¢ek). Budeme pracovat vyhradné v ortonormélnich bézich
v R? a R® (v tzv. kartézskych soustavach soutadnic (P;e,e,,e;3) zadanych pocatkem
P a ortonormélni bazi (e, ey, e3)). Skalarni soudin v R? a R® je zaveden v souhlasu
s euklidovskou geometrii, tj. (a, b) = |a||b|cos < (a, b) pro libovolné vektory a, b.
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Mnozina K vsech bodii X v R® resp. (R?), jejichZ kartézské (téZ standardni) soufad-
nice z,y, z resp. (z,y) vyhovuji rovnici

E(X) = k(z,y, 2) = aj2® + 2022y + 20812 + a2y? + 203y 2+

+0i32% + for + foy + Paz + 7 =0 (9.9)
resp. k(X) = k(z,y) = aj2® + 2aizyady® + Bz + Boy +7 =0
V niz alespon jedno z ¢isel ozg # 0, se nazyva kvadrika resp. kuZelosecka.

Poznidmka: Rovnice 9.9 mohou zahrnovat i tzv. degenerované piipady, napiiklad v R?:
2? = 0 (rovnice osy y), z2+y? = 0 (této rovnici vyhovuje jen pofatek soustavy soufadnic,
22 +y? 4+ 1 = 0 (této rovnici nevyhovuje Zz4dny bod v R?).

Chépejme nyni soutfadnice (o) = (z,v, 2) resp. (z,y) jako slozky vektoru a = X — P,
a € R? resp. R? (pfi¢em? prostor R® resp. R? je pevné umistén v poatku soustavy
soufadnic P). Dalsi ivahy povedeme pro kvadriku. Rovnici kvadriky 9.9 pfepiSeme takto:

k(z,y,2) = k(a) = (0)A(@)T + (a)B+vy=k(a) +n(@) +y=0 (9.10)

V tomto vztahu je x kvadraticka forma na R?, reprezentovana v dané standardni bazi
symetrickou matici A = (o), 1,5 € {1,2,3}, n je linedrni forma na R®, reprezentovana
matici B = (5;), j € {1,2,3}.

Poznamka: Lineirni formou na vektorovém prostoru V, rozumime zobrazeni n: V, 3
a — n(a) € Cresp. (R) s vlastnostmi n(a+b) = n(a)+n(b), n(aa) = an(a) pro libovolné
vektory a,b € V,, a libovolné ¢islo @ € C resp. R. V naSem pfipadé je V,, = R3. Ve
zvolené bazi (er,...,e,) ve V, jea =Y 1" o'e; an(a) =1 anle) =Y an =
(a)(n), kde (n) je sloupcova matice reprezentujici linedrni formu v dané bézi. Podrobnéji
viz odstavec (5.1)

Abychom ziskali ndzornou geometrickou piedstavu o tom, jak vypada plocha v R?
(resp. kiivka v R?) reprezentovand rovnici 9.10, potfebujeme najit takovou ortonor-
malni bazi v R® (resp. R?), v niz m4 levd strana rovnice 9.10 co nejjednodussi tvar.
Vyrazné zjednoduseni nabizi véta 9.7, podle niZ existuje v R?® takova ortonormalni baze
(e}, eh,eh), ze v ni ma kvadratickd forma x kanonicky tvar. V kartézské soustavé sou-
fadnic (P; €}, e, e}), spojené s bodem P, ma tedy rovnice kvadriky tzv. seminormdini
tvar

Mz’ + oy* + X2+ Bla’ + By + BiZ + v =0 (9.11)

Skutecné, je-li T matice pfechodu od pivodni béze (e1, ez, €3 k bézi (€], €), €}), pak

k(a) = (o/) TAT™ (o) + (o)TB + 7,

A 0 0 B
kde TATT=1| 0 X, 0 a B=TB=| g
0 0 X Bs

Dalsi zjednoduseni rovnice 9.11 se miize tykat jiz jen linearni formy s absolutnim ¢lenem.
Pripadaji tedy v tivahu pouze takové transformace soustavy soutadnic, které ponechavaji
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kvadratickou formu k v kanonické tvaru, tj. méni pouze pocatek soustavy souradnic pti
zachovani vektori baze. Témito transformacemi jsou translace (posunuti). Pfechod od
soustavy soufadnic (P;el, e}, e}) k (P'; €], e}, e}) je algebraicky popsan rovnicemi

a=1t+Db,

kdea=X-P = (o/) = (X',Y’, Z’), b=X—-P = (o/’) = (X”,Y”,Z”), t=P — P=
(Io,yoazo) = (040)-

V§imnéme si nyni obecné transformacnich vlastnosti kvadratické a linearni formy pii
translaci. Vyuzijeme toho, Ze definice kvadratické formy svazuje tuto formu s urcitou
symetrickou linedrni transformaci v R3:

kla) = (pla),a) = (p(t+b),t+b) = (p(b),b) + ((t), 1) + 2(¢(b), 1)
n(a) = n(t+b)=mn(t)+nb)
k(a) = ()A' ()" = (a")A(")" + (a0) A (o)™ + 2(a") A ()™ =

(a//)A/(a//)T + (O[”)QA,(OJ())T + (Oéo)AI(OJ())T
n(a) = (o/)B'= (a")B'+ (a)B’
Jestlize je trojice soufadnic (o) = (X",Y",Z") povazovana za proménné a trojice

(), zadavajici translaéni vektor ¢, za konstanty, pak vidime, Ze pii translaci ptejde
kvadratickd forma v soucet kvadratické formy, linedrni formy a cisla, zatimco linedrni
forma v soucet linearni formy a ¢isla.

Levé strana rovnice kvadriky bude mit tedy v soufadnicové soustavé (P';e!, €, e})
tvar

k(X) = (@MA'(@")T + (o")[B"+ 2A"(ag)T] + [4(c) B’ + (o) A’ (x0)™] =
= k(b) +7'(b) ++ (9.12)

Tento vztah plati obecné. Je-li vS§ak vychozim tvarem tvar seminormélni, pak kvadra-
ticka forma k je reprezentovana matici

A 000
D=A'"=TAT"=| 0 X 0 | =N\dy), 4,7=1{1,2,3}
0 0 X3
Pro linearni formu 7" je n'(b) = n(b) + 2(¢(b), t) a forma 7’ je reprezentovana matici
)\111)0
B" =B’ +2A'(a)T = TB + 2TAT ()" = TB +2 | Aaypo
A3Zo

Cislo 7/ = v/7 F (@) B F (o) A(a0)T = 7+ (a0)TB + Az + Aagid + Ag72.
Podle 9.11 je v" = k(t). Rovnici kvadriky po translaci tedy zapiSeme jako
E(X) = (o")D(")T + (o")[TB + 2D(ap) "] +
+[7 + (TB + () D()*] = 0
E(X) = M+ doy™ + X2 + (85 + 2020)2" +
+(B5 + 2 y0)y" + (85 + 2X320) 2" + k(P') =0 (9.13)
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Rozborem tohoto vztahu nyni zjistime, jak je nutno translaci t = (o, yo, 20) volit, aby
vedla k dalS§imu zjednoduseni rovnice kvadriky. Vysledky souvisi s hodnosti formy k.

(i)

(iii)

(iv)

Necht h = 3, tj. A1, A2, A3 # 0. Pak matice D je reguldrni a v rovnici 9.13 lze

volbou . .
()T = —§D_1TB = —ED‘lB’ (9.14)

dosédhnout anulovani linedrni formy ve vztahu 9.13 a rovnice kvadriky ma pak
v soustavé soutfadnic (P';e], ), e}) tvar

k(X) = (@)D" +k(P) =0
tj. k(X)) = Mz" + My 4+ A2+ p =0, (9.15)
kde p = v — Mzo? — Aayo? — A3202. Explicitni vyjadieni soutadnic o, yo, 2o bodu
P’ v soustavé (P;el, e}, e}):

3

1 B 1 B
_ 2 : J _ J
Ty = 2)\1 ﬂg , Yo = 2)\2 g ﬁy /\
3
1 B
=5 Jﬁj o (9.16)

Necht h = 2. Odislujeme hodnoty A;, A9, A3 tak, aby A;, As # 0, A3 = 0. Pfed-
pokladejme, Ze 35 = Z?Zl Tgﬂj # 0. Volbou xg, 5y podle vztahu 9.16 dosdhneme
vymizeni linedrnich ¢lenti obsahujicich z-ovou a y-ovou soufadnici bodu kvadriky,
volbou 20 — +(7 + )\1370 + )\QZ() ) = ﬂ%{i(’)’ + )\13?02 + )\2y02) dosdhneme

j=1 3
vymizeni absolutnlho ¢lemu. pak v (P'; €}, e}, e}) plati

E(X) = Ma" + Ay + 42" = 0. (9.17)

Necht A\, A2 # 0, A3 =0, 55 = Z] | T 'ﬁj = 0. Polozime opét soufadnice xg, 3o
rovny vyrazim ve vztahu 9.16, 2z, je libovolné. Pak

k(X) = )\131'"2 + )\2y112 -+ C = O, (918)
kde jsme oznadili { = v — A\jzo? — \ayo?.

Necht h =1, Ay #0, Ay = A3 = 0, /332 1T3ﬁj7é0neboﬁé:2] 1 ﬁ];ﬁﬂ
Volime xy opét podle vztahu 9.16. Rovnlce kvadriky prejde na tvar

B(X) = Mo + By + B52" + (v — Miwo® — Byyo — Bazo) = 0.

Je-li alesponi jedno z ¢isel 3}, B4 rizné od nuly, 1ze volit yy nebo z tak, aby absolutni
¢len v rovnici kvadriky byl nulovy, tj. bud yy = ﬁi,z(y — Mizo? — B420), 2 libovolné,
nebo zy = /Bi,s(’y—/\lxoz— B5Y0), Yo libovolné. Po této ipravé piejde rovnice kvadriky
na tvar

k'(X) — Al.’L’ +ﬁ, 1 /BI 1
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Déle je mozné najit kartézskou soustavu soufadnic (P’; e}, e}, e}) tak, aby z rovnice
kvadriky vymizel bud ¢len s y-ovou nebo ¢len se z-ovou soufadnici.

Matice T’, kterd zajistuje pfechod (P';el, e}, e}) — (P';€), e}, el), ma tvar

1 0 0
T"=1| 0 cosa sina
0 —sina cosa

a kvadrika mé v soustavé soufadnic (P’; e}, e}, e}) rovnici
E(X) = Az + " (By cos o + B sin @) + 2" (=B sin o + 5 cos ) = 0.

Vzhledem k tomu, Ze alespon jedno z ¢isel (35, B4 je nenulové, lze tihel a zvolit
tak, aby jeden z koeficienti u y", 2" byl roven nule. Je-li naptiklad —f}sin o +
B4 cosa = 0, pak

E(X) = Az + &y =0, (9.19)

kde £ = By cosa + Bysina = /By + B4

(v) Necht A\ # 0, Ao = A3 =0, 8, = B4 = 0. Pfi volbé o podle vztahu 9.16 docilime
nasledujiciho tvaru rovnice kvadriky

E(X) = Ma" +v =0, (9.20)
kde v = v — \jzo2.

Diskuse vztahu 9.13 pro pripad kuZzelosecek je obdobné. Klasifikaci kvadrik a kuzelose-
¢ek lze tedy v prvé fazi provadét na zakladé nasledujiciho tvrzeni, které bezprostiedné
vyplyva z vySe uvedeného rozboru.

Véta 9.3. Necht K je kvadrika v R®. Ezistuje takovd kartézskd soustava soutadnic v R?,
Ze v ni md rovnice kvadriky K pravé jeden z ndsledugjicich tvari:

(1) k(X)=XM2? + X2 + X322+ =0, A, A, A3 #0, A, Ao, Aa, p € R,
(ii) k(X)) = a? + Xy +82=0, A, s, B8#0, A, o, B ER,

(iii) k(X) =22+ Xy? + (=0, A, A #0, A, M, €ER,

(iv) k(X) = z?+&y =0, \,E#0, \,E€R,

() k(X)=Mz?+v=0, M #0, \,v€R.

Necht K je kuZelosecka v R?. Emistuje takovd kartézskd soustava souradnic v R?, Ze v ni
ma rovnice kuZelosecky KC praveé jeden z ndsledugicich tvari:

(7’) k(X):/\l.T2+)\2y2+,U,:0, /\1:/\27&0: )‘17)‘27/'L€R7
(ZZ) k(X) = A1$2+ﬁy:0 )‘laﬂ% 07 )‘laﬁ € R}
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(ZZZ) k(X) = )\1332+Z/:0 A1 7é 0, \i,v e R

Tvary kuzelosecek resp. kvadrik uvedené ve vété 9.3 nazyvame normadalnimi tvary
rovnic kuzelosecek resp. kvadrik.

Piiklad 3: Pro kuZzelosecku K v R?, zadanou rovnici k(X) = 92? —4zy+ 6y + 61 — 8y +
2 = 0 v kartézské soustavé soufadnic (P;e;,e;), uréime soustavu soufadnic (P’; e}, e}),
v niz mé rovnice kuzelosecky normalni tvar.

V souhlasu s oznac¢enim v textu je

9 -2 6
a=(5 %) B=(4) =2

Vlastni hodnoty symetrické transformace ¢ reprezentované v dané bazi matici A jsou
A1 = 10, Ay = b, ortonormalni baze tvorena vlastnimi vektory této transformace je
(e}, €)), kde €] = ( L), e, = (%, %) Matice T pfechodu od baze (e;,es) k béazi

2
_%’ ﬁ
(ellaeIQ) je

0
5

=
—
S5k
Shsi-

o O

_ 20

Pak B'=TB = Y6 ,D:TATT:<1
G

ma kuZelosecka seminormalni tvar

). V soustavé soutradnic (P; e, e})

20 10
1022 + 5y — 2o’ — —y' +2=0.

Vi V5

Ponévadz je A1, Ay # 0, Ize volit translaci tak, aby novy pocatek soustavy soutadni P’
mél soutadnice (ap) = (g, yo) uréené vztahem

( Zo ) — _lD—lTB — (
Yo 2

Pak u =~ — Mz — Aoyo? = —1, takZe normalni tvar kuZelosecky je typu (i):

SI=&l-

102" + 5y —1=0

5

ot

2 1
v soustavé soufadnic (P';eq,e}), kde P’ = (=, =) - ( vy
NG
e) = (5, 7z) (vie v bizi (Psey, ey)).
DOPLNIT OBRAZEK SITUACE!

Konkrétni tvar kvadriky nebo kuzelosecky se fidi hodnotami ¢isel u, b, ¢, &, v vystupuji-
cich v normalnim tvaru a znaménky cisel A{, Ag, As3.
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Véta 9.4. Normalni tvary kvadrik zahrnugji tyto mozZnosti:

(i1) ﬁ—; + ‘Z—j + i—i +1=0 imagindrni elipsoid

(i2) z—; + ‘Z—j + i—z -1=0 redlny elipsoid

(i8) L +L -5 4+1=0 dvojdilng hyperboloid

(i4) 2—; + z—j — i—i —-1=0 jednodilng hyperboloid

(i5) z—i + ‘z—j + 'Z—j =0 imagindrni kuZel

(i6) “2—2 + z—j — 'Z—i =0 redinyg kuzel

(1) “;72 + % —22=0,p,q >0 elipticky paraboloid

(#i2) "%2 - yg —22=0,p,q >0 hyperbolicky paraboloid

(iii1) ﬁ—; +%H+1= imagindrni elipticky vdlec

(112) ﬁ—; + ‘Z—j -1=0 rediny elipticky vdlec

(#i3) ﬁ—; — ‘Z—; -1=0 hyperbolicky vilec

(114 “Z—z + ‘Z—j = imagindrni dvojice ruznobézZnych rovin
(1115) 2—; - Z—; =0 redlnd dvojice riznobéznijch rovin
(w1) z*—2py=0,p>0 parabolicky vdlec

(vl) z*+a*=0 imaginarni dvojice rovnobézngch rovin
w2) 22—a*>=0 redlnd dvojice rovnobéZngjch rovin

(w3) 22=0 dvojnd rovina

Normalni tvary kuZelosecky zahrnugi tyto moznosti:

(i1) 2—; + z—j +1=0 imagindrni elipsa
(i2) 2—2 + ‘z—j -1=0 redlnd elipsa
2
(i8) "2—2 -5 —-1= hyperbla
(i4) 2—; + % = imagindrni dvojice riznobéznijch primek
. 2 , , .. o Vv s v,
(i5) 5 -%= redlnd dvojice riznobéznijch primek
.’E2

(1) 2 —2y=0,p>0 parabola

(11i1) 2?2 +a?>=0 imagindrni dvojice rovnobéZngch primek
(iii2) 1% —a?* =0 redlnd dvojice rovnobézngch primek
(iii8) 22 =0 dvojnd primka

Dukaz: Vétu 9.4 snadno dokazeme rozborem vSech moznosti znamének ¢isel Ai, Ao, A3
a hodnot ¢isel p, 8, (, &, v.

%

Poznamka: VSimnéme si, Zze nazev ,imagindrni“ prislusi tém rovnicim kvadrik nebo
kuzelosecek, jimz nevyhovuje 7adny bod v R? nebo R2.

Poznamka: Snadno lze ukézat, ze fezy kvadrik soutadnicovymi rovinami nebo rovi-
nami s nimi rovnobéznymi jsou kuzelosecky. Z tvaru téchto fezli vyplyva nazvoslovi pro
kvadriky.

Poznamka: Nazvoslovi pro kvadriky uvedené ve vété 9.4 je sice bézné zavedené, spravné
by se vSak mélo napt. misto realny elipsoid fikat redlné elipsoidalni procha apod., vzhle-
dem k tomu, 7e jde skute¢né o plochy v R?, nikoli o télesa.
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DOPLNIT OBRAZKY TELES

Cviceni 9.2

Provedte podrobny rozbor vztahu 9.13 pro p¥ipad kuzelosecky v R? a dokaite tak vétu
9.3 pro kuzelosecky.

Navod: Sledujte rozbor provedeny v textu pro pripad kvadriky a aplikujte jej na pripad
kuzelosecky tak, ze vypustite ¢leny obsahujici z-ové souradnice.

Provedte podrobné diikaz véty 9.4 nejprve pro kuzelosecky, potom pro kvadriky. Zjistéte,
jaké tutvary jsou fezy kvadrik rovinami rovnobéznymi se soufadnicovymi rovinami.

Navod: U kuZeloseek i kvadrik rozeberte vSechny moznosti znamének ¢&isel A, Ao (Mg,
A2, A3) i vSechny moznosti znamének p, 3, v, (i, B, ¢, &, v) véetné moznosti nulovych
hodnot pro nékteré z nich. Za ucelem klasifikace fezli kvadrik rovinami rovnobéznymi
s rovinami soustavy souradnic feSte rovnice kvadrik spolu s rovnicemi x =kons. resp.
y =konst., resp z =konst.

V nasledujicich pripadech najdéte kartézskou soustavu soutadnic, v niz ma kvadrika
nebo kuzelosecka normalni tvar. Urcete, o jakou kvadriku nebo kuzelosecku se jedna.

) 6zy + 8y? — 122 — 26y + 11 =0 v R?
) 2+ 22y +y? —8r+4=0v R?
) 22 +5y% + 22 + 20y + 632 +2yz — 22+ 6y +22=0v R3
) 42 4+ 2xy + 222 — 292 + 5yz — 222 — 220 — 19y + 82+ 1=0v R?
) 22 +day+ 9?2 +22+1=0v R?
) 222 +bry — 3y’ + 2+ 10y —3 =0 v R?
) dz? +y? — 42 — 8z +4y + 242 —-32=0Vv R®
h) 622 —4zy —4zz +Ty> +522 =36 =0v R?
) 222 + 20y +2y? — 522 — 22 — 4y —42+2=0v R®
) 2® +4dxy — 1022 — 2y° +dyz+ 22+ 2r+4y— 102 —1=0v R®
) 22+ 22y + 622 +5y° + 2z + 22 —2x + 6y + 22 =0v R®
) 224+ 2zy+y?+1=0v R?
) 222 — 3y — 2y +1r+3y—1=0v RS
) 4z +day+ i +2r+y—2=0v R?
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Vysledek:

a) 9x2—y2—9:0:>x2—%—1:0,hyperbola

e = (7 vin) & = (=i vi) P/ = (2 -1) v (Piey @)

b) 22 + 2v/2y = 0, parabola
€ = (L5 i) € = (— 25,
c) 3z2 + 6y% — 222 + 1 = 0, jednodilny hyperboloid

f (\}g: \}ga\}_) e2 (\}ga\;ga\}_) el_( \}5,0,%),1[":(%,%,—%)V(P;el,eg,eg,)

P = (1 1) v (P'el,e2)

d) 22 — y? — 2 =0, hyperbohcky valec

€ = (3v3 5v3 3\/) e, =(0,75—5) &= (=533, P'= (5,5, 5) v (P;er, e, e3)
e) 922 — 3y +4 = 0, hyperbola
&) = (b, 5, e, = (—b, 5), P' = (5,-2) v (Pser,e)

f) (5v/2 — 1)z — (5v/2 + 1)y? = 0, realna dvojice riiznob&nych pifmek

I 1+v2 1 I 1\/_ 1 Pl (_8 5 p-
1= (\/4+2ﬁ’ \/4+2\/§) €2 (\/472\/5’ \/472\/5)’ ( 7 7) v (P;e,eg)

g) 47° + y*> — 422 — 4 = 0, jednodilny hyperboloid

P'=(1,-2,3) v (P,e1,ez€3), €, =¢;,1=1,2,3

h) 3z2 4 2y% + 22 — 12 = 0, realny elipsoid

1= (%a_gﬁ__) e, = (;ag’_g)ﬂeg_(gay?) P'=(0,0,0) v (P;er, e, e3)
i) 1522 + 5y* — 2522 + 4 = 0, dvojdilny hyperboloid

!

€ = (%: %ao)a el2 = (_%a %ao)a eé = (O,Oa 1): P'= (0, 1a 5) (P;elae%eii)

o

¢}

j) 3z? — 3y*> — 1 = 0, hyperbolicky vélec

) = (—15,0, 1), & = (L, =, ), e = (L, 2 1) P/ = (=3,1,0) v (Pser,e,e9)
k) 62° + 3y? — 222 — 1 = 0, jednodilny hyperboloid

ell = (%, %a %), eIQ = (\}g’ \}9‘,’ \/_) e3 (\}5,0, _\}5)’ P = (_%’ _§’ %) v (P; €1, €9, €3
1) 22° +2 =0, imaginérni dvojice rovnobéznych primek

e = (o o o = (= ) P/ = 0.0) v (Prewe

né dvojice riiznobéznych piimek
:(Vll_oa_\/%_o)apl_(%,g) (P7e17e2

e e T e e

9.3 Invarianty kvadrik a kuZelosecek

Funkce koeficientii rovnice kvadriky resp. kuzelosecky, které se neméni pii prechodu
od jedné kartézské soustavy souradnic ke druhé, se nazyvaji invarianty kvadriky resp.
kuZelosecky. Funkce koeficientli rovnice kvadriky resp. kuzelosecky, které se neméni pti
prechodu od jedné kartézské soustavy souradnic ke druhé nezahrnujicim translaci, se
nazyvaji semiinvarianty kvadriky resp. kuZelosecky. Plati pro né

1 2 1/
F(alaala" a35ﬁ15525ﬁ35 )_ (alaala" a3aﬁ1552aﬁ3: )
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Véta 9.5. Funke

[1 — Of% + ag = tI‘A_’ IQ = det A., I3 = det Cl{% Of% %’BQ
%51 %ﬁ2 v

jsou invarianty kuZelosecky, funkce

o lﬁl) ( % lﬁz)
K, = det 12 + det 22
' ( % 1 %52 Y

je jejim semitnvariantem.
Pro kuZelosecky typu (iii) je K1 rovnéz invariantem.

Duikaz: Necht k(a) = (2)A(a)T + (@)B + v je rovnice kuzelosecky.

Pii transformaci soufadnic (P;e;,e;) — (P;e€],e}) popsané ortogonalni matici T,
plati k(a) = (¢/)TAT ()T + (¢/)TB + v = (/)A'(¢)T + ()B’ + . Oznaéme
I, = Y, ai = trA (stopa matice A). Pak I} = Y2 of = Z?,j,k:l mlokol =
Z?,k:l of S22 Tiol = Z?,k:l afdi = Z?Zl ozj: = I;. (Pozn.: invariantnost stopy ma-
tice pii podobnostni transformaci je vlastnosti matic libovolného fadu n.) Funkce I; je
tedy invariantem kvadriky vzhledem k transformaci soufadnic (P;e;, e;) — (P;el, €}).

Dale plati: I}, = det A’ = det(TAT ') = det A = I,. Funkce I, je rovnéZ invariantem
kuzelosecky vzhledem k uvazované transformaci soutadnic.

DokaZeme nyni invariantnost funkce I53. Zavedme nésledujici oznaceni, pomoci néhoz

piejdeme k ivahdm v R3: (x) = (,y,1) pro (o) = (z,y),

al o2 0 0 0 35 000
A= a? a2 0|, B= 0 0 3|, G=1000
0 0 0 61 3B O 00 v

Primym vypoctem snadno ovéfime, ze plati (a)A(a)T = (X)-A(X)T, (a)B = (X)B(X)T,
v = (x)G(x)T. Proto lze psat
0& 0‘% %51
k@)= ()A+B+G) ()" =0, A+B+G=| of of ;5
1 1
381 562 v

Definujme transformaci mezi kartézskymi soustavami soufadnic (P;e;,eq, e3) —
(P; e}, e}, e}) v R pomoci ortogondlni matice

T 1 0
T=|mn 7 0
0 0 1

Opét piimym vypoctem zjistime, ze A' = TAT ', B' = TBT ', G' = TGT '. Pak
k(a) = () T(A+B+G)T1(x")T = 0. Z rovnosti det(T (A + B+ G)T 1) = det(A +
B + G) vyplyva invariantnost funkce I3 vzhledem k prechodu (P;e;,ey) — (P;e€l,eh).
Zbyvé dokazat invariantnost funkce K; vzhledem k uvazované transformaci soustavy
soufadnic. Funkce K je ddna souc¢tem algebraickych dopliikii prvkil o3 resp. ai v matici
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M = A+ B+ G. Algebraickym dopliitkem prvku 7 je invariant I. K dikazu invariant-
nosti funkce K; tedy postaci ditkaz invariantnosti funkce K; + I, ktera je, jak vyplyva
z vySe uvedenych tvah, stopou matice adjungované k matici M. Vzhledem k podob-
nosti matic M a M’ pii transformaci (P;e;, ey, e3) — (P, e1,€,€3) jsou také matice
adjM, adjM’ podobné (viz definice a vlastnosti adjungovanych matic v odstavci 1.3).
Plat{ tedy trM’' = tr(TMT ') = ttM = K| + Iy = K; + I, a vzhledem k I} = I je i
K{ == Kl.

Uvazujme nyni translaci soustavy soufadnic (P;e;,e;) — (P';eq,es), kde t = P’ —
P = (). Pouzitim vztahu 9.12 dostaneme pii oznaceni (/) = () — (o)

B(X) = (o)A (a)" + ()[B + 2A ()] + k(P') = 0.

Invariantnost funkci I a I je zfejma okamzité z invariantnosti matice kvadratické formy
pri translaci, invariantnost I3 se provéri napiiklad pfimym vypocétem determinanti matic

M, M.
¢

Véta 9.6. KuZelosecku K v R? Ize pievést transformaci (P;e;,e)) — (P';€),€)) kar-
tézskijch soustav souvadnic na normdlni tvar \x? + Xoy? +pu = 0, A1, Ao # 0 resp.
Mz2+ By =0, \,B # 0 resp. \a?2+v =0, \; # 0 pravé tehdy, kdyZ I, # 0 resp.
I, =0AI3#0 resp. I, = I3 = 0.

Dukaz: Vzhledem k invariantnosti funkci Iy, I, I3 stac¢i urcit jejich hodnoty pravé
z normalnich tvari:

(1) )\1.1‘2 + )\2@/2 + m = 0, )\1, )\2 7é 0,

N M 00
I=det| 7} =My, Iy=det|[ 0 X 0 | =X\Aop.
0 Ao
0 0 up

Odtud je ziejmé, 7e Iy # 0, p = I3/15. Je-li naopak I # 0, musi byt A, Ao # 0 a
kuzelosecka mé tvar:
Mzt + Ay® + (I3/1z) = 0. (9.21)

(11) )\1:52 + IBy = Oa )\1;6 ?é Oa

N M 00 .
L=det| ' =0, L=det| 0 0 i |=—-XpB2#0
0 0 1 2 4
0 18 0

Pfitom \; + Ay = \; = [}, takZe %2 = —413/I; a kuZelosetka m4 tvar:
M?+24/|I/ 1]y = 0. (9.22)

(iii) Ma2+v =0, A\ #0,

>
e

A0
0 0

o O O

Igzdet< >:0, 13=det

o O
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_ A O 0 0
Kl—det< 0 V)+det<0 I/> )\11/,
tedy v = K;/I; a kuZzelosecka mé tvar:
Mz? + K /I, = 0. (9.23)
¢

Jako disledek véty 9.6 a jejiho dikazu dostavame nasledujici tabulku klasifikace kuze-
losecek podle invarianti:

Rovnice Kuzelosecka Invarianty Normalni tvar

2—; + g—; +1 =0 | imagindrni elipsa I,>0,1,-I3 >0 M2 4+ Aoy? + % -0
ﬁ—i#g—i—l:o realnd elipsa I,>01-I;5<0 A1x2+A2y2+%:0
2—; + z—j =0 dvojice imag. rtiznob. | [ > 0, I3 =0 Mz + y? + % -0
&2~ 1 —1=0 | hyperbola L <0, I3 #0 Mz + doy? + £ =0
2—2 — Z—Q = dvojice real. riznob. | I, <0, I3 =0 Mz2 + Aoy + % —0
x? = 2py = parabola LL=0,1#0 Ma? +2, /|5y =

> +a®>=0 dvojice imag. rovnob. | I, =0, I3 =0, K1 > 0 | Mz + 5 =0

2?2 —a’>=0 dvojice real. rovnob. | I, =0, I3 =0, K; <0 | \jz? + % =0
2=0 dvojné primka Li=013=0 K, =0 | \2®+ II<1_11 -0

Priklad 4: Uvazujme kuzelosecku z piedchoziho piikladu: k(X) = 922 — 4zy + 6y* +

6 —8y+2=0,\ =10, \p = 5.

9 2

IQZ)\1+/\2:15, Igzdet<_2 6

) = 50, I3 = det

9 -2 3
-2 6 —4 | =-50.
3 -4 2

Odtud 1022 + 5y?> — 1 = 0, coz souhlasi s predchozim vysledkem. Podle klasifika¢ni
tabulky jde o realnou elipsu, nebot I, > 0, I; - I3 < 0.

Poznamka: Uvédomme si, Ze invarianty umozni urcit typ kuzelosecky i jeji normélni
rovnici, nikoliv vSak soustavu soufadnic, v niz je kuzelosecka touto normalni rovnici

zadana.

Analogicka tvrzeni nyni formulujeme pro kvadriky.

Véta 9.7. Funkce

I = o + a3 + a3 = trA, Igzdet<

«Q 1
o? ol

1 2
1 ¢

1 2

) + det

2
< ag
Gy

3
a% > + det
a3

1 3
( o of
[o% o
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%ﬂl

I;=detA, I, =det A ?ﬂQ
§ﬂ3

18 LB i85 v

jsou invarianty kvadriky, funkce

ol iB ) ( a1, ) ( o3 3P )
K, =det L2 + det 2 2 + det 3 2 ,
1 ( h b 205

1 1
g 2 Al
Ky=det| of o 1B |+det| o o 185 |+
%51 %52 Y %51 %53 Y

2 3 1
@y Qg ?52
3 3
+det | o a3 503

%52 %53 Y

jsou jejimi semiinvarinty, w kvadrik s normdlnimi tvary (iii), (iv) se stdvd invariantem
i funkce Ko, u kvadrik (v) jsou invarianty i funkce Ky, Ks.

Véta 9.8. Kvadriku K v R® lze prevést transformaci kartézskyjch soustav souradnic
(P; ey, eq,e3) — (P';€l, el el) na normdlni tvar

)\1.%‘2 + A2y2 +)\322 +u= 0, /\1,/\2,/\3 75 0 I 75 0,

A1x2+)\2y2+5z:0, /\1,/\2,ﬁ7£0 =l 7507 1, 750, 13:0,

/\1x2+)\2y2+C:0, )\1,A27é0 &S I3=0, 1, =0, 127&0,

/\1$Z+§y:0, A1,§§£0<:>12213:I4:0, KQ#O,

M2 4+v=0,M#Z0 L=L=0,=K,=0, I, #0.

Pro koeficienty v normalnich tvarech plati:

Mm = I4/13, /6 = :|:2\/ |I4/IQ|, C: KQ/IQ, fz :]:2\/ |K2/11|, V= Kl/ll (924)
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Rovnice Kvadrika Invarianty

D+ L+ +1=0 im. elipsoid I,>0,I3#0,I,> 0,1 - I3 >0

2—22) + Z—j - i—i —1=0 1-dilny hyperboloid I, >0,I3#0,bud I, <0, nebo I - I3 <0
“;72 — % —22=0,p,q > 0 | hyp. paraboloid 1, >0,I3=0

L +5—1=0 real. elipsoid L<0,I3#0,1,> 0,1 - I3 >0

DY 5 11=0 2-dilny hyperboloid | I, < 0,3 # 0,bud I, < 0, nebo I - I; < 0
%2 + % —2z2=0,p,q > 0 | elip. paraboloid 1, <0,I3=0

45 = im. kuvel L=0,#0,1,>0,1-I>0

L +L -5 =0 redl. kuzel I, =0,I; # 0,bud I, < 0, nebo I; - I < 0
s 41=0 im. vélec I, =01, =0,Ky £ 0,1, > 0,1, - Ko > 0
o4 1= elip. vélec I, =01 =0,Ky £ 0,1, > 0,1, - Ko < 0
V1= hyp. vélec Li=0,=0,K#0,I<0

22 —2py =0 parab. vélec I,=0,I3=0,Ky#0,1,=0

2 Y= im. dvoj. rfiz. rovin | I1 = 0,13 =0, K, = 0,1 > 0

Y= redl. dvoj. rfiz. rovin | Iy = 0,1; =0, K, = 0,1, < 0

22 +a’>=0 im. dvojice rov. rovin | I, =0,I3=0,K,=0,I, =0, K; > 0

22 —a2=0 real. dvoj. rov. rovin | I; = 0,13 =0,K, = 0,1, =0,K; <0
2=0 dvojn4 rovina 1,=0,I3=0,Ky,=0,I,=0,K;, =0

Piiklad 5: Uvazujme kvadriku K zadanou rovnici

2?2 + 5y? + 22 4 2xy + 622 + 2yz — 2z + 6y + 22 = 0.

11
A= 1 51 :>/\1:3,/\2:6,/\3:—2,
3 1

Iy =detA = —36, I, =det

—_
—_ W

tj. Iy > 0, I3 # 0, I, = 0, I; - I3 < 0 a jednad se o jednodilny hyperboloid o rovnici

3z + 6y> — 222 — 1 =0, nebot u=I,/I3 = —1.

Cviceni 9.3




148 9.3. Invarianty kvadrik a kuzelosecek

Dokazte, ze stopa libovolné ¢tvercové matice fadu n se podobnostni transformaci nemeéni.

Navod: Diikaz provedte piimym vypoétem stopy matice TAT ! s vyuZitim vztahil
TT !=T 'T=E.

Provedte dikaz invariantnosti funkci Iy, I, I3 u kuZeloseéek vzhledem k translaci kar-
tézské soustavy souradnic.

Navod: Vyuzijte postupu naznaceného v dikazu véty 9.5.

Dokazte invariantnost funkce K; pro kuzelosetky s normalnim tvarem (iii) vzhledem
k translaci kartézské soustavy soutradnic.

Navod: Vyuzijte skutecnosti, ze K je semiinvariantem kuzelosecek a pri dikazu tvrzeni
formulovaného v zadani tilohy vyjdéte pifmo z normalniho tvaru A\ 22 + v = 0. Zjistéte,
jak se zméni tvar této rovnice po translaci a rovnost K] = K; dokazte pfimym vypoctem.

Dokazte vétu 9.7 a vétu 9.8.

Navod: Postupujte v analogii s ditkazem véty 9.5 a 9.6.



