Diferencialni pocet funkci jedné realné proménné -5.1-

PRUBEH FUNKCE
JEDNE REALNE PROMENNE

Cilem vysetfovani prubéhu funkce je umét nakreslit jeji graf. Obvykle postupujeme tak, ze nalezneme
jeji maximalni defini¢ni obor,

pruseciky jejiho grafu s osami x a 'y,

intervaly, na nichz je spojita, a body nespojitosti,

limity (i jednostranné) v krajnich bodech jejiho defini¢niho oboru a v bodech, v nichz neni spojita,
intervaly monotonie, tj. intervaly, na nichz je klesajici, rostouci ¢i konstantni,

jeji lokalni extrémy,

intervaly, na nichz je konkavni ¢i konvexni, a jeji inflexni body,

jeji asymptoty.

Po provedeni vyse uveden¢ho programu mame jiz o studované funkci zpravidla k dispozici dostatek informaci
na to, abychom jeji graf mohli nacrtnout. Dalsi uzite¢né informace mohou byt, zda je funkce suda ¢i licha, zda je
periodicka apod.
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PRIKLAD 1

Vysetiete pribéh funkce f (x)=1 al =~
+

Reseni
Maximalni definiéni obor

v ’, 2 . v oo . I3 . v ’ v
Protoze vyraz 1+ x~ je vzdy nenulovy, je maximalni defini¢ni obor studované funkce totozny
s mnozinou vSech realnych ¢isel, D, =[1 .

Prusecik s osou y

0

=0
1+0°

f(0)=

Pruseciky s osou x

X

f(x)=0 < =0 & x=0

2

Body nespojitosti

Funkce je spojita na mnoziné viech realnych ¢isel, nebot’ funkce g(x)=x a h(x)=1+x" jsou
spojitymi funkcemi na [] ' a funkce /(x) nenabyva navic v zadném bodé realné osy nulové
hodnoty.”

' Viz Brevidr, kap. 1.1, str. 11.
? Podle véty o limité podilu, viz Breviar kap. 1.1, plati pro libovolny bod a realné osy

i 8 _ imEw

im .
4 h(x)  limh(x)

Protoze jsou ale obé funkce spojité, mizeme dale psat

_gla_g
" h(a) h

(a).

Limita funkce g/h se tedy v libovolném bodé realné osy rovna jeji funkéni hodnoté, a proto je tato funkce v
libovolném bodé realné osy téz spojita (viz Breviar, kap. 1.1, str. 7).
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Limity v nekonec¢nu

lim ~= lim 11 _— = 1 =L=0,
x40 | 4 x x—> *liy 4o O+ 40

X 0
lim — = fim ===~
.\—)—11+x \—)—d__+x . O_w —00

X —00

Intervaly monotonie

Intervaly monotonie hledame feSenim nerovnic f”(x)> 0 resp. f'(x)<0. Potiebujeme tedy
znat prvni derivaci studované funkce

f'(x)=(1+x -]' _ X'(l+x2)—x(l+x2)' B l(1+x2)—x(2x) -

(1+x2)2 (1+x2)2 (1+x2)2 .

Ptislusné nerovnice feSime obvyklym zplisobem

> f'(x)>0 < 1——x_,>0 & 1-x'>0 o xe(-L1),

(1+x2)'
> f(x)<0 < 1——xz,<0 & 1-x<0 o xe(—o,-1)U(l,+x).
(1+x2)'

Na intervalu (-1,1) je tedy funkce frostouci, na intervalech (—o0,—1) a (1,+%) klesajici.

Lokalni extrémy

Na zékladé pravé urCenych intervalii monotonie vidime okamzité, Ze v bodé x = -1 nabyva
studovana funkce svého lokalniho minima a v bodé x = 1 lokalniho maxima. Samostatné to
ovéite vypoctem nulovych bodu prvni derivace funkce f'a pomoci znaménka derivace druhé.

Intervaly konvexnosti a konkavnosti

Pfi vySetfovani konvexnosti a konkavnosti zadané funkce fesime nerovnice f"(x) >0 resp.
f"(x) <0, musime proto znat jeji druhou derivaci

y !

, v Y 2 (l—xz)’(l+x2)2—(l—xz)(l+x2)2
ro-(m) - T |- (L)’ -
:(—2x)(l+x2)2—(l—xz)[2(l+x2)2x]:—2x(3—x2)

(1+ch)4 (1+ch)3

Nerovnice vedouci k intervaltim, na nichz je studovana funkce konvexni ¢i konkavni, fe§ime
opét nékterym ze standardnich zptisobti. Napi. nalezneme nejdiive nulové body f”(x)

—2x(3—x2)

(1 +x° )3

f"x)=0 < =0 < x(3—x2)=0 S (x=0vx=i\/§)



Diferencialni pocet funkci jedné redalné proménné -5.3-

a vezmeme v uvahu fakt, Ze na intervalech (—oo, -3 ), (—\/3_), 0), (0,«/?: ) a (x/i,+oo) nemeéni
druha derivace studované funkce znaménko. Snadnym vypoctem ovéfime, ze

» pro xe (—oo,—\/g ) je f"(x)<0, atedy funkce fje na tomto intervalu konkavni,

» pro xe (—\/5, 0) je f"(x)> 0, a tedy funkce fje na tomto intervalu konvexni,

» pro xe(0,4/3) je f"(x)<0, a tedy funkce fje na tomto intervalu konkévni,

» pro xe (\/5, +0) je f"(x)>0, a tedy funkce fje na tomto intervalu konvexni.

Asymptota v —o
Asymptota v —oo je pfimka y=kx+gq, ke které se graf zadané funkce neomezené blizi,

pokud nezavisla proménna klesa pode vSechny meze, x — —o0. Jeji parametry k a ¢ hledame
pro zadanou funkei pomoci vzorci *

X
ko= tim I X gy L U 1
ooy o x ol4x? 14 (%) 14w
X X
L=1lim| f(x)—k_x|=lim ——0x |= lim ~=0.
b x>0 [f( ) ] H—x[l+x‘ ] x| 4 x°

Asymptotou v —o je tedy pifimka y =0, ¢ili osa x.

Asymptota v +o

Zcela analogickym vypoctem ziskame 1 parametry asymptoty v +oo, ke které se graf funkce f
neomezeng blizi pro x — 4.

X
k+1‘= hmM: llm 1+.x_ — llm l = l = 1 =O’
X—+0 X X+ X X+ 1+x- l+w_ l+oo

q.. = lim [f(x)—k_x]= lim[ Al —0x]= lim ——=0.

X+ x=+o| |4 x° x>+ | 4 x°

[ asymptotou v + je tedy osa x.*
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3 Abychom zdiiraznili fakt, 7e se jedna o asymptotu v —o , opatfujeme parametry  a ¢ indexem —o .

* Shodou okolnosti jsou v tomto piikladu asymptoty v —o iv +o0 totozné. Obecné tomu tak ale byt nemusi!
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CVICENI
1. Vysetiete prubéh nasledujicich funkci a nakreslete jejich grafy.

1

a) f(x)=x"+x"=2x .
’ x°+1

d) f(x) =

b) f(x)=x" —x* -2 ¢) f(x)=" -l

x +1

) f(x)=2x"2—9x+12Jx

c)fuo=[x+l)
X

g f(x)=sin’x ¥

h) f(x)=tgx ©

1) f(x)=arctgx

Vysledky:
CVICENi 1
D, =R,
LT
D, =R. klesajici 5,/‘[ + k7, kde

—1-47 -1+47
Klesajici 5 5
3 3 D, =R,

Rostouci rostouci (— 00,0),
Y -w;—_l_ﬁ g '1’”/7;00 g Mesajici (0,%0),
3 3 x =0 maximum,

1 Na celém
— 00}— 5) konkavni, D, konkavni,

1

- —;oo) konvexni,

Df =R,
Klesajici (-1,2;0,3),
Rostouci (— 00;—1,2) v (0,3; oo) \

D, =R,
klesajici (—0,0),

1 . rostouci (0,00),
X =—— maximum, -
b) 2 ¢) X=0 minimum,
|
X = 5 minimum, (— l;l) konvexni,

(— oo;—l)u(l;oo),

konkavni,

| -

; oo) konvexni,

keZ,
rostouci (0,%) + ko, kde

keZ,

g) T )
X=—+kr maximum,

X =7 +k7 minimum,

D =

} R\WH%

konkavni (— %,0) + ko,
h) .
konvexni (0,3) + ki,

Na kazdém intervalu rostouci
Nema max ani min,

* U této funkce vysetiete jeji pribéh na intervalu (—n/2, n/2).

® U této funkce vysetiete jeji pribéh na intervalu <0,27t>.
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D, =R\0 b, = ,(O’oo) x={nz},kde ne N lok.
(— oc;—l) ] (1; oo) rostouct, r(oos;;)u:j (4, oo) ’ max,

(= 151) klesajici,

X =-—1 maximum,

klesajici (1,4) ,

x=1 maximum,

X = {@} lok. min,

V celém Dy je rostouci,

© x=1 minimum, H x=4 minimum, ) Nema max ani min,
(0;00) konvexni, (— oo;O) konvexni,
(+0:0) konkivni, (052) konkavni, (0;0) konkévn.
(2;00) konvexni,
a g '
AValasa
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