
1 Cvičeńı

1. Vypočtěte objem následuj́ıćıch těles v R3:
a) těleso ohraničené rovinami x = 0, x = a, y = 0, y = b, z = 0 a eliptickým

paraboloidem z = x2

2p + y2

2q (všechny zúčastněné konstanty považujte za

kladné),

b) těleso ohraničené rovinami x = a, x = b, y = c, y = d, 0 < a < b,
0 < c < d, a hyperbolickým paraboloidem z = xy

m , m > 0.

Výsledky:

a) v(V ) =
a3b

6p
+
ab3

6q
, b)

1

4m
(b2 − a2)(d2 − c2) .

2. Jsou dána zobrazeńı

a) α : (0, ∞) × (0, 2π) 3 (%, ϕ) → α(%, ϕ) = (x, y) ∈ R2, x = % cosϕ,
y = % sinϕ,

b) α : (0, R) × (0, π) × (0, 2π) 3 (r, ϑ, ϕ) → α(r, ϑ, ϕ) = (x, y, z) ∈ R3,
x = r sinϑ cosϕ, y = r sinϑ sinϕ, z = r cosϑ.

V obou př́ıpadech zjistěte, zda je dané zobrazeńı vzájemně jednoznačné a určete
inverzńı zobrazeńı. Rozhodněte, zda jsou tato zobrazeńı vzájemně diferencov-
atelná. Určete v obou př́ıpadech Jacobiho matici zobrazeńı α a Jacobiho matici
inverzńıho zobrazeńı, tj. Dα(%, ϕ), resp. Dα(r, ϑ, ϕ) a Dα−1(x, y), resp.
Dα−1(x, y, z). Určete také množinu α(A), kde A je definičńı obor zobrazeńı α,
specifikovaný v zadáńı.
Výsledek a): Zobrazeńı α je vzájemně jednoznačné α(A) = {(x, y) ∈ R2, y 6=
0 pro x ≥ 0}. Plat́ı

Dα(%, ϕ) =

(
cosϕ sinϕ
−% sinϕ % cosϕ

)
, detDα = % ,

Dα−1(x, y) =

 x√
x2+y2

−y
x2+y2

y√
x2+y2

x
x2+y2

 , detDα−1 =
1√

x2 + y2
.

Zobrazeńı α je také vzájemně diferencovatelné .
Výsledek b): Zobrazeńı α je vzájemně jednoznačné α(A) = {(x, y, z) ∈
R3 | 0 ≤ x2 + y2 + z2 < R2, y 6= 0 pro x ≥ 0}. Plat́ı

Dα(r, ϑ, ϕ) =

 sinϑ cosϕ sinϑ sinϕ cosϑ
r cosϑ cosϕ r cosϑ sinϕ −r sinϑ
−r sinϑ sinϕ r sinϑ cosϕ 0

 ,



detDα = r2 sinϑ ,

Dα−1(x, y) =


x√

x2+y2+z2
xz√

x2+y2(x2+y2+z2)

−y
x2+y2

y√
x2+y2+z2

yz√
x2+y2(x2+y2+z2)

x
x2+y2

z√
x2+y2+z2

−
√
x2+y2

x2+y2+z2 0

 ,

detDα−1 =
1√

x2 + y2
√
x2 + y2 + z2

.

Zobrazeńı α je také vzájemně diferencovatelné.

3. Určete souřadnice těžǐstě části homogenńıho elipsoidu se středem v počátku
soustavy souřadnic o poloosách a, b a c, lež́ıćı v prvńım oktantu soustavy
souřadnic.
Návod: Použijte zobecněných sférických souřadnic

α : [0, 1]×
[
0,
π

2

]
×
[
0,
π

2

]
3 (r, ϑ, ϕ) −→ α(r, ϑ, ϕ) = (x, y, z) ,

kde x = ar sinϑ cosϕ, y = br sinϑ sinϕ, z = cr cosϑ.
Výsledek: T = 3

8 (a, b, c).

4. Určete polohu těžǐstě (středu hmotnosti) homogenńıho tělesa V ohraničeného
plochami o rovnićıch x2 + y2 = 2az, x2 + y2 + z2 = 3a2, a > 0.
Návod: Použijte válcové souřadnice.

Výsledek: T =
(

0, 0, 5a(6
√
3+5)

83

)
.

5. Určete hmotnost a polohu středu hmotnosti tělesa (koule) ohraničeného
kulovou plochou x2 + y2 + z2 = 2az, a > 0, jehož hustota je dána funkćı
s = k√

x2+y2+z2
, k > 0 je konstanta. Vad́ı, že v bodě (0, 0, 0) neńı hustota

definována?
Návod: Použijte kulových souřadnic a integrace s proměnnou meźı proměnné
r.
Výsledek: m = 4

3πa
2k, T =

(
0, 0, 4

5a
)
.

6. Vypočtěte geometrické a fyzikálńı charakteristiky (plošný obsah, hmotnost,
souřadnice středu hmotnosti, momenty setrvačnosti vzhledem k osám x, y, z)
následuj́ıćıch rovinných útvar̊u:

a) útvar omezený křivkami y = x2, y = 3x2, y = 2x−1, y = 4x−1, plošná
hustota σ = konst.,

b) útvar omezený křivkami ad a), hustota σ = kxy, kde k = 1 kg m−4 je
rozměrová konstanta,

c) útvar omezený v prvńım kvadrantu křivkami y = x, y = 2x, y = 2x−2,
y = 4x−2, plošná hustota σ = konst.,



d) útvar omezený křivkami ad c), hustota σ = kxy, kde k = 1 kg m−4 je
rozměrová konstanta,

e) homogenńı kruhová výseč s konstantńı plošnou hustotou σ a poloměrem
R vymezená úhlem ϕ ∈

[
−π4 ,

π
4

]
,

f) kruhová výseč ad e) s plošnou hustotou σ = k%, kde k = 1 kg m−3,

g) výseč mezikruž́ı o poloměrech r a R vymezená úhlem ϕ ∈ [0, π4 ], s plošnou
hustotou σ = kx, k = 1 kg m−3 je rozměrová konstanta.

Výsledky:

a) S = 2
3 ln 3, m = 2

3σ ln 3, T =
[

9
4 ln 3

(
1− 1

3√3

) (
2 3
√

4− 3
√

2
)
, 9

5 ln 3

(
3
√

3− 1
) (

2 3
√

16− 3
√

4
)]

,

Jx = 6σ
7

(
3
√

9− 1
) (

4 3
√

4− 3
√

(2)
)

, Jy = 3σ
5

(
1− 1

3√9

) (
2 3
√

16− 3
√

4
)
, Jz =

Jx + Jy,

b) S = 2
3 ln 3, m = 2k ln 3, T =

[
6k

7 ln 3

(
1− 1

3√3

) (
4 3
√

4− 3
√

2
)
, 3k

4 ln 3

(
3
√

3− 1
) (

4 3
√

16− 3
√

4
)]

,

Jx = 6k
5

(
3
√

9− 1
) (

8 3
√

4− 3
√

2
)
, Jy = 3k

4

(
1− 1

3√9

) (
4 3
√

16− 3
√

4
)
, Jz =

Jx + Jy,

c) S = 3
2

(
3
√

2− 1
) (

3
√

16− 3
√

4
)
, m = σS, T =

[
4
9

ln 2

( 3√2−1)( 3√16− 3√4)
, 4

9
1

( 3√2−1)( 3√16− 3√4)

]
,

Jx = 3σ
10

(
2 3
√

4− 1
) (

2 3
√

4− 3
√

2
)
, Jy = 3σ

2

(
1− 1

3√2

) (
2 3
√

4− 3
√

2
)
, Jz =

Jx + Jy,

d) S = 3
2

(
3
√

2− 1
) (

3
√

16− 3
√

4
)
, m = 3k

4

(
3
√

4− 1
) (

2 3
√

4− 3
√

2
)

,

T =
[
6k
5m

(
3
√

2− 1
) (

2 3
√

16− 3
√

4
)
, 3k

10m

(
2 3
√

2− 1
) (

2 3
√

16− 3
√

4
)]

, Jx = 3k,
Jy = 2k ln 2, Jz = Jx + Jy,

e) S = 1
4πR

2, m = σ
4πR

2, T =
[
4
√
2

3π R, 0
]
, Jx = 1

8σR
4
(
π
2 − 1

)
, Jy =

1
8σR

4
(
π
2 + 1

)
, Jz = Jx + Jy = 1

8σπR
4,

f) S = 1
4πR

2, m = 1
6kπR

3, T =
[
3
√
2

2π R, 0
]
, Jx = 1

10kR
5
(
π
2 − 1

)
, Jy =

1
10kR

5
(
π
2 + 1

)
, Jz = Jx + Jy = 1

10kπR
5,

g) S = 1
8π(R2−r2), m = k

√
2

6 (R3−r3), T =
[

k
16m (R4−r4)

(
π
2 + 1

)
, k

16m (R4−
r4)
(
π
2 − 1

)]
, Jx =

√
2

60 k(R5 − r5), Jy =
√
2

12 k(R5 − r5), Jz = Jx + Jy =
√
2

10 k(R5 − r5).

7. Vypočtěte geometrické a fyzikálńı charakteristiky (objem, hmotnost, souřadnice
středu hmotnosti, tenzor momentu setrvačnosti) následuj́ıćıch prostorových útvar̊u
(polohu středu hmotnosti a složky tenzoru momentu setrvačnosti poč́ıtejte vzh-
ledem ke kartézské soustavě souřadnic, v ńıž jsou zadány rovnice útvar̊u):



a) homogenńı kužel s hustotou s omezený plochami z = h
R

√
x2 + y2 a z = h,

b) nehomogenńı kužel s hustotou s(x, y, z) = k
√
x2 + y2 omezený plochami

ad a), k je rozměrová konstanta jednotkové hodnoty,

c) homogenńı koule o rovnici x2 + y2 + z2 = R2,

d) nehomogenńı koule o rovnici ad c) s rozložeńım hmotnosti daným hustotou
s(x, y, z) = k|z|, kde k je rozměrová konstanta jednotkové hodnoty,

e) horńı polovina homogenńıho anuloidu s hustotou s = konst.,

f) horńı polovina nehomogenńıho anuloidu s rozložeńım hmotnosti zadaným

hustotou s(x, y, z) = k
√
x2 + y2, kde k je rozměrová konstanta jed-

notkové hodnoty,

g) homogenńı rotačńı paraboloid s hustotou s, omezený plochami z = h
R2 (x2+

y2), z = h,

h) homogenńı elipsoid se středem v počátku soustavy souřadnic a osami podél
os soustavy souřadnic x, y z, délky poloos jsou po řadě a, b, c, a hustota
útvaru je s. (Použijte zobecněné kulové souřadnice).

Výsledky: Deviačńı momenty (mimodiagonálńı složky tenzoru momentu setrvačnosti)
jsou ve všech př́ıpadech nulové.

a) V = 1
3πR

2h, m = 1
3sπR

2h, T =
(
0, 0, 3

4h
)
, J11 = J22 = 1

20sπhR
4 +

1
5sπh

3R2, J33 = 1
10sπhR

4,

b) V = 1
3πR

2h, m = 1
6πkhR

3, T = (0, 0, 4
5h), J11 = J22 = 1

30πk hR5 +
1
9πk h

3R3, J33 = 1
15πk hR

5,

c) V = 4
3πR

3, m = 4
3πsR

3, T = (0, 0, 0), J11 = J22 = J33 = 2
5mR

2,

d) V = 4
3πR

3, m = 1
2πk R4, T = (0, 0, 0), J11 = J22 = 1

4πkR
6, J33 =

1
6πk R

6,

e) V = π2r2R, m = π2sr2R, T =
(
0, 0, 4r

3π

)
, J11 = J22 = 1

8π
2sRr2(4R2 +

5r2), J33 = π2sRr2
(
R2 + 3

4r
2
)
,

f) V = π2r2R, m = 1
4π

2kr2(4R2 + r2), T =
[
0, 0, 4

15mπk r
3(5R2 + r2)

]
,

J11 = J22 = 1
2π

2kr2
(
R4 + 2R2r2 + 5

24r
4
)
, J33 = π2kR2

(
R4 + 3

2R
2r2 + 1

8r
4
)
,

g) V = 1
2πR

2h, m = 1
2sπR

2h, T =
(
0,0, 2

3h
)
, J11 = J22 = 1

12πshR
2(R2 +

3h2) = 1
6m(R2 + 3h2), J33 = 1

6πshR
4 = 1

3mR
2,

h) V = 4
3πabc, m = 4

3sπabc, T = (0, 0, 0), J11 = 4
15πsabc(b

2 + c2), J22 =
4
15πsabc(a

2 + c2), J33 = 4
15πsabc(a

2 + b2).



8. Určete velikost gravitačńı śıly, kterou p̊usob́ı koule o hustotě s = konst.
a poloměru R na bod X jednotkové hmotnosti umı́stěné ve vzdálenosti a ≥ 0
od středu koule.
Návod: Zvolte počátek soustavy souřadnic ve středu koule. Osu z jako spojnici
počátku soustavy souřadnic a bodu X. Ten pak bude mı́t polohový vektor
~rX = (0, 0, a). Gravitačńı śıla, j́ıž p̊usob́ı koule na bod X, je

~F = Gs

∫
V

~r − ~rX
|~r − ~rX |3

dV ,

kde G = 6,67 · 1011 N m2 kg−2 je univerzálńı gravitačńı konstanta. Rozepǐste
výraz do složek a při integraci použijte kulových souřadnic.
Výsledek: pro a ≥ R je ~F =

(
0, 0, − 4

3πGsR
3 · 1

a2

)
, pro a ≤ R je ~F =(

0, 0, − 4
3πGsa

)
.

2 Cvičeńı

1. Vypočtěte práci po křivce C, když je zadán výraz pro elementárńı práci ω
nebo silové pole ~F . V př́ıpadě, že parametrizace křivky neńı zadána, zvolte ji
sami:

a) C = {(x, y) ∈ R2, y = x2, x ∈ [0, 2]}, ω = (x+ y) dy,

b) C : [0, 2π] 3 t → (xC(t), yC(t)) ∈ R2, xC(t) = a(t − sin t), yC(t) =
a(1− cos t), a > 0 je konstanta, ω = y dx− x dy, (C je oblouk cykloidy),

c) C : [−2, −1] 3 t→ (xC(t), yC(t)) ∈ R2 ,

xC(t) =
3at

t3 + 1
, yC(t) =

3at2

t3 + 1
, t 6= −1, ω =

dx

y2
− dy

x2
,

(křivka C je Descart̊uv list),

d) C = {(x, y) ∈ R2, x
2

a2 + y2

b2 = 1}, křivku orientujte v kladném geometrickém

smyslu, ~F = (x− y, x− y),

e) Porovnejte hodnoty křivkového integrálu pro práci, ~F =
(
x(x2+y2), y(x2+

y2)
)
, po částech křivek

C1 = {(x, y) ∈ R2, y = 1− x}, C2 = {(x, y) ∈ R2, y =
√

1− x2} ,

C3 = části souřadnicových os ,

spojuj́ıćıch body A = (1, 0) (počátečńı bod) a B = (0, 1) (koncový bod),

f) Porovnejte hodnoty integrálu pro práci, ~F = (0, 0, 1
x2+y2 ) po křivce C :

t →
(
xC(t), yC(t)

)
∈ R3, xC(t) = a cos t, yC(t) = a sin t, zC(t) = bt,

a > 0, b > 0 jsou konstanty, spojuj́ıćı body A = (a, 0, 0) a B =
(
0, a, πb2

)
s integrálem po úsečce AB,



g) Zvolte č́ıslo α ≥ 1 tak, aby práce śıly ~F =
(
0, (x − 1

2 )2
)

po křivce
C = {(x, y) ∈ R2, y = xα} z bodu A = (0, 0) do bodu B = (1, 1)
byla minimálńı,

h) C je úsečka v rovině spojuj́ıćı body A = (a, 0) a B = (0, b), ω = xdy,

i) C je úsečka v rovině spojuj́ıćı body A = (0, π) a B = (π, 0), ω = sin y dx+
sinx dy,

j) C je lomená čára OABC v R3, O = (0, 0, 0), A = (1, 0, 0), B = (1, 1, 0),
C = (1, 1, 1), ω = z dx+ y dy + xdz,

k) C = {(x, y) ∈ R2, y =
√
R2 − x2}, počátečńı bod A = (R, 0), koncový

bod B = (0, R), ω = xdx+ y dy,

l) C :
[
0, π2

]
3 t →

(
xC(t), yC(t)

)
∈ R2, xC(t) = R cos3 t, yC(t) = R sin3 t

(čtvrtina asteroidy), počátečńı bod A = (R, 0), ω = x2 dy−y2 dx
x5/3+y5/3

,

m) určete práci, kterou vykoná śıla ~F = (y, 1) po uzavřené křivce složené
z část́ı os souřadnic a oblouku C = {(x, y) ∈ R2, x2 + 2y2 = 1} v prvńım
kvadrantu, křivka je orientována v kladném geometrickém smyslu,

n) určete práci, kterou vykoná śıla ~F = (y, −x) po křivce C = {(x, y) ∈
R2, y = 1− x2} z bodu A = (−1, 0) do bodu B = (0, 1),

o) určete práci silového pole ~F po čtvrtině kružnice v prvńım kvadrantu
soustavy souřadnic xy, střed v počátku soustavy souřadnic, poloměr R,
orientace po směru hodinových ručiček, vektor ~F směřuje v každém bodě
podél kladné osy x a má konstantńı velikost F ,

p) určete práci silového pole ~F = (xy, x+ y) v rovině xy po křivce C, je-li C
p1) úsečka spojuj́ıćı body O = (0, 0) a B = (1, 1), p2) oblouk paraboly
y = x2 spojuj́ıćı tytéž body jako v úloze p1), tj. O = (0, 0) a B = (1, 1),

p3) lomená čára tvořená úsečkou
−−→
OC a úsečkou

−−→
CB, kde O = (0, 0),

C = (1, 0), B = (1, 1), p4) lomená čára tvořená úsečkou
−−→
OD a úsečkou

−−→
DB, kde O = (0, 0), D = (0, 1), B = (1, 1),

q) určete práci silového pole ~F v rovině xy po křivce C, j́ıž je q1) oblouk

elipsy x2

a2 + y2

b2 = 1 v prvńım kvadrantu soustavy souřadnic, orientace
v kladném smyslu, q2) celá tato elipsa, orientace v kladném smyslu, vektor
~F směřuje v každém bodě do počátku soustavy souřadnic a jeho velikost je
č́ıselně rovna vzdálenosti p̊usobǐstě (bodu umı́stěńı vektoru ~F ) od počátku
soustavy souřadnic,

r) určete práci silového pole ~F v rovině xy po křivce C, j́ıž je úsečka spojuj́ıćı

body B = (a, b, c) a C = (2a, 2b, 2c), vektor ~F směřuje v každém bodě do
počátku soustavy souřadnic a jeho velikost je nepř́ımo úměrná vzdálenosti
p̊usobǐstě od roviny z = 0, a, b, c > 0,



s) určete práci silového pole ~F v R3 po křivce C, j́ıž je oblouk kružnice
o parametrických rovnićıch x = cos t, y = 1, z = sin t mezi body M =
(1, 1, 0) (počátečńı bod) a N = (0, 1, 1) (koncový bod), vektor ~F směřuje
v každém bodě k ose z a je na ni kolmý, jeho velikost je nepř́ımo úměrná
vzdálenosti p̊usobǐstě od osy z,

t) v následuj́ıćıch situaćıch dokažte konzervativnost zadaných silových poĺı
v rovině xy či prostoru R3 (nezávislost práce na tvaru křivky spojuj́ıćı
dva zadané body M a N), tuto práci vypočtěte (výpočet proveďte jed-

nak stanoveńım funkce U , pro niž je dU = ω
(1)
F , jednak př́ımou integraćı

formy po vhodně zvolené křivce spojuj́ıćı body M a N , výsledek nebude
záviset na volbě křivky): t1) ~F = (2αxy, βx2) (α a β jsou tzv. rozměrové
konstanty, jejichž hodnota je 1, pouze zajǐsťuj́ı správný fyzikálńı rozměr
veličiny, v daľśıch zadáńıch je nebudeme uvádět), M = (1, 0), N = (0, 3),

t2) ~F = (0, 0,−mg), m, g > 0 jsou konstanty M = (xM , yM , zM ),

N = (xN , yN , zN ), t3) ~F =
(
−µxr3 , −

−µy
r3 , −µzr3

)
, r =

√
x2 + y2 + z2,

µ > 0, M = (a, b, c), rN →∞, t4) ~F = −k2(x, y, z), M = (xM , yM , zM ),
x2M + y2M + z2M = R2, N = (xN , yN , zN ), x2N + y2N + z2N = r2, R > r,

t5) ~F =
(
− y

(x−y)2 ,
x

(x−y)2

)
, M = (0, −1), N = (1, 0), oblouk neprot́ıná

př́ımku y = x (zd̊uvodněte), t6) ~F =
(

x√
x2+y2

+ y, y√
x2+y2

+ x
)
, M =

(0, 0), N = (1, 1), t7) ~F =
(

1
x ,

1
y ,

1
z

)
, M = (1, 1, 1), N = (x0, y0, 1),

křivka i body M , N lež́ı v oblasti vymezené nerovnostmi x > 0, y > 0,
z > 0.

Výsledky: a) 40
3 , b) 6πa2, c) 1

3a

(
4 ln 2 + 63

24

)
, d) 2πab, e) všechny tři integrály

jsou nulové, f) integrál po křivce C je πb
2a2 , integrál po úsečce AB je π2b

4a2 , g)

α =
√

2, h) ab
2 , i) 0, j) 3

2 , k) 0, l) 3π
16R

4/3, m) − π
4
√
2
, n) 4

3 , o) A = −FR,

p1) A1 = 4
3 , p2) A2 = 17

12 , p3) A3 = 3
2 , p4) A4 = 1, q1) A1 = 1

2 (a2 − b2),

q2) A2 = 0, r) −kc
√
a2 + b2 + c2 ln 2, k je konstanta úměrnosti vystupuj́ıćı ve

vyjádřeńı velikosti śıly ~F , s) A = k
2 ln 2, t1) 0, t2) mg(zM−zN ), t3) − µ√

a2+b2+c2
,

pro µ = Gm1m2, kde G
.
= 6,67 · 10−11N m2 kg−2 je gravitačńı konstanta, má

tato práce význam gravitačńı potenciálńı energie soustavy tvořené částicemi
o hmotnostech m1 a m2, t4) 1

2k
2(R2 − r2), t5) 1, t6) 1 +

√
2, t7) lnx0y0.

2. Řešte následuj́ıćı úlohy (plošný integrál druhého druhu). Neńı-li zadána
parametrizace integračńıho oboru, vhodně ji zvolte. Integrály poč́ıtejte př́ımo
(nikoli pomoćı Greenovy věty).

a) Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (x2, y2, xyz) povrchem krychle [0, 1]3 ⊂
R3 orientovaným vněǰśı normálou.

b) Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (0, 0, x2y2z2) dolńı polovinou kulové
plochy



S = {(x, y, z) ∈ R3, x2 + y2 + z2 = R2} orientované normálou směřuj́ıćı
ven z objemu, který by byl obepnutý celou kulovou plochou.

c) Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (x, y2, yz) pláštěm kužele

S = {(x, y, z) ∈ R3, x
2+y2

R2 = (z−h)2
h2 , 0 ≤ z ≤ h} orientovaného normálou

směřuj́ıćı ven z objemu kužele.

d) Vypočtěte tok vektorového pole ~F = r2 ~r, ~r = (x, y, z), povrchem čtyřstěnu
o vrcholech

A = (−a6
√

3, a2 , 0), B = (−a6
√

3, −a2 , 0), C = (a3
√

3, 0, 0), D = (0, 0, a
√

2
3 ).

Povrch je orientován vněǰśı normálou.

e) Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (x, y, z) dolńı polovinou kulové
plochy o poloměru R, která se dotýká souřadnicové roviny xy v počátku
soustavy souřadnic. Plocha je orientována normálou směřuj́ıćı ven z ob-
jemu, který obeṕıná celá kulová plocha.

f) Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (xy, yz, xz) povrchem čtyřstěnu
určeného rovinami x = 0, y = 0, z = 0 a x + y + z = 1, orientovaného
vněǰśı normálou.

g) Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (y − z, z − x, x − y) část́ı kuželové

plochy o rovnici z =
√
x2 + y2, z ≤ 1, orientované normálou směřuj́ıćı

dovnitř objemu kužele.

h) Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (x, y, z) část́ı roviny o rovnici x+y+
z = a, kde a > 0 je konstanta, v prvńım oktantu soustavy souřadnic. Rov-
ina je orientována normálou směřuj́ıćı do poloroviny obsahuj́ıćı počátek
soustavy souřadnic.

i) Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (x3, y3, z3) kulovou plochou x2 +
y2 + z2 = R2 orientovanou vněǰśı normálou.

j) Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (xz, x2y, y2z) část́ı válcové plochy
o rovnici x2 + y2 = 1 omezené nerovnostmi x ≥ 0, y ≥ 0, 1 ≥ z ≥ 0
a orientované normálou směřuj́ıćı ven z objemu válce.

Výsledky: a) 9
4 , b) −π

2R8

96 , c) 1
3πR

2h, d) −a
5
√
2

81 , e) πR3, f) 1
8 , g) 0, h) − 1

2a
3,

i) 12
5 πR

5, j) 3
16π.

3. Vypočtěte následuj́ıćı křivkové integrály prvńıho druhu po rovinných křivkách.
Objemový element (element délky) je značen dl. Neńı-li uvedena parametrizace
křivky, parametrizujte ji. Výsledek integrace nebude na parametrizaci záviset.
Některé integrály mohou být nevlastńı.

a)
∫
C
xy dl, C = ∂A (hranice), A = {(x, y) ∈ R2, |x|+ |y| ≤ a}, a > 0 je

konstanta,



b)
∫
C

dl√
x2+y2+4

, kde C je úsečka spojuj́ıćı body O = (0, 0) a A = (1, 2),

c)
∫
C
xy dl, kde C je čtvrtina elipsy b2x2 + a2y2 = a2b2 v prvńım kvadrantu

soustavy souřadnic,

d)
∫
C

√
x2 + y2 dl, kde C je evolventa kružnice, parametrizovaná rovnicemi

x = a(cos t+ t sin t), y = a(sin t− t cos t), a > 0 je konstanta, t ∈ [0, 2π],

e)
∫
C
y2 dl, C je prvý oblouk cykloidy o parametrických rovnićıch x = a(t −

sin t), y = a(1− cos t), a > 0 je konstanta, t ∈ [0, 2π],

f)
∫
C

(x2 + y2)2 dl, C je oblouk logaritmické spirály % = a exp (mϕ), a, m > 0,

mezi body A = (a, 0) a O = (0, 0), % a ϕ jsou polárńı souřadnice,

g)
∫
C

(x+ y) dl, C je pravý list lemniskaty %2 = a2 cos 2ϕ, ϕ ∈
[
−π4 ,

π
4

]
, % a ϕ

jsou polárńı souřadnice.

h)
∫
C
xy dl, C je oblouk kružnice x2 + y2 = R2 v prvńım kvadrantu soustavy

souřadnic, výsledek porovnejte s výsledkem části c) této úlohy,

i)
∫
C
xdl, C je křivka o kartézské rovnici y = 3

8x
2, x ∈ [0, 4].

Výsledky: a) 0, b) ln 3+
√
5

2 , c) ab(a2+ab+b2)
3(a+b) , d) a2

3

[
(1 + 4π2)3/2 − 1

]
, e) 256

15 a
3,

f) −a
5
√
1+m2

5m , g) a2
√

2, h) 1
2R

3, i) 16
27 (10

√
10− 1).

4. Vypočtěte následuj́ıćı křivkové integrály prvńıho druhu po prostorových
křivkách v R3. Objemový element (element délky) je značen dl. Neńı-li uvedena
parametrizace křivky, parametrizujte ji. Některé integrály mohou být nevlastńı.

a)
∫
C

dl
x2+y2+z2 , C je oblouk šroubovice parametrizované rovnicemi x = a cos t,

y = a sin t, z = bt, a, b > 0 jsou konstanty, t ∈ [0, 2π],

b)
∫
C
yz dl, C je oblouk šroubovice z části a) této úlohy,

c)
∫
C

(x+ z) dl, křivka C je parametrizována rovnicemi x = t, y = 3t2√
2
, z = t3,

t ∈ [0, 1],

d)
∫
C

√
2y2 + z2 dl, C je pr̊usečnice ploch x2 + y2 + z2 = a2 a x− y = 0,

e)
∫
C

dl, C je oblouk kuželové šroubovice x = a et cos t, a et sin t, z = a et, a > 0

je konstanta, mezi body O = (0, 0, 0) a A = (a, 0, a),



f)
∫
C

x3/2
√
a

dl, C je křivka o rovnici y2 = 2px, y ∈ [0, p],

g)
∫
C
xy dl, C je obvod obdélńıka OABC, O = (0, 0), A = (4, 0), B = (4, 2),

C = (0, 2),

h)
∫
C
xy dl, C je oblouk hypeboly x = cosh t, y = sinh t, 0 < t < 1

2arcosh 4,

i)
∫
C

(x+ y) dl, C je obvod trojúhelńıka ABC v souřadnicové rovině xy, A =

(0, 0), B = (1, 0), C = (0, 1),

j)
∫
C
x2 dl, C je kružnice v R3, vzniklá jako pr̊usečnice ploch x2+y2+z2 = R2

a x+ y + z = 0,

k)
∫
C

(
R+ x2

R

)
dl, kde C je kružnice v rovině xy se středem v počátku sous-

tavy souřadnic a poloměrem R; ukažte, že hodnota integrálu je č́ıselně
rovna obsahu části pláště válce x2 + y2 = R2 ohraničené rovinou z = 0

a plochou z = R+ x2

R .

Výsledky: a)
√
a2+b2

ab arctg 2πb
a , b) −2πab

√
a2 + b2, c) 56

√
7−1

54 , d) 2πa2, e) a
√

3,

f)
√

2p5

a
1+
√
2

30 , g) 24, h) 7
6 , i) 1 +

√
2, j) 2

3πR
3, k) 3πR2.

5. Vypočtěte určené geometrické a fyzikálńı charakteristiky drát̊u (drát je
popsán křivkou C). Neńı-li řečeno jinak, považujte drát za homogenńı a jeho
lineárńı hustotu berte pro jednoduchost jako jednotkovou, s(x, y) = 1 (rovinné
dráty), resp. s(x, y, z) = 1 (prostorové dráty). Rozměrové konstanty (veličiny
jednotkové hodnoty slouž́ıćı pouze k zajǐstěńı správného fyzikálńıho rozměru)
nevypisujeme, podobně jako v úlohách o práci silových poĺı.

a) statický moment Mx =
∫
C
y dl vzhledem k ose x, C je polovina elipsy

x2

a2 + y2

b2 = 1 lež́ıćı v horńı polorovině soustavy souřadnic,

b) poloha středu hmotnosti p̊ulkružnice se středem v počátku soustavy souřadnic
a poloměrem R lež́ıćı horńı polorovině soustavy souřadnic,

c) hmotnost, polohu středu hmotnosti a moment setrvačnosti vzhledem k ose
x jednoho oblouku cykloidy x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t), a > 0,
t ∈ [0, 2π],

d) souřadnice středu hmotnosti poloviny oblouku cykloidy z části c) této
úlohy, tj. t ∈ [0, π],

e) hmotnost elipsy C o rovnici x2

a2 + y2

b2 = 1, a > b, jej́ıž lineárńı hustota je
dána funkćı s(x, y) = |y|,



f) momenty setrvačnosti prvého závitu šroubovice C o parametrických rovnićıch
a = R cos t, y = R sin t, z = bt, t ∈ [0, 2π], vzhledem k souřadnicovým
osám x, y a z,

g) hmotnost prvého závitu šroubovice z části f) této úlohy, je-li lineárńı hus-
tota v daném bodě úměrná vzdálenosti tohoto bodu od počátku soustavy
souřadnic,

h) hmotnost a polohu středu hmotnosti oblouku křivky o kartézské rovnici

y = a2−x2

2a , a > 0 je konstanta, lež́ıćıho v horńı polorovině soustavy
souřadnic,

i) moment setrvačnosti kružnice o poloměru R vzhledem k jej́ımu pr̊uměru,

j) hmotnost oblouku Archimédovy spirály % = aϕ, a > 0, s lineárńı hustotou
s = αϕ, α > 0, ϕ ∈ [0, 2nπ], n ∈ Z,

k) délku hladké křivky C, jej́ıž rovnice v polárńıch souřadnićıch je % = f(ϕ),
ϕ ∈ [ϕ1, ϕ2] (odvoďte obecný vztah pro výpočet této délky pomoćı in-
tegrálu podle proměnné ϕ),

l) polohu středu hmotnosti kardioidy % = a(1− cosϕ), a > 0, ϕ ∈ [0, 2π],

m) statický moment poloviny lemniskáty % =
√

cos 2ϕ, ϕ ∈
[
−π4 ,

π
4

]
vzhledem

k ose y, tj. integrál My =
∫
C
xdl,

n) hmotnost prvého závitu šroubovice z části f) této úlohy, je-li lineárńı hus-
tota popsána funkćı s(x, y, z)= (x2 + y2 + z2),

o) délku oblouku kuželové šroubovice C o parametrických rovnićıch x =
a et cos t, y = a et sin t, z = a et, a > 0 je konstanta, mezi body O =
(0, 0, 0) a B = (a, 0, a).

Výsledky: a)Mx = b2+ a2b√
a2−b2 arcsin

√
a2−b2
a pro a > b, Mx = b2+ a2b√

b2−a2 ln b+
√
b2−a2
a ,

pro b > a b) xT = 0, yT = 2R
π , c) m = 8a, xT = πa, yT = 4a

3 , Jx = 256
15 a

3,

d) xT = 4
3a, yT = 4

3a e) m = 2
(
b2 + a2b√

a2−b2 arcsin
√
a2−b2
a

)
, f) Jx = Jy =

π
√
R2 + b2

(
R2 + 8

3π
2b2
)
, Jz = 2πR2

√
R2 + b2,

g) m =
√
R2 + b2

(
π
√
R2 + 4π2b2 + R2

2b ln 2πb+
√
R2+4π2b2

R

)
, h) m = a

[√
2 +

ln (1 +
√

2)
]
, xT = 0, yT = a

8

√
2+5 ln(1+

√
2)√

2+ln(1+
√
2)

, i) J = πR3, j) m = 1
3αa

[
(1 +

4π2n2)3/2 − 1
]
, k) l(C) =

ϕ2∫
ϕ1

√
[f ′(ϕ)]2 + f2(ϕ) dϕ, l) xT = − 4

5a, yT = 0, m)

My =
√

2, n) m =
√
R2 + b2

(
2πR2 + 8

3π
3b2
)
, o) l = a

√
3.

6. Vypočtěte plošné integrály prvńıho druhu. V př́ıpadě, že parametrizace
plochy S neńı zadána, parametrizujte plochu vhodným zp̊usobem.



a)
∫
S

xy dS, S je část roviny x + y + z = 1 lež́ıćı v prvńım oktantu soustavy

souřadnic 〈O; x, y, z〉,

b)
∫
S

dS, S je část kulové plochy x2+y2+z2 = R2 lež́ıćı uvnitř válce x2+y2 =

Rx, z > 0 (hodnota integrálu je rovna obsahu plochy S),

c)
∫
S

dS, S je část hyperbolické paraboloidálńı plochy z = xy lež́ıćı uvnitř

válce x2 +y2 = 1 a omezená nerovnostmi x > 0, y > 0, (hodnota integrálu
je rovna obsahu plochy S),

d)
∫
xy dS, S je část rotačńı paraboloidálńı plochy z = 1

2a (x2 + y2), a >
0, lež́ıćı v prvńım oktantu soustavy souřadnic a současně uvnitř válce
x2 + y2 = R2,

e)
∫
S

xyz dS, S je trojúhelńık o vrcholech A = (1, 0, 0), B = (0, 1, 0), C =

(0, 0, 1),

f)
∫
S

dS
(1+x+y)2 , S je povrch čtyřstěnu o vrcholech O = (0, 0, 0), A = (1, 0, 0),

B = (0, 1, 0), C = (0, 0, 1),

g)
∫

dS, S je povrch anuloidu vzniklého rotaćı kružnice (x−R)2 + z2 = r2,
R > r > 0, kolem osy z, (hodnota integrálu je rovna obsahu povrchu),
pokuste se źıskat hodnotu obsahu povrchu pomoćı jednoduché geometrické
úvahy bez integrováńı.

Výsledky: a)
√
3

24 , b)R2(π−2), c) π
6 (
√

8−1), d) a4

30

[(
3R2

a2 − 2
)(

1 + R2

a2

)3/2
+ 2

]
,

e)
√
3

120 , f) 3−
√
3

2 + (
√

3− 1) ln 2, g) 4π2rR.

7. Vypočtěte předepsané geometrické a fyzikálńı charakteristiky plošných útvar̊u.
V př́ıpadě, že parametrizace plochy S neńı zadána, parametrizujte plochu vhodným
zp̊usobem. Neńı-li řečeno jinak, považujte plošnou hustotu útvaru za konstantńı
a rovnu jedné, s(x, y, z) = 1.

a) moment setrvačnosti pláště kužele Rz = v
√
x2 + y2, 0 ≤ z ≤ v, vzhledem

k ose z,

b) poloha středu hmotnosti horńı poloviny kulové plochy x2 + y2 + z2 = R2,

c) obsah části dvojd́ılné hyperboloidálńı plochy z2−x2−y2 = 1, 1 ≤ z ≤
√

2,

d) obsah a moment setrvačnosti (vzhledem k ose z) povrchu rotačńıho anu-
loidu),

e) moment setrvačnosti povrchu pravidelného čtyřstěnu o straně a vzhledem
k ose procházej́ıćı jeho vrcholem a těžǐstěm protěǰśı strany (pro usnadněńı
výpočtu zvolte vhodně soustavu souřadnic, abyste mohli využ́ıt symetrie
útvaru),



f) obsah povrchu rotačńıho elipsoidu x2+y2

a2 + z2

b2 = 1,

g) obsah části plochy x2 + y2 = 2z lež́ıćı uvnitř válce x2 + y2 = 3,

h) hmotnost a souřadnici zT středu hmotnosti části kulové plochy x2 + y2 +
z2 = R2 ohraničené rovinami x = 0, y = 0, x+ y = R a nerovnost́ı z ≥ 0,

i) moment setrvačnosti kulové plochy o poloměruR vzhledem k ose procházej́ıćı
jej́ım středem,

j) obsah povrchu koule o poloměru R,

k) obsah pláště kužele o poloměru podstavy r a výšce v,

l) obsah pláště paraboloidu o rovnici x2 + y2 − 2z = 0, 0 ≤ z ≤ z0.

Výsledky: a) Jz = π
2R

3
√
R2 + v2, b) xT = yT = 0, zT = R

2 , c) PS = π(
√

6−
1)− π√

2
ln 2+

√
3

1+
√
2
, d) PS = 4π2rR, Jz = 2π2rR(2R2 + 3r2), e) J = a4

√
3

12 , f) PS =

2πa
[
a+ b2√

a2−b2 ln a+
√
a2−b2
b

]
pro a > b, PS = 2πa

[
a+ b2√

b2−a2 arcsin
√
b2−a2
b

]
,

g) PS = 14π
3 , h) m = πR2

2 (
√

2− 1), zT = R
π (
√

2 + 1), i) J = 8
3πR

4, j) 4πR2, k)

πr
√
r2 + v2, l) 2π

3

[
(1 + 2z0)3/2 − 1

]
.

8. Vyjádřete objemový element plochy ω0 = dS, která vznikne rotaćı křivky
o polárńı rovnici % = f(ϕ) kolem osy x. Vypočtěte obsah plochy, která vznikne
rotaćı kardioidy % = a(1 − cosϕ), a > 0, kolem jej́ı osy souměrnosti. Úhel
otočeńı křivky kolem uvedené osy označte ψ ∈ [0, 2π].
Výsledek: dS = f(ϕ) sinϕ

√
[f ′(ϕ)]2 + f2(ϕ) dϕ ∧ dψ, PS = 32

5 πa
2.

9. Daľśı geometrické a fyzikálńı aplikace integrálu. Řešte následuj́ıćı fyzikálńı
úlohy:

a) Vypočtěte teplo přijaté ideálńım plynem při ději popsaném funkćı p(V ) =
aV 2, a > 0 je konstanta, je-li počátečńı objem V1 a koncový V2. Ele-
mentárńı teplo je dáno formou δQ = ω = m

µ Cv dT+p dV , veličiny p (tlak),

V (objem) a T (absolutńı teplota) splňuj́ı stavovou rovnici pV = m
µ RT ,

CV = konst. je molárńı tepelná kapacita při stálém objemu, m je hmotnost
plynu, µ jeho molárńı hmotnost, R univerzálńı plynová konstanta.

b) Vypočtěte práci jednoho molu van der Waalsova plynu (stavová rovnice je(
p+ a

V 2

)
(V − b) = RT , a, b > 0 jsou konstanty, význam ostatńıch veličin

je stejný jako v části a) této úlohy, při izotermické expanzi (konstantńı
teplota T = T0) z objemu V1 na objem V2; elementárńı práce je dána
formou δA = ω = p dV .

c) Určete intenzitu ~H magnetického pole v ohnisku F parabolického drátu

o rovnici x2 = 2py, kterým protéká konstantńı proud I. Plat́ı ~H =∫
C

I
4π

~r×~τ
r3 dl, kde ~r je polohový vektor obecného bodu drátu X = (x, y, z)

vzhledem k bodu, v němž intenzitu poč́ıtáme, a ~τ je jednotkový vektor
tečný k drátu a orientovaný ve směru proudu.



d) Určete velikost intenzity magnetického pole ~H ve vzdálenosti od nekonečného
př́ımého vodiče, j́ımž protéká konstantńı proud I (vzorec pro výpočet in-
tenzity viz část c) této úlohy).

e) Je dána kulová plocha S o poloměru R a ve vzdálenosti v od jej́ıho středu
bod M . Označme ξ vzdálenost bodu M od obecného bodu Q na kulové
ploše a α úhel, který sv́ırá spojnice QM s vněǰśı normálou k ploše v bodě
Q. Vypočtěte integrál

∫
S

cosα
ξ2 dS (tzv. potenciál dvojvrstvy).

f) Rozložeńı tlaku v kapalině je dáno funkćı p(x, y, z). Celková tlaková
śıla, j́ıž p̊usob́ı okolńı kapalina na část o objemu V o hraničńı ploše S =
∂V , která je v kapalině libovolně vymezena, je dána integrálem ~FS =
−
∫
c

p~n dS, kde ~n je vektorové pole vněǰśı normály k ploše S. Dokažte,

že plat́ı ~FS = (−
∫
S

p dy ∧ dz, −
∫
S

p dz ∧ dx, −
∫
S

p dx ∧ dy). Pomoćı

Gaussovy–Ostrogradského věty dokažte, že ~FS =
∫
V

grad p dV .

g) Užit́ım výsledku části f) této úlohy vypočtěte celkovou tlakovou śılu, j́ıž

p̊usob́ı kapalina na vnitřńı plášť nádoby x2+y2

a2 = 2z naplněné touto ka-
palinou do výšky h. Hustota kapaliny je s = konst., rozložeńı tlaku je
dáno funkćı p(x, y, z) = p(z) = sg(h− z) +p0. Ukažte, že velikost celkové
tlakové śıly je rovna mg, kde m je hmotnost kapaliny v nádobě. (Situace
odpov́ıdá nádobě s kapalinou umı́stěné v homogenńım gravitačńım poli
o intnzitě ~g = (0, 0, −g).)

Výsledky: a) Q = a
R

(
CV + R

3

) (
V 3
2 − V 3

1

)
, b) A = RT0 ln V2−b

V1−b + a
(

1
V2
− 1

V1

)
,

c) ~H =
(
0, 0, I

2p

)
, d) H = I

2πd , e) 0 pro v > R, −4π pro v < R, g) ~FS =

(0, 0, −πsga2h2).

10. Vypočtěte celkovou tlakovou śılu, kterou p̊usob́ı ideálńı kapalina o hustotě
s na dno, resp. na plášť válcové nádoby o poloměru R a výšce h0. Řešte tyto
situace:

a) Nádoba je umı́stěna v homogenńım gravitačńım poli Země o intenzitě
(t́ıhovém zrychleńı) ~g. Osa nádoby je nesouhlasně rovnoběžná s vektorem
~g.

b) Nádoba nav́ıc rotuje stálou úhlovou rychlost́ı ~ω kolem své osy.

Objem kapaliny je v obou př́ıpadech stejný a rovný V = πR2h, kde h ≤ h0.
Použijte př́ımého výpočtu př́ıslušných plošných integrál̊u tvaru ~F =

∫
S

(−p(x, y, z))~ndS,

kde funkce p(x, y, z) určuje rozložeńı tlaku v kapalině, S je př́ıslušná plocha a ~n
vektorové pole normály směřuj́ıćı ven z kapaliny.
Výsledky: a) ~Fdno = (0, 0, πR2pat + sgV ), ~Fplášť = ~0, b) ~Fdno = (0, 0, F ),

F = πR2pat+sgV
(

1 + ω2R2

4gv

)
v
h , přičemž v je vzdálenost vrcholu parabolického

povrchu rotuj́ıćı kapaliny od dna nádoby.



11. Řešte vnitřńı Dirichletovu úlohu pro nabitý vodič v elektrostatické rovnováze:
máme určit elektrostatický potenciál φ(~r) uvnitř nabitého vodiče reprezento-
vaného uzavřenou ohraničenou oblast́ı V ⊂ R3 s hraničńı plochou S = ∂V orien-
tovanou vněǰśı normálou. Okrajová podmı́nka je φ|S = φ0 = konst. Požadujeme,
aby funkce φ(~r) byla spojitá.
Návod: Uvědomte si, že muśı potenciál φ(~r) splňovat Laplaceovu rovnici ∆φ =
0. Dále použijte prvńı Greenovy identity a dokažte jednoznačnost řešeńı.

12. Řešte Neumannovu úlohu pro nabitý vodič (uzavřená ohraničená oblast V ⊂
R3 s hraničńı plochou S = ∂V orientovanou vněǰśı normálou ~n) v elektrostatické

rovnováze: máme určit intenzitu ~E elektrostatického pole uvnitř a na povrchu
nabitého vodiče v elektrostatické rovnováze, je-li dán celkový náboj vodiče Q.
Návod: Na základě vztahu mezi Q a φ (v integrálńım tvaru) dokažte, že pro

potenciál na povrchu vodiče plat́ı Q
φ0

= Q′

φ′
0

= C (veličina C je kapacita vodiče).

Pro zjǐstěńı vztahu mezi φ a celkovým nábojem Q vyjádřete tok vektorového
pole ~E plochou S pomoćı celkového náboje a užijte vztah mezi ~E a φ. Označte
Q′ = kQ a vyjádřete vztah mezi φ, Q a φ′, Q′. Ukažte, že

∫
S

∂n (kφ− φ′) dS = 0.

13. Vypočtěte intenzitu elektrického pole vodiče v elektrostatické rovnováze,
na jehož povrchu je celkový náboj rozložen s povrchovou hustotou σ.
Výsledek: ~E = σ

ε0
~n, kde ~n je vněǰśı jednotková normála k povrchu vodiče.


