Matematika 2 - pisemka prvni

1. Relace.
Necht A je t¥iprvkovd mnozina (napi. A = {a, b, c}).

i) Kolik existuje relaci na A x A? (Nesnazte se vSechny vypsat,
je jich hodné.)

ii) Kolik existuje zobrazeni A — A? (tj. Dy = A, Hy C A))

iii) Kolik existuje bijekci A — A? (tj. vzdjemné jednoznacnych
zobrazeni.)

iv) Kolik existuje relaci ekvivalence na A? (Mizete si vSechny vy-
psat.)

v) Kolik existuje relaci usporadani na A?

2. Vektorové prostory.

Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny s operacemi s¢itani a nasobeni
skalarem tvoii vektorovy prostor nad R. Zdavodnéte (tj, pokud ano
— dokazte, pokud ne — uvedte ptiklad, kdy neni splnén néktery z
axiomil). V kladném ptipadé urcete jeho dimenzi, naleznéte néjakou
bazi.

a) Mnozina komplexnich ¢isel s operaci s¢itani danou s¢itanim
komplexnich ¢isel a operaci nasobeni skalarem danou nasobe-
nim komplexniho ¢isla ¢islem realnym.

b) Mnozina V = R? s operaci séitani (z1,y1) @ (22,y2) = (1 +
Ta,Y1 + Y2) a ndsobeni t ® (z,y) = (3, t%y).

3. Podprostory.

Uvazujme vektorovy prostor vsech polynomu stupné nejvyse n nad
R, se sc¢itanim a nasobenim skaldrem definovanym standardné. Za-
dejte v tomto prostoru dva rizné, netrivialni podprostory, urcete
jejich dimenzi a naleznéte néjakou bazi. Naleznéte bazi jejich souctu
a jejich priniku. Je jejich soucet pfimy? Ke kazdému z nich naleznéte
tfi rtizné doplnky. Zdivodnéte

4. Soucet a prunik.

Jsou zadany podprostory Vi, V, v R3. Naleznéte jejich bazi a di-
menzi. Naleznéte bazi a dimenzi jejich souctu a jejich priniku. Na-
leznéte bazi (néjakého) doplitku k prostoru V7.

Vv, =1[(1,1,0),(1,-1,0),(1,0,0)]



Vs, =[(2,-1,1),(0,0,1)]

5. Linearni zobrazeni.

Linearni zobrazeni R* — R? zobrazuje vektor ¢ = (1, 1,0) na vektor
f(u) = (—1,1), vektor v = (1,0, 1) na vektor f(v) = (0,2) a vektor
w = (0,1,1) na f(wf) = (—3,1). Slozky vektori jsou zadany ve
standardnich bazich.

a) Urcete matici tohoto zobrazeni ve standardnich bazich.
b) Urcete jadro a image zobrazeni.

c¢) Urcete matici tohoto zobrazeni v bazich Bys = (4, U, W), Br» =
(f(¥), f(@)) (pozor na poradi).

d) Spravnost ovéfte pouzitim transformac¢niho vztahu pro matici
linearniho zobrazeni.

6. Definice.

e Napiste definici linedrniho obalu systému vektori a uvedte pii-
klad, kdy ¢tyti rtizné vektory generuji dvourozmérny podpro-
stor v R3. Zdtivodnéte.

e Napiste definici linedrni zdvislosti systému vektori a uvedte pii-
klad systému vektorii v prostoru ¢tvercovych matic fadu dva,
ktery je zavisly, a systému, ktery je nezavisly. Zduvodnéte.

e Naleznéte bazi v prostoru C? nad C obsahujici vektor (1+1, 1).
e Naleznéte bazi v prostoru C? nad R obsahujici vektor (1+1i,1).

Zduvodnéte.

8. Uvedte priklady a) aZ e) linearniho zobrazeni f : C* — C? (pro-
story nad polem C), pro které (postupné):

a) kerf =[(1,0,1)], Im = [(i,0, 1), (1,0, 0)],

b) vektor @ = (0,i,1) je vlastnim vektorem pfislusnym vlastni
hodnoté A = —1,

c¢) f neni diagonalizovatelné,

d) f ma& tii rtizné vlastni hodnoty a je izomorfismem,



e) f je projekei (tj. fo f = f), ale neni ani nulovym zobrazenim,
ani identitou.

Zadejte jednotliva zobrazeni ptepisem f(z,y,z) = .... i matici ve
standardni bézi.

9. Uréte vlastni hodnoty a vlastni vektory zobrazeni f : R* — RS3.
Naleznéte néjakou bazi, v niz je f reprezentovano diagonalni matici
a ovérte pomoci transformacniho vztahu.

f(I,y,Z) = ($+y—2,3$—y+2,32)

10. Napiste tabulky operaci sc¢itani a nasobeni v mnoziné zbytko-
vych tFHid modulo 8. Uvedte piiklad linearni rovnice, ktera mé v Zg

a) Pravé jedno feSeni.
b) Vice nez jedno feSeni.

¢) Zadné feSeni.



