
Matematika 2 - domáćı ṕısemka algebra

1. Relace.

Definujte relaci, zobrazeńı, bijekci, ekvivalenci, uspořádáńı

Nechť A je tř́ıprvková množina (např. A = {a, b, c}).

i) Kolik existuje relaćı na A × A? (Nesnažte se všechny vypsat,
je jich hodně.)

ii) Kolik existuje zobrazeńı A → A? (tj. Df = A, Hf ⊆ A.)

iii) Kolik existuje bijekćı A → A? (tj. vzájemně jednoznačných
zobrazeńı.)

iv) Kolik existuje relaćı ekvivalence na A? (Můžete si všechny
vypsat.)

v) Kolik existuje relaćı uspořádáńı na A?

2. Vektorové prostory.

Definujte grupu, těleso, vektorový prostor

Rozhodněte, zda následuj́ıćı množiny s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı
skalárem tvoř́ı vektorový prostor nad R. Zd̊uvodněte (tj, pokud ano
— dokažte, pokud ne — uveďte př́ıklad, kdy neńı splněn některý z
axiomů). V kladném př́ıpadě určete jeho dimenzi, nalezněte nějakou
bázi.

a) Množina komplexńıch č́ısel s operaćı sč́ıtáńı danou sč́ıtáńım
komplexńıch č́ısel a operaćı násobeńı skalárem danou násobeńım
komplexńıho č́ısla č́ıslem reálným.

b) Množina V = R2 s operaćı sč́ıtáńı (x1, y1) ⊕ (x2, y2) = (x1 +
x2, y1 + y2) a násobeńı t ⊙ (x, y) = (t2x, t2y).

3. Podprostory.

Definujte podprostor, součet podprostor̊u, př́ımý součet podprostor̊u,

doplněk

Uvažujme vektorový prostor všech polynomů stupně nejvýše n nad
R, se sč́ıtáńım a násobeńım skalárem definovaným standardně. Zade-
jte v tomto prostoru dva r̊uzné, netriviálńı podprostory, určete jejich



dimenzi a nalezněte nějakou bázi. Nalezněte bázi jejich součtu a je-
jich pr̊uniku. Je jejich součet př́ımý? Ke každému z nich nalezněte
tři r̊uzné doplňky. Zd̊uvodněte

4. Součet a pr̊unik.

Jsou zadány podprostory V1, V2 v R3. Nalezněte jejich bázi a
dimenzi. Nalezněte bázi a dimenzi jejich součtu a jejich pr̊uniku.
Nalezněte bázi (nějakého) doplňku k prostoru V1.

V1 = [(1, 1, 0), (1,−1, 0), (1, 0, 0)]

V2 = [(2,−1, 1), (0, 0, 1)]

5. Lineárńı zobrazeńı.

Definujte lineárńı zobrazeńı, izomorfismus, jádro, image, defekt a

hodnost

Lineárńı zobrazeńı R3 → R2 zobrazuje vektor ~u = (1, 1, 0) na vektor
f(~u) = (−1, 1), vektor ~v = (1, 0, 1) na vektor f(~v) = (0, 2) a vektor
~w = (0, 1, 1) na f(~w) = (−3, 1). Složky vektor̊u jsou zadány ve
standardńıch báźıch.

a) Určete matici tohoto zobrazeńı ve standardńıch báźıch.

b) Určete jádro a image zobrazeńı.

c) Určete matici tohoto zobrazeńı v báźıch B′

R3 = (~u,~v, ~w), B′

R2 =
(f(~v), f(~u)) (pozor na pořad́ı).

d) Správnost ověřte použit́ım transformačńıho vztahu pro matici
lineárńıho zobrazeńı.

6.

• Napǐste definici lineárńıho obalu systému vektor̊u a uveďte př́ıklad,
kdy čtyři r̊uzné vektory generuj́ı dvourozměrný podprostor v
R3. Zd̊uvodněte.

• Napǐste definici lineárńı závislosti systému vektor̊u a uveďte
př́ıklad systému vektor̊u v prostoru čtvercových matic řádu
dva, který je závislý, a systému, který je nezávislý. Zd̊uvodněte.



7. Př́ıklady

Definujte vlastńı vektor, vlastńı hodnotu.

Uveďte př́ıklady a) až e) lineárńıho zobrazeńı f : C3 → C3 (prostory
nad polem C), pro které (postupně):

a) kerf = [(i, 0, 1)], Im = [(i, 0, 1), (1, 0, 0)],

b) vektor ~u = (0, i, 1) je vlastńım vektorem př́ıslušným vlastńı
hodnotě λ = −1,

c) f neńı diagonalizovatelné,

d) f má tři r̊uzné vlastńı hodnoty a je izomorfismem,

e) f je projekćı (tj. f ◦ f = f), ale neńı ani nulovým zobrazeńım,
ani identitou.

Zadejte jednotlivá zobrazeńı přepisem f(x, y, z) = .... i matićı ve
standardńı bázi.

8. Skalárńı součin

Definujte skalárńı součin.

Rozhodněte, zda operace 〈·|·〉 : V × V → R definuje skalárńı součin
ve vektorovém prostoru V nad R a dokažte:

• V = Mat2×2,
〈(

a b

c d

) ∣

∣

∣

∣

∣

(

e f

g h

)〉

= a · e + 2b · f + 3c · g + d · h.

• V = C, 〈a + ib|c + id〉 = a · b − c · d.

9. Ortogonalizace

Definujte ortogonálńı systém vektor̊u, ortonormálńı bázi, ortogonálńı

doplněk, ortogonálńı projekci vektoru do podprostoru

a) Určete ortogonálńı projekci vektoru x2 do podprostoru L =
[1, x] v prostoru polynomů stupně nejvýše 2, skalárńı součin je
zadán takto:

(p(x), q(x)) = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(−1)q(−1).

b) Určete ortogonálńı doplněk k podprostoru L = [(1, i, 0)] v C3,
složky jsou zadány v ortonormálńı bázi.



c) Ortogonalizujte soubor vektor̊u ((1, 1, 1), (0, 1, 2), (1, 0,−1)) v
R3, skalárńı součin je zadán matićı

G =







1 0 −1
0 2 0
−1 0 3





 .

10. Spetktrálńı reprezentace

Samoadjungovaný lineárńı operátor ϕ v U4 je v ortonormálńı bázi
B reprezentován matićı A.

A =











0 4 0 0
4 0 0 −3
0 0 −5 0
0 −3 0 0











.

Určete:

a) vlastńı hodnoty a vlastńı vektory zobrazeńı ϕ,

b) spektrálńı reprezentaci zobrazeńı ϕ v bázi B (tj. rozklad A =
λ1P1 + . . . + λrPr, kde Pi jsou matice projekce),

c) matici A reprezentuj́ıćı ϕ v bázi vlastńıch vektor̊u B a matice
přechodu T , T−1 mezi bázemi B a B.

d) matici A10.


