Reprezentace linearnich zobrazeni v bazi

V tomto textu budeme také pouzivat Einsteinovy scitaci symboliky, jestlize se
v zapisu objevi stejny index nahote i dole, pak se pres néj s¢ita, hodnoty, které
miiZe index nabyvat jsou vétsinou jasné z kontextu, tj. napt. a'b; = Y .-, a'b; =
a'by + ...+ a"by,, nebo airlb; = S0 >t a'tlb; = alriby + .. 4 a"Tlby +
altibo+.. . +a"2bo+. .. 4. +a T by 4. .. +a" T by, Druhy ze vztaht vyja-

diuje nasobeni (a)T'(b)T fadkového vektoru (a) = (a',...,a™) matici T = (7})
zprava, kterd ma n fadkt a m sloupcti (horni index je sloupcovy, dolni fadkovy)
a nasledné néasobeni sloupcovym vektorem (b)T = (by,...,b,,)T zprava. Sami

vidite jak vyrazné se zapis pomoci s¢itaci symboliky zkrati a zprehledni.

Matice linearniho zobrazeni

Uvazujme linedrni zobrazeni ¢ : V,, — W,,,, bazi B = {é1,...,é,} = {é}
ve Vi, bazi C = {f1,..., fm} = {f;} ve W,,,. Necht @ € V,, je libovolny vektor,
ktery m4 slozky (o) = (a?,...,a") v bazi B. Je tedy

i=a'é, +...a"¢, = a'E.

Z linearity zobrazeni ¢ ziskdme

(@) = pla'ei+...a"e,) = p(a'@;) = a’p(@1) +...+a"p(En) = a'p(). (1)
Odtud je jiz vidét, ze obraz libovolného vektoru z V, jednoznacné urcime,
pokud budeme znat obrazy bazovych vektort ¢(€;). Kazdy z téchto obrazu je
vsak prvkem W,, a lze ho tedy zapsat jako linedrni kombinaci vektora baze C,
tj.

p(e1) = Aifit+.. .+ A" fy

S 2)
(@) = A fi+... 4+ AT,

pomoci séitaci symboliky p(€); = A{ f; Zadanim béazi B a C a koeficientu Af
(pro reélné vektorové prostory jsou tyto koeficienty realna ¢isla) je zobrazeni
¢ jednozna¢né urceno. Matici A} o n fadcich a m sloupcich fikdme matice
linedrniho zobrazeni ¢ (matice reprezentugici p v bdzich B, C'). JestliZe oznacime
() slozky vektoru @ v bazi B, resp. () slozky jeho obrazu b = ¢(@) v bazi C,
ziskdme dosazenim vzatl 2 do vztahu 1

p@) =a'Alf; = (9)=(a) A
Slozky obrazu libovolného vektoru (v bazi C') ziskdme vynasobenim slozek pu-

vodniho vektoru (v bazi B) matici A (reprezentujici zobrazeni ¢) zprava, 37 =
alAl.

Transformace do jinych bazi
Ozna¢me B = {¢;}, B' = {€; '} dvé baze ve V,,, T = (7F) matici prechodu,
tj.



s pomoci séitaci symboliky: & ' = 7/é;. Pro transformaci slozek vektoru pak

. -/, AN . ;7 .
ke, =a''e; =o' rie;, tedy o' = oF 1.

(0)=(a')- T, (o) =(a)- T 3)

plati @ = «

Podobné, jestlize zvolime dvé baze C' = (fi, .. .,fm), C = (fi ’7...,fm ") ve
W,,, s matici pfechodu M, ziskdme pro slozky vektoru b transformac¢ni vztah

B)=(8")-M, (8)=(B) M~" (4)
Pro préci v bazich B, C je zobrazeni ¢ reprezentovano matici A a
(8) = (a) - 4, (5)
pii praci v bazich B’, C’ je totéz zobrazeni ¢ reprezentovano matici A’ a
(8) = (a)- A", (6)

KdyZ ted dosadime vztahy 4 a 3 do vztahu 5, dostaneme transformacni vztah
pro matici linedrniho zobrazeni:

B)M=@)=(a)- A= () T-M = (§)=(a)- TAM ™,
porovnanim s 6:
A =TAM™.
Priklad, ktery jsme nedofesili na cviceni:
Zobrazeni ¢ : R? — R je v bazich B = {(1,1),(1,-1)}, C = {(1)} repre-
zentovano matici
1
A= ( ! ) |
Jakou matici bude reprezentovano v bazich B’ = {(1,0),(0,1)}, C' = {(2)}.

RESEN{: Matice pfechodu T ziskame tak, Ze vektory éarkované baze zapieme
jako linedrni kombinaci necarkovanych, tj.

1
1 1
(071) = 5(1’1) 5(17_1)3
1 1
(1 1)
2 2
Analogicky pro M: (2) = 2(1), M = (2), M~ = (3). Ted jiz snadno spocitdme

1
A =TAM ™' = ( 2 >
To bylo jednoduchy, co?

Jesté jeden (typicky pisemkovy) pfiklad navic

Linearni zobrazeni ¢ : R®* — R? zobrazuje vektor @ = (1,—1,0) na (@) =
(=1,—1), vektor b = (1,0,1) na o(b) = (1,—2) a vektor & = (0,1,—1) na
»(€) = (2,1). Slozky vektorii jsou zadany ve standardnich bézich.



a) Urcete matici zobrazeni ¢ ve standardnich bézich,

b) Uréete jadro a obraz zobrazeni ¢,

¢) Uréete matici A’ zobrazeni ¢ v bézich B’ = {@,b,é} na R3 a ¢/ =

-,

{0(@),0(b)}.

RESENT: Vektory @, b, ¢ jsou evidentné linedrné nezavislé, tvori tedy bazi R3.
Zadanim jejich obrazl je zobrazeni ¢ jiz jednoznacné urceno. Matice zobrazeni
A mé t¥i fadky a dva sloupce a ziskdme ji feSenim soustavy

1 -1 0 a b 1 -1
1 0 1] |eadal= 1 -2
0 1 -1 e f 2 1

(Soustavu ziskame z pozadavku, Ze vynasobenim trojice slozek vektoru @ matici
A musime ziskat dvojici slozek vektoru ¢(@), analogicky pro ba @). Vysledna
soustava je soustavou Sesti rovnic o Sesti nezndmych, kterd ma pravé jedno
feSeni (proé¢? ... plati Frobeniova véta a levé strany rovnic soustavy jsou lindrné
nezévislé, nebot vektory @, 5, ¢ byly linearné nezavislé, hodnost matice soustavy
je tedy Sest, hodnost matice rozsifené je také Sest, stejné jako neznamgych).
Vyfesenim

a b 1 -1
A= c d | =1 2 0
e f 0 -1

Jadrem je mnozina (podprostor) viech vektort (z,y, z) z R?, které se zobrazi
na nulovy vektor v R?, tyto vektory ziskdme feSenim rovnic

1 -1
(‘T,yaz) : 2 0 = (030)
0 -1

Soustava mé vzdy FeSeni, nebot je homogenni. V tomto pfipadé je to soustava
dvou nezéavislych rovnic o tfech neznamych, ma tedy urcité feseni netrivialni.
Hodnost matice soustavy je 2, feSeni zavisi na jedné volné neznamé, dimenze
prostoru FeSeni (i hledaného jadra) je 3-2=1.

Ker@ = {(Qta 7t7 2t)‘t € R} - [(27 *la 1)]a

kde zavorky [ | znaéi linedrni obal vektoru(), které jsou uvnit¥. Obraz ¢ je

generovan obrazy vektortu jakékoli baze, tedy naptiklad obrazy vektoru a, 5, c,
odtud

Imp = [(717 71)7 (17 72)) (27 1)} = [(717 71)) (17 72)] =R?

(tfeti vektor jsme klidné mohli vypustit, nebof byl linedrni kombinaci prvych
dvou).

Klidné mtizeme uhodnout, jak bude vypadat macice A’ v bazich B’, C’:
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Jak jsme to uhodli? KdyZ nevite, muzete si to provérit pomoci transformac¢niho
vztahu:

1 -1 0
1
T 1 0 1 M= 2 1 ’ M-l— 2 2 1 ’
01 1 1 -2 A1 -2
A'=TAM~1 = ... FUJ (ale jinak je algebra fakt krasn4 :-)



