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Kapitola 5

Souradnicové soustavy obvyklejsi i
meéné obvyklé

Odpovéd na otazku, jak popsat ¢i zadat polohu néjakého bodu v euklidovské roviné R? nebo v
trojrozmérném euklidovském prostoru R?® by ndm mohla pfipadat velice snadnd — v odstavci
1.4 prvniho dilu jsme se zadanim polohy bodi, resp. slozek vektori prece zabyvali. Vzpomenme,
7e jsme tfeba v R? pracovali s kartézskou soustavou souradnic (O; x, y, z) uréenou pocatkem
O a tfemi navzajem kolmymi soufadnicovymi osami x, y a z opatfenymi stejnymi délkovymi
jednotkami, popiipadé s ekvivalentni soustavou (O; €}, €3, €3), v niz vektory €, €» a €3 tvori
ortonormdlni bdzi (jsou navzajem kolmé a jednotkové — viz téz odstavec 6.1.2). Zapis polohy
bodu v kartézské soustaveé souradnic je sice jednoduchy, nemusi vSak vzdy byt zrovna pohodlny.
Predstavme si tieba situaci, kdy bychom polohu nékterého mista na zemékouli méli namisto
zadanim zemépisnou délkou, zemépisnou Sitkou a nadmorskou vyskou zadat kartézskymi sou-
fadnicemi v soustavé zvolené naptiklad tak, ze by jeji pocatek byl spjat se stftedem Zemé, osa
z by sméfovala k severnimu pdlu a zbylé osy = a y by byly zvoleny néjakym rozumné definova-
nym zpusobem v roviné rovniku. Tézko bychom se v takovém zadani orientovali a uz viibec by
nebylo jednoduché sestrojit mapu. A to je prece kartézska soustava souradnic tak jednoducha!
Jednoducha sice je, ale neni nijak prizptisobena geometrickému tvaru objektu, ktery popisuje
— zemeékouli. Kdyby nebylo rozdilit nadmotskych vysek a mirného zplosténi, lezely by vSechny
popisované body na povrchu koule. Praveé proto je nejprirozenéjsi zadavat jejich polohy pomoci
specialnich systémut kruznic lezicich na povrchu koule — polednikt a rovnobézek. Nadmotska
vyska daného bodu pak jiz toto zadani jednoduse doplni na tplny soubor idaji o jeho poloze.
Protoze polednik a rovnobézka jsou ,kiivé ¢ary*, fadime soustavu souradnic takto spojenou s
povrchem Zemé mezi soustavy krivocare.

V této kapitole se sezndmime se zédkladnimi typy soustav soutadnic, poldrnich v R? a vdlco-
vijch a kulovijch v R3, které za urcitych okolnosti mohou popis polohy bodu velice zjednodusit.
Naucime se také prevadét zadani polohy bodu z kartézské soustavy souradnic do soustav kiivo-
carych. V zavéru kapitoly si vSimneme zcela obecnych soustav kfivocarych souradnic. Vylozime
si také pojmy elementdarni plosny, resp. objemouvy element. Poznamenejme vsak, ze pijde jen o
nazorny zpusob zavedeni a vyklad vlastnosti objekt, které jsou potiebné pro praktické vypocty
nejen ploch a objemt geometrickych utvart, ale také naptiklad fyzikalnich charakteristik téles
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se spojité rozlozenou hmotnosti (hmotnost, momenty setrvacnosti, poloha stfedu hmotnosti,
apod.). Objekty, které takto ziskdme, budou stejné funkéni jako odpovidajici pojmy zavedené
zcela korektnimi matematickymi postupy a budou také pii vypoctech stejné spravné fungovat.
Pro praxi nam tedy poslouzi. Nebudeme jimi vsak moci, z pohledu ,,opravdovych matematik‘,
nahradit regulérni matematické definice a tvrzeni. Tém se v tomto dilu jesté vénovat nebudeme.

Samoziejmeé jako vzdy budeme i v této kapitole predpokladat, ze vSechny funkce, s nimiz
pracujeme, maji potfebné vlastnosti pro provadéni operaci, které s nimi provadét potfebujeme
(spojitost, existence ¢i dokonce spojitost derivaci, apod.) Celkové lze kapitolu o soufadnicich
charakterizovat jako nazornou a nenaroc¢nou, ¢i dokonce skoro oddychovou.

5.1 Kartézska soustava souradnic z jiného pohledu

Dosud jsme urcovali polohu bodu v kartézské soustavé soutradnic, poptipadé slozky vektoru
v ortonormalni bazi, pomoci kolmych priméti do souradnicovych os, resp. do smért vektort
ortonormalni baze. Pro usnadnéni pfechodu k obecnéjsim soufadnicovym soustavam si vSak
vSimneme jiné moznosti, jak charakterizovat polohu bodu. Konkrétné ptijde o to interpretovat
dany bod jako prisecik tii vhodné zvolenych ploch, popripadé kiivek, jejichz tvar urcuje obec-
nou soustavu souradnic a byva ,pfizpusoben® konkrétnimu fyzikalnimu nebo geometrickému
problému.

5.1.1 Poloha bodu v roviné a prostoru

Nez se budeme vénovat jinému pohledu na moznosti zadani polohy bodu v kartézské soustaveé
soufadnic, zopakujme si formou prikladu pohled ,klasicky*, ktery jsme pouzivali v odstavci 1.4
a viibec ve vSech ¢astech dosavadniho textu, kde se pracovalo se souradnicemi bodu ¢i slozkami
vektorfi. V odstavci 1.4 jsme vektory ortonormalni baze v R?, resp. R? oznacovali &, €, resp.
€1, €3 a €3. Nyni budeme vektory baze v kartézské soustavé souradnic ve sméru os z, y a 2
oznacovat €, €, a €,. Tato zména ma sviij dobry smysl v souvislosti s oznac¢enimi v kiivocarych
soustavach souradnic.

Piiklad 5.1: Poloha bodu v roviné R? a prostoru R? — kartézské soufadnice

Bod P lezi v roviné R2. V kartézské soustavé soutadnic S = (O; x, y) uréené pocatkem O a osami = a
y, nebo alternativné vektory ortonormalni baze €, é,, tj. S = (O; €y, €,), je zaddn svymi soufadnicemi P =
= (zp, yp) = (5, —3). Bod P lezici v prostoru R? je v kartézské soustavé soutadnic S = (O; x, y, 2), resp.
S = (0; €, €y, €.) (pocatek O a osy z, y a z, nebo alternativné vektory ortonormélni béze é€,, €, a €.) zadan
soufadnicemi P = (zp, yp, zp) = (4, 6, 4). Situace je zndzornéna na obrazku 5.1. (Je také mozné vratit se k
obrazku 1.6 v prvnim dilu, kde je uveden pfiklad bodu A = (x4, ya, z4) = (3, 5, 4)). VSimnéme si praméti
bodu P v obecnéjsim, trojrozmérném pripadé. Prumét bodu P do soufadnicové roviny xy, tzv. pudorysny,

mé soufadnice Py, = (4, 6, 0), pramét do roviny yz, ndrysny, je P,. = (0, 6, 4), a kone¢né priamét do roviny
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Obr. 5.1 Pruméty bodu v kartézské soustavé soutadnic.

xz, bokorysny, je P, = (4, 0, 4). Priméty bodu P do jednotlivych soufadnicovych os z, y a z jsou postupné
P, =(4,0,0), P, =(0,6,0)a P, = (0,0, 4). Vazany vektor OP mé slozky OP = (4, 6, 4).

Je-li bod P zadéan kartézskymi soufadnicemi P = (xp, yp, zp), plati pro jeho priaméty do
soufadnicovych rovin, resp. souradnicovych os

P, = (zp,ypr, 0), P,.=(0,yp, zp), Pu.=(xp,0, zp),

Px = (Q?P, 0, O), Py = (0, yp, 0), Pz = (0, 0, Zp).

Pro vazany vektor P@ plati
PG = (zq — 2p)2. + (g — U3, + (2 — 2P)E-.

Pro vzdalenost bodu P od pocatku soustavy soutadnic, resp. pro délku tusecky PQ
plati

0P| = /sb+u3 + 23, |PQI = /(zq — 2p)2 + (g — yp)? + (2q — 2p)2
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5.1.2 Souradnicové piimky a roviny

Pti pozorném prohlizeni obrazku 5.1 si miizeme uvédomit samoziejmou, ale uzitecnou véc. Bod
P € R? je priise¢ikem piimek p, p a p, p rovnobé&Znych se soufadnicovymi osami. Nazyvaji se
vcelku prirozené souradnicové primky a jejich rovnice jsou

pep={(z,y) ER*|z€R, y=yp}, p,r=1{(z,y) € R*|z=2up, y€R}.
(5.1)

Obdobné mfizeme uvazovat o prostorové situaci. Bod P € R? je priise¢ikem soufadnicovych
primek

pep = {(z, vy, 2)6R3|x€R,y:yp,z:,2p},
{(z,y,2) ER*|z=2p,y €R, 2 = 2p}, (5.2)
{( 7Z)€R3|$:xp7y:yP7ZER}7

Py,p

T, Y
Pz,P z,y

nebo prisecikem souradnicovych rovin rovnobéznych postupné s pidrysnou, narysnou a boko-
rysnou

Oz,Pp = {(l', Y, Z) € R3|$a Yy e R7 Z = ZP}’
Qz,p — {((L’, Y, Z) S R3|y7 KAS R7 T = Z‘P}, (53)
{(l‘, Y, Z) €R3|$7 z € R, y:yP}'

Soutadnicové pfimky a roviny jsou znazornény na obrazku 5.2. Urcovani bodu P jako priiseciku

soufadnicovych rovin nebo pfimek by ndm mohlo pripadat ponékud krkolomné nebo i zbytecné.
V pripadé zadavani polohy bodu v kartézskych souradnicich skutecné velky prakticky smysl
nema. Jeho uziteCnost se vsak ukaze u soustav kiivocarych soutadnic.

5.1.3 Elementarni plocha a objem

A jesté jeden pojem muZzeme zavést pomoci souradnicovych pfimek a rovin, opét s vyhledem
na pouziti ukédzaného postupu pro soustavy kfivocarych soutradnic. Je to elementdrni plocha v
R?, resp. elementdrni objem v R3. Pouzijeme nazorného obrazku 5.3. Elementarni plocha o
obsahu ASi(P) = AzAy umisténd v bodé P je vymezena soufadnicovymi piimkami (5.1) a
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Obr. 5.2 Souradnicové ptimky a roviny v kartézské soustaveé soutadnic.

Obr. 5.3 Elementarni plocha v kartézské soustavé souradnic.
primkami

vo={(z,y) eR*|zeR, y=yp+ Ay}, p,={(z,y) eR’|z=ap+ Az, y € R}.

Priklad 5.2: Jak slozité zapsat jednicku

V obrazku 5.3 je plocha, kterou nazveme kartézsky plosny element, vyznacena Srafovanim. Nespokojime se
vsak s tim, Ze umime obsah plosky AS} vyjadfit snadno vzorcem pro obsah obdélnika ze zékladni $koly, nybrz
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se pokusime zapsat jej ,ucenéji“, zptsobem, ktery ndm pozdéji umozni zobecnéni. Umistéme do bodu P vektory
ortonormalni baze €, p a €, p. Obsah ¢tverce o stranach urc¢enych pravé témito vektory je jednotkovy. Na druhé
strané jej mtzeme zapsat pomoci vektorového soucinu |€, p X €, p| = 1. P¥i takovém zdanlivé zbytecné slozitém
vyjadreni jednicky mizeme obsah elementarni plosky zapsat ve tvaru ASy(P) = |€; p x €, p| AzAy. Pro pofadek
si musime jesté uvédomit, Ze pro vypocet vektorového soucinu vektorti €, p a €, p musime formalné doplnit
jejich tieti (nulovou) slozku, tj. chdpat rovinu (vektorovy prostor jimi uréeny) jako podprostor trojrozmérného

vektorového prostoru R3 umisténého v bodé P.

Obdobnym zptisobem, jakym jsme ziskali kartézsky plosny element, mizeme zavést i ele-
ment objemovy. Elementarni kvadr o objemu AVy(P) = AzAyAz umistény v bodé P vy-
mezime soufadnicovymi rovinami o, p, 0, p & @, p, urenymi vztahy (5.3), a rovinami s nimi
rovnobéznymi

0. = {(z,y,2) eR*|2, y € R, z = zp + Az},
o ={(z,y,2) eR*|y, z€ R, z = 2p + Az},

/

0y ={(z,y, 2) ER’|z, 2 € R, y = yp + Ay}.

V tomto pripadé zapiSeme jednotkovy objem pomoci vektort €, p, €, p a €, p umisténych v
bodé P jako absolutni hodnotu smiSeného soucinu vektort ortonormalni baze (viz odstavec
1.4.3 prvniho dilu), tj.

|gx,P (gy,P X gz,P)‘ - |[€m,P> gy,Pa gz,P]"
Pokud je souradnicova soustava pravotociva, coz standardné predpokldadame, nemusime psat
u smiseného soucinu absolutni hodnotu. Pro kartézsky plosny a objemovy element jsme tedy
dostali vztahy

ASk(P) = |gx7p X gy,P’ Ax Ay, AVk(P) = |[€x,P7 €y7p, é’zyp” Az Ay Az. (54)

V tuto chvili se naAm mozna zda zbytecné vymezeni plosného, resp. objemového elementu sou-
fadnicovymi pfimkami, resp. rovinami. Vzdyt vyjadiit obsah plosky ASy(P) i objem AV} (P)
pomoci vektorti baze bylo mozné i bez soutadnicovych pfimek a rovin. Je nutné vyznacovat
v zapisu plosného ¢ objemového elementu jeho umisténi v bodé P? A jak vibec vyjadieni
(5.4) s vektory baze umisténymi v bodé P souvisi? Souvislost je jednoduché. Napiiklad vektor
€z,p je tecnym vektorem k souradnicové piimce p, p. Obdobné lze interpretovat vektory e, p
a €, p. Pokud jde o vyznacovani bodu P ve vyjadfeni plosného ¢i objemového elementu — v
pripadé kartézskych souradnic by nutné nebylo. V piipadé kiivocarych soutadnic se ukaze, ze
plosny ¢i objemovy element je na bodu P zavisly. A viibec — cely predchozi zdanlivé zbytecné
slozity postup vyjadieni elementarnich plosnych obsahti ¢i elementarnich objemt ocenime az u
kifivoc¢arych soutadnic.
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5.2 Polarni, valcové a kulové souradnice

Nejjednodussimi a vzhledem k symetrii fady geometrickych a fyzikalnich tloh také nejcastéji
pouZivanymi soustavami kfivodarych soufadnic jsou v roviné R? soufadnice poldrni a v prostoru
R? soutadnice vdlcové a kulové (t67 cylindrické a sférické). Uz z nazvu je symetrie jisté ziejma.

5.2.1 Poloha bodu v roviné a prostoru jinak

Vsimnéme si nejprve jiného zptisobu zadani polohy bodu P v roviné nez kartézskymi souradni-
cemi. PomtiZze ndm obrazek 5.4 (¢ervené vyznacenych kiivek si zatim nevsimejte, jejich vyznam
vysvétlime v odstavci 5.2.2). Namisto dvojice kartézskych soufadnic P = (zp, yp) zaddme
vzdalenost pp bodu P od pocatku soustavy souradnic a thel pp, ktery svird vazany vektor O

s kladnym smérem osy x. Dvojice (op, pp) rovnéz uréuje polohu bodu P jednoznaéné. Cisla

Y
/_
| CQ,P
P
yp =3
] oP
| Ypr
T T O T T T :EP I: 4 a:
Cw,P

Obr. 5.4 Polarni souradnice bodu v roviné R?2.

op a @p se nazyvaji polarni souradnice bodu P. Z obrazku je ihned vidét prevod zadani dvojice
polarnich soutadnic na dvojici kartézskych souradnic:

Tp = ppcosyp, Yyp=opsinpp, op€|0,00), @p€|0,2n).

Vzhledem k tomu, Ze tvar prevodnich vztahii je nezavisly na volbé bodu P, mizeme pro jed-
noduchost vynechat psani indexu P.

Pro pfevod polarnich soutadnic do kartézskych plati:

T =gcosp, y=psing, g€[0,00), ¢¢€Il0,2m). (5.5)
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Priklad 5.3: Prevod polarnich souradnic tam a zpét

V predchozich vztazich jsme vyjadrili kartézské soufadnice daného bodu pomoci polarnich. I naopak to
bude snadné, i kdyz s trochou pfemysleni. Umocnime vztahy pro z a y v (5.5) a secteme. Déle vztahy pro = a

y vydélime. Dostaneme
Q:\/x2+y2a tg(p:%a x#o

Chceme-li z druhého vztahu vyjadrit explicitné ¢, musime si uvédomit, jak je to s obory hodnot inverznich funkci
k funkcim goniometrickym — zde mame co do ¢inéni s inverzni funkci k tangenté. Mluvili jsme o nich podrobné v
prvoim dilu. Pokud si zavéry jiz nepamatujete, vratte se k odstavci 2.1.8 o elementarnich funkcich. Obor hodnot
arkustangenty je ¢ € (—7/2, 7/2), my vSak potfebujeme pfevodnimi vztahy pokryt interval ¢ € [0, 27). To
nedokéze zadna z cyklometrickych funkei. Musime proto interval [0, 27) pokryt ,navickrat“. NejpohodIn&jsi je
pouzit funkce arkuskosinus. Z rovnic (5.5) dostaneme pro cos ¢ a sin g

T x . Y Y
COSpY = — = sinp = = =

o Var+y? 0 a2ty
Predchozi vztahy plati pouze pro pripad, ze alespon jedna ze soufadnic bodu X je nenulova. Pro x =y = 0
(odpovida pocatku soustavy soufadnic) je ¢ = 0 a thel ¢ nelze definovat. Pro uréeni polohy pocatku je vsak
udaj o = 0 postacujici. Pro p¥ipad, Ze thel ¢ lezi v intervalu [0, 7], tj. pro y > 0, lze pro jeho vyjadieni pfimo
pouzit funkci arkuskosinus. Funkce cos ¢ je totiz v intervalu [0, 7] prostd, a proto k ni existuje funkce inverzni,
definovand na intervalu [—1, 1], kterd nabyva hodnot z intervalu [0, 7]. Pro y > 0 a 22 + y? # 0 tedy plati

€T

Abychom ,se dostali“ s hodnotou ¢ do intervalu (7, 27), musime hodnotu arkuskosinu odecist od 2.

@ = arccos

Pro prevod kartézskyjch soutadnic do polarnich plati:

0= Va2 +¢?,

@ = arccos \/%yf y>0, 2*+y*#0, (5.6)
Y = U — ATCCOoS — y <0,

¢ neni definovano pro (z, y) = (0, 0).

Zopakujme, Ze polohu libovolného bodu v roviné R? lze ekvivalentné vyjadiit dvojici kartéz-
skych soufadnic (x, y), nebo dvojici polarnich soutadnic (g, ¢). Pfevody mezi témito vyjadie-
nimi jsou dany vztahy (5.5) a (5.6).

Priklad 5.4: Pohyb planet

Podle prvniho Keplerova zdkona obihaji planety nasi slunecni soustavy po elipsach, v jejichz spoleéném
ohnisku je Slunce. Pokud budou astronomové planetu pozorovat, jisté nebudou udavat jeji polohu pomoci
kartézskych soufadnic. Bylo by to velmi nepohodlné. Pouzivaji zejména soufadnic thlovych. Také , polarni®
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thel ¢ je thlovou soutadnici. Ne sice zrovna tou, kterd se zaznamendva pii astronomickych pozorovanich,
prece vsak, spolu se soutadnici ¢ poslouzi k popisu pohybu planety lépe nez souradnice kartézské. Uz také kvuli
yeentralni“ symetrii fyzikalniho problému — Slunce pusobi na planetu gravitaéni silou mifici k jeho stfedu. Aniz
bychom se nyni zabyvali fyzikalni formulaci a feSenim pohybu planet, musi ndm byt jasné, ze bude vyhodné
umeét popsat elipsu pomoci polarnich souradnic. Pocatek kartézské i polarni soustavy soutadnic umistime do
ohniska elipsy, osu z zvolime podél velké poloosy (obrazek 5.5). Velikost velké, resp. malé poloosy oznacme a,
resp. b. Ze stfedni $koly si nepochybné pamatujete, Ze kartézska rovnice elipsy se stiedem S = (m, n) je

Y

Obr. 5.5 K prikladu 5.4 — poléarni rovnice elipsy.

2 2
xT—m —n
@m? o

a b2
Je-li pocatek soustavy souradnic umistén v pravém ohnisku jako na obrazku 5.5, m4 stied elipsy soufadnice
S = (—e, 0), kde e = va? — b? je excentricita (vystrednost) elipsy. Veli¢ina p v obrézku je parametr elipsy. Do
kartézské rovnice elipsy dosadime za x a y jejich vyjadieni pomoci poldrnich soufadnic (5.5) a dostaneme

2 2
w + 2—2 =1 = b*(pcosp + e)? + p?a®sin? p = a?b%.
a

Pro bod A = (0, p) také plati rovnice elipsy, tj.

(5.7)

e’ p2 272

Déle budeme upravovat rovnici elipsy (5.7), v niz jiz mame dosazeny polarni soufadnice, tak, ze za sin® ¢
dosadime 1 — cos? ¢, za a? na pravé strané dosadime e? + b? a pouzijeme ziskaného vztahu pro b*. Dostaneme

+a2p2 — a2b2 _— b2(a2 _ 62) _ a2p2 — b4 _ a2p2.

0%b% cos?  + 20eb? cos ¢ + €2b% + p%a® — p?a® cos® p = e?V? + a?’p? =
— 0% — (Q262 cos? p — 2peap cos p + a2p2) =0 = o*— (0ecos —p)2 =0, kde e= ¢ ==
a

= o(l+e€cosp)=p, resp. o(1—ecosyp)=—p. (5.8)

Prva z moZnosti ve vztahu (5.8) je pro 0 < € < 1 poldrni rovnict elipsy se stifedem S = (—e, 0). Obvykle se
uvadi ve tvaru

b_ 1+ ecosp.

o

Poznamenejme, ze formalné stejné vypada i polarni rovnice paraboly a hyperboly. Pro parabolu je vsak € = 1,

pro hyperbolu € > 1.
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Polarni soufadnice jsou zékladem pro vyjadfeni polohy bodu P v prostoru R? ve vdlcovijch
soutadnicich. Je to vidét na obrézku 5.6. Pudorysny primét bodu P = (zp, yp, zp) je na ném
oznacen jako P,, a jeho kartézské souradnice jsou P,, = (xp, yp, 0) = (0p cos pp, opsingp, 0).
Vidime, ze kdybychom pracovali pouze v ptidorysné roviné, byly by op a ¢p polarni souradnice
bodu P,,. Soutadnice gp, ¢p a zp nazyvame vdlcovgmi soutadnicemi bodu P € R?. (Dalsich
oznaceni v obrazku si zatim nevsimejte, vratime se k nim v odstavci 5.2.2.) Pfrevodni vztahy

CZ,P
fp
z i |
Sz,P
zZp Cso,P
//‘I =
I~ N /ng,P
T =
| l
|
|
| = I~
: :fg’P Co,p
| |
I | S
J €, | | — CoP
Y ]
| |
| |
| |
0 Sy \yP
|, L 7
I €y 7 Y
| opP 2
o wr 5
Tpfh e ——— -2 £
Py
Sp.p

Obr. 5.6 Valcové soufadnice bodu v prostoru R?.

mezi kartézskymi a valcovymi soufadnicemi bodu P, a samoziejmé kazdého obecné zvoleného
bodu X = (z, y, z), jsou jednoduché. V podstaté je mame k dispozici v podobé rovnic (5.5) a
(5.6), pfidame jen trividlni rovnici pro z.

Pro prevod valcovych soutadnic do kartézskych plati:

T =pcosp, Yy=psinp, z=z, (5.9)
0€[0,00), pel0,2m), z€eR.
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Pro prevod kartézskych soutadnic do valcovych plati:

v

hovuji kulové souradnice.
jiz zminované zadavani p
mépisné délky. Toto zada

Va?+y?,
x
arccos ——,
Va2 +y?
x
2T — arccos ———,
o2+ y?

neni definovano pro (z, y, z) = (0, 0, 2),

y>0, (z,9,2) #(0,0, 2),

y <0, (5.10)

z.

Yevs

Takovou jednoduchou geometrickou tilohou je tfeba velmi nazorné a
olohy bodu na zemékouli pomoci dvou thlti — zemépisné sitky a ze-
ni skuteéné vychazi z definice kulovych souiadnic v R?, zndzornénych

na obrazku 5.7. Poloha zcela konkrétné zvoleného bodu P = (zp, yp, zp) = (2, 2V/3, 4V/3) je

z

zp =43

TP
Ip

Obr. 5.7 Kulové soutfadnice bodu v prostoru R3.

v obrazku popsana krom

¢ kartézskych soutadnic také parametry rp, ¥p a pp. Jejich vyznam

je z obrazku ziejmy — rp je vzdalenost bodu P od pocatku O soustavy souradnic, ¥ p je thel,
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ktery svira polohovy vektor OP bodu P s kladnym smérem osy z, a konecné ¢p je thel, ktery
svird rovina kolmé k pidorysné a obsahujici osu z i bod P s rovinou zz, tedy bokorysnou.
Zjednodusené feceno je thel pp thlovou polarni soufadnici pramétu P,, bodu P do ptdorysny.

Priklad 5.5: Zemépisné souradnice

Vsimejme si na chvili jen takovych bodu P, které maji od pocatku O stejnou vzdalenost rovnou tieba
poloméru Zemé (to pro pi¥ipad, Ze prohlasime Zemi za kouli). Vidime, %e ¢ p piedstavuje zemépisnou délku za
pfedpokladu, ze nulovy Greenwichsky polednik lezi v soufadnicové roviné zz. Uhel ¥p je doplitkem zemépisné

$itrky bodu P do devadesati stupnil.

Nyni uz pristupme k odvozeni pfevodnich vztahti mezi kartézskymi a kulovymi souiadni-
cemi. Pomoci obrazku 5.7 to bude jednoduché. Pro usnadnéni je v ném jesté vyznacena polarni
soufadnice gp pidorysného primétu P,, bodu P. Protoze vztahy budou formélné stejné pro
vsechny body X = (z, y, z) € R?, nebudeme jiz vypisovat index vyznacujici konkrétni bod.

Pro pfevod kulovych soutadnic do kartézskych plati:

x =rsindcosy, y=rsinvsinp, z=rcosv, (5.11)
rel0,o0), 9€[0, 7w, ¢e€]l0,2n).

Pro pfevod kartézskych souradnic do kulovych plati:

= 2+ y?+ 22,

z

\/ma (ZE, Y, Z) 7é (07 O? 0)7

”
v
¥ neni definovano pro (z, y, z) = (0, 0, 0),
2

= arccos

= arccosﬁ, Yy > 07 (Iﬂ, Y, Z) 7£ (07 07 Z)v
@ = 27 — arccos S y <0, (5.12)

¢  neni definovéno pro (z, y, z) = (0, 0, z2).

Priklad 5.6: Prevod kartézskych souradnic na kulové prakticky
Bod P v obrazku 5.7 ma zadény kartézské soutadnice P = (2, 2v/3, 4v/3). Uréime jeho soufadnice kulové.
Pouzijeme pfi tom pievodnich vztaht (5.12).

rp=\/2h+yh+25p=V4+12448 =8,
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zZp 4+/3 T
’1913 — arccos — = arccoSs ——— = arccos — = —,
Tp 8 2 6
Irp 1 s
@ = arcCoS ——— = — aICCOS ————= = aIrcCcos -~ = —.
h 4+ yp VA+12 2 3

5.2.2 Souradnicové krivky a plochy

Bod P € R? jsme v odstavci 5.1.2 zadali jako priisecik soufadnicovych piimek p, p a p,p
rovnobéznych s osami kartézské soustavy souradnic. Obecné bychom mohli bod P popsat jako
prusecik jakychkoli dvou kiivek, které se v ném protinaji. Co nas tedy vedlo v odstavci 5.1.2
praveé k volbé soufadnicovych pfimek? Samoziejmé bychom mohli Fici, Ze to byla jednoduchost
takové volby. Podstatnéjsi vsak je, ze soufadnicové piimky jaksi ,kopirovaly“ zvoleny typ sou-
stavy soufadnic. P¥imka p, p byla rovnobéZna s osou x a body na ni mély konstantni kartézskou
soufadnici y = yp. Naopak, body na pfimce p, p, rovnobézné s osou y, mély konstantni kartéz-
skou soutadnici x = xp. Aplikujeme-li myslenku konstantnosti jedné z dvou soufadnic také na
soutadnice polarni pro P # O, dostaneme souradnicové krivky, které budou ,kopirovat® polarni
soustavu soutadnic. Zobrazeni, které pritrazuje polarnim souradnicim kartézské, oznacme

a: [0, 00) x [0, 27) 3 (0, 9) — ale, ¥) = (z(0, ¢), y(o, ¢)) € R,

Soutradnicové kiivky jsou

Cor = {alo, ©) ER*|0=0p, p €0, 2m)}, (5.13)
Cor = {alo, p) ER?*|0 € [0, ), ¢ = pp}.

Prvni ze soufadnicovych kiivek je kruznice C, p se stfedem v poc¢atku a polomérem op, druha
kiivka C, p je polopfimka, jejimz pocatecnim bodem je pocatek soustavy souradnic. Situaci
ukazuje obrazek 5.4, na ktery jsme se odvolavali jiz diive.
Priklad 5.7: Kartézské rovnice polarnich souradnicovych kiivek

Vztahy (5.13) jsou polarnimi rovnicemi soufadnicovych kfivek poldrni soustavy. Pro praktické pociténi
je ¢asto vyhodné (a je to také ndzorné) znat jejich rovnice v kartézské soustavé soufadnic, tj. popsat je jako
mnoziny bodt o soutadnicich (z, y) splitujicich podminky (5.13). Ziskat tyto rovnice je velice snadné, pouzijeme-
li pfevodnich vztahu z ptikladu 5.3, samoziejmé s vyjimkou bodu, pro néz nejsou definovany:

V‘r2+y2:£)P - C(p,P:{(I7 y) ER2|I2+y2:Q§3},

gZ'ﬁgSOP =
x

3 3
= Cop = {(SC, y) ER?* |y =ztgpp, x> Opropp € {0, g) u <27T,27T> ,x < 0proyp € (g,;)}
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Je vidét, ze kiivka C, p je skute¢né kruznici o poloméru gp a kiivka C, p polopfimkou o smérnici tg ¢ p. Bod
P = O nedefinuje zadné soutadnicové kiivky. Zapis pro souradnicovou kfivku C, p nezahrnuje piipady, kdy bod
P lezi na ose y. Uvédomte si, pro¢ tomu tak je a rovnici p¥islusné souradnicové kiivky pro dany bod P = (0, yp)

sami zapiste.

Pozn.: Vsimnéme si jesté indexovani. Index u oznaceni souradnicové kiivky urcuje tu sourad-
nici, ktera se podél kiivky meénd.

V ptipadé bodu P € R? si miizeme, podobné jako tomu bylo v kartézské soustavé soufad-
nic, vybrat, zda jej popiseme jako prisecik tii k¥ivek, nebo jako prisecik tii ploch. V kartézské
soustavé souradnic byly takovymi pfirozené volenymi kiivkami souradnicové primky, plochami
byly souradnicové roviny. Pfipomenme, ze souradnicovou pfimku jsme dostali zafixovanim dvou
kartézskych souradnic a tfeti byla proménné (parametr), u soufadnicové roviny byla konstantni
jedna kartézska soutadnice, dvé byly proménné (dva parametry). Stejnou ,logiku* sleduje volba
soufadnicovych kiivek a ploch u valcovych a kulovych soutadnic. V piipadé zafixovani dvou
vélcovych, resp. kulovych soutadnic (tfeti bude parametrem) dostaneme parametrické vyjad-
feni prislusné soutradnicové kiivky, bude-li jedna valcova, resp. kulova soutadnice konstantni
a dvé budou parametry, ziskame parametrické vyjadieni souradnicové plochy. Podobné jako u
polarnich soufadnic oznac¢ime zobrazeni, které prifazuje valcovym soufadnicim kartézské,

a: [0, 00)x[0,2m) x R 2 (0, ¢, 2) — alo, ¢, 2) = (x(o, ¢, 2), ylo, ¢, 2), 2(0, ¢, 2)) € R™.

Pro souradnicové kiivky dostavame

Cop = {alo, ¢, 2) € R’ |0 €0, 00), ¢ = p, z = 2p},
C%P = {oz(g, ¥, z) e R’ | 0=20p, ¥ E [07 27T)7 Z = ZP}? (5'14)
Cz,P = {OZ(Q, ¥, Z) € R3|Q: op, p = pp, 2 € R’}

Ktivka C, p je polopiimka lezici v roviné z = zp, jejiz smérovy vektor je (cospp, sinpp, 0).
Kftivka C, p je kruznice o poloméru op, kterd lezi v roviné z = zp a mé stied na ose z.
Krivka C, p je pfimka rovnobézna s osou z. VSechny souradnicové kiivky samoziejmé prochéazeji
bodem P. Vidime je na obrazku 5.6. Podobné jako u polarnich soutadnic se i zde zaméime
na otazku, jaké jsou kartézské rovnice souradnicovych kiivek. Nejprve se vSak podivejme, jak
vypadaji soufadnicové plochy a jejich rovnice. Soufadnicové kiivky v R? totiz nedokiZeme
popsat jednou rovnici. Potfebujeme dvé rovnice ploch, jejichz priisec¢nici pak bude souradnicova
krivka. S podobnou situaci jsme se jiz setkali v prikladu 1.12 v prvnim dilu. Tam jsme chtéli
zadat kartézskymi rovnicemi piimku v R? a vidéli jsme, Ze k tomu potiebujeme dvé kartézské
rovnice rovin, jejichz priise¢nici je dand pifimka. Rovnice soufadnicovych ploch S, p, S, p a S, p
dostaneme zafixovanim ptislusné valcové souradnice. Na rozdil od soufadnicovych kiivek, kde
v indexu vystupovala proménné soutradnice, vystupuje v indexu u ploch souradnice pevna.
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Sop = {afo, p, 2) ER*| o =0p, p €0, 27), z € R},
Se.p = {alo, v, 2) € R’ |0 € [0, ), ¢ = pp, z € R}, (5.15)
Sz,P - {O[(Q, ®, Z) € R3 | S [07 00)7 NS [07 27T)7 Z = ZP}'

Geometricka interpretace vztahti (5.15) je velmi ndzorna. Utvar S, p je mnoZina viech bodfi
v R3, jejichz ptidorysné priméty maji od poc¢atku soustavy soufadnic stejnou vzdalenost op.
Y

Jedna se tedy o valcovou plochu nekonecné délky o poloméru pp, jejiz osou symetrie je osa z.
S,.p je mnozina vSech bodi v R?, jejichZ ptdorysné priméty lezi na polopfimce prochazejic
pocatkem soustavy soutfadnic a svirajici s kladnym smérem osy x tthel pp. Touto mnozinou je
polorovina obsahujici osu z a kolma k ptdorysné — néco jako list v knize, jejimz hibetem je
osa z. Utvar S, p je rovina rovnobézna s ptidorysnou ve vzdalenosti zp od ni.

Priklad 5.8: Kartézské rovnice souradnicovych ploch a soufadnicovych kiivek valcovych sou-
fadnic

Dostaneme je velice jednoduse, dosadime-li, podobné jako v piikladu 5.7, op = /22 +y2? a tgep = y/x.

SQ,P = {(xv Y, Z)€R3|\/.ngp},

3 3
S%P = {(% Y, z) ER?"y:xtg(PR x> Oproyp € [Qg) U (;,277) ,x < 0propp € (;7;)}7
Sz,P = {(-T7 Y, Z)ERs‘ZZZp}.

Také z kartézskych rovnic soufadnicovych ploch je hned vidét, ze se jedna o utvary, které jsme popsali pred
chvili — valcovou plochu, polorovinu kolmou k ptidorysné a rovinu rovnobéznou s pidorysnou. Soufadnicové
kiivky vzniknou jako prtise¢nice dvojic soufadnicovych ploch, konkrétné

Cop =8 pNSep; Cop=SppNSzp, Cop=Sop NSy p

Kfivka Cy p je polopfimka. Je prisecnici poloroviny — ,listu v knize* a roviny rovnobézné s ptidorysnou. Krivka
Cy,p je kruznice o poloméru gp lezici v roviné z = zp, stfed mé na ose z. Je prusecnici valcové plochy a roviny
rovnobézné s pidorysnou. Kiivka C, p je pfimka kolma k ptidorysné. Je priisecnici valcové plochy a ,listu v

knize“. Stejné jako v piikladu 5.7 popiSte vyjimecné situace.

Podobné tvahy vedou k popisu soutadnicovych kiivek a ploch v piipadé soustavy kulo-
vych soutadnic. Pro zménu budeme postupovat opacné a ur¢ime nejprve souradnicové plochy.
Zobrazeni prevadéjici kulové soufadnice v kartézské oznac¢ime opét symbolem «,

a: [0, 00)x[0, 7] x[0, 27) 2 (r, I, @) — a(r, 9, ) = (z(r, 9, ), y(r, 9, ), z(r, V, ¢)) € R®.
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ST,P = {04(7’, 197 90) S R3|T’ =Tp, (NS [07 W]: NS [07 27T)}7
Sﬂ,P = {O{(T, 197 90) € R3 | re [07 OO)? V= ﬁP) Y e [07 271—)}7 (5]‘6)
Sep = {a(r, ¥, ¢) €R®|r € [0, 0), 9 € [0, 7], ¢ = pp}.

Geometricka interpretace je opét jasna a nevyzaduje prili§ podrobny komentaf. S, p je mnozina
viech bodti v R3, které maji od podatku soustavy soufadnic O stejnou vzdélenost rp. Je to
kulové plocha se stiedem v bodé O a polomérem rp. Utvar Sy p je mnozina vsech bod, jejichz
polohovy vektor OP svira s kladnym smérem osy z staly thel ¥p. Je to tedy kuzelova plocha
o vrcholovém thlu 29 p. Konecné S, p je mnozina vSech bodt, pro které polohovy vektor jejich
. . R , , o -
ptidorysného primétu OF,, svird s osou = thel ¢p. A mame zde opét ,list v knize“.
Priklad 5.9: Kartézské rovnice souradnicovych ploch kulovych soufadnic

Pomoci pfevodnich vztaht (5.11) nebo (5.12) ziskdme kartézské rovnice souradnicovych ploch velice snadno.
Zkuste sami dosadit. Plati

ST,P = {(.’E, Y, Z)€R3|(E2+y2+22:7’§3}7

Sor = {(@ v, 2) e R} |Va?+ ¢ = 2tgp},
3m

3
Spo.p = {(x, y,2) ER3 |y =atgopa > 0propp € {0, g) U <2,27r>,x§0pr0g0p € (;,;)}

Také z kartézskych rovnic je ihned zfejmé, jaky tvar maji souradnicové plochy. Soufadnicové kiivky jsou urceny

vzdy dvojici kartézskych rovnic soufadnicovych ploch. Opét popiste pfipady, kdy tangenty nejsou definovany.

Soutradnicové kiivky maji v soustavé kulovych soufadnic rovnice

CT,P:{a(T7 197 QO)GR3|’I"E[0, 00)7?9:1913790:90]3}7
Cop = {a(r, ¥, ¢) eR*|r=rp, ¥ €0, 7], p = @p}, (5.17)
C<p,P = {Oé(?", 197 SO) € R3|’F = Tp, V= '&Pa 2 € [07 27T)}

Plati
Cpr=8SrNSep, Cop=8prNS,p, Cop=35prNSyp.

Podél kiivky C, p se méni jen vzdéalenost bodu P od pocatku. Krivka je tedy polopiimkou
(paprskem) spojujicim pocatek s bodem P. Podél kiivky Cyp se méni thel . Mizeme si
predstavit bod na povrchu zemékoule o poloméru rp, jehoz zemépisna délka se neméni, tj. ¢ =
= pp, a bod ,cestuje“ po poledniku (méni se ¥, tedy i zemépisna sitka). Soufadnicovou kiivkou
je polednik — polovina (hlavni) kruznice se stfedem v po¢atku soustavy soufadnic a polomérem
rp, kterd lezi v poloroviné — listu v knize“. Podél kiivky C, p se rovnéz neméni vzdalenost
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bodu od pocatku (lezi opét na ,zemékouli“ o poloméru rp). Neméni se ani zemépisna $irka
® = 90° — Jp. Méni se pouze zemeépisna délka, bod ,cestuje“ po rovnobézce. Kiivka je tedy
kruznice o poloméru op = rp sinp, jejiz rovina je rovnobézna s pudorysnou a stied lezi na ose
z.

5.2.3 Mala odbocka do svéta funkci vice proménnych — parcialni
derivace

Nyni jiz jisté cekate, ze se pustime do vyjadfeni plosného elementu v polarnich soutadnicich
a objemového elementu v souradnicich valcovych a kulovych. Abychom to mohli udélat, po-
tfebujeme si pripravit jednoduchy vypocetni aparat, ktery zatim nemame. Jsou jim parcialni
derivace funkci vice proménnych. Témi se budeme diikladné zabjvat v obecnéjsich souvislostech
az v kapitole 9, ktera bude celd vénovana pravé funkcim vice proménnych. V tomto odstavci
se skutecné zameétime jen na nazorny vyklad toho, co to parcialni derivace je, a na objasnéni
rutinnich postupt pii jejim vypoctu.

Vyznam parcidlnich derivaci si ukdzeme na prikladu funkce dvou proménnych. Takovou
funkci rozumime zobrazeni

f:R*3 (z,y) — flz,y) €R,

tedy predpis, jimz je kazdé usporadané dvojici redlnych cisel x a y pfirazena funkéni hodnota,
ktera je rovnéz redlnym cislem. Defini¢nim oborem funkce f nemusi byt nutné cela euklidovska
rovina R?, ale tfeba jen n&jakd jeji podmnozina D;. Nejtypic¢téjsimi definiénimi obory byvaji
oteviené, nebo uzaviené obdélniky (1, x2) X (y1, y2) € R?, nebo [z1, xa] X [y1, o] € R2,
popfipadé mnoziny, které se daji zapsat jako sjednoceni otevienych obdélniku (tzv. oteviené
mnoziny). Funkéni hodnota funkce f se pfi zméné proménnych néjak obecné méni. Mize nas
vsak zajimat, jak se funkce chova, jestlize se méni hodnota jen jedné z proménnych, zatimco
druhd proménna zistava konstantni. ZapiSseme tento tikol matematicky. Uvazujme o chovani
funkce v blizkosti bodu P = (a,b) € D;. Pfedpoklddejme, ze hodnota proménné y je na chvili
pevna, tfeba y = b, a hodnota x se méni. Pohybujeme se tedy po soufadnicové piimce p, p,
samoziejmé tak, aby platilo (z, b) € Dy. Definujme funkci

hy :x — hy(z) = f(x, b) pro (z,b) € DyNp,p.
To je vsak jiz funkce jen jedné proménné x a mizeme ji derivovat.

Existuje-li derivace funkce h, v bodé a, tj. vlastni limita

() — tim P0E) = Pole) _ (o b) = Fla D)

T—a r—a T—a r—a

, (5.18)

nazveme ji parcidlni derivaci funkce f(x, y) v bodé (a, b) podle proménné x.
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Obdobné definujeme parcialni derivaci funkce f(x, y) v bodé (a, b) podle proménné y. S pou-
zitim standardniho oznaceni vypadaji defini¢ni vztahy pro obé parcialni derivace takto:

0 |ayymapy ° T—a 7
8f(ac, y) — T f(a7 y) — f(av b)
Y Ney=@ay U y—b

Z téchto definic je hned také vidét, jaky bude pii parcialnim derivovani postup. Budeme pou-
zivat obvykla pravidla pro derivovani funkci jedné proménné a k druhé proménné se budeme
chovat jako ke konstanté. Stejné se postupuje u funkei vice proménnych. Pravidla pro derivovani
uplatiujeme vici jedné z nich, podle které pravé derivujeme, se vSemi ostatnimi nakladame jako
s konstantami. Postup i geometrickou interpretaci parcialnich derivaci uvidime v nasledujicim
prikladu.

Priklad 5.10: Jak strmy je kopec nebo hrnec

Na obrazku 5.8 jsou kopec a hrnec predstavovany grafy funkeci
foiley) eR?2®+y? <2} 5 (2, y) — flz,y) =22 —y* €R,

resp.
g :{(z, y) eR*|®+1y* <2} > (2, 9y) — gz, y) =2 +y* € R.

Jsou to tedy mnoziny vsech bodi (z, y, z) € R?, pro které je (z, y) € Dy a 2 = f(x, y), resp. (z,y) € D, a
z = g(z, y). Kazdy z Gtvart je ¢asti plasté rotacniho poraboloidu. Nazev snadno pochopime, uvédomime-li si, Ze
fezy tvaru soufadnicovymi rovinami zz a yz jsou paraboly (v rovnicich z = 2 — 22 — y? a z = 22 + y? polozte
postupné y = 0 a z = 0 a hned uvidite) — odtud nézev ,paraboloid“. Rezy tutvarfi rovinami rovnob&Znymi se
soufadnicovou rovinou zy jsou kruznice — odtud nézev ,rotacni“. Vypocteme parcidlni derivace funkce f(x, y)
tieba v bodé (a, b) podle jednotlivych proménnych. Nejprve povazujme za konstantu proménnou y a dosadme
za ni rovnou hodnotu b. Konstruujeme tim vlastné funkei hy(x), kterou jsme zavedli pro ucely definice.

9/ (x, y) _de-2?-8)
5 @)=t = = gy le=a = 20
Podobné pro parcialni derivaci podle proménné y dostaneme
01z, y) LA,
oy l@)=(ab) = Ay ly=p = —20b.

V praxi se nepocitaji parcidlni derivace tak, ze by se za vSechny proménné kromé té, podle které derivujeme,
predem dosadily konkrétni konstanty. Postupuje se jinak — vSechny proménné se ve funkénim predpisu ponechaji
v obecném oznaceni, jen je tfeba prfi derivovani myslet na to, Ze se s nimi méa naklddat jako s konstantami. Pro
nasi funkci tak dostavame

Of(z, y) Of(z, y)

Ox “ Oy Y

A teprve do obecnych vyrazi pro parcidlni derivace se dosazuje. Vysledek samoziejmé musi vyjit stejny, jako
kdybychom za proménné, podle ktergch se zrovna nederivuje, dosadili pfedem. UkaZme si to na funkeci g(z, y).
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Plati

dg(x,y) og(x,y)
or 2z, oy 2y.

Dosadime-li (z, y) = (a, b), dostdvdme pro parcidlni derivace funkce g(x, y) v bodé (a, b) hodnoty 2a a 2b.

Ukézeme si nyni geometricky vyznam parcidlnich derivaci, tfeba na p¥ipadu funkce f(z, y). V ndzvu piikladu

z z

Obr. 5.8 Geometricky vyznam parcidlnich derivaci.

se ptame, jak strmy je kopec. Kazdy, kdo po horach chodi, vi, ze strmost zalezi na tom, jakym smérem po svahu
jdeme. Na mapé byvaji vyznaceny vrstevnice — to jsou kfivky, podél nichz nejdeme ani do kopce, ani s kopce.
Spad je podél nich nulovy. Naopak, nejstrméjsi je chize podél spadnic, ty vsak na mapach vyznaceny obvykle
nejsou. Parcidlni derivace také urcuji jakysi spad. Nikoli vSak obecné nejmensi nebo nejvétsi, ale takovy, jaky
by odpovidal chtzi po trase, kterd by se v piidorysu, tedy na rovinné (papirové) mapé, promitala do pfimky
rovnobézné s osou x, nebo y. Na obrazku 5.8 vlevo vidime tuto situaci pro pt¥ipad derivovani funkce f(x, y)
podle proménné y. Ponechdme proménnou z konstantni, x = a, a budeme ménit y tak, aby bod (a, y) byl stale
prvkem defini¢niho oboru funkce f(z, y). Body (a, y, f(a, y)) vyplni kiivku, kterd je pruse¢nici grafu funkce
f(z, y), tedy paraboloidu, a roviny o rovnici z = a. Tato kiivka je parabolou, nebot pro jeji body plati z =
= f(a, y) = 2 — a® — y*. Te¢na, kterou k ni sestrojime naptiklad v bodé (a, b) = (1, 2/3), bude mit smérnici
tg B = (1 —y*)|y=b = —2y|y—p = —2b = —4/3. Tato smérnice je rovna pravé parcidlni derivaci funkce f(z, y) v
bodé (a, b) = (1, 2/3) podle proménné y. Obrézek 5.8 vpravo ukazuje vyznam parcidlni derivace funkce g(x, y)

podle proménné .

Ptedchozi priklad ukazuje, ze parcialni derivace funkce f(z, y) v bodé (a, b) podle x je
smérnici teény vedené bodem (a, b, f(a,b)) k Fezu grafu funkce f(x, y) rovinou y = b, a naopak,
parcidlni derivace funkce f(x, y) v bodé (a, b) podle y je smérnici tecny k fezu grafu funkce
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f(z, y) rovinou z = a v tomtéz bodé.

U funkci jedné proménné jsme uméli pocitat i derivace vysSich fadd. Vzpomente si —
derivace druhého fadu dané funkce vznikla derivovanim jiz jednou derivované funkce. Také u
funkce dvou (a vice) proménnych lze derivace vyssich fadt zavést. Dokonce mizeme proménné,
podle kterych derivujeme, ,stiidat*. Podivejme se na definici podrobnéji. Predpokladejme,
ze funkce f(x, y) ma defini¢ni obor D;. Ozna¢me (Dy), C Dy, resp. (Dy), C Dy mnozinu
takovych bodt definiéniho oboru funkce f, v nichz je definovana parcialni derivace funkce f
podle proménné x, resp. y. Oznacme

fz : (Df)z = (I7 y) — fx(x7 y) — w,
fy: (Dg)y 2 (x,y) — fylo,y) = %y’y)

Funkce f,(z, y) a fy(x, y) jsou opét funkcemi dvou proménnych a je tedy mozné uvazovat o
jejich parcidlnich derivacich,

o 220 _ 0 (0502 _ Pl
o Ox ox ox or2
_ Ofulw,y) 0 (Of(xy)\ _ Pf(x,y)
fou = oy 83/( oz ) - Oyox (5.19)
o= D) _ 0 (0| _ ey
v o o oy 0xdy
o= e 0 (01000) _ #o
W= T gy = oy Iy = T

Maéme tedy ctyii derivace druhého fadu. Funkce f,, a f,, se nazyvaji smisene parcidlni derivace
druhého fadu. Volba nazvu je z definice zcela zfejméa. Parcidlnich derivaci tietiho fadu by jiz
bylo osm, étvrtého Sestnact, k-tého 2*.
Priklad 5.11: SmiSené parcialni derivace

Funkce f(x,y) je zaddna predpisem f(z,y) = arctg £. Jeji geometricky vyznam jiz zndme — v urcitém
rozsahu proménnych x a y, chapanych jako kartézské souradnice bodu v roviné, vyjadiuje tthel ¢ v polarnich
soufadnicich. Vypocteme jeji parcidlni derivace prvniho a druhého fadu. Derivujme funkei f(z, y) nejprve podle

proménné z. S proménnou y tedy zachazime jako s konstantou. Oznaéme u,(z) = £, g, (z) = arctg u, (z). Odtud
pouZzitim pravidla pro derivovani slozené funkce jedné proménné dostaneme

_Of(z,y) 1 pon 1 v\ y
ol ) = =5 = 9,0) = Ty uy<x)——1+(%)2 (—ﬁ)_—ixuﬁ

Obdobné pii derivovani funkce f(z, y) podle y oznacime v,(y) = £ a h,(y) = arctgv,(y). Za konstantu nyni
povazujeme proménnou z. Plati

0
o) = 2L ) = k) = o (3] = s

S l4wi(y) 7 1+ (4)
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Stejné postupujeme pii vypocétu derivaci funkei f,(z, y) a fy,(z, y), tj. derivaci druhého fadu funkce f(z, y).
Dostavame tyto vysledky — pokuste se k nim dospét sami.

Joal, ) = aggfé Y- (ﬁﬁ%w
fyy(@,y) = 821;(;2, ) = _(55224???/2)2.

Vsimnéme si, ze smiSené parcialni derivace fu,(z, y) a fyz(x, y) jsou shodné. Mohli bychom si samoziejmé
myslet, Ze je to ndhoda — ani sto nebo tisic pfiklad piece neni diitkazem obecného tvrzeni, natozpak jeden.
Shodnost smisenych parcidlnich derivaci vSak ndhodné neni. V devaté kapitole se timto problémem budeme
zabyvat podrobnéji. V tuto chvili si jen fekneme jako fakt, Ze jsou-li smiSené parcialni derivace spojité, pak jsou
si rovny. Plati to i pro derivace vyssich fadia. Jsou-li spojité, je dilezité pouze to, kolikrat podle které proménné
derivujeme. Nezalezi na tom, v jakém poradi. Napiiklad pro derivace tfetiho fadu (budou-li spliiovat postacujici
podminku spojitosti) bude platit

Pf(x.y)  Fflx,y)  Pflzy)
0x20y 0xdydx Oydx?

Tvrzeni o zaménnosti smiSenych parcidlnich derivaci je (nejen) pro soufadnicové prevody
natolik dilezité, Ze je jiz nyni formulujeme jako vétu (diikazu se dockdme v kapitole 9).

Pf(zy) 9*f(zy)
oxdy ’ Oyox

Véta 5.1 (Schwarzova): Jsou-li smisené parcidlni derivace spojité

v bodé P = (a,b), pak jsou si v tomto bodé rovny.

V kapitole 9 si také ukédzeme priklady, kdy je podminka spojitosti porusena. V takovych si-
tuacich smisené parcialni derivace mohou, ale nemusi byt stejné. Nyni neméame vybudovan
potfebny matematicky aparat ani pro definici pojmu spojitosti funkce dvou proménnych, bu-
deme ji tedy zatim chépat ,intuitivné“. V kapitole 9 vSe napravime. Smisené derivace funkci,
se kterymi se setkame v této kapitole, budou vzdy spojité na uvazovanych mnozinach, mizeme
si tedy dovolit pofadi derivovani zaménovat (a v nasledujicich ptikladech to také délame).

Zobecnéni pojmu parcialnich derivaci na funkce vice proménnych je jednoduché. Funkci n
proménnych zq, xs, ..., x, rozumime zobrazeni

f:R">z= (a1, 29, ..., x) — f(x)= f(x1, T2, ..., z,) € R.

Stejné jako u funkce dvou proménnych ani zde nemusi byt defini¢nim oborem funkce f cely
prostor R", ale jen néjaka jeho podmnozina D;. Casto byvaji defini¢nimi obory oteviené nebo
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uzavrené n-rozmeéernée kvadry, které jsou kartézskymi souciny otevienych nebo uzavienych in-
tervali, tj.

K = (ah ﬁl) X (Ofg, 52) X X (ana Bn)? resp. K = [ala Bl] X [a27 62] X X [ana Bn]

Charakterem defini¢nich obori se budeme podrobnéji zabyvat také az v kapitole 9. Parcialni
derivaci funkce f(x) = f(z1, @2, ..., 2,,) v bodé a = (a1, ag, ..., a,) € Dy podle proménné x;
rozumime derivaci funkce

g; - R> Tr; — gz(l’z) = f(al, ey Qi1 Ty Qg 1y - ., an) eR
v bodé a;, tedy limitu

0f(z)

_ hm f(al,...,ai_l,xi,aiﬂ,...,an)—f(al,...,ai_l,ai,aiﬂ,...,an)

a’L‘i T—a T;—a; :L‘i — ai

(5.20)

Vypocet je také jednoduchy. Vsechny proménné s vyjimkou x; pii ném povazujeme za konstanty
a pouzivame obvykla pravidla pro derivovani funkci jedné proménné.
Priklad 5.12: Parcidlni derivovani pii souradnicovych pievodech

Prestoze porozuméni pojmu parcialni derivace nevyzaduje zadné zvlastni asili (derivujeme ,,obycejné“ podle
jedné z proménnych a s ostatnimi zachdzime jako s konstantami), p¥i jeho praktickém pouZivani je pfece jen
tfeba pozornosti. Zejména pak v situacich, kdy derivujeme funkce vyjadfené jednou v kartézskych, podruhé v
polarnich, resp. valcovych, ¢ kulovych soufadnicich. Pfedpoklddejme, Ze ve funkci f(z, y) jsou proménné = a y
kartézskymi soufadnicemi bodu v roviné R2. Polohu bodu v§ak mtizeme zadat i soufadnicemi polarnimi, tj. za
z a y dosadit ze vztaht (5.5). Vznikne tim funkce proménnych ¢ a ¢

F(o, ») = f(x(0, ¢), y(o, ¢)) = f(ocosp, osiny).

Postupné vyjadiime prvni a druhé derivace funkce F(p, ) podle proménnych g a ¢, tj. funkce

_OF(e9) L _9F(e %)

F =
0 8@ 3 ] 8(,0 3
OF(o, ¢) O?F(o, ¢) O?F(o, ¢)
Fop = D02 v Fop=Fyo= dodp Fep = dp? :

Funkee F(o, ¢) = f(z(o, ¥), y(0, ©)) je slozenou funkci proménnych g a p. M4 vnitini slozky = = (o, @),
y = y(o, v) a vnéjsi slozku f(x, y). Na piikladu vypoctu parcidlni derivace funkce F(o, ¢) podle proménné
o ukdzeme zatim pouze praktické pouziti pravidla pro derivaci slozené funkce. Predpokladejme, ze existuji
parcidlni derivace vnitinich slozek = z(o, ¢), ¥ = y(0, ¢) podle obou proménnych ¢ a ¢ i parcialni derivace
vnéjsi slozky f(z, y) podle proménnych z a y. Podle definice je

OF(0, ¢) _ 1, Flot Ao )~ Fle, ¢)
0o Ap—0 Ap '

Zméni-li se proménna o o Ap, zméni se obé vnitini slozky = = (o, ¢) i y = y(o, ¢) slozené funkce F(p, ©).
Ozna¢me Az = z(0 + Ag, ») — (0, ¢) a Ay = y(o + Ao, ¢) — y(o, ¢). Upravujme vyraz

F(o+ Ao, v) — F(o, p)
Ap
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za predchozi limitou. PouZijeme pfi tom uzite¢nou formélni apravu:

Flo+ Ao, o) —F(o,0)  flx+ Az, y+Ay) — f(z,y)

Ap Ag
Ao Ag
_fetArytAy) - flat+ Az y) ylet Ao ) —yle¢)
o Ay Ap
LSt Avy) = [z y) zletBe v) — (e ¢)
Az Ao '

Pozdéji ukazeme, Ze za urcitych predpokladu je pro Ap — 0 také Az — 0 a Ay — 0. Limity zlomkt upraveného
vyrazu jsou parcialni derivace:

dx(o0, ©) lim z(0+ Ao, ©) — (0, )

89 Ap—0 AQ ’
Oylo. ) _ o ylet+ Ao v) —ylo ¥)
89 Ap—0 AQ ’
f(x,y) _ . fle+tdry+Ay) -~ flz+ Az, y)
Jy (Az,Ay)—(0,0) Ay ’
0f(z,y) _ . fletAzy) - fz,y)
oz Az—0 Az ’

Zduraznéme, Ze do parcidlnich derivaci funkce f(x, y) je nakonec t¥eba dosadit za proménné z a y funkce z =
=xz(o, v) ay =1y(o,¢). (V pfipadé pievodu z kartézskych do polarnich soutadnic to znamend z(p, ¢) = pcos¢
a y(o, ) = osing.) Ziskdvame tak vysledek

OF(e, ») _ 9f(z, y) 0z(0, ¢) n of (z, y) (o, ¢)
O¢ 07 Na@ewee) 92 % Nweewes 92
Stejnym postupem vypocéteme derivaci slozené funkce F(p, ¢) podle ¢,
OF (0, ) _ Of(z, y)  Ozle, ) | Of(@, y) Oy(o, ¢)
Op 07 e wer) 9 % Nweprueen 9%
Zkracené, bez explicitniho vyznacovani proménnych, piseme
OF _0jor ooy _0f o of
do 0xrdo 0Oydo Oz v Oy 4
OF Of 0 of o 0 0
_ 09z 0foy _Of L of

9 010y Togoe 7, (—osing) ay(gcow)-

Parcidlni derivace druhého Fadu zapiSeme jiz jen ve zkracené podobé (jednotlivé kroky postupu pofddné propo-
citejte):

O*F 9 (8F> 9 <8f8:r+8f8y>5‘<8f) gr  Of Pz 9 (8]”) ay

OF 0 (0F\ _ 9 (0fdx  Of . of 9% _
002 0o \ Op 0rdo  0Oydo) 0o \Ox Oy /) 0o

dy 00%

~ 9o "o Oz D0 Do
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U (00\' 0 O oy O (Oy\' OF 9w 0f O
~0x2 \ Do oxdy 0o 9o Oy \do or 00® By 00>

2 82 82
= oz J;COS cp—i—Qa ny cos psin ¢ + a—yJ;sin2<p7

0%F :6<8F> (8f6x+8f8y) (8f>'8x+8f. 0%z L9 (8f) 8y+8i 0%y _
dpdo  Op \ Op 8@ dr do Oy Do 8g0 or) 0o Ox O0pdp Op \Ody,) Jo 0y Opdo
_82f.8x.8m+ 0% f .(833 dy Oz (‘3y> 0*f Oy Oy Of 0%z of 0%y
0x2 Qo Op Oxdy \Oo Oy (’9@ do

= ﬁ_ﬁ cos psin ¢ + 0 f (0082 — sin? )+ ﬂcos —gsin
oy2  0x2 pety anay 14 4 Oy T )

PF_ 0 (OF\_ 0 (070c 0f0y\_ 0 (0f\ 9 0f O 9 (0f\ 0y Of Py _

02 0o \Op ) 0o \0xdp 0Oydp) 0o \0x) 0p Oxr 02 0p \Oy) Op Oy 0p2
_*f (0w 2+2an oz 8y+82f ay\*  of Pz of %
022 \ 9y dxdy dp dp | Ay \ Dy

oy? 5‘79% 8:0?9908@ Oy 39089

dr  0p? + dy 92

=0 (2fsm ©p—2 1 cos psinp + —= 1 cos <p) -0 <(’9f cos p + Wsincp) .

ox? 00y Oy ox Oy
Spréavnost pfedchozich slozité vypadajicich vztahtt mizZzeme otestovat tfeba na jednoduché funkci F(p, p) =
= f(ocosp, psinyp), kde f(z, y) = 2 + y2. Dosadime-li totiz za = a y, dostaneme F(g) = ¢?. Odtud snadno
spocteme

oF _o oF —0 0*F B 0*F B 0*F B 0*F

do Y Bp T 02 T T b 0pdo ) 07
Tytéz vysledky musime dostat, dosadime-li do vztaht, které jsme pfed chvili odvodili obecné, konkrétni funkci
f(x, y) = 2% + y2. Pro ni plati

of of R B N

=0.

— 2 =2 . Sl —2y=12psing, 2 =2 2 =0, =% -=2
Oox . eeosy Oy 4 S A e OOy oy?
Pak
oF
—_— 2gcos2g0+2gsin2cp = 2p,
do
oF . .
9 = 2pcosp - (—psinp) + 2psinp - (pcosp) = 0,
O*F
—— = 2cos®p+2sin’p = 2,
00?
O*F
= 0,
000
82—F = 20%(sin” ¢ + cos® ) — 20%(cos® p +sin? ) = 0
02 = 2 @ ©) — 20 © @) = 0.

Samoziejmé je mozné a vhodné odvodit také vztahy pro parcidlni derivace funkci kartézskych souradnic vznik-
Iych pfevodem ze soutadnic polarnich, tj. funkei tvaru f(z, y) = F(o(z, y), ¢(z, y)). Tuto ,ekvilibristiku®
ponechéame az na cviceni.
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Vztahy pro derivace slozenych funkci vypoctené v predchozim piikladu jesté mnohokrate
pouzijeme. Proto si je nyni zapiseme jednoduseji, s vyuzitim symboliky uvedené v rovnicich
(5.19). Uvazujme o funkci f = f(u,v) proménnych u, v. Kazda z proménnych u, v je dale
funkei z a y, tedy u = u(x,y), v = v(x,y). MiZe se napiiklad jednat o pfevod souradnic. Pfed-
pokladame spojitost vSech funkci a jejich prvnich i druhyjch parcialnich derivaci na prislusnych
defini¢nich oborech. Pro slozenou funkce F(z, y) = flu(z, y), v(z, y)] plati

Fx - fuua:+fvva:7
Fy = fuuy + fvvy, (5.21)

wa = fuuui + 2fuvuxvx + fvvvi + fuua::c + .fvv:cam
ny - fuuuzuy + fuv (uzvy + uyvm) + fvvvxvy + fuu:cy + fvvmyu
Fyy - fuuuz + 2fuvuyvy + fvvvz + fuuyy + fvvyy-

5.2.4 Elementarni plocha a objem

Mohlo by se zdat, Ze otazka elementarni plochy a elementarniho objemu s parcialnimi derivacemi
funkci nijak nesouvisi. Plocha a objem jsou prece geometrické pojmy a derivovani patii do
matematické analyzy. Za chvili ukazeme, ze souvislost je zde naopak velice tésna a ze geometrie
a analyza maji k sobé blizko. Parcialni derivace, které jsme si jako aparat pripravili v minulém
odstavci, nam velmi G¢inné pomohou pfi odvozeni plosného nebo objemového elementu, ktery
respektuje volbu polarnich soufadnic v R?, nebo vélcovych, ¢ kulovych soufadnic v R®. Pro
zacatek uvedeme dva geometricky nazorné priklady. Predtim vSak jesté musime vymyslet, jak
bude vymezen utvar predstavujici v polarnich, resp. valcovych, nebo kulovych soutadnicich
elementarni plochu, resp. objem. Elementarni plochu v bodé P v kartézskych soutadnicich
v roviné jsme v odstavci 5.1.3 vymezili soufadnicovymi pfimkami o rovnicich z = zp, x =
=xp+ Ax, y = yp ay = yp + Ay, elementarni objem soufadnicovymi rovinami o rovnicich
r=zxp,x =xp+Ax,y=yp,y=yp+ Ay, z = zp a z = zp + Az. Pfirozené je pouzit
tuto myslenku vymezeni elementarni plochy, resp. objemu i u soutradnic polarnich, valcovych a
kulovych. Samoziejmé s tim, ze pouzijeme jim odpovidajici soutadnicové kiivky a plochy.

Priklad 5.13: Plosny element v polarnich a objemovy element ve valcovych souradnicich

Vzpominate si na obrazek 5.37 Znéazortioval elementarni plochu v bodé P € R? o obsahu ASy(P) = AzrAy
v kartézskych souradnicich jako Gtvar vymezeny soufadnicovymi pfimkami o rovnicich z = xp, z = xp + Ax,
y =1yp,y = yp+Ay. Pomoci obrazku 5.9 vyjadiime obsah plochy vymezené v bodé P soufadnicovymi k¥ivkami
polarnich soufadnic, kruznicemi o = op a 0 = op + Ap a polopfimkami ¢ = pp a ¢ = pp + Ap. Utvar, jehoz
obsah mame pocitat, je vyse¢ mezikruzi o vnitinim a vnéjsim polomeéru op a gp + Ap pripadajici na thel Ay.
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Y
@ =pp+Ap
for
»=pp
e, _
YA for
P o=op+Ap
Agp
0= 0P
Yp
(0] >é'x x

Obr. 5.9 Plo$ny element v polarnich soutradnicich.
Obsah celého mezikruzi je m(op + Ap)? — mo%. Obsah vysece pak je

A A
AS,(P) = 2—: [7T(QP + Ap)? — WQ%—_;] = 790 [QQP Ao+ (Ag)ﬂ =

AS,(P) = opAoAp + (A0)*Ag.
Za predpokladu, ze zmény Ap a Ay jsou ,,velmi malé“, miizeme vyraz (Ag)?Ayp zanedbat vzhledem k op ApAgp.
Pfiblizny obsah elementérni plochy v polarnich soufadnicich je tedy AS,(P) = opApAgp.

Ve véalcovych soufadnicich je objemovy element v bodé P € R? je vymezen soufadnicovymi plochami o =
=op,0=0p+Ap, p=pp,0o=pvp+Ap, z=2z2p, z=zp+ Az (viz vztahy (5.15)). Jednd se o obecné valcové
téleso o podstavé s prfibliznym obsahem AS,(P) = gp ApAy a vysce Az. Objem tohoto télesa je priblizné
AV,(P) = op ApApAz. Ziskali jsme tak objemovy element ve vélcovych souradnicich.

Priklad 5.14: Objemovy element v kulovych soufadnicich

Obrazek 5.10 znazornuje elementarni plochu vymezenou na kulové plose o poloméru rp soutadnicovymi
plochami sférickych soufadnic ¢ = dp, 9 = 9p + AV, ¢ = pp a p = wp + Ap (viz téZ vztahy (5.16)). Za
predpokladu velmi malych zmén A¥ a Ap mizeme tuto plosku povazovat ptiblizné za obdélnik o stranach

Aa=9pAp=rpsindpAp a Ab=rpAd.

Jeho obsah je
AS.(P) = AaAb = rsindp AYAp.

Element objemu v kulovych soufadnicich si miZzeme predstavit jako télisko o podstavé AS, (P) a vysce Ar. Je
totiz vymezen kromé soufadnicovych ploch ¢ = ¥p a ¢ = ¥p + A¥ (kuzelové plochy), ¢ = pp a ¢ = pp +
+ Ayp (poloroviny, které jsme nazyvali ,listy v knize“) jesté kulovymi plochami r = rp a r = rp + Arp. Pro
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ST,P
Ap
®Yp Ao
| Ab
rp |
So.p !
19p :
AY i
I :
| |
| |
Il ]
I
op ! 2 Y
Yp -
Aa
Py
Ay
Se.p

|OP| =Trp, |O.Pmy| = op
Obr. 5.10 ,,Podstava® elementarniho objemu v kulovych soufadnicich.

elementarni objem v bodé P v kulovych soufadnicich dostaneme

AV, (P) = r%sindp ArAYAe.

Skutec¢nost, ze zmény soutadnic jsou velmi malé, vyznacujeme tak, ze symbol A nahradime
symbolem d. Pro plo$ny, resp. objemovy element v polarnich, resp. valcovych soufadnicich a
kulovych soufadnicich tak ziskdvame vztahy

dS, = ododp, dV, = ododpdz, dV, =r?sin 9drddde. (5.22)

V zapisu (5.22) jsme vynechali index P — vyjadieni elementarni plochy a elementarniho objemu
tak ziskavame v obecném bodé.

Ptedchozi vypocty plosnych a objemovych elementti jsou sice nazorné, ale prozatim jen
intuitivni, neprilis korektni a hlavné malo obecné. Tykaji se jen specialnich typt kfivocarych
soufadnic. Nez se jim budeme vénovat podrobnéji, ukdzeme jesté dva priklady, které nas pouci
o uzitecnosti plosnych a objemovych elementt v kiivocarych soutadnicich. Opét se pfi jejich
feSeni budeme muset spolehnout na nazornost a intuici a tésit se na jejich korektni zpracovani
v dalsich ¢astech textu. Ponékud jimi totiz odhalime podstatu vypoctu vicendsobého integrdlu,
na ktery v tomto dilu knihy jesté ani neptijde rada.
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Priklad 5.15: K ¢emu je dobry plosny a objemovy element

Vite, jaky je obsah kruhu o poloméru R? Jisté ano. Je to S(K) = nwR2. Jak to ale dokéazat? Miizeme si
predstavit jednoduchy ,experimentalni“ zptsob, pouzitelny tfeba i na zdkladni skole, ale obsahujici myslenku
korektniho a exaktniho postupu. Vezmeme tieba priasvitny milimetrovy papir, polozime ho na kruh a spocitame,
kolik milimetrovych ¢tvereckti se do kruhu vejde tak, aby ,neprecuhovaly“. Dejme tomu, Ze je jich n. Pak
spocitame, kolik ¢tvereckii obsahuje nejmensi mozny utvar, do kterého se zase vejde cely kruh. Jejich pocet
oznacime N. Pro obsah kruhu potom plati

nmm? < S(K) < N mm?.

Je jasné, ze takto ziskdme jen odhad obsahu kruhu — ttvar tvofeny milimetrovymi ¢tverecky je ,zubaty“ a nikdy
nemtize presné pokryt kruh. Kdybychom sit étverecki, nebo obecnéji, plosnych elementt o obsahu AS, = AzAy,
stale zjemnovali a zjemriovali, byl by pfedchozi odhad obsahu kruhu stale presnéjsi a presnéjsi. Plosné elementy
mizeme samoziejmé s¢itat v jakémkoli potadi, lépe vsak bude udélat to systematicky. Nejprve seCteme pro danou
pevnou hodnotu z vSechny plo$né elementy v mezich od y = —vR2 — 22 do y = v R2 — 22. Dostaneme tak

obsah elementarniho ,sloupecku“ zvyraznéného v obrazku 5.11. Pak secteme vSechny elementarni sloupecky

Yy
7A.’E<
R2 I 42
|
[ \ [ |Ay
[ Y X=l=g) ||}
\ s || 3’
\ /
IRz I 22

Obr. 5.11 K vypoc¢tu obsahu kruhu pomoci objemovych elementi.

pro z v mezich od z = —R do x = R. Z odstavce 2.3 prvniho dilu vime, ze takové ,s¢itani limitné malych
elementi“ se déje pomoci integrovani. Postup s¢itani plosnych elementd vypliujicich kruh lze tedy vyjadrit
naledujici postupnou integraci,

R VR2—z? R
S(K) = / / dy | dz = /2\/R2—m2dx.
~R \_VRZ—2? -R
Pfi vypoctu integralu pouzijeme substituce x = R cost. Dolni mezi x* = —R odpovida ¢t = 7, horni mezi x = R

odpovidé t = 0. Dostaneme

= 7R%.

t sin Qt] T

2 4

0 g
1-— 2t
S(K):_/2R251Ht|51nt|dt:2R2/(;Osdt:2R2|:
0

0
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Stejny vysledek bychom méli dostat, kdybychom takto ,poscitali“ plosné elementy v polarnich soufadnicich.
Vidime to na obrazku 5.12.

@i

%%
e

Obr. 5.12 K vypoctu obsahu kruhu pomoci plosnych elementi.

Polarni souradnice mnohem lépe vystihuji tvar kruhu. Uvidime, ze vypocet bude daleko jednodussi nez
,SCitani“ kartézskych plosnych elementii. Nejprve se¢teme plosné elementy AS, = odpdy ve vysedi [p, ¢+ Ay
v rozmezi 0 = 0, o = R, a potom secteme vSechny vysece v mezich ¢ =0, ¢ = 2.

27 R R2
S(K) :/ /ng dp = —- 21 = R,
0 0

Vidime, ze kiivocaré souradnice se souradnicovymi kifivkami, resp. plochami urc¢ité symetrie mohou velmi zjed-

nodusit vypocty v tlohach stejného typu symetrie.

Priklad 5.16: Laplacetv integral v polarnich souradnicich
Na strané 240 prvniho dilu jsme hovotili o Laplaceové integralu:

o0

/ et dt = /.

— 00

Nyni si hodnotu Laplaceova integralu nazorné zdivodnime pomoci jeho pfevodu do polarnich souradnic. Uva-

zujme o dvojném integralu
a a
//e_wz_yzdxdy.

—a —a
Timto integralem bychom napiiklad pocitali hmotnost ¢tverce o strané 2a (v kartézskych soutadnicich), jehoz
plosnd hustota je dana funkci o(x,y) = e~®"=¥*. Vzhledem k tomu, ze funkce hustoty klesd se vzdalenosti
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od pocatku, mizeme si polozit otazku, zda existuje limita tohoto integralu pro a jdouci do nekonecna. Takovy
nevlastni integral by pak odpovidal vypoétu hmotnosti M nekoneéné roviny s plognou hustotou o(x,y). Upravou
integralu dostaneme:

M = / /e_IZ_ydedy: / /e_f”ze_yzdxdy: /e_mzdx/e_yzdyz /e_tzdt

Laplacetv integral jsme zatim nespocitali. Vidime vsak, ze pokud bychom dokézali spocitat hmotnost M ne-
koneéné roviny s hustotou o(z,y) néjakym jinym zpusobem, byla by tato hodnota rovna pravé druhé mocniné
Laplaceova integralu. V polarnich soufadnicich to bude jednoduché! Protoze je z2 4 32 = o2, pro funkci hustoty
plati o(o, ) = e . Plosny element dz dy nahradime vyrazem p do dy a nevlastni integral jiz snadno spocitame:

o0 1 0o
M://e*"Qngdsﬂ:/dw/e*929d9:27r [2e92} =7 {lim e 1] =T.
0 00— 00
0 0 0

Hmotnost M a tedy i druhd mocnina Laplaceova integralu je rovna hodnoté 7.

V dalsich tivahéch si vSimneme jiného zptsobu, jak urcit plosny, resp. objemovy element v
poléarnich, resp. valcovych a kulovych souradnicich, nez jsme pouzili v prikladech 5.13 a 5.14.
Ziskame tak postup, ktery bude mozné zobecnit i na jiné ki¥ivocaré soutradnice, u nichz bychom
s geometrickym pristupem pouzitym v prikladech 5.13 a 5.14 neuspéli. V prikladu 5.2 jsme
vyjadiili obsah jednotkové plosky urcené vektory ortonormalni baze (€, p, €, p) kartézskych
soufadnic umisténé v bodé P ponékud komplikovanym zptisobem, jako velikost vektorového
soucinu téchto vektord. Tyto vektory jsou tecné k souradnicovym pifimkam p, p a p, p procha-
zejicim bodem P. Jejich konstrukci ukdzeme na nésledujicim ptikladu.

Priklad 5.17: Tecny vektor

Parametrické vyjddieni pifmek p, p a p, p ma tvar p,p = {(z,y) € R*|z = t,y = yp}, pyp =
= {(z,y) € R?|z = zp,y = t}. Predstavme si, ze napriklad pfimka p, p je parametrickym vyjadfenim
trajektorie néjaké castice, pricemz parametr ¢ predstavuje ¢as. Poradny fyzik musi namitnout, ze rovnost x = ¢
je rozmérové nespravna, nebot ¢as je méfen v sekundich a soufadnice v metrech. Tato spravna namitka se

dé vyftesit, zapiseme-li vztah ve tvaru = uit, kde u; = 1ms™!

mé vyznam slozky rychlosti a funguje jako
rozmérovd konstanta. Polohovy vektor této ¢astice je tedy 71(t) = (uit, yp), jeji rychlost je ¥;1(t) = 1 (t) =
= (1, 0)ms~!. Vidime, Ze rychlost je ¢iselné rovna teénému vektoru é, p k soufadnicové pifmce p, p. Stejnou
uvahou dospéjeme k zavéru, ze vektor €, p = (0, 1) je ¢iselné roven rychlosti ¢astice, jejiz trajektorie ma pa-
rametrické vyjadieni ptimky py p, tj. 72(t) = (zp, ust), kde ug = 1ms™! je opét rozmérova konstanta. Plati
Ta(t) = 7a(t) = (0, ug) = (0, 1) ms~ .,

Prikladem 5.17 jsme si tak trochu pripomnéli néco z odstavce 2.2.6 prvniho dilu, v némz
jsme se zabyvali charakteristikami trajektorii ¢astic podrobnéji. Z toho, co o nich uz zname,
nyni pouzijeme tu nejjednodussi a nejnazornéjsi véc, ze totiz te¢ny vektor ke kiivce C v roviné
R?, resp. v prostoru R?, vyjadiené parametricky ve tvaru zobrazeni

C: o, B2t — 7(t) = (2(t), y(t)) € R?, resp. #(t) = (x(t), y(t), 2(t)) € R,
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je . .
fe(t) =7(t) = (&(1), §(t)), resp. fe(t) =7(t) = (&(t), y(1), (1)) (5.23)

Vypocteme nyni tecné vektory k soutadnicovym kiivkdm polarnich, valcovych a kulovych sou-
fadnic.
Priklad 5.18: Tec¢né vektory k soutadnicovym kfivkdm — polarni soutadnice

Polohovy vektor obecného bodu s polarnimi soufadnicemi (g, ) je v kartézskych soufadnicich vyjadien
vztahy (5.5), soufadnicové kiivky jsou uréeny vztahy (5.13). Uvazujme tieba o kiivce C, p. Podél ni je polarni
soufadnice p = pop konstantni, proménnou soufadnici ¢ chapeme jako parametr. Parametrické vyjadfeni kiivky
Co.p je tedy

Tio,p = (T, (), Yo, (9)) = (0P cOs p, op sing).

Odpovidajici teény vektor k této souradnicové kiivce dostaneme podle vztahii (5.23) derivovanim jejiho para-
metrického vyjadfeni podle parametru ¢,

fo,p = (—opsing, opcosy)|,_,. = (—opsingp, opcospp).
Obdobné dostaneme parametrické vyjadieni kiivky C, p a jeji te¢ny vektor v bodé P. Proménnym parametrem
vsak nyni bude p,
To.p = (20,p(#); Yo.p(p)) = (0CcO8@p, @singp),  fop = (cospp, sinpp).

Zatimco vektor j; p je jednotkovy, u vektoru j?;,, p tomu tak neni. Je tim delsi, ¢im je bod P vzdalenéjsi od
pocatku soustavy sourfadnic. Zase si mizeme uvédomit analogii s fyzikou: Parametr ¢ se pfi jednom obé&hu
Castice po kruznici zméni o 27. Pokud by rovnomérné obihajici ¢astice méla vykonat jeden obéh po kruznici za
danou ¢asovou periodu T, musela by mit tthlovou rychlost w = 27/T. Vektor jeji rychlosti (teény vektor k jeji

trajektorii) by pak mél v pfipadé, Ze kruznice mé polomér gp, velikost v = wop tmérnou poloméru kruznice.

Predchozi podrobny vypocet te¢nych vektori k souradnicovym k¥ivkam polarnich soutadnic
v bodé P je navodem na vypocet slozek tecnych vektorti v obecném bodé. Staci si uvédomit,
ze vektory fg pa f<p p jsme ziskali derivovanim polohového vektoru

™o, ¢) = (x(0, ¢), y(o, ¢)) = (0cos p, psin )

jednou podle g pfi konstantni hodnoté ¢ = ¢p, podruhé podle ¢ pfi konstantni hodnoté ¢ =
= op. Jde tedy o parcidlni derivace. Pro te¢né vektory k souradnicovym kfivkdm v obecném
bodé plati

f; = (&x%gé SD), ay(gé’) (’0)) = (cosp, sinp), (5.24)
- 0 0
fe = ( x(ai;(’p)7 yg;sp)) (—osingp, ocosp).

Vektory f, a f, mizeme zapsat jako linedrni kombinaci vektort € a €, tj.

—Qey = COS Y €, + SN €y,
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or 8y
Je= 9,51 5,
A zase algebra. Matice pfechodu

oz Oy cosp  sing
Da = ( de 9o > = (5.25)

—osiny pcosy

= —psinp e, + pcos Y €,.

se nazyva Jacobiho matice zobrazeni o : (o0, ) — (x,y) = (ocosp, osinp) pfifazujictho
polarnim soufadnicim soutadnice kartézské. Tato matice je regularni pro vSechny dvojice po-
larnich soutradnic (o, ) € (0, 00) x [0, 27). Existuje k ni tedy matice inverzni. Jejim vypoctem
se budeme zabyvat ve cviceni.

Na zékladé analogie s vyjadrenim kartézského plosného elementu zavedeme nyni plosny
element v polarnich souradnicich. Vektortim fQ a fso formalné doplnime nulovou z-ovou slozku
a urcime jejich vektorovy soucin. Plati

> o Jx O dx 0 ox 0 ox 0
fgxfcp: _xa _y70 X _xv _y70 = anv_m_y__x_y :(0,0, Q)
0o’ 0o dp’ dp 00 0p Oy 0o
Vsimnéme si, Ze jedind nenulova slozka vektorového soucinu f; X ﬁa je rovna determinantu
Jacobiho matice (5.25). Plosny element miZzeme zapsat takto:

ds, = |f;, X f;| dody = |det Da|dpdy = odody.

Vysledek je shodny s odpovidajicim vztahem (5.22). Absolutni hodnota determinantu Jacobiho
matice se nazyva jakobidn.

Tecné vektory k souradnicovym kiivkam ve valcovych a kulovych soufadnicich jiz ted vypoc-
teme snadno a rychle podle pfedchozich navodt. Vypocet provedeme vzdy rovnou v obecném
bodé.

Priklad 5.19: Tecné vektory k souradnicovym kiivkam — valcové soutadnice

Prevod z valcovych do kartézskych soufadnic, tedy zobrazeni

Qo (Q, Y25 Z) — (-Z'(Q, 2 Z)7 y(@v ©s Z), 2(297 2 Z)),

je dan vztahy (5.9). Te¢né vektory k souradnicovym kiivkdm C,, C, a C. jsou

> (0x Oy 0z\ :

fo = <3Q’ 8797 5@) = (cosyp, singp, 0),

(o o o
— 8()0’ 8(10’ 8@

> (O0x Oy 0z\
fg - <82’ %7 (92) - (Oa 07 ]-)

) — (~osing, ocosp, 0), (5.26)
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Jacobiho matice a jakobian jsou

cosp  sing 0
Do = —osingp gcosp 0 |, |detDa|=p.
0 0 1

Priklad 5.20: Te¢né vektory k souradnicovym kiivkam — kulové souradnice
Zobrazeni o urcujici pfevod z kulovych do kartézskyjch soutadnic,
Q (Ta 197 90) — (‘T(Tv 197 ()0)7 y(ra 193 Qa)v Z(Ta 197 90))7
je dano vztahy (5.11). Te¢né vektory k soufadnicovym kiivkam C,, Cy a C, jsou
- Oxr dy 0
fr = ((,;, a—‘z, 8i> = (sind cos p, sin Y sin p, cos ),
- dx Oy 0
fo = (813;’ 8—5, 5‘3) = (rcosdcosy, rcostsinp, —rsind), (5.27)
> Oor Oy 0z
f(p = a9 9 a9 v
dp’ Oy Oy

Jacobiho matice a jakobian jsou

= (—rsin¥dsing, rsindcosp, 0).

sindcosy  sindsinp cosv
Da = rcos¥cosp rcosUsing —rsind |, |det Da| =r?sind.
—rsindsing rsindcosp 0

Vysledky piikladt 5.19 a 5.20 jsou opét v souhlasu se vztahy (5.22), jestlize objemovy ele-
ment ve valcovych, resp. kulovych souradnicich definujeme v analogii s objemovym elementem
v soutadnicich kartézskych, tj.

av, = |IFyr For £l

dodpdz, dV, — ‘[ﬁ, for £ol] dr a9 de.

Pri vypoctu plosného, resp. objemového elementu v polarnich, resp. valcovych, ¢i kulovych
soufadnicich je vyhodné pracovat v obecném bodé s tzv. pohyblivou bazi tvorenou tecnymi vek-
tory k soutradnicovym kiivkam. Pomoci skaldrniho soucinu snadno provérite, ze u vSech typu
kiivocarych souradnic, kterymi se v tomto odstavci zabyvame, jsou kazdé dva vektory této
,pohyblivé“ baze ve vSech pripadech kolmé. Proto se také polarnim, valcovym a kulovym sou-
fadnicim 1ika ortogondlni. Vektory pohyblivé baze ale nejsou obecné jednotkové, coz mize byt
pii nékterych vypoctech nevyhodné. Bude proto uzitecné vedle baze s rtizné dlouhymi vektory
zavést i odpovidajici bazi ortonorméalni. Ta bude tvorena jednotkovymi vektory souhlasné rov-
nobéznymi s tecnymi vektory k souradnicovym kiivkdm. Dejme tomu, Ze soutradnicova kiivka
ma parametrické vyjadieni

C: o, flot — (x(t), y(t), 2(1)).
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Jeji teény vektor je dan vztahem (5.23). Odpovidajici jednotkovy vektor je

fo = —  (&(0), 9(t). £(0).

Velikost vektoru he = |fe| se nazyva Laméuv koeficient. PFi tomto oznaceni muzeme psat
fe=hceéc.
Priklad 5.21: Laméovy koeficienty polarnich, valcovych a kulovych souradnic

Vypocet Laméovych koeficientl je jen rutina. Pro polarni soufadnice plati

pro valcové

a konec¢né pro kulové
hr=1, hg=r, h,=rsind.

Priklad 5.22: Co kdyz bude teény vektor nulovy?

Bude pak nulovy také objemovy element? A Jacobiho matice bude singuldrni? Muze v néjakém bodé tato
situace nastat? Vnimavy ¢tendf si jisté v8iml, Ze za vztahem (5.25) jsme se zminili o reguldrnosti Jacobiho
matice pro o z otevieného intervalu (0, 0o). Pfitom v pfedchozim textu jsme méli interval zleva uzavieny (nulovd
hodnota soufadnice o odpovidala po¢atku soustavy soutadnic). Ze by ndm tento bod ,zavazel“?

Opravdu je tomu tak: Vypocéteme-li teény vektor ﬁp podle vztahu (5.24) pro ¢ = 0 a libovolné ¢, dostaneme
nulovy vektor. Druhy fadek Jacobiho matice (5.25) je také nulovy, matice je singuldrni. Pochopitelné je nulovy
také objemovy element, jakobian a Lamétv koeficient h.,.

Pti¢inou tohoto problému je skutec¢nost, ze pfevod do polarnich soufadnic neni vzajemné jednoznac¢nym
zobrazenim, jak bychom si ptéli. Ze vztahu 5.5 vidime, Ze nekone¢né mnoha dvojicim (g, ), kde o = 0 a ¢
je libovolné, je pfifazen tentyz bod v kartézskych soufadnicich — pocatek soustavy soufadnic (x,y) = (0,0).
Naopak ve vztahu 5.6 opaény prevod ,nefunguje“ (inverzni zobrazeni v pocétku soustavy soufadnic neexistuje,
thel ¢ neni definovan).

Situaci napravime tim, Ze pocatek soustavy soufadnic, tj. hodnotu ¢ = 0, vynechame z nasich avah. Po
tomto omezeni se pievod z poldrnich do kartézskych souradnic a : (0, 00) x [0, 27) — R?\{(0,0)} stane vzajemné
jednoznaénym zobrazenim a existuje k nému zobrazeni inverzni =1 : R? \ {(0,0)} — (0,00) x [0,27). Te¢né
vektory jsou potom ve vSech bodech nenulové a Jacobiho matice regularni. Nebudeme vsak vynechany bod
postradat pfi vypoctech objemt v polarnich soufadnicich? Pomoci pokrocilejsiho matematického aparatu lze
ukazat, Ze poruseni regularnosti Jacobiho matice v jednom jediném bodé vysledek vypoctia neovlivni.

Na podobny problém narazime také u vélcovych, resp. kulovych soufadnic. Rozmyslete si sami (s vyuZzitim
vztahtt (5.26) a (5.27)), které body porusuji regularitu Jacobiho matice a nenulovost teénych vektord (ale
pozor — je jich nekoneéné mnoho, tvoii celou pfimku). Jak musime omezit intervaly pro vélcové, resp. kulové
soufadnice, aby prevod do kartézskych soufadnic byl vzajemné jednozna¢nym zobrazenim? MnoZina bodi, které

porusuji regularitu Jacobiho matice, je viak v R3 nastésti opét ,zanedbatelna“ z hlediska nagich vypoctii.
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5.2.5 Elementarni délka

V prvnim dilu knihy jsme se v odstavcich 2.3.5 a 2.3.6 naucili pocitat pomoci kfivkového
integralu prvniho druhu délku, hmotnost a dalsi charakteristiky ktivky C, ktera byla zadana
v kartézskych soutradnicich parametrickym vyjadienim. Vychazeli jsme pii tom z kartézskeho
elementu délky d¢, resp. z jeho kvadratu (d¢)?. Ten jsme pfi jistém déleni D intervalu parametr
vyjadrili nejprve priblizné, nahradou skutecné délky oblouku mezi dvéma sousednimi body,
vzniklymi na kiivce volbou déleni, délkou malé tsecky spojujici tyto dva body. Pak jsme provedli
limitni pfechod normy déleni v(D) k nule (vztah (2.62)). Vzpominate si? P¥ipomeneme tento
postup, ale jen ,z rychliku“. Vysledek pouzijeme jako vychodisko pro vypocet elementu délky
rovinné kiivky, ktera bude zaddna v polarnich soutadnicich, resp. prostorové kiivky zadané v
soufadnicich véalcovych nebo kulovych. Zvolme na kiivee C v R? dva blizké body o soufadnicich
(x,y) a (r + Az, y + Ay). Délka tsecky, kterd body spojuje a piiblizné nahrazuje délku A/
skutecného oblouku k¥ivky mezi nimi, je

Al =/ (Az)?2 + (Ay)2 = (A0)? = (Az)? + (Ay)2.

Po provedeni limitniho pfechodu v(D) — 0 zapisujeme element délky, resp. jeho kvadrat, ve
tvaru

dl = /(dz)? + (dy)?, resp. (df)* = (dz)*+ (dy)>.

Pracovat s kvadratem bude pro dalsi pocitani pohodlnéjsi, nemusime se ,,vlacet”“ s odmocninou.
Pfi pouziti polarnich soufadnic plati (o, ) = pcosp, y(o, ) = osiny. Nasim tkolem nyni
bude vyjadrit element délky kiivky pomoci zmén polarnich souradnic Ap a Ay, resp. do a
dp, misto zmén kartézskych souradnic Az a Ay, resp. dz a dy. Nejrychleji by se ndm takové
vyjadreni povedlo, kdybychom jiz méli k dispozici pojem tplného diferencialu funkce vice pro-
ménnych, v tomto ptripadé dvou. Ale bohuzel neméme, musime si pockat na devatou kapitolu.
Pouziti pojmu uplného diferencialu vsak dokazeme obejit — sice mozna trochu slozitéji, ale
pomitizeme si. Potifebnou ,okliku“ ukazeme v néasledujicim prikladu.

Priklad 5.23: Délkovy element v polarnich souradnicich

Je-1i kiivka vyjadfena parametricky v polarnich souradnicich, jsou polarni soufadnice bodt na ni funkcemi
néjakého parametru ¢, tedy o = o(t), ¢ = p(t), t € [a, B]. Kartézské soutadnice = a y jsou pak také funkcemi
parametru ¢, a to prostiednictvim funkei o(t) a ¢(t), tj.

z(t) = o(t) cosp(t), y(t) = o(t)sing(t), ¢ € [a, f].

Ted uz méme co do ¢inéni s funkcemi jedné proménné ¢, i kdyZ jsou to funkce slozené. Pro uréeni jejich
diferencialt, vyjadfujicich jejich prfirtstky tim presnéji, ¢im je mensi prirtistek proménné, pouzijeme vztah
(2.26) z odstavce 2.2.3 prvniho dilu:

da(t) = @(t)dt = [5(t) cosp(t) — o(t)a(t) sin p(t)] dt,
dy(t) = g dt = [o(t)sina(t) + o(t)p(t) cos (1)) dt.
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Uvédomime-li si, ze vyrazy o(t) dt a ¢(t) dt jsou diferencidly funkei o(t) a (t), dostaneme jiz snadno

dz(t) = cosp(t)do(t) — o(t) sinp(t) dp(t),
dy(t) = sinp(t) do(t) + o(t) cos p(t) dp(t).

Nebudeme-li jiz vypisovat zavislost na parametru ¢, jehoz volba je tplné libovolné, zapis se zjednodusi takto:
dx = cospdp — gsinpdp, dy =sinpde+ gcosypdp. (5.28)
Pro délkovy element pak plati (z cviénych diivodi provedte vypocet podrobné)
(d6)? = (cos pdo — psin @ dyp)® + (sinpdg + ocos pdp)?,

(d0)* = (do)® + &% (dp)*. (5.29)
Vsimnéme si vztaht (5.28) pro dz a dy. VypiSeme koeficienty u dp a dy do matice:

cosp —psing
sinp pcosp |
Dostali jsme transponovanou matici k Jacobiho matici (5.25). A jesté néco: Koeficienty u (do)? a (dp)? ve

vyjadieni délkového elementu (5.29) jsou druhé mocniny Laméovych koeficienti. Kvadrat délkového elementu
bychom tedy mohli zapsat ve tvaru (d¢)? = 2 (dg)* + k2 (de)?. Je to vechno ndhoda?

Je to v8echno nahoda? JistéZe neni — to je odpovéd na otazku, kterou jsme uzavieli priklad
5.23. ,,Okliku“ pri vypoctu elementu délky v polarnich soufadnicich, kterou jsme pouzili v
prikladu 5.23, nyni zobecnime tak, zZe budeme pracovat s obecnymi funkénimi zavislostmi z =
= x(0, p), ¥y = y(o, p) a obecnym parametrickym vyjadienim o = o(t), ¢ = ¢(t), t € |o, [].
Vyjadreni z a y pomoci polarnich soufadnic dosadime az do vysledku.

Parametrické vyjadieni krivky v kartézskych soutadnicich je dano sloZzenymi funkcemi jedné
proménné ¢

2(t) = z(e(t), ¢(t), y(t) = yle(t), ¢(t))-

Kazd4 z nich ma vné&jsi slozku (z, resp. y) zavislou na dvou proménnych p a . Ty jsou funkcemi
jediné proménné, parametru t. V odstavci 5.2.3, konkrétné v piikladu 5.12, jsme zkoumali
pravidlo pro parcialni derivovani slozené funkce, kde vnéjsi slozka i vnitini slozky byly funkcemi
vzdy dvou proménnych. Toto pravidlo mtizeme aplikovat i na p¥ipad, kdy vnitini slozky, a tim i
slozend funkce, zavisi pouze na jedné proménné. Jedinou zménou bude to, Ze jednu proménnou
vypustime a misto parcidlnich derivaci slozené funkce budeme pocitat derivaci obycejnou.

i) = 28 o) + 2B Ay,
9 o)) P o) (1))

oy = 2Dy e D) 2(0)
R POREIO) LR PTORI0)
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Pro diferencialy funkei o(t) a ¢(t) jedné proménné t opét pouzijeme znamych vztahi vychaze-
jicich ze vzorce (2.26) v prvnim dilu, do(t) = o(t) dt a dp(t) = ¢(t) dt. Pro diferencialy funkci
x(t) a y(t) tak dostaneme, jiz bez vypisovani proménné t,

dz(0, ¢) dz (o, ¥)

dr = ———Fdo+ —=—dp = cospdp — psinpdy, (5.30)
do g

dy = (o, ¥) do + (o, ¥) dp = sinpde+ pcospde.
do d¢

Asi nas neptekvapi, Ze jsme po obecném vypoctu dostali dosazenim konkrétniho vyjadreni
kartézskych soufadnic pomoci polarnich vztahy (5.28).

Pozn.: Vsimnéte si souvislosti vztaht (5.28) se vztahy uvedenymi za vzorci (5.24). V obou
pripadech jde o linedrni kombinace. Tecné vektory k polarnim souradnicovym kiivkam jsou li-
nearni kombinace vektort tecnych ke kartézskym soutradnicovym pfimkam, koeficienty linearni
kombinace jsou prvky Jacobiho matice pfechodu od polarnich ke kartézskym soufadnicim Da.
Diferencidly kartézskych souradnic jsou linedrnimi kombinacemi diferencialti polarnich soutrad-
nic. Koeficienty jsou prvky transponované matice k matici Da.

Pomoci dz a dy danych obecnéjsi ¢asti vztahi (5.30), tj. jesté pred dosazenim konkrétniho
vyjadreni parcidlnich derivaci, zapiseme nyni kvadrat elementu délky kiivky,

(d0)? = (dx)* + (dy)* = o 4 +a—$d 2+ % q +@d T

o\ * ay\° 9 Ox Ox Oy Oy oz \” ay\’ 9
pu— —_— _— 2 -_— e e — .
[(00) ' (8@) ] ey (89 9 " B0 8@) dedet (090) ' (890) )

Zajimavé jsou koeficienty u vyrazti (do)?, dody a (dp)?. Hned je vidét jejich souvislost s te¢nymi
vektory f, a f, (viz (5.24)). Jsou to jejich vSechny mozné skalarni souciny. Kvadrat délkového
elementu tak muzeme zapsat ve tvaru

(d0)? = (f, fo) (do)® + 2(f, f) dode + (f, f,)(dp)? = h2 (do)® + h2 (dp)?. (5.31)

P1i posledni uprave jsme vyuzili jednak kolmosti vektort f; a ﬁp, jednak definice Laméovych
koeficientt (jsou to velikosti vektori f,, resp. f,).

Priklad 5.24: Maticovy zapis délkového elementu

Nasledujici zapis kvadratu délkového elementu by vam mohl pfipadat jako formalni hicka milovnika alge-
braického formalismu. Ve skute¢nosti vSak mé znacnou obsahovou hloubku. Podstatu problému a jeho tésnou
souvislost s algebrou a geometrii zde sice vysvétlovat nemizeme, ale zdjemctim, ktefi se v budoucnu pfi podrob-
néjsim studiu algebraickych a geometrickych objektt s timto zédpisem setkaji, mize pomoci, Ze jiz na néj kdysi,
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pii zcela elementdrnich a ndzornych tvahéch, narazili. Vztah (5.31) lze formdlné zapsat pomoci maticového
nasobeni:

f_.:?ﬁ f;ﬁp de do
(d6)? = (dg dy) = (de d¢)G :
fofe fofe dep dy
(d0)* = (do dyp) = (d¢ dg) (Da)(Da)”
5 o)\ & ) \d dp

Matice G = (Da)(Da)” mé velkou dtilezitost i pro jiné vypoéty nez jen pro vyjadieni délkového elementu,
naptiklad pro vypocty ploch. Muzeme ji vyjadiit také pomoci Laméovych koeficienti,

FEFPE 2

Lufo Tofs o

G = -

FEFE 2

fefe fofe U
Za chvili ukazeme, ze matice G utvorena ze skalarnich soucint te¢nych vektort soufadnicovych kiivek ,fun-
guje“ pri vyjadfeni délkového elementu obecné v jakychkoli soufadnicich, nejen v polarnich, a Ze v pfipadé

ortogonalnich soufadnic ji 1ze také sestavit z Laméovych koeficientt.

.....

délkovy element rovinné krivky zapsané v polarnich souradnicich, i na kfivku prostorovou v
soutadnicich valcovych nebo kulovych. Jednoduse piepiseme vztahy (5.30) pro tyto ptipady.
Priklad 5.25: Délkovy element ve valcovych souradnicich

Pro ptipad prostorové kiivky a véalcovych soufadnic dostaneme

0 0 0
dr = ﬁdg-f— idg@+£d2 = cospdp— psinpdey,
0o dp 0z
0 0 0
dy = ﬁdg+ﬁd¢+ﬁdz = sinpdo+ gcospdy, (5.32)
0o Op 0z

do dy 0z

(d0)? = (dz)* + (dy)* + (d2)* = (do)® + 0 (dp)* + (d2)* = (5.33)
= 2 (do)? + hZ (dp)® + hZ (dz)*.

Zapis pomoci matice G je

fofo 0O 0 do
(d0)? = (dp d¢ dz) 0 f;, ﬁ;, HOH dp | =
0 0 I2 1= dz
2 0 0 do 1 0 0 do
= (do d¢ d2) 0 hi 0 dp | =(de de dz)| 0 0* 0 dy
0 0 A2 dz 0 0 1 dz
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Priiklad 5.26: Délkovy element v kulovych soufadnicich

Pro pfipad prostorové kiivky a kulovych souradnic dostaneme analogickym postupem jako v ptikladu 5.25,

dr = ?d —l—%dﬂ—kg—mdgp = sindcos pdr + rcos v cos pdd — rsindsin p dy,
dy = %dr—l—ggdﬂ—l—gyd = sindsinpdr + rcos¥sin ¢ dd + rsind cos p dy, (5.34)
0z 0z 0z .
dz = a—d —l—a—ﬁdﬁ—i—a—d(p = cosvdr — rsinddd,
(d0)? = (dz)? + (dy)? + (d2)? = (dr)? + 2 (d9)? + 72 sin? ¥ (dy)? = (5.35)

= h2(dr)? + A3 (d9)* + hi (de)?.

Zéapis pomoci matice G je

frfr 0 0 dr
(d0)2 = (dr d9 dy) 0 fofso O do | =
0 0 fofo de
RZ2 0 0 dr 1 0 dr
=(dr d9 dp)| 0 A2 0 a9 | =(dr do do)| 0 »2 0 dv
0 0 hi dey 0 0 7r2sin?9 de

Priklad 5.27: Prakticky vypocet délky kiivky

Pouziti délkového elementu u kiivocarych soufadnic pro vypocet délky oblouku ki¥ivky ukdzeme na jedno-
duchém ptikladu, u kterého vime, jak musi vysledek dopadnout. Tak tfeba pilkruznice — kazdy vi, ze jeji délka
je ™R, je-li R jeji polomér. Jak se ale k tomuto vysledku dopracujeme? Jednoduse ,secteme® délkové elementy
integralem. Zkusme to nejprve v kartézskych soufadnicich. Rovnice piilkruznice v horni poloroviné roviny R?2

je
x
VR -2 — @)= ———" ze(-R R).
V=T (- R)
Mtzeme to povazovat i za parametrické vyjadfeni ptlkruznice s tim, Ze proménnou x bereme jako parametr.
Vyjadiime délkovy element a vypocteme délku kiivky pomoci kiivkového integrdlu prvniho druhu (viz odstavec
2.3.5).

Substituce x = R cosu vede k ocekdvanému vysledku

0
L(C) = / R (—=Rsinu)du = 7R.

R|sinul
™
Rychleji vSak tento vysledek ziskdme, pouzijeme-li souradnice, které lépe vystihuji tvar kfivky, jejiz délku
pocitdme — jde samoziejmé o soufadnice poldrni. Poldrni rovnice kruznice (nebo jeji ¢asti) o poloméru R je
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0= R, tj. do = 0. Dosadime-li do vyrazu pro délkovy element (5.29) a integrujeme pies proménnou ¢ v mezich
[0, 7], dostaneme okamzité

éz/Rd(p:ﬂ'R.
0

Priklad 5.28: Délka trajektorie Castice na to¢né

A nebo jiny piiklad, jehoZ vysledek neni na prvni pohled jasny. Kiivka C s parametrickym vyjadienim
Z(t) = Rwtsinwt, §(t) = Rwt coswt piedstavuje docela zajimavou trajektorii ¢astice. Takovou stopu by totiz na
tocné rotujici rovnomérné thlovou rychlosti w ,nakreslila®“ c¢astice, kterd by se pohybovala rovnomérné podél
osy y v pevné soustavé soufadnic rychlosti o velikosti v = Rw (obrazek 5.13). Pfesvédéme se, ze tomu tak

y=9 Y 7

<

8|

&L
&L

Obr. 5.13 Céstice na toénd.

opravdu je. Dejme tomu, ze v okamziku ¢ = 0 Castice pravé prosla pocatkem soustavy soufadnic a Ze v tomto
okamziku soufadnicové osy na to¢né T, resp. ¥ splyvaly se soufadnicovymi osami pevné soustavy x, resp. y. V
okamziku ¢ je ¢astice na ose y ve vzdalenosti vt = Rwt od pocatku. Promitnutim jejiho polohového vektoru 7(t)
do os T a g zjistime jeho slozky vzhledem k rotujici soustavé souradnic pevné spojené s to¢nou. Jsou skuteéné
rovny Z(t) = Rwtsinwt a §(t) = Rwt coswt. Oznaéime-li o(t) = Rwt a ¢(t) = wt, mame parametrické vyjadieni
trajektorie v polarnich soutadnicich. Plati
T = Rypsingp, §= Rpcosy =
:szi'2+g2:R2§02:>Q:R§0~

A to je poldrni rovnice trajektorie, nazyvané Archimédova spirala. Element délky je podle vztahu (5.29) roven

dl = /(do)? + 0*(de)? = VR2 (dp)? + R2¢% (dp)? = R\/1+ ¢2 do.

Odtud pro otoceni to¢ny napiiklad o 360° vyjde, pfi substituci ¢ = sinhu,

U U

7 1 + cosh 2u 11 v
E(C):R/md@:R/coshQUdu:R/fdu:R {2u+4sinh2u} ,
0

0 0 0

kde U = In (2w+\/m).
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5.2.6 Cviceni

1.

*6.

10.

11.

Bod P € R? je zaddn svymi kartézskymi soufadnicemi. Uréete jeho soufadnice poldrni. Uréete slozky
te¢nych vektort f, p, f,,p v bodé P vzhledem k bézi €, p, €, p a vyjadrete polarni plosny element v bodé
P:

a) P= (xp, yp) = (47 3), b) P=(xp, yp) = (5, —12).

. Bod P € R? je zaddn svymi polarnimi soufadnicemi. Urcete jeho soufadnice kartézské:

a) P=(op, pp) = (8, 1), b) P =(ep, pp) = (13, ).

. Zapiste kartézské rovnice souradnicovych kiivek C, p a C, p prochdzejicich bodem P pro kazdy z bodtd P v

ulohéach 1 a 2.

. Zapiste kartézské rovnice souradnicovych ploch S, p, S, p,S. p a kartézské rovnice soufadnicovych kiivek

Co,p,Cy,p,C. p prochézejicich bodem P = (¢p,¢p,zp) = (2,7, —1) ve valcovych souradnicich.

. Zapiste polarni i kartézskou rovnici elipsy, pro niz a = 5cm, € = 0,8 a jejiz pravé ohnisko F' lezi v pocatku

soustavy soufadnic. Osy elipsy jsou rovnobézné s osami soustavy soutradnic.
a) Odvodte polarni rovnici paraboly, jejiz ohnisko F' lezi v poc¢atku soustavy soufadnic a jejiz osa splyva
s osou x. Zapiste i jeji kartézskou rovnici.

b) Odvodte poldrni rovnici hyperboly se stfedem v po¢atku soustavy soufadnic a hlavni osou rovnobéznou
s osou x. Zapiste jeji kartézskou rovnici.

. Urcete inverzni matice k Jacobiho maticim pifechodu od polérnich soutfadnic ke kartézskym, od valcovych

ke kartézskym a od kulovych ke kartézskym. Urcete také obor jejich existence.

. Zobecnéné polarni soufadnice g, ¢ v R? jsou definovany vztahy = = apcosy, y = bpsiny,, kde a,b jsou

kladné konstanty, p € (0,00), ¢ € [0,27). Urcete p a ¢ jako funkce z a y. Zapiste soutadnicové kiivky
(kartézské rovnice), Jacobiho matici a jakobidn. Urcete Jacobiho matici a jakobidn inverzni transformace.
Zdtvodnéte, proc je interval proménné o otevieny.

. Zobecnéné kulové soufadnice 7, ¢, ¥ v R® jsou definovény vztahy z = arcosesind, y = brsingsind,

z = crcosv, kde a, b, ¢ jsou kladné konstanty, r € (0,00), ¢ € [0,27), ¥ € (0, 7). Urcete r, ¢ a 9 jako funkce
x, y a z. Zapiste soufadnicové kiivky a soufadnicové plochy (kartézské rovnice), Jacobiho matici a jakobidn.
Uréete Jacobiho matici a jakobidn inverzni transformace. Zduvodnéte, pro¢ jsou intervaly proménnych r a
9 oteviené.

Vypoctéte parcidlni derivace f, fy, foz, fyy & foy Pro nasledujici funkce:

= /x? + 2, ¢) f=arctg\/Z, e) f=uxsiny+ysinz,

b) f=@*+1)7, d) f=In(a?+y?), £) f=F

Uvazujme o slozené funkci Z(z, y) = z(t(z, y), s(z, y)). Pievedte nésledujcici vyraz R, obsahujici proménné
2 a y, do novych proménnych ¢ a s:

a) R=2xZyy —2Zyy +Z,, kdet=y+2yz, s=y—2yx,
) R=Zy + Zy,, kde x=tcoss, y=tsins,

¢) R=aZyw —yZyy, kdet= [z — /Y, s=+T+ /Y,

) R

22 (Zow — Zuy) + v (Zyy — Zay), kdet:x—l—y,s:%—i—%.
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12. Je dédna funkce f(x, y) = Flo(z, y), ¢(z, )], kde o(z, y) a ¢(z, y) jsou dany vztahy (5.6) (pfevod z kar-
tézskych do polarnich soufadnic). Vypoététe fz, fy, fow, foy, fyy v Proménnych o a ¢.

x13. Pro funkci f(x,y, z) vyjddiete vyraz % + g;{ + % ve valcovych souradnicich a v kulovych soufadnicich.

5.3 Obecné souradnice

V predchozich odstavcich jsme na podrobné rozebranych piikladech nejpouzivanéjsich typt
kiivocarych souradnic fakticky jiz ukézali, jaky bude postup pii praci s obecnymi kiivo¢arymi
soufadnicemi v roviné ¢i prostoru. Tento postup nyni jen pouzijeme — uz skoro bez prace.

5.3.1 Souradnicové krivky a plochy

Budeme vychdzet z predpokladu, Ze na néjakém defini¢nim oboru D, C R?, resp. D, C R?,
obvykle kartézském soucinu dvou, resp. tii otevienych, nebo uzavienych intervali, je zadana
transformace souradnic

a: Dy 3 (u,v) — (2(u, v), y(u, v)) € R? resp. (5.36)
a: Dy 3 (u, v, w) — (z(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) € R,

kterd je prostym zobrazenim, tj. kazdy obraz (z, y), resp. (z, y, 2) € H, z oboru hodnot
zobrazeni ov ma pravé jeden vzor (u, v), resp. (u, v, w) € D,. Tento pfedpoklad zajisti, ze se
nedostaneme do problémt popsanych v prikladu 5.22. Déle predpokladejme, ze existuji spojité
parcialni derivace vSech funkci z, y, resp. z podle vSech proménnych u, v, resp. w. Obdobné
jako u polarnich, valcovych a kulovych soufadnic mtzeme i v takovém obecném pripadé vyslovit
nasledujici definici.

Jacobiho matici zobrazeni o nazveme matici

ox oy oz
Oou Ou Ou
oz Oy
Ju  Ou
Da(u, v) = , resp. Da(u, v, w)= g—z % % . (5.37)
oz Oy
ov  Ov
oz Oy 0z
ow Ow Ow

Tato matice je regularni. (Vite, ktery z pfedpokladii o zobrazeni « to zarucuje?) Absolutni hod-
nota jejiho determinantu je jakobidn. Proménné u, v, resp. w se nazyvaji krivocare souradnice.

Obdobné jako u polarnich, resp. valcovych a kulovych soufadnic miZzeme i u obecnych
kiivocarych souradnic prolozit kazdym bodem P v roviné, resp. prostoru souradnicové plochy
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Obr. 5.15 Soutradnicové kiivky v prostoru.

a souradnicové krivky. Podél soufadnicovych kiivek v R? a soufadnicovych ploch v R? zistava
konstantni jedna z kiivoc¢arych soufadnic, podél souiadnicovych kiivek v R3 dvé.

Cupr = {a(u, v) € R?|v=uvp, (u, vp) € D,}, (5.38)
Copr = {a(u, v) € R?|u=up, (up, v) € D,}.
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Sur = {a(u, v, w) € R’ |u=up, (up, v, w) € Dy},
Sop = {a(u, v, w) € R*|v=wp, (u, vp, w) € Dy}, (5.39)
Swr = {a(u, v, w) € R*|w = wp, (u, v, wp) € Dy}

Cu,P = Sv,P N Sw,Pa C’U,P = Su,P N Sw,P7 Cw,P = Su,P N Sv,P- (540)

Ptipad soutradnicovych ktivek v roviné, resp. v prostoru je schematicky znazornén na obrazku
5.14, resp. 5.15.

Priklad 5.29: Paraboly a hyperboly jako souradnicové kiivky

Pfedstavme si rovinny atvar omezeny parabolami y = z2 a y = 222 a hyperbolami y = 27! a y = 327!
(obrézek 5.16). Kazdym bodem tohoto ttvaru miZeme prolozit jednu parabolu y = uz?, u € [1, 2], a jednu

Y

50 Cup:y= vz !

40

30

20

0 1 5 TR 4 57
Obr. 5.16 K prikladu 5.29.

hyperbolu y = va~1, v € [1, 3]. Jsou to ,budouci“ soufadnicové kiivky transformace souiadnic

a: Dy=1[1,2]x[1,3] 3(u,v) — alu,v) = (z,y) € R%.
Rovnice zobrazeni « ziskdme z rovnice paraboly a hyperboly prochéazejicich obecnym bodem,

y=ur?, y=vz ' = xz(u,v)=u 5 s y(u,v):u%v.

o
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Jacobiho matice a jakobidn tohoto zobrazeni jsou
_4
3
L

Da = , |det Da| = U

1 _2 9 1 _1
uT3VTs  Fus v

A jesté bychom méli vypocitat teéné vektory k souradnicovym kiivkdm. Budeme je potfebovat pro ziskéni
plosného elementu. A musime viibec néco pocitat? Z tvah o polarnich souradnicich vime, Ze slozky te¢nych
vektord fg a f@ umisténych v obecném bodé tvorily fadky Jacobiho matice. Tak tomu samoziejmé je i v

obecném pripadé. Je tedy
> (O0x Oy > (O0x Oy )
fu(auv au>v fv(avv 81})7 tJ~

Pridame-li jim nulovou z-ovou slozku, mtizeme spocitat jejich vektorovy soucin. Jeho velikost je %u_l, je tedy

rovna jakobidnu transformace. To nés ale jisté nijak neptrekvapuje.

5.3.2 Elementarni plocha a objem

Elementarni plochu a elementarni objem vyjadiime pomoci tec¢nych vektort k souradnicovym
kiivkam, stejné jako u polarnich, valcovych a kulovych soutadnic:

> (Ox Oy > (Ox Oy
fu - (%7 %) ) fv - (%7 %) ) (54]‘)

> (Ox 8y 0z > [(Oz (9y 0z > (O0r Oy 0Oz
Ju= <8u ou’ 8u) o= (av o’ 8@) Ju= <8w’ ow’ 8w) ' (5.42)
Elementarni plocha a elementarni objem jsou

dS, = |fu X fo|dudv = |det Da| du dv,
AV = [[fus for full dudvdw = |det Da| du do dw. (5.43)

Priklad 5.30: Vypocet obsahu rovinné plochy
Pomoci plosného elementu vypocteme obsah utvaru z ptikladu 5.29. Integralem musime ,secist“ plosné
elementy, které jsou pro nas pripad tvaru %uil du dv. Provedeme to obdobné jako v prikladu 5.15.

2

/ 1 1 2 m2 | 2
/ /—du dv:/ —Ilnu dv:n—/dv:flnl
3u 3 1 3 3
1 L1 1 1

S
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Jak je to vlastné jednoduché! V prvnim dilu jsme se podobné piiklady ucili pocitat pomoci jednoduchého
integralu (jako plochu pod grafem funkce — v tomto p¥ipadé bychom museli atvar rozdélit na vice &asti, aby
se to podatilo). Zkuste to sami a porovnejte vysledek.

5.3.3 Elementarni délka

Posledni véc, ktera nam zbyva, je element délky. Opét pouzijeme postup jeho vyjadieni, ktery
jsme si odvodili pro polarni, valcové a kulové souradnice. Nejjednodussi zapis je maticovy,
pomoci matice G.

(d0)? = (du dv dw) | fufs fofe fofw dv | =(du dv dw)G | dv

fufw fvfw fwfw dw dw

Pokud jsou kfivocaré souradnice ortogonalni, je matice G diagonalni a prvky v diagonale jsou
kvadraty Laméovych koeficientt.

5.3.4 Cvicdeni
v

1. Kiivkami y =z, y = £, y = v/ a y = 5° je vymezena oblast v R?, v niz mize lezet bod P. Popiste bod
P ¢ R? dvojici vhodné zvolenych kiivoéarych soufadnic, najdéte transformaéni vztahy mezi kartézskymi
soufadnicemi (z,y) a kiivoCarymi soufadnicemi (u,v), urete soufadnicové kiivky, jejich tecné vektory v
bodé P, obecny tvar Jacobiho matice a hodnotu jakobidnu v bodé P. Vypoctéte obsah plochy pomoci
transformace do novych soufadnic. Spravnost vysledku zkontrolujte vypoc¢tem obsahu v kartézskych sou-
fadnicich.

Navod: Pfi vypoctu v kartézskych soufadnicich je nutno obrazec ,rozfezat® (viz ptiklad 2.78 v prvnim
dilu).

2. Rovinny ttvar v roviné zy je omezen kiivkami y = 422, y = 823, y = 272, y = 6272 a m4 plosnou hustotu
o(x,y) = kx, k > 0 je konstanta. Vypoctéte jeho hmotnost. Zvolte vhodné kiivocaré soutadnice (u,v),
a !t u=u(z,y),v =v(x,y), uréete Jacobiho matici a jakobian zobrazeni o, m = [ o(u,v)Da(u,v) dudv,
jaké budou meze integralu? Spravnost vysledku si miZete ovérit vypoctem v kartézskych soutradnicich.

3. Pojem Jacobiho matice lze definovat i pro zobrazeni F' : M — R™, kde M C R", které obecné neni
transformaci soufadnic. Formulujte definici Jacobiho matice pro tento obecny pripad a vyreSte néasledujici
ulohy:

a) Jsou zadany funkce F, G : M — R?, M C R?, urcete jejich Jacobiho matice, pokuste se o geometrickou
interpretaci fadkt matice:

F(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) = (cosusin v, sinu sinv, cos v),
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G(u,v) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v)) = (ucosv, usinv, u?).

b) Plocha v R® mé4 kartézskou rovnici (wzgzyZ) = Zé, z > 0. Najdéte vhodné zobrazeni F : M — R3, kde

M C R?, které urcuje tuto plochu (tj. parametrizaci plochy), a spo¢téte jeho Jacobiho matici.

c) Najdéte zobrazeni F : M — R3, M C R, které je parametrizaci sroubovice, a uréete jeho Jacobiho
matici.

d) Najdéte zobrazeni F : M — R2, M C R, které je parametrizaci elipsy, a uréete jeho Jacobiho matici.

4. Je dano zobrazeni « : M 3 (u,v) = (z,y) = a(u,v) € R?, M C R2. V nésledujicich pifkladech urcete
defini¢ni obor M, pro ktery je zobrazeni transformaci soufadnic. Naleznéte inverzni transformaci a zakreslete
soutadnicové kiivky C,, C,. Urcete Jacobiho matici a jakobidn ptvodni i inverzni transformace. Urcete
délkovy element.

a) a: r=uv,y =71,
b) a: z=u+v,y=u—0,

c) a: x=usin(v/2), y = ucos(v/2) + 1.







