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Kapitola 9

Zavislosti na vice parametrech aneb
funkce vice proménnych

Skalarnimi funkcemi jedné readlné proménné jsme se zabyvali velmi podrobné v prvnim dilu.
Umime pocitat jejich limity v bodech vlastnich i nevlastnich, umime je derivovat i integrovat.
Totéz dokazeme provadét i s vektorovymi funkcemi jedné proménné. Kazdy vektor je totiz dan
svymi slozkami, takze kazdéa vektorova funkce je zadana tolika ,obyc¢ejnymi“ skalarnimi funk-
cemi, kolik mé dany vektor slozek. S vektorovymi funkcemi jedné proménné jsme pracovali pti
zadévani trajektorii hmotnych bodu a vypoctech jejich dalsich charakteristik (rychlost, zrych-
leni, kiivost trajektorie, apod.). Tou jedinou proménnou byl obvykle ¢as. Veli¢iny popisujici
objekty a dé&je v pfirods, af jiz jsou tyto veli¢iny skalary ¢i vektory, vSak vétSinou zavisi na vice
proménnych nez jedné. Kromé casu byvaji typicky zavislé na poloze. Vezméme tieba takové
gravitacni pole Zemé. Na Case sice nezavisi, zato vSak klesa s druhou mocninou vzdélenosti od
stfedu Zemé. VeliCina, ktera je charakterizuje, je bud vektorova, nebo skalarni. Tou vektorovou
je gravitacni zrychleni neboli intenzita gravitacniho pole Zemé, tou skalarni je potencidl,

(r) = ot (;) VR =l v Ry
V predchozich vztazich jsou My a Rz hmotnost a polomér Zemé, 7 je polohovy vektor mista,
v némz pole zjistujeme, vzhledem ke stfedu Zemé. Skalarni i vektorové veli¢iny popisujici elek-
trické a magnetické pole ndboj a proudi, rychlosti elementti proudici kapaliny nebo plynu a
fada dalsich fyzikalnich veli¢in jsou nejen funkcemi ¢asu, ale také polohy bodu, v némz je poci-
tame nebo méfime. A stejné jako byly zmény funkci jedné proménné vyjadieny pomoci derivaci,
zmény zmén pomoci druhych derivaci, atd., je tfeba umét pocitat i zmény veli¢in zavisejicich
na vice proménnych. Mohou samoziejmé nastat situace, kdy se méni jen jedna z proménnych,
zatimco ostatni ztistavaji konstantni. Nejsnaze si takovou situaci predstavime naptiklad tak,
Ze mérime tieba elektrické pole stale ve stejném bodé prostoru, ale bézi pii tom cas. Pole se v
daném bodé s casem méni. Nebo naopak v daném okamziku sledujeme rozdilnost pole v bodech
velmi blizkych danému bodu. Obecné se samoziejmé méni vSechny proménné a s nimi i hod-

.....

popsat, uvidime prave v této kapitole. Setkame se v ni s parcialni derivaci, ktera vystihuje, jak
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rychle se méni hodnota funkce se zménou jedné z proménnych. Déle pozname obecnéjsi, smé-
rovou derivaci, kterd popisuje rychlost zmény funkéni hodnoty, méni-li se vSechny proménné,
ale tak, ze bod, ktery reprezentuje soubor jejich hodnot, se pohybuje v prostoru proménnych
po libovolné pfimce (nikoli jen po jedné soufadnicové ose, jako tomu je u parcialnich derivaci).
A konecné zavedeme pojmy uplného diferencidlu a Jacobiho zobrazeni, které popisuji zménu
hodnot skalarni ¢i vektorové funkce v linearni aproximaci, méni-li se hodnoty proménnych zcela
obecné.

Stejné jako u funkci jedné proménné je zakladem pro definici veli¢in popisujicich rychlost
zmény funkce pojem limity, ktery tizce souvisi s pojmem okoli bodi a obecné i s defini¢nimi
obory funkci. Pro pripad funkci vice proménnych klade pozadavek hlubsiho pochopeni pojmu
limity vétsi naroky na soustiedénost a diikladné promysleni rtiznych situaci, nez tomu bylo u
limit funkci jedné proménné. Proto se jim zabyva podstatna ¢ast pomérné rozsahlého odstavce
9.2 poté, co je v odstavci 9.1 vénovana znacnad pozornost riznym typtm defini¢nich obort
funkci. Ctenaf, ktery se chce rychle propracovat k praktickym vypoétéim a spokoji se zatim s
intuitivnim pochopenim pojmu limity funkce vice proménnych (zaloZenym na dobré znalosti
definice a vlastnosti limit funkeci jedné proménné), miize k nim v podstaté rovnou piejit s
védomim, zZe sice bude umét prakticky provadét riizné standardni operace s funkcemi vice
proménnych, ale nebude si pravdépodobné védét rady s netypickymi pripady. K dikladnému
procteni odstavcl 9.1 a 9.2 se miize samoziejmé vratit kdykoli.

9.1 Podmnoziny euklidovskych prostora R"

S defini¢nimi obory funkci jedné proménné to bylo docela jednoduché. Byly to vétsinou intervaly
— otevrené intervaly nebo jejich sjednoceni, uzaviené intervaly, popiipadé intervaly uzaviené
jen z jedné strany. Také zde figurovala okoli bodi, at jiz ryzi, z nichz byl dany bod vyloucen, nebo
takova, kterd dany bod obsahovala. Nic slozitého tam nebylo. Aby bylo mozné funkce derivovat,
coz byla nejcastéjsi operace, kterou jsme provadéli s cilem zjistit, jak rychle se funkce méni,
nemohly byt defini¢ni obory , moc divoké“. Vzdy bylo tieba predpokladat, Zze bod, v némz jsme
funkci nebo jeji zménu vysetfovali, ma okoli, ve kterém je funkce prinejmensim definovana. Pro
pripad funkci vice proménnych je to podobné, ale bude tieba se definicnim obortim vénovat
trochu podrobnéji. Dejme tomu, Ze néjaka fyzikalni, nebo i nefyzikalni veli¢ina bude zaviset
na n proménnych. Kazda z nich mtze nabyvat néjakych hodnot. Funkéni hodnota nasi funkce
bude tak jednoznac¢né urcena souborem n hodnot jednotlivych proménnych. Tuto n-tici budeme
povazovat za bod v prostoru R™. S n-ticemi jsme jiz pracovali v algebre, takze takovy popis
zname. V algebie jsme vSak s nimi provadéli algebraické operace, s¢itani a nasobeni cislem.
Méli jsme tedy v R" zavedenou algebraickou strukturu. Pro praci s funkcemi a pro sledovani
jejich zmén ,bod od bodu“ potfebujeme v R" jesté jinou strukturu. Ta je tvofena okolimi,
podobné jako tomu bylo u funkci jedné proménné. Takova struktura se nazyva topologickd
a matematicka disciplina, ktera se zabyva topologickymi strukturami, se jmenuje topologie.
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Topologickymi strukturami se nebudeme zabyvat v celé obecnosti, i kdyz je to velmi zajimavé.
Budeme pracovat pouze se specidlnim typem, takzvanou euklidovskou topologii v R"™.

9.1.1 Okoli bodti, oteviené a uzaviené mnoziny

S pojmem okoli bodu jsme se setkali hned v prvni ¢asti druhé kapitoly prvniho dilu. Vzpo-
minate? Slo tehdy o okoli bodu a na realné ose R. Okolim jsme rozuméli otevieny interval
(@ — 01, a + 03), 01, 9 > 0, ryzim okolim pak mnozinu (a — d1, a + d2) \ {a}, tj. sjednoceni
otevienych intervalt (a — d1, a) U (a, a + d5). Sjednoceni jakychkoli otevienych intervalt jsme
pozdéji nazyvali otevienou mnozinou, dopliky otevienych mnozin v R byly uzaviené mnoziny.
Vybudovali jsme tak na R euklidovskou topologii (dodatek F prvniho dilu). Podobnéa bude
situace i ve vicerozmérném ptipadeé, tedy v R".
Bod a € R™ je uspotadana n-tice redlnych ¢isel a = (aq, aq, ..., a,).

Otevrenym kvddrem v R"™, nebo téz n-rozmérnym otevrenym kvddrem, rozumime
mnozinu

K = (CLl7 bl) X (CLQ, bg) X X (CLn, bn), a;, bz € R, 1€ {17 2, soog n} (91)

Uzavrenym kvadrem v R, nebo téz n-rozmérnym uzavrenym kvddrem, rozumime mnozinu
K = [ay, b1] X [ag, by] X -+ X [an, by], a;, b; €R, i€ {l,2 ..., n}. (9.2)

Pomoci otevienych kvadri vytvorime na R™ strukturu, ktera umozni pracovat s pojmem okoli
bodu.

Libovolné sjednoceni U otevienych kvadri v R"™ se nazyva otevrend mnozina. Do-
plnék libovolné oteviené mnoziny U v R", tj. R" \ U, se nazyva uzaviend mnoZina.
Za otevienou mnozinu prohlasime také R"™ a prazdnou mnozinu (). KaZdou otevie-
nou mnozinu U obsahujici bod a € R™ nazveme (oteviené) okoli bodu a, mnozina
U\ {a} je ryzi okoli bodu a.

Umeéli byste dokazat, ze ryzi okoli bodu je rovnéz oteviend mnozina?

Typickymi (otevienymi) okolimi bodi jsou oteviené kvadry. Vyjmeme-li z takového kvadru
bod samotny, dostaneme ryzi okoli tohoto bodu. Necht a € R". Okoli, resp. ryzi okoli bodu a
se Casto voli ve tvaru

O(a) = (a1 — 611, a1 + 612) X (a2 — 01, Az + 022) X -+ X (Ap — On1, Ay + Op2), (9.3)
resp.

O(a) = (a1 — 11, a1 + 012) X (ag — da1, Az + O22) X -+ X (ap — Op1, Ay + 0n2) \ {a},
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kde 6;1, 0;0 > 0,1 € {1, ceey n}
Pozn.: V nékterych textech je pojem okoli pfimo definovan vztahem (9.3). NaSe definice okoli
je obecnéjsi a oteviené kvadry jsou jejim specialnim pfipadem. Libovolna oteviend mnozina
obsahujici bod a bude zaroven obsahovat i n&jaky kvadr typu (9.3).

Oznacme 7 systém vSech otevienych mnozin v R"™. Tento systém se nazyva euklidovska
neboli prirozena topologie v R™. VSimnéme si, ze euklidovska topologie v R™ ma nasledujici
vlastnosti:

e e, R"er,
e libovolné sjednoceni mnozin systému 7 je prvkem systému 7,

e prinik dvou libovolnych mnozin ze systému 7 je prvkem systému 7.

Pozn. 1: Pojem libovolné sjednoceni® zahrnuje i moznost sjednoceni nekonec¢né mnoha, do-
konce i nespocetné mnoha mnozin systému 7.

Pozn. 2: Predchozi vlastnosti otevienych mnozin lze jednoduse dokéazat na zakladé toho, jak
jsme oteviené mnoziny v R" definovali. Tato definice je sice velmi obvykla, ale dost specialni.
Obecné se nazyva topologii na mnoziné€ X jakykoli systém jejich podmnozin, ktery prave spliuje
vysSe uvedené vlastnosti. Na mnoziné X, a tedy i pro X = R", existuje takovych systémi obecné
vice, tfeba i nekone¢né mnoho.

Priklad 9.1: Tieti vlastnost topologie

Vsimnéme si podrobnéji tfeti vlastnosti euklidovské topologie. Jisté bychom uméli dokazat, ze také prinik
libovolného konecného poctu otevienych mnozin je oteviend mnozina. Jak by to vsak bylo v pfipadé priniku
nekonec¢ného poc¢tu otevienych mnozin? Bylo by to stejné, nebo jiné, jako u druhé vlastnosti, kde sjednoceni
libovolného systému otevienych mnozin je rovnéz otevienou mnozinou? Ziejmé nikoli — v kladném piipadé
by totiz jisté i tfeti vlastnost byla pro libovolny prunik pfimo formulovana. Jestlize neni, bude nékde ,zrada“.
Skuteéné. Uvazujme tfeba o euklidovské topologii na R. Otevienymi mnozinami jsou vSechna mozné sjednoceni
otevienych intervalti. Ozna¢me pro vSechna n € N

I, = (an, by), kde I, CI,41 provsechna n€ N a lim (b, —a,)=0.

n—roo

Priinikem vsech intervalt I,, je mnozina obsahujici jediny bod, a to neni otevieny interval. Pfikladem konkrétni
volby intervald I,,, pfi které prinik snadno identifikujeme, je tfeba

Priinikem je mnozina {0}. Jak to zjistime? To si zkuste sami.

Vzhledem k tomu, Ze vSechny oteviené mnoziny v R™ mtzeme, kromé prazdné mnoziny,
ziskat sjednocovanim otevienych kvadri, nazyvame systém vsech otevienych kvadri doplnény o
prazdnou mnozinu bdze euklidovské topologie v R™. Obecné nazyvame bazi jakykoli podsystém
To systému 7, z néhoz miizeme sjednocovanim utvorit vSechny oteviené mnoziny v R".
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Priklad 9.2: Jina baze euklidovské topologie

7 pfedchozi obecnéjsi definice baze euklidovské topologie se zdéa, Ze baze ziejmé nebude urcena jednoznacné.
Také vskutku neni. Takovych bazi mtizeme najit i nekonecné mnoho — je to tak trochu podobné jako s bazemi
ve vektorovych prostorech, jichz také existuje nekonecné mnoho. Najdéme tedy néjakou jinou bézi euklidovské
topologie, kterd by mohla byt podobné jednoduché jako baze tvorenad otevienymi kvadry. Zvolme bod a =
= (a1, ag, ..., a,) € R™ a ¢islo r > 0. Mnozinu

B(a, r) = {x: (x1, 2, ..., ,) €ER"

n
Z(ﬂcz —a;)? <r? }
i=1

nazyvame oteviend koule v R". Uvédomme si, ze pro n = 2 se jedna o kruh se stfedem v bodé a a polomérem r,
pro n = 3 o kouli se stfedem v bodé a a polomérem r. Libovolné sjednoceni otevienych kouli nazveme otevienou
mnozinou v R". Dokdzeme ted, Ze oteviend koule je otevienou mnozinou ve smyslu sjednoceni otevienych
kvadrt. Je to jednoduché. Pro n = 2 ilustruje situaci obrazek 9.1. Na obrazku vlevo je znazornéno okoli a ryzi
okoli bodu = = (x1, z2) ve tvaru kvadru. Obrézek vpravo ukazuje myslenku postupu p¥i konstrukei oteviené
koule jako sjednoceni otevienych kvadri: S kazdym bodem lezicim v kouli lze spojit otevieny kvadr, ktery tento
bod obsahuje a ktery se souc¢asné vejde do koule. V obrazku je s bodem =z, resp. 2’ spojen kvadr K, resp. K.
Pro obecné n nyni ukdzeme, jak se takovéa konstrukce zapise matematicky. Vezméme libovolny bod = € B(a, r)

Zy
z,+0,,
Ly
.'E2 { ) \ I{z
\\\z‘
— Z,
IQ 521 2 b\
J \
A \)
AN
\
N T
p— AY
o a5 611 & .731+(512 & \
\\ J,',
z, h\
A\
a, a(K /
Ly
z, 40,
7
(@) z, z, a, L)
Z, O
$2—§21
o 'Tl_(su L) 1‘14—612 4

Obr. 9.1 Oteviené kvadry a koule v R2.

a oznalme § = r — |z — a|, kde vyrazem
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rozumime vzddlenost bodi z a a, tj. vzdalenost bodu x od stiedu koule. Sestrojme otevieny kvadr

fofix+ix XSC*L$+L
Tr — 12\/ﬁ7l 2\/ﬁ n2\/ﬁ7n2\/ﬁ'

Je to vlastné n-rozmérnd krychle o strané §/+/n. Polovina jeji télesové Ghlopticky je

S CARRIE S

Z pfedchoziho vypoétu plyne, ze K, C B(a, r), takze kvadr K, se vejde do koule B(a, 7). Sjednocenim kvadrt

K, pro viechna = € B(a, r) je pravé koule B(a, r). Koule B(a, r) je tedy oteviend mnozina. Sjednoceni libovol-
nych kouli také musi byt oteviend mnozina. Podobné muzeme ukazat, ze kazdy otevieny kvadr lze vyjadrit jako
sjednoceni otevienych kouli. Myslenka dilkazu je stejnd — musime dokazat otevieny kvadr ,vycpat® otevienymi

koulemi. Zkusite to? Névod mate ve cvideni 9.1.5 (tiloha 3).

Resenim ptikladu 9.2 jsme zjistili, ze také oteviené koule

B(a,r)={zeR"||z—a|l <7}, |zt —a| = \/(:1:1 —a1)? 4+ (z, — ap)?, (9.4)

tvori, samoziejmé po doplnéni prazdnou mnozinou, bazi euklidovské topologie. Je tedy jedno,
zda otevienou mnozinu U vyjadiime jako sjednoceni otevienych kvadri, nebo otevienych kouli.
Také pro R™ lze ukazat, podobné jako jsme to provedli pro R v dodatku F prvniho dilu, Ze z
otevienych kvadri, resp. otevienych kouli 1ze vybrat takovou bazi euklidovské topologie, ktera
je spocetna.
Priklad 9.3: Musi byt mnozina v R" oteviend, nebo uzaviena?

Podle nai definice oteviené a uzaviené mnoziny je napiiklad otevieny kvadr v R? (otevieny obdélnik)
K = (=61, 61) x (=02, 82), 61, 82 > 0, otevienou mnozinou. Jeho doplnék v R?, R? \ K, je podle definice
mnoZinou uzavienou. Obdélnik K = [—dy, 1] x [—d2, 62] mé za doplnék mnozinu U = R?\ K. Jisté oCekavame,
7ze K je uzaviend mnozina. Abychom to ovéfili, musime ukazat, Ze U je oteviend, Ze ji dokdZeme zapsat jako
sjednoceni otevienych kvadrt. Praktictéjsi definici oteviené a uzaviené mnoziny totiz zatim nemame. Pokusme
se o potfebné vyjadieni mnoziny U. Pro pfedstavu pouzijme obrazek 9.2. Uvazme mnozinu U; = R\ [-d1, d1].
Vezméme jeji libovolny bod = > §;. Tento bod nepochybné lezi naptiklad v otevieném intervalu

5, 3x-0
Kl(x)(x; 1,3”02 1) aplati Ky(z) C Uy

Tato konkrétni situace je zndzornéna na obrazku 9.2. Pro bod = € Uy, x < —d1, zvolme

) -6
Ki(z) = <3x—2|— L x 5 1), pri¢em? opét plati K;(z) C Us.

Pro x € [—d1, 61] zvolme libovolny otevieny interval K (z) obsahujici bod x. Pro mnozinu Uy = R\ [0z, 02]
a jeji libovolny bod y > d2 dostaneme

Y+ 02 3y— 0o
2 7 2

y € Ka(y), f@(y)( ) plicemz  Ka(y) C Uy,
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Yy
K@@' y)=K (&) xK,(y')
: e
@'y )
- —ly
()|
52
K
T+0, 3z—0,
K@ | 2 o 2
—0, z! o 9, K (z) t
_62
y—4,
2 \IK
y ,(¥) oy |
3y+d, P
2 K(z,y)=K,(z)x K,(y)

Obr. 9.2 Oteviené a uzaviené mnoziny v R2.

pro y < —d5 pak
3y+02 y— 02
2 2

y € Ko(y), Ka(y) = < ) aplati Ks(y) C Us.

Pro y € [—42, d2] volime otevieny interval Ks(y) zase libovolné, ale tak, aby obsahoval bod y. V obrdzku
je pro ilustraci zachycena situace, kdy y < d5. (Pro jiny bod (z’, y'), pro ktery je 2’ € [—d1, §1] a y' > 0q,
jsou v obrazku zakresleny jednorozmérné oteviené kvadry (oteviené intervaly) K1(z') a K2(y') a dvojrozmérny
otevieny kvadr (otevieny obdélnik) K (z’, y') = K;i(z') x Ka(y').) Mnozinu U pak lze vyjadiit jako nasledujici
sjednoceni otevienych kvadri,

U= J Ki(z)x Ka(y),
(z,y)elU

takze je oteviend. Jeji doplnék v R?, K = R?\ U, je proto mnozina uzaviena. Sami vidite, ze konstrukce je sice
snadnad, ale pfece jen trochu krkolomnéa. Proto v dal$im odstavci najdeme praktic¢téjsi zptisoby.
Zatim jsme si ukazali typické oteviené a uzaviené podmnoziny prostoru R? (se zavedenou euklidovskou
topologii). Ale co tfeba mnozina
A =[-8y, 61) x (=82, 6] CR?*?

Tu nedokaZzeme zapsat jako sjednoceni otevienych obdélnikfi a jeji doplnék v R? také ne. Potize v piipadé
mnoziny A délaji nékteré body na obvodu obdélniku, konkrétné body mnoziny

{—51} X (—52, 52] U [—51, (51) X {52}
V piipadé doplitku R? \ A zase ,zlobi“ body mnoziny

[—51, (51] X {—(52} U {(51} X [—52, (52]
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Mnozina A tedy neni ani oteviend, ani uzaviena.

Priklad 9.4: Dvé podivné mnoziny

Moznéa jste si uz vsimli, ze dvé podmnoziny R™ maji z hlediska definice oteviené a uzaviené mnoziny
jakési ,rozdvojené“ chovéani. Jsou to mnoziny () a samotnd R”, které spliiuji obé& definice. Jsou jak oteviené,
tak uzaviené, nebot jsou v R™ navzdjem doplitkové. Doplitkem prdzdné mnoziny v R™ je sama R"™, doplitkem
mnoziny R" je mnozina prazdna. Pro praktické zachazeni s otevienymi a uzavienymi mnozinami to ale nijak

nevadi.

Priklad 9.5: Jiné topologie

Jak jsme si jiz fekli, 1ze topologii 7 na R™, a obecné na jakékoli nosné mnoziné X, zavést pomoci tii pie-
depsanych vlastnosti systému 7 podmnoZin nosné mnoziny. Dvojice (X, ) je topologickgm prostorem. Dvojice
s toutéz nosnou mnozinou, ale jinou topologii 7, jsou rtizné topologické prostory. Prvky systému 7 se vzdy
nazyvaji otevienymi mnozinami. Definice topologickych pojmu jsou i v obecném pripadé formalné stejné jako
pti volbé topologie euklidovské, konkrétni ,,provedeni“ jednotlivych typd mnozin se vSak lisi. Protoze v , bézné*
matematické analyze i v bézném zivoté jsme navykli na topologii euklidovskou, pfipadaji nam situace odpovida-
jici jingm topologiim p¥inejmensim neobvyklé, éasto i paradoxni. Jako ukézku jinych topologii uvedme nékolik
prikladt, tieba jen pro redlnou osu X = R. Samozfejmé i na ni pracujeme nejcastéji s euklidovskou topologii.
Tomu odpovida celd klasickd matematicka analyza funkci jedné proménné, s niz jsme se seznamili v druhé
kapitole prvniho dilu.

Zvolime-li systém T tak, Ze bude obsahovat jen () a R, bude spliiovat pozadované tii vlastnosti topologie.
Snadno to sami provéfite, uvédomite-li si, jak vypadaji sjednoceni a priiniky mnozin () a R. Takova topologie se
nazyva trividlni— jak jinak? Je vidét, ze mnoZiny () a X = R jsou v trividlni topologii, stejné jako v euklidovské,
soucasné oteviené i uzaviené. (Pro tyto dvé mnoZiny je tomu tak pii kazdé volbé topologie). Ostatni mnoziny
nejsou ani oteviené, ani uzaviené.

Jistym ,protipdlem“ trivialni topologie je topologie diskrétni, kde systém 7 obsahuje vsechny podmnoziny
R, 7 je tedy takzvané potencni mnoZina mnoziny X = R. Zna¢ime ji 7 = 2% a snadno ovéfime, Ze tii zédkladni
pozadavky opravdu spliiuje. Tato topologie je svym zpusobem také tak trochu ,,podivna®“. Vsechny podmnoziny

nosné mnoziny jsou totiz vzhledem k ni soucasné oteviené i uzaviené.

Priklad 9.5 naznacuje, Ze topologie je velmi zajimavou matematickou disciplinou. Na druhé
strané vyvolava otazku, zda jiné topologie nez euklidovska viibec mohou byt k né¢emu dobré.
Jistéze ty dvé extrémni, které v piikladu byly rozebrany, moc praktické nejsou. V fadé fyzikal-
nich disciplin vsak jiné topologie nez euklidovské skutecné potiebujeme — naptiklad v obecné
teorii relativity se pracuje se zakfivenymi prostory, do nichz se obecnéjsi topologie velice hodi.
Skoda, 7e se topologii v jeji obecné podobé v této knize nemfizeme zabyvat. V dalsich od-
stavcich budeme jiz stale pracovat s prostorem R" se zavedenou euklidovskou topologii, tj. s
euklidovskym topologickym prostorem.
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9.1.2 Vnitrky, vnéjsSky a hranice podmnozin R"

V tomto odstavci si fekneme, jak snadno poznat otevienou, resp. uzavienou podmnozinu eu-
klidovského prostoru R"™, aniz bychom museli ji, resp. jeji doplné€k konstruovat jako sjednoceni
otevienych kvadri. Nejprve jeden jednoduchy, ale dilezity pojem.

Mnozina A C R" se nazyva omezend, nebo téz ohranicend, jestlize existuje otevieny
kvadr K C R” tak, ze A C K.

Daéle zvolme libovolnou podmnozinu A C R"™ a libovolny bod = € R". Jakou ,,polohu“ mtze
mit bod z vii¢i mnoziné A? Mozné situace shrneme do tabulky.

)|zeA existuje otevieny kvadr K tak, ze x € K, K C A
2) lzeA neexistuje | otevieny kvadr K tak, ze zr € K, K C A
3) | x € R"\ A | existuje otevieny kvadr K tak, ze v € K, K CR"\ A
4) | x € R"\ A | neexistuje | otevieny kvadr K tak, ze z € K, K CR"\ A

P

Pro situace (2) a (4) je spolecné toto: Af uz je bod z prvkem mnoziny A, nebo ne, plati pro
kazdy otevieny kvadr, ktery jej obsahuje, Ze ma neprazdny prunik jak s mnozinou A, tak s
jejim doplitkem R™\ A. Ziskané zavéry shrneme ve vété.

Véta 9.1: Necht A C R" je mnoZina a x € R" bod. Pak nastane pravé jedna z

mMozZnosti:

[int] Existuje otevieny kvadr K tak, Ze x € K, K C A.
[ext] Existuje otevieny kvadr K tak, ze x € K, K C R"\ A.

[h] Pro kaZdy otevieny kvddr K, pro ktery je x € K, plati K N A # () a soucasné
Kn(R"\ A) #0.

V souvislosti s vétou 9.1 se prostor R ,rozpada“ na tii po dvou disjunktni podmnoziny —
vnitfek, vnéjsek a hranici mnoziny A. Zavedeme je v nasledujici definici a pridame jesté dalsi
dva pojmy.

Necht A C R™. Mnozina int A vSech bodti z R” s vlastnosti [int] se nazyva vnitrek
mnoziny A, mnozina ext A v8ech bodt z R" s vlastnosti [ext] je vnéjsek mnoziny
A a mnozina hA v8ech bodi z R" s vlastnosti [h] je hranice mnoziny A. Mnozina
A = AUhA = int A U hA je uzdvér mnoziny A. MnoZina A se nazjva kompaktni,
jestlize je omezena a uzaviena.
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Piimo z véty 9.1 a z pfedchozi definice také hned plyne, Ze vnitiek a vnéjsek jakékoli mnoziny
A jsou mnoziny oteviené (cviceni 9.1.5, tiloha 9), zatimco jeji uzaveér a hranice, jakozto dopliiky
otevienych mnozin, jsou mnoziny uzaviené. Plati totiz

intAUextAUhA=R" = hA=R"\ (int A U ext A),
AUext A=R" = A=R"\ext A

Daéle plati, Ze mnozina A a jeji doplnék v R™ maji spole¢nou hranici, vnitifek mnoziny A je
vnéjskem jejiho doplitku a vnéjsek mnoziny A je vnitikem jejiho dopliku, tj.

hA=h(R"\ 4), intA=-ext(R"\ A), extA=int(R"\ A).
Zamyslete se nad uvedenymi mnozinovymi rovnostmi. Dale se zamyslete nad zdivodnénim

téchto tvrzeni:

Mnozina A je oteviena pravé tehdy, je-li rovna svému vnitifku. Mnozina A je uza-
viend praveé tehdy, je-li rovna svému uzaveéru.

Nejde o zadné velké dokazovani. Plyne to jednoduse z definic vnitiku a uzavéru mnoziny.
Priklad 9.6: Vnitrky, vnéjsky, hranice, ... I
Definujme mnozinu A takto:

A={(z,y,2) eR® |2® +y* +2° <1}.

Je jasné, Ze se jednd o mnozinu vSech bodd vypliiujicich trojrozmérnou jednotkovou kouli se stiedem v pocatku
kartézské soustavy soutadnic, ale bez jejtho povrchu, tj. A = B(0, 1). Vime jiz, Ze tato koule je oteviend a je
tedy rovna svému vnitiku. Pro jeji vnéjsek, hranici a uzaveér plati
ext A = {(:1:, y, 2) € R3 |m2+y2+22 > 1},
hA = {(z,y,2) eR® [2? + 9> + 22 =1},
A={(zyz2)eR 2>+ +22<1}.

Priklad 9.7: Vnitiky, vnéjsky, hranice, ... II

A ted néco méné jednoduchého nez v predchozim piikladu. Vzpominédte na Riemannovu funkei z dodatku
K prvniho dilu? Uvedeme nyni jeji definici pro dvojrozmérny piipad — vznikne tak funkce dvou promeénnych.
Ze v tuto chvili trochu pfedbihdme udélostem, nevadi, ptijde nam totiz pouze o vlastnosti definiéniho oboru
funkce. Definujme tedy zobrazeni

fR : C:[Ov 1]X[0’ 1]9(:1;) y) — fR(xa y)ER,

3

1
fr(z,y) = 1— p pro x = =, p, ¢ € N nesoudélnd, y € Q, (9.5)

(=

fr(xz,y) = 1 v ostatnich pfipadech.
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Tato ,dvojrozmérna“ Riemannova funkce je definovdna na uzavieném kvadru (¢tverci) C' = [0, 1] x [0, 1]. O
Riemannové funkci z dodatku K (piiklad K.2) vite, Ze mnozinou bodi jeji nespojitosti byla mnozina A =
= {z € [0, 1]|x € Q}, tj. mnozina vSech racionalnich éisel z intervalu [0, 1]. V piipadé Riemannovy funkce
definované na C' ma mnozina bodii nespojitosti tvar

A={(z,y)eClzecQ, yel0,1]}.

Body nespojitosti funkce fr(x, y) tedy vyplni tsecky vztycené kolmo k ose x v bodech o racionalnich soufad-
nicich (viz obrazek 9.3). Zvolme libovolny bod mnoziny A, tj. (p/q, y), kde &isla p, ¢ € N jsou nesoudéln4,

Y
1 : _
i c
I
|
|
K/ |
s - K
Yy e S B ®
|
|
|
O xz‘mc l l B 1 &
2 q

Obr. 9.3 Mnozina bodt nespojitosti Riemannovy funkce.

a libovolny otevieny kvadr (obdélnik) K, ktery tento bod obsahuje. Vzhledem k tomu, Ze v libovolné malém
okoli raciondlniho ¢&isla lezi jak ¢isla raciondlni, tak iracionélni (a obojiho druhu je v kazdém okoli nekonecné
muoho), je ziejmé, ze kviddrem K prochdzeji jak tGsecky, jejichz body maji x-ovou soufadnici raciondlni, tak
usefky tvorené body s x-ovou soutradnici iracionalni. Kvadr K mé vzdy neprazdny priunik jak s mnoZinou A, tak
s jejim doplitkem v R2. Vnitiek mnoziny A je prazdny. Vezmeme-li jakykoli bod (Zirqc, ¥') € C'\ A a libovolny
kvadr K', ktery jej obsahuje, op&t bude mit K’ neprdzdny prinik jak s A, tak s jejim dopliikem. Je vid&t, Ze
véechny body ¢tverce C jsou body hranice mnoziny A. Dalsi je uz snadné. Miizeme shrnout

intA=0, hA=A4=0C, extA=R*\A=R?\C.
MnozZina A neni ani oteviend, ani uzaviena. Neni proto ani kompaktni. Je tak trochu ,divna“. Neni ale zas tak

»rozsahla®, aby pro nékteré vypocty byla nespojitost Riemannovy funkce v jejich bodech na zavadu. Naptiklad
pro ponékud neobvyklé téleso T' s podstavou C' definované jako mnozina bodi

T={(z,9,2) |(&,y) €T, 0<2< fr(z,y))}

lze dokonce definovat objem jako integral z Riemannovy funkce na étverci C. Tento objem je jednotkovy.
(Vzpomerite si, ze i Riemannova funkce z piikladu K.2 nebyla dost nespojitd na to, aby to znemozmilo ji

integrovat. Rikali jsme tehdy, Ze je spojita skoro vSude.)
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Nésledujici priklad si blize vsima velmi zajimavé topologické vlastnosti mnozin, jejich kom-
paktnosti. Je mozné trochu obtiZnéjsi a spise teoretictéjsi. Usporny étenaf jej proto miize pii
prvnim ¢teni vynechat bez ztraty souvislosti.

Priklad 9.8: Jak je to s definici kompaktnosti mnoziny?

Pted chvili jsme definovali kompaktni mnozinu velmi jednoduse, jako omezenou a uzavienou. Jak to ale
jde dohromady s definici kompaktnosti, kterou jsme uvadéli v dodatku F prvniho dilu? Definice uvedena v
dodatku byla pifimo odvozena z obecné definice kompaktnosti. Obecna definice vychézi z pojmu pokryti mnoziny.
Otevienym pokrytim mnoZiny A C X, kde (X, 7) je topologicky prostor, rozumime takovy soubor otevienych
mnozin, tj. prvki dané topologie 7, jejichZ sjednoceni obsahuje mnozinu A. MnoZina A se nazyva kompaktni,
jestlize z kazdého jejiho otevieného pokryti lze vybrat kone¢né podpokryti. Znamena to, Ze at a priori pokryjeme
kompaktni mnoZinu A otevienymi mnoZinami jakkoli, vZdy lze z pokryvajicich mnoZin vybrat jen koneény pocet
takovych, které budou k pokryti mnoziny A stacit. V pfipadé, Ze studovanym topologickym prostorem je mnozina
X = R" s euklidovskou topologii, je obecna definice kompaktnosti ekvivalentni nasi definici zjednodusené. Tuto
skutecnost bychom mohli formulovat ve tvaru tvrzeni: Podmnozina A euklidovského prostoru R™ je kompaktni
pravé tehdy, je-li uzaviena a omezena. Platnost tohoto tvrzeni pravé umoznuje pouzit ekvivalentni, mnohem
provérit, zatimco pfimé ovéfovani kompaktnosti z definice je vétSinou obtizné.

Pokusime se praveé vyslovené tvrzeni dokazat. Piedpoklddejme, Ze mnozina A je kompaktni. Zvolme libovolné
jejil pokryti otevienymi mnozinami. Kazda z nich je ale sjednocenim otevienych kvadria. Staci proto uvazovat
pouze o pokryti mnoziny A otevienymi kvadry. Z kazdého pokryti kompaktni mnoZiny otevienymi kvidry lze
vybrat kone¢né mnoho kvadri, které ji také pokryvaji. Oznacme je K1, Ko, ..., Ky. M krabic se ale urcité
vejde do jedné dostatecné velké krabice. Proto jisté existuje otevieny kvadr K tak, ze plati

ACKiUKyU...UK) C K.

Mnozina A je tedy omezené. Ted prijde t8z8i ¢dst diikazu. Musime ukazat, Ze je uzaviena. Pokud tomu tak je,
znamend to, Ze doplnék R" \ A je mnoZina oteviend. A to budeme dokazovat. Nejprve miize vzniknout otazka,
zda mnozina R™\ A t¥eba neni prazdnd. To ale nemiize. Mnozina A je totiZ omezena, takze se vejde do néjakého
kvadru. A doplnék toho kvadru v R™ je dokonce podmnoZinou mnoziny R™\ A. Zvolme libovolny, ale pevny bod
y € R™\ A. Potfebujeme najit otevieny kvadr L tak, aby platilo y € L C R™\ A. Zkonstruujeme ho a vyuzijeme
pri tom kompaktnosti mnoziny A. Zvolme libovolny bod = € A. Samoziejmé je x # y. Mezi body = a y je tedy
nenulova vzdalenost |x —y| > 0. At je ale tato vzdalenost jakkoli mald, miizeme sestrojit oteviené kvaditky K,
a L,, které tyto dva body od sebe oddéli. Tedy = € K, y € L., K, N L, = ) (obrazek 9.4 ukazuje konstrukei
pro nékolik bodd z1, za, ...). Bude-li bod x probihat mnoZzinu A, pak ji vSechny kvadry K., € A, pokryji.
Protoze je ale mnozina A kompaktni, staci k jejimu pokryti pouze koneény pocet kvadra typu K, oznacme je
tieba Ky, Ky, ..., Kyy. Uvédomte si: Bod x ,procestuje’ mnozinu A, bod y € R™ \ A je stale pevny. Je
obsazen ve vSech kvadrech L, x € A, a tedy i v kvddrech L,,, Ly,, ... L;,, které jsme konstruovali tak, aby
vzdy platilo K, N Ly, = (. Ozna¢me L = Ly, N Ly, N...N Ly, . Je jasné, Ze kvadr L je otevieny, obsahuje
bod y a mé prazdny priinik se vSemi kvadry K, , j =1, 2,..., N. M4 proto i prdzdny prinik s mnozinou A.
K libovolnému bodu y z mnoziny R"™ \ A jsme tim nasli otevieny kvadr L, ktery bod y obsahuje a vejde se do
mnoziny R™ \ A. Ta je tedy oteviend a mnoziné A pak uz nezbyva, nez byt uzaviena.

Zbyva jesté dokazat opacné tvrzeni, ze totiz kazdé omezend a uzaviena mnozina je kompaktni. Tento dikaz

je ale leh¢i nez ten predchozi, a tak jej ponechame do cviceni.

Na zavér odstavce pridejme jesté jeden dulezity pojem, se kterym jsme se jiz v nékolika
podobach setkali, podstata je vsak stale stejna. Jde o znamy pojem hromadného bodu, ktery
se vSak tentokrat vaze k podmnozinam prostoru R”.
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Obr. 9.4 K problému kompaktnosti.

Bod x se nazyva hromadnym bodem mnoziny A C R", jestlize kazdé jeho ryzi okoli
obsahuje alespon jeden bod mnoziny A. Bod y se nazyva izolovangm bodem mnoziny
A C R", jestlize existuje jeho okoli U tak, ze ANU = {y}.

Zkuste se sami presvédcit o tom, ze kazdé ryzi okoli hromadného bodu dané mnoziny obsahuje
dokonce nekonec¢né mnoho bodid této mnoziny. A zkuste také dokazat: Neméa-li mnozina A
74dné izolované body, pak mnozina vSech hromadnjch bod@i mnoziny A je jeji uzavér A. Ve
cviceni najdete k dikazu navod.

9.1.3 Nevlastni body a jejich okoli

V druhé kapitole prvniho dilu, v niz jsme se zabyvali funkcemi jedné proménné, y = f(x), jsme
hovotili o nevlastnich limitich funkci a limitach v nevlastnich bodech, tedy o ,nekonecnech®.
Zmacili jsme je +oo. ,Nekonec¢nim“ jsme se vénovali i v dodatku E prvniho dilu, a také v
kapitole 8, konkrétné v odstavci 8.1, kde jsme s nekonecny i provadéli nékteré algebraické
operace (piiklad 8.7). Jak tomu bude s nevlastnimi body v p¥ipadé funkeci vice proménnych, tj.
budou-li ,nekonecna vicerozmérna“? Jak viibec definujeme nevlastni body prostoru R"? A jak
mohou vypadat jejich okoli? Na realné ose byly dva ,nevlastni body“, +00 a —oo, které byly
ylibovolné daleko” od jejitho pocatku vpravo, resp. vlevo. Jejich okolimi jsme rozuméli intervaly
(a, 00), resp. (—oo, b) pii libovolnych hodnotach a, b € R. Uvédomme si, Ze neslo o okoli
podle definice, kterou jsme pouzivali pro vlastni body realné osy. Spise mély tyto intervaly
charakter ryzich okoli, i kdyz ani tato terminologie neni pfesnd — —oco a 400 nejsou totiz
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,body* v pravém vyznamu tohoto slova. Sice jsme o nich jako o bodech mluvili, ale definovali
jsme je pouze ve smyslu limit, nikoli jako néjaké ,regulérni doplnéni realné osy. Také pocitani
s nekonec¢ny v kapitole 8, tieba zrovna v citovaném piikladu 8.7, bylo minéno ve smyslu limit.
Napiiklad rovnost (+00) + (+00) znamenala, ze diverguji-li posloupnosti {a,}nen a {bn}nen
k +o00, diverguje posloupnost {(a, + b,)}nen rovnéz k +oo. Abychom +oo a —oo pfidali k
realné ose jako opravdové body, musime to udélat tak, ze je jako body definujeme. Pouzijeme k
tomu divergentnich posloupnosti. Rekneme, Ze divergentni posloupnosti {a, }nen @ {b, Fnen jsou
ekvivalentni, jestlize maji stejnou (nevlastni) limitu. Je samoziejmé, Ze tato limita mitize byt
pouze +o00, nebo —oo. VSechny divergentni posloupnosti se tak roztfidi do dvou disjunktnich
skupin, zvanych tridy ekvivalence. (Vybavujete si pojem faktorizace z odstavce 4.17) V prvni
tfidé jsou posloupnosti s limitou +oo, druhou tiidu tvofi posloupnosti s limitou —oo. Tyto
tfidy nazveme nevlastnimi body 400, resp. —oo realné osy. Realnou osu doplnénou nevlastnimi
body zna¢ime R U {400}, jako v dodatku E prvniho dilu, nebo R*. Pomoci tabulek z piikladu
8.7 rozsifime algebraické operace s realnymi ¢isly také na nevlastni body (nékteré z operaci
samoziejmé zustanou nedefinovany). Nové body musime ,zaradit* také z hlediska usporadani:
Pro libovolné ¢islo a € R plati —oco < a < +00.

Pomoci kartézského soucinu vytvorime n-rozmérny prostor doplnény o nevlastni body. Ozna-
¢ime

(RM)" =R" x--- xRt (n faktort kartézského soucinu).

Nevlastnim bodem prostoru R™ rozumime kazdy takovy bod (xy, xq, ..., z,) € (R™)*, kde
alesponi jeden prvek x;, i € {1, 2, ..., n} je nevlastnim bodem realné osy. Jestlize jsme doplnili
prostor R" o nevlastni body, méli bychom také odpovidajicim zpiisobem rozsirit pojem okoli.
Rozsiteni se bude tykat pouze ryzich okoli. Kompletni zavedeni pojmu okoli by vyzadovalo i
roz$ireni definice topologie na prostor (R")* a dalsi dslednéjsi tivahy, bez nichz se v dal§im
textu obejdeme. Ryzi okoli nevlastnich bodid vsak potiebovat budeme. Pro n = 2 jsou né-
ktera z téch, ktera jsou obdobou otevienych kvadri v R?, tj. otevienych obdélnikfi, popsana v
nasledujicim prikladu a znézornéna na obrazku 9.5.

Priklad 9.9: (Ryzi) okoli nevlastnich bodt v (R?)*

Zvolme napiiklad nevlastni bod (a, +00) € (R?)*, a € R. Specidlnim pifpadem ryziho okoli tohoto bodu
budeme rozumét mnozinu

K(a, +00) = (a — 91, a + 62) x (b, +0), beR,

kde 71 a 02 jsou libovolna kladné ¢isla a b je libovolné. Podobné zavedeme specidlni ryzi okoli dalsich nevlastnich
bodt v (R?)*. V souhrnu dostavame

K(a, +00) = (a — d1, a + 02) x (b, +00), 61 >0,62>0,b€R,

K(a, —0) = (a— 1, a+ ) X (00, b), 61 >0,02,>0,b€eR,

K(—00,b) = (—00, a) x (b —51,b+5g), 01>0,00>0,a€R,

K(400, b) = (a, +0) x (b— 01, b+ d2), 61 >0,02>0,a€R, (9.6)
K(—o00, —0) = (—00, a) X (-0, b), a,beR,
K(—00, +0) = (—0o0, a) x (b, +00), a,beR,
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K(400, —0) = (a, +00) X (—00, b), a,b€eR,
K(400, +0) = (a, +o0) x (b, +0), a, b€ R.

Jsou takto definovana okoli otevienymi mnozinami ve smyslu definice uvedené v odstavci 9.17 Pokud ano, musi
byt mozné vyjadrit je jako sjednoceni otevienych kvadri. Zkusme to naptiklad pro pripad nevlastniho bodu

Y y Y Y
K(a,+0) K(+00,+00)
b
b+4,
K(—o0,b)
b
a x
b . b
' b—61 (+OO,—OO)
a—0 a atd, z a T a T

Obr. 9.5 (Ryzi) okoli nevlastnich bodi.

(a, +00). Zvolme ¢&isla 01, d3 > 0 a ¢islo b libovolné. Plati naptiklad

K(a, +00) = | J (a =61, a+85) x (b, b+n).
neN
Zapsali jsme tak okoli K(a, +00) jako sjednoceni otevienych kvadri. Nevadi, Ze jich musi byt nekone¢né mnoho,
definice jejich pocet nijak neomezuje. Okoli K(a, +00) je tedy skuteéné otevienou mnozinou. Pokuste se podobné
zapsat i ostatni okoli zavedena vztahy (9.6). Obecné nazveme ryzim okolim O(x) nevlastniho bodu x € (R?)T

kazdou otevienou mnozinu, kterd obsahuje néjaké jeho okoli typu (9.6).

Pojem (ryziho) okoli nevlastniho bodu z pfikladu 9.9 snadno zobecnime na ptipad (R™)"
+. Necht 1 < 4y, ...,4 < n, 1 < k < n, jsou pfirozena ¢isla. Predpokladejme, ze x =
= (a, ..., a,) € (R™)" je nevlastni bod, pfi¢emz na pozicich s indexy i1, ..., ix je +00, resp.
—00, ostatni soufadnice jsou realnd ¢isla. Analogicky se vztahy (9.6) zavedeme specialni typ
(ryziho) okoli takového bodu jako kartézsky soucin n otevienych intervala

Ka) =Ky x -+ X Kjy X+ X K;, X+ x Ky, (9.7)

kde K;, = (—o0, b;,), resp. (b;,, +o0), 1 < s < k, je-li na pozici i; —oo, resp. +oo, K; =
= (a; — 0,1, a; + d;2) pro j # i1, ..., ix. Podobné jako v pfikladu 9.9 se snadno ukaze, ze okoli
(9.7) jsou oteviené mnoziny. (Ryzim) okolim O(a) nevlastniho bodu a € (R™)" nazveme kazdou
otevienou mnozinu, kterd obsahuje jisté jeho okoli typu (9.7). (Ryzi) okoli nevlastnich bodu
jsou neomezené mnoziny.

Nyni miizeme zobecnit i pojem hromadného bodu tak, aby zahrnoval i pfipad nevlastnich
bodt. Bod a € (R™)" nazyvame hromadngm bodem mnoZiny A C (R™)", jestlize v kazdém
jeho ryzim okoli lezi alespon jeden bod mnoziny A. Disledkem této definice je opét skutec¢nost,
ze v kazdém ryzim okoli hromadného bodu dané mnoziny je dokonce nekone¢né mnoho jejich
bodi.
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9.1.4 Oblasti — rozumné defini¢ni obory

Prestarime tak trochu teoretizovat, i kdyz je to zajimavé a uZiteéné, a soustfedme se na vy-
mezeni takovych podmnozin v R" (samoziejmé s euklidovskou topologii), které byvaji ¢astymi
defini¢nimi obory rozumné se chovajicich funkci. Jsou to oblasti.

Pro jejich definici musime vybudovat jesté jeden pojem. Umite si intuitivné predstavit, co
by to mohla byt souvisla mnoZina? No, jisté je to takova, kterd je jen ,z jednoho kusu“, neni
tedy ,,potrhand“. Samoziejmé, Ze to, co je ndzorné, musime jesté vyjadrit jazykem matematiky.

Piedpokladejme, Ze neprazdné mnoziny A a B v R” maji tuto vlastnost: ANB = ANB = ().
Pak je nazyvame oddélené. Samy mnoziny jsou tedy nejen disjunktni, ale ziistanou disjunktni,
i kdyz jednu z nich ,uzavieme®, ale druhou ne. Jejich uzavéry jiz vSak disjunktni byt nemusi.
Priklad 9.10: Oddélené kruhy

Piikladem oddélenych mnozin v R? jsou tfeba
A={(z,y) eR*|2? +y* <1}, B={(z,y) eR*|(z—2)* +¢> < 1}.
Jejich uzaveéry jsou
A={(z,y) eR*|2® +y* <1}, B={(z,y) eR*|(x—2)2+y*> < 1}.

Priiniky AN B a AN B jsou jesté prazdné, aviak priinikem AN B je mnoZina obsahujici jediny bod {(1, 0)}.
Pozor! Mnoziny A a B, nebo A a B jiz oddélené nejsou.

Necht A € R"™ Mnozina A se nazyva souvisld, jestlize ji nelze vyjadrit jako sjed-
noceni dvou neprazdnych oddélenych mnozin. Mnozina A se nazyva oblast, je-li
oteviena a souvisla. Uzaver oblasti A, tj. A, se nazyva kontinuum nebo té7 (nepiilis
vhodné) uzavrend oblast.

A zapremyslejte jesté nad touto definici: Mnozina A C R" se nazyva souwvisld, jestlize ji nelze
pokryt dvéma disjunktnimi otevienymi mnozinami, které s mnozinou A maji neprazdny prinik.
Myslite si, ze tato definice je ekvivalentni s predchozi? K tomuto problému se vratime jesté ve
cviceni.

Priklady souvislych i nesouvislych mnozin jsou na obrazku 9.6.
Priklad 9.11: Souvislé a nesouvislé mnoziny

Posudme mnoziny na obrazku 9.6 z hlediska predchozi obecné definice. Podle ni je dilezité, zda mnozina
»je z jednoho kusu, nebo ne“. Mnoziny A, B a C na obrazku jsou souvislé, stejné jako mnoziny My, My, K; a
K5. A také povrch S télesa na poslednim z obrazki je souvisld mnozina. Mnozina M = M; U M, vsSak jiz na
prvni pohled souvisld neni. Je sjednocenim dvou oddélenych mnozin M; a Msy. Jak je to vsak se souvislosti
mnoziny K = K; U K37 ZapiSme ji presneé.

Ky = {(z1, 22) € R? \SC% er% =R% 11 < 0},
Ky = {(z1, x2) € R*| 2] + a3 = R?, =1 > 0},
K = {(21, 22) € R*| 2} + 23 = R?}.
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C
0 & oy
7, &
K, K,
S
R
0 !
:tZ
K=K UK,

Obr. 9.6 Souvislé a nesouvislé mnoziny.

Mnozina K; (ptlkruznice o poloméru R bez krajnich bodd, v levé poloroviné soufadnicové roviny) je souvisla,
neni oteviend ani uzaviena (zdivodnéte). Mnozina Ko (ptulkruZnice o poloméru R véetné krajnich bodi, v
pravé poloroviné soufadnicové roviny) je také souvisld, navic uzaviend (opét zdivodnéte). Tyto mnoziny jsou
sice disjunktni, K1 N K = (), ale nejsou oddélené, nebot K1 N Ky = {(0, —R)} U{(0, R)}. Mnozina K (kruh o

poloméru R) je souvisld a uzaviena.

Mozné praktictéjsi je tato definice souvislé mnoziny: Oteviend mnozina A C R™ se nazyva
souvisla, 1ze-li kazdé dva jeji body spojit lomenou ¢arou, ktera cela lezi v A. Mnozina A muze
byt i déravd, mize mit tvar hodné zatocené Zzizaly, ale stile mtize byt souvisla (stejné jako
skutecnd zizala). Vratime-li se k obrazku 9.6, vidime, ze mnoziny A, B, M; a M, jsou souvislé
i podle této ,praktické“ definice. Za chvili vSak pozname, Ze tuto definici nelze bohuzel pouzit
obecné.

Ve

Priklad 9.12: Souvisla mnozina praktic¢téji

MizZeme podle definice souvislé mnoziny, zaloZené na moznosti spojeni dvou libovolnych boda lomenou
darou, kterd celd v mnoziné lezi, posoudit i souvislost mnozin C, K, Ky, K a S? V pfedchozich tivahich v
prikladu 9.11 jsme je za souvislé prohlasili, ale ted vidime, Ze jejich body nejde pospojovat lomenymi ¢arami,
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které by vidy celé lezely v posuzované mnoziné. Cim je tento nesoulad zptisoben? Je to tim, Ze prakticka
definice pomoci lomenych ¢ar se omezuje na oteviené mnoziny, jimiz mnoziny C, K7, Ko, K a S nejsou. Obecna
a prakticka definice tedy nejsou ekvivalentni.

A dalsi otdzka je na svété: Jsou uvedené dvé definice ekvivalentni pro otevienou mnozinu? Zde je odpovéd
kladna. Jak to ale dokézat? Zkusime naznacit alespoii myslenku dikazu. Pfredpokladejme, ze oteviend mnozina
A je souvisla podle ,hlavni* definice, tj. nelze ji zapsat jako sjednoceni dvou oddélenych mnozin. Dalsi tvahu
povedeme sporem. Pfedpokladejme, Ze existuji alespori dva body z a z této mnoziny, které nelze spojit lomenou
darou lezici v A. Znamen4 to, Ze at spojime body = a z lomenou ¢arou jakkoli, vzdy bude néjaky jeji bod lezet
mimo mnozinu A. Spor, ke kterému bychom na zdkladé tohoto predpokladu méli dojit, spoc¢iva v zavéru, ze
mnozina A je sjednocenim oddélenych mnozZin. Pomoci ,Sikovného triku* roztfidime body mnoziny A. Body
x a y prohlasime za ekvivalentni, z ~ y, je-li mozné je spojit lomenou C¢arou, kterd celd lezi v A. Oznacme
A, ={y € Aly ~ x}. Pro kazdé dva body z, z € A plati bud A, = A, nebo A, N A, = 0. Mnozina A je tedy
sjednocenim disjunktnich mnozin typu A,. UkdZeme, Ze tyto mnoziny jsou oteviené. Vezméme tieba libovolny
bod y € A,. Protoze A, C A amnoZina A je oteviend, existuje oteviené okoli K bodu y tak, ze K C A. Protoze
je K souvisld mnozina, lze kazdy jeji bod spojit s bodem y lomenou Carou, ktera lezi v K. Dokonce je mozné
provést spojeni useckou. Libovolny bod okoli K lze tedy spojit lomenou ¢arou lezici v A s bodem z. Proto je
K C A,, mnozina A, je oteviend. Zvolme bod z, ktery nelezi v A,. Z toho, ze mnoziny A, a A, jsou disjunktni
a oteviené, plyne A, N A, = A, N A, = (). Jsou tedy dokonce oddélené. A to je ocekdvany spor. V piipadé, Ze
by v A existovaly body, které nelze spojit lomenou ¢arou lezici v A, byla by mnozina A sjednocenim oddélenych
mnozin.

Dikaz musi mit jesté druhou ¢ast. Z predpokladu, ze kazdé dva body oteviené mnoziny A lze spojit lomenou
Carou lezici v A, musime umét vyvodit, ze mnoZinu A nelze zapsat jako sjednoceni oddélenych mnozin. Tato
cast dikazu je ale tak jednoduchd, Ze ji ¢tenar jisté zvladne sam.

Poznatky z tohoto piikladu miizeme shrnout takto: Posuzujeme-li souvislost oteviené mnoziny, mizeme
pracovat s definici vyuzivajici lomenych ¢ar. Samoziejmé, existuji i mnoziny, které nejsou oteviené, a pritom
s kazdymi svymi dvéma body obsahuji i néjakou jejich lomenou spojnici. Pfikladem je tfeba uzavieny kruh
A= {(z, y) € R?*|z? + y? < 1}. A jisté vymyslite i dalsi priklady. A dokaZete najit néjakou spoleénou charak-

teristiku mnozin, pro které se definice s lomenymi ¢arami hodi?

Pozn.: Vidéli jsme, ze definice souvislé mnoziny vyuzivajici lomenych ¢ar neni univerzalni.
Je proto vhodnéjsi vychazet z obecné definice a ,pomicku® zaloZzenou na lomenych carach
formulovat jako tvrzeni: Oteviend mnozina A C R" je souvisla pravé tehdy, lze-li jeji libovolné
dva body x # y spojit lomenou ¢arou, ktera lezi v A.

Priklad 9.13: Divné mnoziny

Pro¢ nestac¢i v definici oddélenych mnozin pozadavek A N B = (7 Je to jednoduché. Tak tfeba mnoZina
A = Q vSech raciondlnich ¢isel a mnozina B = R\ Q vSech iracionélnich ¢isel jsou disjunktni. Jejich sjednocenim
je realna osa. Pokud bychom jako oddélené definovali disjunktni mnoziny a nepozadovali nic silnéjsiho, byla by
realnd osa sjednocenim dvou oddélenych mnozin a tedy nesouvisla. A takova definice by odporovala zkuSenosti
a praktickému pocitani.

Uvazujme o nésledujicich dvou podmnozinch prostoru R2:

A={(z,y) €0, 1|2,y €Q}, B={(z,y) €0, 1|z, y e R\ Q}.

Jednoduse jde o mnoZinu boddi v uzavieném jednotkovém ctverci K = [0, 1]2, které maji obé soufadnice

racionalni, a o mnozinu bodt v tomtéz c¢tverci, jenze s obéma soufadnicemi iraciondlnimi. Jsou tyto mnoziny
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oddélené, nebo ne? Na to snadno piijdeme, udéldme-li si uzavéry mnozin A a B. Plati A = B = K. Ze to je
divné? Ale neni. Vzdyt se skutecnosti, Ze v libovolné malém intervalu obsahujicim racionalni ¢éislo leZi nekoneéné
mnoho ¢isel iracionalnich a opac¢né, jsme se setkali jiz vickrat. Zde sice pracujeme s body o dvou soutfadnicich
a misto intervalii zde vystupuji oteviené dvojrozmérné kvadry, ale podstata je stejna. Vidime, ze AN B = B a
ANB = A. Mnoziny A a B jsou sice disjunktni (AN B = ()) ale nejsou oddélené.

Uvazujme o obecné mnoziné A C R™. Nemusi byt souvisla. Necht jeji podmnozina B C A
je souvisla. Nazyvame ji komponenta mnoziny A, jestlize pro kazdou souvislou mnozinu C', pro
kterou je B C C, je C' = B. Komponenty jsou tedy jakési ,nejvétsi souvislé ¢asti“ mnozin.

Vratime-li se k obrazku 9.6, muzeme si vSimnout, Ze nékteré souvislé mnoziny (na obrazku
jsou oblasti, nebo kontinua) se podobaji ementélu, jiné vypadaji jako jitrnice. I z topologic-
kého hlediska je mezi nimi rozdil podle takzvané nasobnosti jejich souvislosti. Tento pojem je
aplikovan na oblasti a kontinua.

Mnozina A C R", ktera je oblasti, resp. kontinuem, se nazyva n-ndsobné souvisld,
jestlize jeji doplnék v R, tj. mnozina R" \ A, ma pravé n komponent.

V prvnim obrazku 9.6 jsou oblastmi mnoziny A a B. Mnozina B je jednonasobné souvisla,
mnozina A je ¢tyfnasobné souvisla. Obecné mame t¥idéni oblasti na jednonésobné souvislé,
tedy ,,jitrnice“, a vicenasobné souvislé, ,ementaly“. Oblasti byvaji castymi definicnimi obory
funkci vice proménnych. Nejjednodussi jednonasobné souvislé oblasti jsou oteviené kvadry a
oteviené koule.

9.1.5 Cvicdeni

1. Necht U je oteviend mnozina v R™ s euklidovskou (pfirozenou) topologii a a € U bod. Dokazte, ze U \ {a}
je oteviend mnozina.

2. Dokazte vlastnosti systému 7 otevienych mnozin v R" s euklidovskou topologii.
Navod: Pri diikazu treti vliastnosti si uvédomte, Ze prinik dvou otevienych kvadri je bud otevieny kvadr,
nebo prazdna mnozina.

3. Ukazte, ze kazdy otevieny kvadr K lze vyjadrit jako sjednoceni otevienych kouli.
Navod: Zvolte libovolny bod z € K a sestrojte jakoukoli otevienou kouli B(x, r) tak, aby B(z, r) C K.
Polomér r mizete zvolit napfiklad jako minimum vzdélenosti bodu z od stén kvadru. Pro to si musite
uvédomit, jak je definovana sténa n-rozmérného kvadru. Nechcete-li se trapit s obecnym n-rozmérnym
pripadem, feste tlohu jen pron =2 an = 3.

1 1
In:(_7 )a TLEN,
n’ n
je mnozina {0} (pfiklad 9.1).
Navod: Je zfejmé, Ze bod a = 0 pat¥i do intervalu I, pro libovolné n. Déle ukaZzte, Ze pro libovolny bod
x # 0 existuje n tak, ze x do intervalu I,, nenalezi.

4. Dokazte, Ze prinikem vsech intervalil




752 KAPITOLA 9. FUNKCE VICE PROMENNYCH

10.

11

. Ukazte, ze v R" existuje takova baze euklidovské topologie tvorena otevienymi kvadry, kterd je spocetna.

Totéz ukazte pro oteviené koule.

Navod: Tvrzeni vyplyva ze skutecnosti, ze kazdy otevieny kvadr K C R"™ je kartézskym soucinem otevie-
nych intervali. Kazdy otevieny interval je podmnozinou prostoru R, na némz je také zadana euklidovska
topologie. Na zakladé tvah v dodatku F vime, Ze pro euklidovskou topologii na R existuje spocetna baze.

. Dokoncete druhy smér dikazu z ptrikladu 9.8. Dokazte, ze kazdd omezenda a uzaviend podmnozina prostoru

R" s euklidovskou topologii je kompaktni.

Navod: Vyjdéte z predpokladu, Ze mnozina A je uzaviend a omezend. Z omezenosti plyne, ze se vejde do
otevieného kvadru K. Plati A ¢ K C K. Zvolte libovolné oteviené pokryti P mnoziny A a p¥idejte mnozinu
R™\ A. Je tato pfidand mnozina oteviend, uzaviena, nebo ,ani takova, ani makova“? Pokryvaji mnoziny
pokryti P s doplnénou mnozinou R™ \ A kvadr K? Vyuzijte kompaktnosti kvddru K a ditkaz dokoncete.

. Dokazte, ze mnoZina vSech hromadnych bodid mnoziny A sjednocend s mnozinou vsech izolovanych bodu

mnoziny A je jejim uzavérem.

Navod: Ukazte, ze kazdy bod vnittku dané mnoziny je jejim hromadnym bodem a kazdy bod hranice je
bud hromadnym, nebo izolovanym bodem. Opaéné, sporem ukazte, ze hromadny ani izolovany bod mnoziny
A nemuze byt bodem jejiho vnéjsku.

. Ukazte, ze pro libovolné mnoziny A, B C X obecného topologického prostoru (X, 7) plati:

h N
N
S

a)
b) A =4,
¢) AUB =

d) (Ac B)= (ACB),

AUB, e) ANBC ANB.

. Ukazte, Ze pro libovolnou podmnozinu A C X obecného topologického prostoru (X, 7) plati:

a) Ukazte, Ze vnitfek a vnéjSek mnoZiny A jsou oteviené mnoziny (vyjadiete je jako sjednoceni vhodné
zvolenych otevienych kvadrit).

b) MnoZina A je oteviend pravé tehdy, je-li rovna svému vnitiku.

¢) Mnozina A je uzaviend pravé tehdy, je-li rovna svému uzavéru.

d) Hranice mnoziny A je rovna hranici mnoZiny X \ A.

e) Pro kazdou otevienou mnoZinu B C A plati B C intA (tj. vnitfek je nejvétsi oteviend podmnoZina

A).

f) Pro kazdou uzavienou mnozinu B obsahujici A (tj. A C B) plati A C B (tj. uzévér je nejmensi
uzaviend mnozina obsahujici A).

Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny jsou kompaktni, oteviené, uzaviené, souvislé, jednoduse souvislé, ome-
zené v R™ s euklidovskou topologii. Urcete jejich vnitfek, vnéjsek a hranici.

a) Ay = {(x,y) € R? | 22 +¢y? < r?, kde r > d) Ay ={(z,y) eR? |2z € Q,y € Q},
>0’($7y)7£(0’0)}’ e) A {(w,y)€R2\x€[O 1}QQ}

b) Ay = {(z,y) € R* |z <0}, f) Ag = {(z,y) € R?| 2% + ¢ =1},

c) Az ={(z,y) eR* |z € (0,1],y = 1}, g) A7 ={(z,y) eR* |z €N,y e [0,1]}.

. Urcete vnitiek, vnéjsek, hranici a uzavér mnozin A; = (0,1), Ay = [0,1), A5 = (0,1], A4 =[0,1], A5 =N

Ag = Q v topologickém prostoru R s pfirozenou topologii. O téchto mnozinach také rozhodnéte, zda jsou
oteviené, uzaviené, souvislé, kompaktni nebo omezené. Naleznéte vsechny jejich hromadné a izolované body.
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12. Preformulujte definici topologickych pojmi vnitiek, vnéjsek, hranice, uzavér, hromadny bod a izolovany
bod pro p¥ipad obecné topologie (viz piiklad 9.5). Zopakujte si definici kompaktnosti mnoziny uvedenou v
dodatku F prvniho dilu (viz piiklad 9.8).

Navod: Nahradte v definicich pojem ,otevieny kvadr* pojmem ,oteviend mnozina“.

¥13. Reste tlohu 11 pro ptipad, kdy je na R zadéna trividlni topologie 7 = {{), R} (viz ptiklad 9.5).
¥14. Reste ulohu 11 pro ptipad, kdy je na R zadéna diskrétni topologie 7 = 2R (viz piiklad 9.5).

*x15. Vrafte se k definicim souvislé mnoziny pred piikladem 9.11 a ukazte, Ze v topologickém prostoru R"™ s
Euklidovskou topologii jsou obé definice ekvivalentni.
Navod: Uvazujme, Zze mnozina A je nesouvisld. Pfedpokladejte (podle druhé definice), ze existuji disjunktni
oteviené mnoziny U a V tak,ze ACUUV a ANU # 0, ANV # (. Ukazte, ze mnoziny B = ANU a
C = ANV jsou oddélené a plati A = BUC (mnoZina A je tedy nesouvisla také podle prvni definice). Naopak
ukaZte, Ze lze-li mnozinu zapsat jako sjednoceni dvou oddélenjch mnozin, tj. A = BUC, BNC = BNC = 0,
pak existuji disjunktni oteviené mnoziny U a V tak, ze A C UUV a ANU # (, ANV # 0. VyuZijte
néasledujici vlastnosti Euklidovskych prostorti: Necht A je uzaviend mnozina a x bod, ktery v ni nelezi. Pak
existuji disjunktni oteviené mnoziny R a S, pro které x € Ra A C S.

16. Na vhodném ptikladu ukazte, Ze oddélenost mnozin nelze definovat pouze jednim ze vztahti BN C= 0, resp.
BNC =7®, ale je potieba uvést v definici oba. Tj. naleznéte takové mnoziny B a C, pro které BN C = (),
ale BNC # 0.

9.2 Skalarni funkce vice proménnych

V pfedchozim odstavci jsme si veelku ditkladné pripravili pojmy tykajici se vhodnjch defini¢nich
obort funkci vice proménnych. Nyni budeme tyto funkce definovat a studovat jejich vlastnosti.
Obdobné jako u funkci jedné proménné ptijde o limity, spojitost a derivace. Vyhoda dikladné
pripravy pojmu v piredchozim odstavci se ukaze jiz pii budovani pojmu limity, zejména v ne-
vlastnim bodé. Samotnému pojmu limity a s nim tizce spjatého pojmu spojitosti bude vénovana
velkd pozornost. Nékdo se nad tim mize pozastavit: Vzdyt jak Casto se s potfebou vypoctu
limit setkdvame v praktickych piikladech? Maélo. Potfebujeme spise derivovat, integrovat, resit
diferencidlni rovnice. S priklady na limity se setkdvame ponejvice v matematickych sbirkach,
kde slouzi k procvi¢eni naucené latky. Takova tivaha by byla ponékud kratkozraks. Rada vlast-
nosti funkci, a viibec moznost s nimi rozumné operovat pii béznych vypoctech, je zalozena
na spojitosti. A spojitost je tésné spjata s pojmem limity. Opét by mohla vzniknout namitka,
Ze spojitost prece intuitivné dobie chapeme — spojita funkce nema ,zpretrhany“ graf. Umite
si vSak predstavit graf funkce t¥i proménnych? Neni to dost dobfe mozné ani u funkce dvou
proménnych, je-li slozitéjsi, nebo chova-li se v okoli nékterého bodu ,podeziele“. Limité tedy
potrebujeme porozumét, i kdyz jeji vypocet v praktickych ptrikladech skuteéné nebude na ,,den-
nim poradku“. Abychom porozuméni podpotili, budeme se vedle teoretickych tivah vénovat i
fadé praktickych prikladii.
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9.2.1 Funkce, limity, spojitost

V kapitole 2 prvniho dilu, konkrétné v odstavci 2.1.1, jsme zavedli (redlnou) funkci jedné (re-
alné) proménné pomoci jakéhosi pravidla ¢i predpisu, jimz jsme kazdé hodnoté (bodu) x z
defini¢niho oboru funkce D € R prisoudili pravé jednu redlnou hodnotu f(z). Takovému pied-
pisu fikame také zobrazeni. V odstavci 2.1.1 jsme toto zobrazeni prakticky realizovali tabulkou,
nebo grafem, popfipadé vzorcem. Nebyl-li v ptfipadé vzorce defini¢ni obor funkce zadan, sta-
novili jsme takzvany prirozeny defini¢ni obor jako mnozinu vSech takovych bodt x € R, pro
néz mél vzorec smysl, Sel vycislit. V pripadé funkce vice proménnych budeme funkéni predpis v
praxi zadavat jiz takika vyhradné vzorcem. O grafech funkci budeme sice také hovorit, ty vsak
budeme dostavat pravé pomoci defini¢nich vzorct.

Redlnou skaldrni funkci, neboli (redlnou) funkci n (redlngch) proménngch, budeme
rozumét predpis ¢i pravidlo, jimz uspofadané n-tici realnych cisel, tj. bodu » =

= (21, g, ..., x,) € D, kde D C R™ je neprazdnd mnozina, ptifadime reélné ¢islo
f(z) = f(x1, 29, ..., ;) € R. Jedna se tedy o zobrazeni
. = 5 DY DY .
fiD23z= (1, %2 ..., Tn) —> f(@1, 22, ..., 7)) ER

Mnozina D je definicnim oborem funkce f, mnozina
H = {y € R|existuje x € D tak, ze y = f(z)}
je obor hodnot funkce f. Grafem funkce f je mnozina

Gr={(z1, ..., zp, f(x1, ..., 2s)) e R" X R| (21, ..., x,) € D}.

Priklad 9.14: Pfirozeny defini¢ni obor funkce

Rekli jsme, Ze zadame-li funkéni pFedpis vzorcem bez uvedeni definiéniho oboru, musime se zajimat o to,
pro které body = € R™ lze vzorec vycislit. VSechny takové body potom tvori prirozeny defini¢ni obor funkce.
Predpokladejme, Ze je funkce zadana vzorcem

Ty
/1—m2+y27

Aby bylo moZné vzorec vy¢islit, musi byt vyraz pod odmocninou ve jmenovateli kladny, tedy

kde jsme oznaéili (z1, z2) = (z, y) € R

Z:f($,y)=

1-224+92>0 = 22 —9°> < 1.

Této nerovnosti vyhovuji vSechny body (z, y) v roviné, které lezi na levém hornim obrazku 9.7 v tmavsi ¢asti
omezené hyperbolou. Na hyperbole jiz lezet nemohou, nebot v takovém p¥ipadé by ve jmenovateli vzorce byla
nula. V pravé horni ¢asti obrazku je zndzornén graf funkce na mnoziné ([—20, 20] x [—20, 20]) N D, ktera je

pouze ¢asti jejiho (neomezeného) definiéniho oboru. (Toho, Ze v nékterych ¢astech se zd4, Ze graf neni hladky, si
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nevsimejte. Pocitacové programy umoznujici kresleni grafii maji omezenou presnost vypoc¢tu a nemohou vykreslit
prudké zmény grafu jako hladké. Proto na grafu vidime v oblasti prudkych zmén blizko hranice defini¢niho oboru

zlomy.)

Y
2 4
\\ ’
\\ ,’
\ // 2 2 600
Y 1 A y ------ 7 -y =
\ ’ 400
’
\
\ I’ 200
! 1
T ) T -
X z2=0
—2 1 1 2
/ \ —200
/ \
’ —1 4 R —400
/ \
il A —600
4 \
1 1 —20
—924

Obr. 9.7 Prirozeny defini¢ni obor funkei.

Jiny priklad funkce, trochu slozitéjsi, je dan vztahem

Y P i

o In(1— 22 —y?)’

Pfirozeny defini¢ni obor (dolni leva ¢ast obrazku 9.7) uréime z podminek, ze pod odmocninou v ¢itateli zlomku
musi byt nezdporny vyraz, argument logaritmu musi byt kladny a ve jmenovateli nesmi byt nula. Odtud

dz—y* >0, 1-2°—3y*>0, In(1-2>—-y°)#0 =

— D:{(m,y)ER2|y2§4x}ﬂ{(m,y)€R2|0<x2+y2<1}.
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Prirozeny defini¢éni obor funkce f je tedy prinikem dvou podmnozin roviny, z nichz jedna je vymezena parabolou
o rovnici y2 = 4z a drubé je vnitfkem jednotkového kruhu se stfedem v pocatku, pficem# podatek musime z

mnoziny vyjmout. Graf funkce je na pravém dolnim obrazku.

Obdobné jako jsme v odstavci 2.1.3 definovali skladani funkci pro funkce jedné proménné,
lze pojem sloZené€ funkce zavést i v pripadé funkci vice proménnych. Nazorné jej ukazuje obrazek
9.8. Predpokladejme, Ze je ddno m funkci n proménnych

o1: Disx=(x1,...,2,) — 11 =p1(x) = p1(21, ..., ) €R,

wo: Dodx=(x1,...,2,) — Y2 = pa(x) = @a(x1, ..., T,) € R,
Pm Dm 2T = (33'1, ) xn) — Ym = gpm(:v) - Spm(xb ) xn) € R7
jejichz defini¢ni obory Dy, ..., D,, C R"™ maji neprazdny prinik D = DN D,N...ND,,. Dale

je dana funkce m proménnych

f: Dfay:(yla"'vym) —>Z:f(y):f(y17aym)€R

Pokud pro obory hodnot funkei ¢, ..., ¢, plati H = Hy x --- x H, C Dy, mizeme pro
\
BB By o o 9@)
ey 12) A0 T < 8o ol - )]
vstup \ vystup
DND. .. ND, ‘ f R

AN

H
5

@ (moms o o g
Obr. 9.8 Skladani funkeci.
r = (z1, ... ,%,) € D dosadit do funkéniho predpisu f m-tici

(y17 et ym) - (gpl(xl7 AR In)7 ctt SOm(I17 MR xn)).
Vznika sloZend funkce

F:Dsx=(xy,...,2,) — F(x)=F(zy, ..., x,) = (9.8)

= flei(z1, ..oy zp), ooy (21, -, )] ER
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s vnatrnimi slozkami @1, . .., @, a vnéjsi slozkou f. Do kazdého funkéniho predpisu ¢; vstupuje
bod x € D C Dy, tj. n-tice proménnych = = (21, ..., z,), diléim vystupem je hodnota y; =
= p,(z1, ..., z,), a pokud je m-tice y = (y1, ..., Ym) prvkem defini¢niho oboru funkce f, mtize
byt vstupem do funkéniho pfedpisu f. Vystupem je hodnota f(y1, ..., ym) = F(x1, ..., T,).
Jak je to s pojmem limity funkce vice proménnych? Zakladni myslenka je sice stejna jako u
funkce jedné proménné, ale situace, které mohou u funkeci vice proménnych nastat, ,,priblizuje-li
se“ proménna k néjakému bodu, se vyznacuji vétsi variabilitou, a to predevsim ze dvou davodi.

e V odstavci 2.1.5 jsme vidéli, Ze pro existenci limity funkce ve vlastnim bodé je dilezité,
»Z které strany“ se k tomuto bodu blizime. Hovorili jsme tak o limité funkce v daném
bodé zleva a zprava. Limita existovala praveé tehdy, kdyz existovaly jednostranné limity
a byly stejné. K danému bodu n-rozmérného prostoru se mtzeme blizit z riznych stran
a ruznymi zptsoby. Jisté tusite, ze limita funkce v daném bodé bude existovat prave
tehdy, jestlize vysledek vSech téchto rozmanitych zptisobti priblizovani bude stejny. Jak
ale zptusoby priblizovani popsat tak, aby se matematikové nezlobili?

e U funkce jedné proménné jsme se Casto setkavali se situaci, Zze definicnim oborem byl
uzavieny interval [a, b]. Pak bylo mozné zajimat se o to, jak se funkce chovd, pfiblizujeme-
li se k bodu a zprava, nebo k bodu b zleva, tj. zjisfovat v bodé a limitu, spojitost,
derivaci, apod., zprava, v bodé b pak totéz zleva. U funkci vice proménnych je i tento
problém slozitéjsi. Vezméme tfeba funkci dvou proménnych f(x,y) = /1 — 22 — ¢
Jejim pfirozenym definiénim oborem je mnoZina vsech takovych bodi (x, ) € R?, pro
néZ je vyraz pod odmocninou nezaporny, tj. D = {(z, y) € R?|2?+y* < 1}. D je uzavieny
kruh o poloméru r» = 1. Jak je to ale s limitou, spojitosti, ¢i parcidlnimi derivacemi funkce
f(z, y) na hranici mnoziny D? Intuitivné samoziejmé tusime, Ze limita funkce f(z, y) v
bodech hranice oboru D existuje a je nulova, a ze funkce je v téchto bodech spojita.
Definici limity vsak pro takovy pripad neméame.

Pozn.: Jesté terminologickd poznamka, kterd nam umozni formulovat definice limity ,uni-
verzalné®“, tj. spolecné pro vlastni i nevlastni body prostoru R" a vlastni i nevlastni limity.
Hovorime-li o okolich nevlastnich bodti, jde vzdy jen o okoli ryzi. Proto jsme také v odstavci
9.1.3 psali slovo ,ryzi“ do zavorky — jina okoli nevlastnich bodd totiz nemame. Budeme-li
proto v nasledujicim textu hovotit o ,okolich“ ¢i ,ryzich okolich“, pak v pfipadé nevlastnich
bodll znamenaji tato vyjadieni totéz, totiz jejich okoli zavedena v odstavci 9.1.3. Pro vlastni
body budeme pojmy ,0koli“ a ,ryzi okoli“ pouzivat samoziejmé tak, jak jsme je definovali v
odstavci 9.1.1. Okolim vlastniho bodu je jakakoli oteviend mnozina, ktera jej obsahuje, ryzi
okoli vlastniho bodu vznikne z jeho okoli vyjmutim tohoto bodu.

Nyni se uz vénujme formulaci definic samotnych. Prvni z problémi, které jsme naznagcili,
vyfesime pomérné snadno. Zavedeme k tomu pojem limity funkce v bodé vzhledem k mnoZiné.
Definujeme jej pro situaci, ktera sice neni zcela obecnd, je vSak velmi nazorné a vystacime si s
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ni ve vétsiné praktickych prikladi. Vychazi z predpokladu, ze definiéni obor D obsahuje jisté
ryzi okoli bodu a, v némz limitu zkoumame.

Predpokladejme, ze D C R™ obsahuje jisté ryzi okoli bodu a € (R™)*, a necht a
je hromadnym bodem mnoziny A C R". Bod L € R se nazyva limitou funkce
f:D>x — f(z) € R v bodé a vzhledem k mnoziné A, jestlize ke kazdému
okoli O(L) bodu L existuje takové ryzi okoli O(a) bodu a, ze pro vSechny body
x € O(a) N A je funkee f(z) definovéna a plati f(z) € O(L). Pro limitu funkce v
bodé vzhledem k mnoziné pouzivame zapis

lim f(x)=L.

z—a,r€EA

Zavér definice se da zapsat také tak, ze f (O(a) N A) C O(L). Mnozina O(a) N A se tedy pomoci
funkce f zobrazi dovniti okoli O(L). Definici limity v bodé vzhledem k mnoziné ilustruje levy
obréazek 9.9.

Obr. 9.9 K definici limity.

Pozn. 1: 'V definici se pozaduje, aby bod a, v némz posuzujeme limitu funkce vzhledem k mno-
ziné A, byl hromadnym bodem této mnoziny. Smysl tohoto pozadavku je jasny. Definice limity
by totiz pro pfipad, kdy by bod a nebyl hromadnym bodem mnoziny A, nedavala zadny smysl
(nebylo by mozné se k bodu a po mnoziné A ,neomezené blizit“). Pro¢ ale také nepozadujeme,
aby bod a byl hromadnym bodem defini¢niho oboru D? Jednoduse proto, Ze tento pozadavek
je automaticky zajistén predpokladem, ze defini¢ni obor obsahuje néjaké ryzi okoli bodu a. Z
definice ryziho okoli plyne, ze bod a je jeho hromadnym bodem. Je tedy i hromadnym bodem
mnoziny D, ktera toto okoli obsahuje.

Pozn. 2: Mfuze se stat, ze by mnozina A byla prazdna? V definici pozadavek A # () nebyl,
a pfitom by pro prazdnou mnozinu definice zjevné neméla smysl. To, Ze mnozina A prazdna
neni, plyne primo z predpokladu, Zze bod a je jejim hromadnym bodem. Prazdna mnozina totiz
zaddné hromadné body nema. Vite proc¢?
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Predpokladejme, ze D C R™ obsahuje jisté ryzi okoli bodu a € (R")*. Bod L € R*
se nazyva limitou funkce f : D > x — f(z) € R v bodé a, jestlize ke kazdému
okoli O(L) bodu L existuje takové ryzi okoli O(a) bodu a, ze pro vSechny body
x € O(a) je funkce f(x) definovana a plati f(z) € O(L). Zapisujeme

lim f(z) = L.

r—a

Priklad 9.15: Souvislost definic limity

Souviseji spolu néjak obé piedchozi definice? Pfedpokladejme, Zze bod L je limitou funkce f(z) v bodé a
vzhledem k mnoziné A a Ze mnozina A obsahuje jisté ryzi okoli bodu a. Pak je také bod L limitou funkce f(z)
v bodé a. Situaci ukazuje obrazek 9.9 vpravo. Skuteéné, oznaéme O;(a) ryzi okoli bodu a, které je obsazeno v
mnoziné A. Je-li bod L limitou dané funkce v bodé a vzhledem k mnoziné A, pak ke kazdému okoli O(L) bodu
L existuje ryzi okoli Os2(a) bodu a takové, ze f(z) je na ném definovana a plati f(Oz(a)NA) C O(L). Oznaéme
O(a) = 01(a)NO4z(a). Pak také f(O(a)) C O(L). K libovolnému okoli O(L) bodu L jsme tedy nalezli ryzi okoli
O(a), které spliiuje definici limity.

Déle je jasné, ze jsou-li limity funkce f(z) v daném bodé a vzhledem ke dvéma riznym mnoZzindm A a
B riizné, pak funkce f(z) v bodé a nemd limitu. Kdyby totiz méla v bodé a limitu L, pak by pro libovolné
okoli O(L) bodu L existovalo ryzi okoli O(a) bodu a takové, ze by funkce na O(a) byla definovana a platilo by
f(O(a)) € O(L). Pro libovolnou mnozinu A, jejimZ hromadnym bodem by byl bod a, by samozifejmé platilo
f(O(a) N A) c O(L). Cislo L by tak bylo limitou funkce f(z) v bodé a vzhledem ke kazdé mnozing, jejimz
hromadnym bodem by byl bod a.

Definici limity bychom mohli vyslovit také v nasledujici ekvivalentni podobé: Cislo L se nazyva limitou
funkce f(z) v bodé€ a, jestlize existuje takovd mnozina A obsahujici néjaké ryzi okoli bodu a, Ze plati

lim f(x)=L.

r—a, €A

Nékolik nasledujicich prikladd slouzi k pochopeni pojmu limity vzhledem v mnoziné i pojmu limity.

Priklad 9.16: Rzné limity téze funkce v daném bodé vzhledem k riznym mnozindm

Pfirozenym definiénim oborem funkce

w2y
f(xay)*$4+y4

je celd rovina R? s vyjimkou pocatku soustavy soufadnic, tj. D = R2?\ {(0, 0)}. Graf funkce f(z,y) na
podmnozing definiéniho oboru [—1, 1] x [—1, 1]\ {(0, 0)} je na obrazku 9.10. Blizime-li se k bodu (0, 0) jakymkoli
zpusobem, bliZi se Citatel i jmenovatel zlomku k nule. V blizkosti pocatku soustavy soufadnic se funkce chova
jako neurcity vyraz ,,%“. Jak je to s limitou funkce v bodé a = (0, 0)? VyzkousSejme, zda budou existovat a
¢emu budou rovny limity funkce v tomto bodé vzhledem k rtiznym mnozindm. Nejjednodussi je blizit se k
bodu a = (0, 0) t¥eba po ose x, nebo po ose y. V prvém piipadé jde o limitu vzhledem k mnoziné A =
= {(z,0) € R?|z € R\ {0}}. Pro body (z,y) € A je f(z,y) = 0. Je-li O(a) libovolné ryzi okoli bodu
a = (0, 0), pak pro viechny body (z, y) € O(a)N A je f(x, y) = 0. Limitou funkce v bodé a = (0, 0) vzhledem k
mnoziné A je tedy ¢islo 0. Skute¢né, at zvolime jakékoli okoli O(0) bodu L = 0, pak dokonce pro libovolné ryzi
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‘ ‘ \
/ ﬁ\‘“\\

Obr. 9.10 K prikladu 9.16.

okoli O(a) plati f(O(a) N A) = {0} C O(0). Obdobnou tvahou zjistime zZe také limita funkce f(z, y) v bodé
a = (0, 0) vzhledem k mnoziné B = {(0, y) € R?|y € R\ {0}} je nulova. Znamen4 to, Ze limita funkce f(z, y)
v bodé a = (0, 0) existuje a je nulova? Zdaleka ne! Zvolme jako mnozinu A libovolnou pfimku prochazejici
bodem a. Po ni se nyni budeme k bodu a blizit. Rovnice pfimky (kromé osy y) je y = kxz, kde k € R je jeji
smérnice. Na této pfimce, s vyjimkou bodu a = (0, 0), v némz neni definovana, nabyva nase funkce hodnot

22 - k22? k2
f(x7y):f(x7 kw): $4+k4x4 = 1+k47

nezdvisle na poloze bodu (z, kz) na dané pfimce. Tychz hodnot nabyva na priniku libovolného ryziho okoli
bodu a s pfimkou. Limity funkce v bodé a = (0, 0) vzhledem k riznym pfimkdm y = kz existuji, jsou vsak
zévislé na jejich smérnicich. Limita jako takova proto neexistuje. Ovéite jesté, ze pro k = 0 a k — oo dostaneme
limitu nulovou, jak nam vysla, kdyz jsme se blizili k po¢atku soustavy soutadnic po ose x, resp. po ose y.

A co kdybychom se k bodu a = (0, 0) bliZili tieba po paraboldch o rovnicich y = kz?? S vyjimkou bodu a
samotného na nich funkce nabyvé hodnot

x2 . k21'4 k2LL‘2

— 2y — =
f(z,y) = f(z, kz )7x4—|—k‘4x87 1+ k4axd”

Pro x — 0 plati
) k222
limy f(, ke®) = Ny 5 =0

Prekvapuje vas tento vysledek? Nemél by. Je docela ndzorny. Viechny paraboly o rovnicich y = ka2, k € R\ {0},
maji totiz v bodé a = (0, 0) spole¢nou teénu — osu . Limita funkce v bodé a vzhledem k ose x ndm vysla
nulova. A kazd4 z parabol y = kx? se v dostateéné blizkosti po¢atku soustavy soufadnic ,dostateéné presné
primyka“ k ose x. Abychom toto nepfesné, ale ndzorné predstavé blizké vyjadieni postavili na korektni zaklad,
dokdzeme podle definice, Ze limita funkce f(z, y) v bodé a = (0, 0) vzhledem k libovolné z mnozin A; =
= {(z, kz?) € R? |z € R\ {0}} je nulové. Zvolme libovolné okoli O(0) bodu L = 0, napiiklad O(0) = (—¢, ¢),
€ > 0, a hledejme, zda pro néjaky obor (=4, §) \ {0} proménné x bude splnéna nerovnost

k22

T kit =%

If(z, kx?) — 0| < e = ‘
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Napiiklad pro vSechna |x| < k~1,/€ je jiZ tato nerovnost splnéna, nebot

k% k2
1

k% -k 2
1+ kdzd

‘ k22
=c.

14 kdzt

Zvolime-li tedy ryzi okoli bodu a naptiklad ve tvaru Oy (a) = (—k~1\/z, k=1\/g) x (=b, b) \ {(0, 0)}, pak plati
f(Or(a)N A) C O(0). Tim jsme podle definice ovéfili, Ze ¢islo 0 je limitou funkce f(x, y) vzhledem ke kazdé z

mnozin Ay.

Priklad 9.17: Stejna limita vzhledem ke vS§em mnozindm — limita

Nyni uvazujme o funkci, kterd bude, podobné jako v predchozim pfikladu, definovina na mnoziné D =
=R?\ {(0, 0)}. Je zad4na piedpisem

2,2

Obr. 9.11 K prikladu 9.17.

otazku jako v pfedchozim piikladu. Jak je to s limitou funkce v bodé a = (0, 0)? V porovnéni s predchozim
prikladem, kde pii (z, y) — (0, 0) byla ,nejvétsi mocnina nuly® v ¢itateli i jmenovateli stejnd, tedy étvrta, takze
bychom pfislusny neurcity vyraz mohli zapsat jako ,,8;“, je v tomto prikladu neurcity vyraz typu ,,8—;“. Zda se,
Ze by nula v ¢itateli mohla ,pfevazit“ a funkce by v bodé a = (0, 0) mohla mit nulovou limitu. Napovida to i graf
funkce na obrazku 9.11. Kazdé takové ,,podezieni“ je vSak tfeba dokazat, nebo vyvratit solidnim matematickym
postupem. Zvolme tedy okoli O(0) = (—¢, €) bodu L = 0 a hledejme, zda pro néjaké ryzi okoli bodu a bude
splnéna nerovnost
22y?

x? 4 y?

—0‘<8.

Oznac¢me
O(a) = 0(0, 0) = (=&, V&) x (—V&, V) \ {(0, 0)}

ryzi okoli bodu a = (0, 0). Pro vSechny body (z, y) € O(a) je 0 < |z|, |y| < v/&. Pro hodnoty funkce f(z, y) na

tomto okoli plati
2,2 2,2
x x
L b <y <e

[L" = =
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Cislo L = 0 je tedy skuteéns limitou funkce f(z, y) v bodé a = (0, 0).

Priklad 9.18: ,Finta“ s polarnimi souradnicemi

Funkce f(x, y) z ptikladu 9.17 se také mimofadné hodi k tomu, abychom si na ni ukdzali uziteény ,trik“
pro vypocet nékterych limit. Pfevedme bod (z, y) do polarnich soufadnic, tj. £ = gcos p, y = gsin p. Pak

o0* cos? o sin? %)

2 22
= 07 cos® psin” p.
02(cos2 ¢ + sin” ) ¢ 4 4

f(z,y) = focosyp, psiny) =

Vzhledem k tomu, 7e je 0 < cos? psin? ¢ < 1, plati bez ohledu na hodnotu thlu ¢ nerovnost 0 < f (z,y) <
< % P¥i limitnim prechodu (z, y) — (0, 0) po jakékoli cesté je 0 — 0, a tedy, podle véty o sevieni, plati
lim ;) (0,0) f(, y) = 0. (Vétu o sevieni znadme jiz z prvniho dilu pro funkce jedné proménné — pfedposledni

vlastnost ve vété 2.1. Pro funkce vice proménnych se s ni setkime ve vété 9.2.)

Priklad 9.19: Jesté jedna limita pomoci polarnich soutradnic

Mame-li pocitat limitu funkce dvou proménnych v obecném bodé (a, b), mizeme zavést poldrni soufadnice
obecného bodu (z, y) vzhledem k bodu (a, b), tj. £ = a+pcos ¢, y = b+ psin ¢. Pro danou hodnotu ¢ odpovidd
limitni pfechod ¢ — 0 limité funkce f(x, y) v bodé (a, b) vzhledem k p¥imce p(y), jejiz parametrické rovnice
jsou x =a+ pcosp, y = b+ psin p, parametrem je pravé proménné g. Poc¢itdme tedy limitu

lim f(z, y) = lim f(a+ ocosp, b+ gsinp).
(z,y)—(a,b), (z,y)Ep(®) (= 9) 0—0 ( 4 °)
Pokud limita na pravé strané zavisi na ¢, funkce v daném bodé limitu nema. Pozor, nezévislost na ¢ vSak
existenci limity nezarucuje. ZarucCuje pouze to, Ze limita funkce v daném bodé je vzhledem ke vSem pfimkam
p(¢) shodna. Ukazme si vyuziti pfedchoziho postupu na konkrétni funkeci

x(x42)* = 2y(y — 1)

f(xvy): (:c+2)2+(y—1)2 ’

jejiz limitu pocitdme v bodé, v némz neni definovana, tj. (a, b) = (=2, 1). V polarnich soufadnicich je
T =—24pcosp, y=1+psinep.

Pak
(=2 + pcosp)o? cos® p — 2(1 + psinp)o?sin®
o

f(=2+ocosp, 1+ psing) =
= [—24—9((:05390— 2sin® 9)] = lir% f(=2+ ocosp, 1+ gsinp) = 2.
o—

Limita funkce f(x, y) v bodé (=2, 1) vzhledem k primkdm p(p) nezéavisi na jejich smérovém thlu ¢ a je rovna L =
= —2. Je ale toto ¢islo opravdu limitou funkce v daném bodé, mame-li na mysli limitu jako takovou? Samoziejmé
nemiizeme vyzkouSet, k jakému ¢islu se blizi hodnoty funkce f(z, y), blizi-li se bod (z, y) k bodu (-2, 1) po
vSech moznych cestach. Pouzijeme proto definice limity. Zvolme ¢ > 0 libovolné a hledejme ryzi okoli bodu
(=2, 1), v némz plati
x(r+2)% —2y(y —1)2
(z+2)2+(y—-1)

(-2)| <e.
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Pocitejme:

w(x +2)° = 2y(y — 1)°
(x+2)2+ (y— 1)

(x+2)3—2(y —1)3
(x+2)2+ (y — 1)2

(z +2)° 2|y - P _
T (x+224+y—-12 (z+2)2+(y—1)2

— (_2)‘ =

x4+ 2 2ly —1
= | | + ly ‘2<qx+m+2W—1y

2
y—1 T+2
1+(;H) 1+(;5)

Zvolime-li ryzi okoli bodu (-2, 1) ve tvaru

OPQJ):(—2—§,—2+§)X(1—%,1+§>\H—11H7

plati pro vSechny body (z, y) € O(—2, 1) nerovnosti |z + 2| < §, [y — 1| < §, z nichz plyne nerovnost |z + 2|+
+ 2|y — 1| < e. Plati tedy
2)2 — 2y(y — 1)?
| et -2y -1)°
(@y)=(-21) (z+2)*+(y —1)?

Priklad 9.20: Nevlastni limity

Pro zménu vyzkousejme funkci, kterd bude opét definovana na mnozing D = R? \ {(0, 0)} a v pocatku
soustavy soufadnic a = (0, 0) bude dévat neurcity vyraz typu ,,%“, kde vsak n > m. Uvazujme soubézné o
dvou takovych funkcich,

22 — 42

$4_’_y4’

2 2
= a =
fla,y) = i g(z, y)

a ptejme se na limitu v bodé a = (0, 0). Nejprve vezméme na pomoc intuici a zkuSenost. U funkce f(z, y),
kde je citatel i jmenovatel vzdy kladny, ocekavame, Ze funkce bude mit v bodé a nevlastni limitu +oco. Funkce
g(z, y), kterd se od f(x, y) lisi znaménkem v Citateli, ¢ekdme, Ze limita v bodé a nebude existovat. Jmenovatel
zlomku je totiz stale kladny, zatimco ¢itatel méni znaménko podle znaménka vyrazu (z? — y?). Grafy obou
funkei jsou na obrazku 9.12. Graf funkce f(z, y) je vlevo, graf funkce g(x, y) vpravo. Symboly nekonecen se
sipkami znamenaji, Zze hodnoty proménné z = f(z, y), resp. z = g(z, y) ,ubihaji“ do nekone¢na. Stupnice na
ose z neni tmyslné zakreslena, hodnoty by z ni stejné nebylo dobfe mozné odecitat.

Obrazky nazorné naznacuji, ze nase ,,podezreni“ bude asi spravné. Opét je vSak musime dokazat. Tvrdime, ze
funkce f(z, y) ma v bod€ a = (0, 0) nevlastni limitu +oco. Zvolme libovolné okoli O(+o00) = (K, c0) nevlastniho
bodu L = 400 a hledejme ryzi okoli bodu a tak, aby v ném platilo

.’L’2+y2
$4+y4

flz,y) > K, tj. > K.
Hodnoty funkce f(z, y) jsou kladné pro vSechna z € D, takze pro K < 0 je pfedchozi nerovnost splnéna na D.
Sdm defini¢ni obor D je ovSem ryzim okolim bodu a = (0, 0). UvaZujme proto déle jen o pfipadu K > 0. Plati

2 +y? 2 4+ y? 1

Tyt T 2yt 24y

f(z, y)

Zvolime-li ryzi okoli bodu a = (0, 0) ve tvaru

O(a) = O(0, 0) = (—\/g @) X (—\/g @) \ {(0, 0)},
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z = g(z,9)

1

Obr. 9.12 K priikladu 9.20, vlevo f(z, y), vpravo g(z, y).

bude pro vSechny body (z, y) z tohoto okoli platit

1 1
flz,y) > > =K.
2 +y? T ok ok

Dokazali jsme, 7Ze funkce f(z,y) ma v bodé a = (0, 0) nevlastni limitu +oco. Funkce g(z, y) naproti tomu
limitu nem4d, nebot v libovolném ryzim okoli bodu a = (0, 0) existuji body, pro které je g(z, y) < K. Skutecné,
zvolime-li napiiklad jakkoli malé ryzi okoli bodu a ve tvaru O(a) = {(z, y) € R?|0 < 2% + y* < r}, pak toto
okoli spolu s kazdym bodem (zg, yo), pro ktery je g(xo, yo) > K, obsahuje i bod (yo, x¢), a pro ten je naopak
g(yOa 33‘0) < —K.

Pro zajimavost si vSimnéme jesté funkei

x x
P = T a we) =
rovnéz definovanych na D = R?\ {(0, 0)}. Jejich grafy jsou na obrazku 9.13. U funkce 9 (x, y) je jak z grafu, tak
ze skutefnosti, ze v libovolné malém ryzim okoli bodu a = (0, 0) nabyva jak kladnych, tak zdporngych hodnot,
ziejmé, ze v tomto bodé limitu nemd. Funkce ¢(z, y) by nas mohla zméast. Ve vSech bodech svého defini¢niho
oboru je nezaporna a vypada to, ze by mohla mit nevlastni limitu +o0o. Spocteme-li vSak jeji limity vzhledem
k mnozindm A a B, kde A je pfimka o rovnici y = x a B je osa y, dostaneme

li = lim . = li =0.
<z,y>a35flo>,y:z<p(x’ 2 o 2gt 0% <z,y>»3310>,x:o¢(x’ 2
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z=P(z,y)

Obr. 9.13 K piikladu 9.20, vlevo ¢(x, y), vpravo ¢(z, y).

Limita tedy neexistuje. (V§imnéte si v grafu funkce ¢(x, y), 7e mezi dvéma ,rourami“ mificimi k nekoneénu je
,brolaklina“ podél osy y.)

Pozn.: Zapis im ;) (0,0, y== (=, ¥) je Casto uzivanou alternativou zapisu

lim z,y), kde A={(z,y)eR3y=uz}.
<z,y>_>(o,o),(z,y)eﬁ( ) {(z, v) ly =z}

Priklad 9.21: Limity v nevlastnich bodech
Prehlidku rtznych limit, resp. neexistujicich limit funkci dvou proménnych zakonc¢ime alespon jednim pii-
kladem limity v nevlastnim bodé. Funkce

flz, y) = 1 — e ("4

je definovana v R?2. Jeji graf je na obrazku 9.14. Funkce f(z, y) ma limitu rovnou jedné ve vSech nevlastnich
bodech. Zvolime-li totiz libovolné okoli O(1) = (1 —¢,14¢), 0 < e < 1, bodu L = 1, plati pro vSechny body
(x, y) € R, pro které je 422 + y? > Ine 1, tj. vné elipsy & se stfedem v poc¢atku o poloosach

Vine—1
a= n25 , b=+VIne 1,

nerovnost .
|f(z, y) — 1| =e GV < ¢,
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98 2

Obr. 9.14 K prikladu 9.21.

Vnéjsek elipsy € je neomezenou otevienou mnozinou, kterd je (ryzim) okolim vSech nevlastnich bod® prostoru
(R?)*.

Poté, co jsme vénovali dostatek pozornosti pochopeni definice limity, vyvstava otazka, jak
se s limitami pocita. Jednoduse. Plati pro né zcela analogicka pravidla, jaka jsme formulovali
ve vété 2.1 (odstavec 2.1.5 prvniho dilu). Mohli bychom v podstaté jen ¥ici, Ze ve vété 2.1
staci zameénit funkce jedné proménné za funkce vice proménnych. Pro poradek a pfipomenuti
vsak pfece jen pravidla zopakujeme a néco malo pridame. Pravidla opét napiSeme ve zkracené
podobé.

Nejprve jesté dohoda: V nasledujici vété, shrnujici pravidla pro poc¢itani s limitami, budeme,
stejné jako v definici limity, pfedpokladat, Ze defini¢ni obory funkci obsahuji jisté ryzi okoli bodu
a = (ay, ..., a,). Bod a mize byt i nevlastni. Okolimi bodu a, o nichz bude ve vété feé, jsou
myslena okoli ryzi. Limity mohou byt vlastni i nevlastni, nebude-li feceno jinak. Tvrzeni, v
nichz se s limitami provadéji néjaké algebraické operace, plati jen pro takové typy limit, pro
néz je danéd operace definovana (nejsou napiiklad definovany operace 400 + (—00), %, %,
0 (+o00), apod.).
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Véta 9.2 (Vlastnosti limit):

Necht (predpoklady) Pak (tvrzent)

f(z) md v bodé a limitu —> tato limita je jedind

f(z) md v bodé a vlastni limitu —  f(x) je na jistém O(a) ohranicend
o . o . / o . /

lim f(z) = L, lim g(z) = L = lim(f(z) +g(z)) = L+ L

o . c o / - . /

lim f(z) = L, lim g(z) = L = lim(f(2)g(z)) = LL

lim f(z) = 0, —  lim(f(2)g(z)) = 0

T—a r—a

ex. O(a) : g(x) je ohranicend na O(a)

lim £(2) = L, lim ) = ' 0, — ln(f(@)/g(@) = L/T

ex. O(a): g(z) # 0 pro vSechna x € O(a)

i f(2) = lim g(s) = I,

ex. O(a): f(z) < h(z) < g(x) = 91613111 h(z) =L

pro vsechna x € O(a)

lim p;(z) = {5, lim f(y) = L,

Je{l, ....m}, L= (b, ..., ln), — ilg(llf[gol(:c), oo pm(z)] =L

ex. O(a) : @;(z) # ¢; pro vsechna x € O(a)

Pozn.: Podobné jako ve vété 2.1 v prvnim dilu jsme i zde shrnuli pravidla pro limity funkci do
strucné tabulky. Musime je vSak umeét spravné ¢ist. Pfipomenme si to tfeba u tfetiho pravidla.
Napriklad takto: ,Necht funkce f(z), resp. g(z) maji v bodé a limitu L, resp. L’. Pak také
funkce f(x)+g(z) méa v bodé a limitu a ta je rovna L+ L’.“ Obratit vétu nelze. Nejjednodussim
protipiikladem je situace, kdy f(x) v bodé a limitu nemé a pro g(z) plati g(x) = — f(z). Funkce
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f(z) + g(x) je pak identicky nulovad a mé tedy v bodé a nulovou limitu. A kdyz uz rozebirdme
tieti pravidlo, dodejme, Ze je nemtizeme pro soucet f(x)+ g(x) pouZit v pfipadé, ze by jedna z
limit byla 400 a druh&d —oo. Rozmyslete si, pro jaké L a L’ je pravidlo nepouzitelné pro rozdil
f(x) —g(x).

Pravidla ve vété 9.2 byla formulovana pro limitu funkce jako takovou. Zkuste se zamyslet
nad tim, zda nékteré z nich plati také pro limitu funkce v daném bodé a vzhledem k dané
mnoziné A a pokuste se je pro tento pripad preformulovat. Nebude to slozité. Jen je tfeba
zaménit pozadavek platnosti vztahi na ryzim okoli O(a) bodu a za slabsi pozadavek jejich
platnosti na priniku O(a) N A.

A jesté si uvédomme jednu dilezitou a praktickou vlastnost limity, kterd piimo vyplyva z
definice limity a limity vzhledem k mnoziné. Jestlize ma funkce f(x) v bodé a € (R")* limitu
L € R, pak limity této funkce v bodé a vzhledem ke vSem mnozindm A (jejichZ je a hromad-
nym bodem) musi byt stejné. Je proto jedno, jakym zptisobem se k limité L ,dopocitame.
Plati napriklad tvrzeni

Ma-li funkce f(x) v bodé a limitu, pak

lim f(z,y) = lim (gjligf(m,y)) = lim (hm f(x,y)) , (9.9)

(z,y)—>(a,b) T—a y—b \z—a
lim flz1,..., z,) = lim { lim ( lim f(zq, ..., xn))} )
(z1,--0szn)—(a1,....an ) r1—a1 | T2—a2 Tn—ran

pricemz poradi vypoctu dil¢ich limit v druhém vztahu l1ze rovnéz libovolné zaméno-
vat.

Zptsob vypoctu vyplyvajici z predchoziho tvrzeni je sice prakticky, je vSak zalozen na znalosti
faktu, ze funkce ma v daném bodé limitu. Neni tedy vzdy pouzitelny, i kdyz pripady, kdy jej s
vyhodou vyuzit Ize, existuji — s jednim takovym se setkame v odstavci 9.2.3. Zptisoby vypoctu
limit funkci vice proménnych jsou mnohem rozmanitéjsi nez u funkci jedné proménné a nelze
je vtésnat do néjakych univerzalnich rutinnich postupi. Spise je tfeba posuzovat situaci pripad
po pripadu a ziskat zkusenost praktickym pocitanim. Nékteré zpiisoby vypoctu si budete moci
vyzkouset v ramci cviceni s navody.

K limitam pfece jen uvedeme jesté jedno doplnéni. Vzpominate si jesté na druhy z problém,
ktery jsme formulovali na za¢atku avah o limitach? Tykal se funkce f(z, y) = /1 — 22 — 2,
jejimZ definiénim oborem je mnoZina D = {(x,y) € R?|z? + y* < 1}. Tato mnoZina je
uzavieny kruh o jednotkovém polomeéru. Z hlediska mnozinové terminologie je uzavienou oblasti
a je kompaktni. Na hranici kruhu z? + y? = 1 je funkce f(x, y) definovdna a nabyva na ni
nulové hodnoty. Jisté by bylo pfirozené konstatovat, ze limita funkce f(x, y) v bodech hranice
defini¢niho oboru je nulova. Toto konstatovani si vSak zatim nemtizeme dovolit, nebot definici
limity pro takové body nemame. Pro¢? Protoze hrani¢ni body nemaji ryzi okoli, ktera by lezela
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v defini¢nim oboru. Pfedpokladem existence takovych okoli jsme ovSsem nasi dosavadni definici
limity omezili. Definici limity proto zobecnime. Zakladni pozadavek na bod a, v némz limitu
urcujeme, oslabime tak, Ze budeme pfedpokladat to, ze a je hromadnym bodem defini¢niho
oboru.

Predpokladejme, ze bod a € (R™)" je hromadnym bodem defini¢niho oboru D
funkce f(z) a zéroverl hromadnym bodem mnoziny A C (R")*. Bod L € R* se
nazyva limitou funkce f(x) v bodé a vzhledem k mnoziné A, jestlize ke kazdému
okoli O(L) bodu L existuje ryzi okoli O(a) bodu a tak, ze f(O(a)NDNA) C O(L).

Predpokladejme, ze bod a € (R™)" je hromadnym bodem defini¢niho oboru D
funkce f(z). Bod L € R se nazyva limitou funkce f(x) v bod€ a, jestlize ke kazdému
okoli O(L) bodu L existuje ryzi okoli O(a) bodu a tak, ze f(O(a) N D) C O(L).

Ze jsou to stejné definice jako ty, se kterymi jsme dosud pracovali? Nejsou. Rozdil je pod-
statny. Uvédomime si jej na nasledujicich prikladech.
Priklad 9.22: Limita v hrani¢nich bodech

Obrézek 9.15 ukazuje graf funkce f(x, y) = /1 — 22 —y? a ilustruje pouZiti zobecnéné definice limity
na piipad hrani¢nich bodu jejiho defini¢éniho oboru. Pomoci zobecnéné definice ukadZeme, Ze limita funkce
f(z, y) = /1 — 22 —y? v libovolném bodé a na hranici defini¢niho oboru je nulova. Zvolme bod a = (a1, as),
a? + a3 = 1. Zvolme okoli O(0) bodu L = 0 ve tvaru O(0) = (—¢, €), € > 0. Hleddme ryzi okoli bodu a tak, aby
na jeho priniku s definiénim oborem funkce platila nerovnost

If(z,y) =0l =v1-22—y2<e = 22 +9y?>>1-¢%

Pro £ > 1 plati tato nerovnost na praniku D s jakymkoli ryzim okolim bodu a, pro € < 1 staéi volit okoli O(a) =
= (a1 — 90, a1 +6) x (az — 6, ag + )\ {(a1, az)} tak, aby se prinik O(a) N D vesel do mezikruzi {(z, y) € R?|1—
— &2 < 2? + y? < 1}. Dodejme, 7e v tomto konkrétnim pifpadé nemusi byt okoli bodu a ani ryzi. Vite pro¢?

Priklad 9.23: Limita funkce se ,zpretrhanym® grafem
Na tomto prikladu osvétlime dalsi vyznamnou odliSnost zobecnéné definice limity od definice specialni.
Oznatme D = Q x Q (Q je mnozina vSech raciondlnich ¢isel). Uvazujme o funkci

f:D>(x,y) — flz,y) =1

Vsechny body realné roviny R? jsou hromadnymi body defini¢niho oboru dané funkce. Mtzeme se tedy zabyvat
otézkou, zda v nich funkce m4 limitu a jakou. Zvolme libovolné ¢islo € > 0. Zvolme dale libovolny bod a € R? a
jeho libovolné ryzi okoli O(a). Ve vSech bodech priniku DN O(a) nabyva funkce hodnoty 1, a proto v nich plati
|f(z,y) — 1] =0 < ¢, tj. f(O(a)ND)C O() pro O(1) = (1 —¢, 1 +¢). Cislo 1 je tedy limitou dané funkce ve
vS8ech bodech realné roviny. V bodech defini¢niho oboru funkce je tato limita dokonce rovna funkéni hodnoté, a
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sz($,y)

z= f(z,y)

Obr. 9.15 K zobecnéni limity.

funkee je tedy na D ve smyslu zobecnéné definice limity spojitd! (To uvidime za chvili, az formulujeme definici
spojitosti.) Divnd limita a divnad spojitost? Tuto ,podivnost® bychom lépe pochopili, kdybychom méli vice
znalosti z topologie a znali pojem indukované topologie. Ac¢koli jde o velmi zajimavé véci, nemizeme se jimi v
tomto textu podrobné zabyvat.

,Podivna“ limita a ,,podivna“ spojitost z prikladu 9.23 nam nastésti nemusi délat starosti.
V praktickych prikladech budou nejcastéji vystupovat funkce, jejichz defini¢nimi obory jsou
oteviené mnoziny, oblasti, popfipadé uzaviené oblasti neboli kontinua. Pro body lezici uvnitf
téchto defini¢nich obort vystacime se specialnéjsi definici limity (a ji odpovidajici definici spo-
jitosti), nebot pro tyto body vzdy existuje ryzi okoli, které v dané mnoziné lezi. Pro body na
hranicich je sice tfeba pracovat se zobecnénou definici limity a spojitosti, ale ta nepovede k
takovym neobvyklym zavérim jako v prikladu 9.23.

S pojmem limity tizce souvisi definice spojitosti funkce. V pfipadé specialnéjsi definice limity
pujde i o ,specialnéjsi“ spojitost, obecnéjsimu pojmu limity odpovida obecnéjsi predstava o
spojitosti.
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Funkce f : D> 2 — f(x) € R, kde D C R", se nazyva spojitd v bodé¢ a € D
vzhledem k mnoziné A, jestlize ma v tomto bodé vzhledem k mnoziné A vlastni
limitu a plati lim,_,, ,ea f(z) = f(a).

Funkce f : D > 2 — f(z) € R, kde D C R", se nazyva spojitd v bodé a € D,
jestlize mé v tomto bodé vlastni limitu a plati lim,_,, f(z) = f(a).

Uvédomte si, ze spojitost funkce vice proménnych vzhledem k mnoziné je v podstaté analogii
spojitosti zprava a zleva u funkce jedné proménné.

Priklad 9.24: Spojitost ,dil¢ich“ funkci

Je-li funkce f(z) spojitd v bodé a, pak to znamend, Ze je v ném spojitd vzhledem ke vSem mnoZinidm
A, jejichz je bod a hromadnym bodem. At se tedy blizime k bodu a jakoukoli cestou, vzidy dospé&jeme k
funkéni hodnoté f(a). Specidlnim piipadem takového ,pfiblizovani“ je zafixovani nékterych proménnych na
odpovidajicich hodnotéch soufadnic bodu a. Napiiklad pro spojitou funkci n proménnych f(z) = f(z1, ..., @)
muzeme dostat postupné spojité funkce jedné, dvou, t¥i, atd., proménnych

g1(x1) = flx1, ag, ..., an),
g2(z2) = fla1, za, ..., an),
n(en) = Flar, . 2)
hig(z1, 2) = f(21, 22, a3, ; An),
h”(x“ xj) _ .f.(.a.l.7. .. .,. .x.l;. . .’. xj, .. .7. .a.n.)l
Vrafme se napiiklad k funkci
flz,y) = xfiﬁ’;

z piikladu 9.16. V bodé (0, 0), ktery nepatii do jejitho pfirozeného defini¢niho oboru, ji dodefinujme hodnotou
£(0, 0) = 0. Utvorme funkce jedné proménné podle piedchozich vztaht:

Obé tyto funkce jsou spojité v bodé 0, nebot

lim g1(z) = g1(0) = f(0,0) =0, lim g2(y) = g2(0) = f(0, 0) = 0.
z—0 y—0

Co myslite? Plyne z toho spojitost funkce f(x, y) v bodé (0, 0)? Pokud na tuto otdzku nedokazete hned odpo-
védét, vrafte se k piikladu 9.16 a znovu se zamyslete nad tim, jak je to s limitou dané funkce v bodé (0, 0).

Uvidite, ze dodefinovani na existenci ¢i neexistenci limity nic neméni.




772 KAPITOLA 9. FUNKCE VICE PROMENNYCH

Priklad 9.25: Spojitost a kompaktnost

Pojem spojitosti funkce je definovan pomoci limity. Proto tzce souvisi s pojmem okoli, a tedy s topologii. V
tomto ptikladu ukdzeme, Ze je-li f: D > x — f(x) € R funkce spojitd na kompaktni mnoziné D, je mnozina
H = f(D) také kompaktni. Zvolme libovolné pokryti Py mnoziny H otevienymi mnozinami. Je tfeba ukézat, Ze
z tohoto pokryti dokdZeme vybrat koneéné podpokryti (definice kompaktnosti mnoziny). Zvolme libovolny bod
y € H a ozna¢me V (y) kteroukoli z mnozin pokryti Pr, do které bod y nélezi. Protoze H je obor hodnot funkce
f definované na D, existuje v D alespoti jeden vzor z takovy, Ze y = f(z). Oznacme f~1({y}) ={r € D|y =
= f(x)} mnozinu vSech vzori bodu y. Pro kazdy z nich existuje jeho okoli O(x) tak, ze f(O(z)) C V(y) (je to
zaruceno spojitosti funkce f(z)). Soubor otevienych mnozin

Pp={0O(z)|z € D,y e H}

je pokrytim mnoziny D. Ta je vSak kompaktni, a proto z pokryti Pp lze vybrat koneéné podpokryti Py(D) =
={O(z1), ..., O(zn)}. Odpovidajici oteviené mnoziny V (y1), ..., V(yn) tvoii koneéné podpokryti mnoziny
H vybrané z pokryti P(H). Mnozina H je tedy kompaktni.

Obrazem f(D) kompaktni mnoziny D spojitou funkci f je opét kompaktni mnozina.

Co myslite? Lze podobnou vétu vyslovit také pro pfipad, Ze mnozina D je oteviena? Klademe si tedy otazku,
zda obrazem oteviené mnoziny spojitou funkei f je opét oteviend mnozina. Odpovéd je zapornd. Protipiikladem
miZe byt konstantni funkce definovand na oteviené mnoziné D, tj. f(x) = K pro vSechny body = € D. Pro ni

totiz plati f(D) = {K}. Jednoprvkovd mnozina je vSak uzaviend.

Polozme si nyni otazku, jak je tomu se spojitosti funkci, které vznikly ze spojitych funkci
pomoci algebraickych operaci (soucet a opa¢né operace rozdil, soucin a az na vyjimku déleni
nulou inverzni operace podil), popfipadé skladanim funkci. Odpovéd na tuto otézku jisté snadno
formulujete sami, nebot piimo vyplyva z definice spojitosti a z véty 9.2.

V zavéru odstavce jesté uvedeme vlastnosti spojitych funkci, které jsou analogické vlast-
nostem spojitych funkci jedné proménné na uzavienych intervalech. V prvnim dilu jsme je
formulovali ve vété 2.2 a vétach G.1, G.2 a G.3 dodatku G, kde jsme nékteré dokonce doka-
zovali. Interval jako podmnozina R je omezend a uzaviena, tedy kompaktni mnozina (viz téz
dodatek F prvniho dilu). Nékteré vlastnosti spojitych funkci vice proménnych budeme také
formulovat pro ptipad, kdy jejich defini¢énim oborem je kompaktni mnozina, v jinych situacich
bude defini¢nim oborem spojité funkce oblast.
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Véta 9.3 (Vlastnosti spojitych funkci): Predpoklddejme, Ze funkce f(z) je spo-
jita ve vsSech bodech mnozZiny D C R™. Pak plati:

e Je-li D kompaktni mnoZina, pak na ni funkce f(x) nabyvd své nejmensi a
nejvetsi hodnoty. Znamend to, Ze existuji cisla m a M a body x,, € D a
xy € D tak, Ze f(x,,) =m, f(za) = M, pricemzm < f(x) < M pro vSechny
body x € D.

o Je-li D oblast, nebo kontinuum, a pro jeji body a, b plati f(a) < f(b), pak
funkce f(x) nabyvd na D vSech hodnot mezi f(a) a f(b). To znamend, Ze pro
libovolné zvolené ¢islo yy, pro které plati f(a) < yo < f(b), existuje bod xo € D
tak, Ze f(xo) = yo-

e Je-li D oblast, nebo kontinuum, a pro jeji body a, b plati f(a) < 0, f(b) > 0,
pak existuje bod xo € D tak, Ze f(xq9) = 0.

Prvni vlastnost je ,vicerozmérna“ Weierstrassova véta (pro funkce jedné proménné véta G.3
dodatku G), druh4 vlastnost je ,vicerozmérnd“ Bolzanova véta (pro funkce jedné proménné ji
odpovidéa druhé vlastnost ve vété 2.2). Trividlnim dusledkem Bolzanovy véty je vlastnost tieti
(pro funkce jedné proménné ji odpovida tieti vlastnost ve vété 2.2).

Jesté poznamenejme, Ze na pripad spojitosti funkce v hrani¢nich bodech mnoziny D bud
musime vztdhnout obecnéjsi definici limity, nebo predpokladat, ze funkce je definovana na
oteviené mnoziné D', pro kterou D C D’, a mit pak na mysli spojitost funkce v bodech
mnoziny D’ vzhledem k mnoziné D.

Dikazy téchto tvrzeni nebudeme provadét. Je vSak dilezité jesté vylozit, pro¢ ve Weier-
strassové vété predpokldddme mnozinu D kompaktni (tj. omezend, uzaviend, ale nikoli nutné
souvisla), ve vété Bolzanové predpokladame, ze D je souvisla. Abychom predpoklady o mnoziné
D zdivodnili, najdeme protiptiklady, tj. situace, kdy néktery z nich nebude splnén a nebude
splnéno ani tvrzeni véty.

Priklad 9.26: Defini¢ni obor spojité funkce

Véta predpoklada kompaktni mnozinu D, ne nutné souvislou. Probereme jednotlivé vlastnosti postupné.

Weierstrassova véta

e Pro¢ predpokladame, Ze mnozina D je omezena? Protipfikladem je linearni funkce f(z) = f(x1, ..., z,) =
=kixy + -+ kpx,, kde k1 az k, jsou pro nazornost kladné konstanty. Pfirozenym defini¢énim oborem
této spojité funkce je D = R™. Tato funkce nenabyva na D minima ani maxima, nebof napiiklad v ne-
vlastnim bodé (+oo, ..., +00) mé nevlastni limitu +oo, v nevlastnim bodé (—oo, ..., —0o) méa nevlastni
limitu —ooc.

e Pro¢ pfedpokladame, ze mnozina D je uzaviena? Jako protipiiklad uvedme t¥eba funkci z = f(z, y) =
= —Incos (y/22 + y?), kterd je spojitd na otevieném kruhu D = {(z,y) € R?|z? +¢? < %2} Rez
grafu této funkce libovolnou svislou rovinou o rovnici y = kx je na obrazku 9.16. Funkce sice nabyva
na D svého minima f(z,,) =0, a to v bodé z,,, = (0, 0), maxima vSak nenabyva, nebof v bodech na
hranici mnoziny D m4 nevlastni limitu +o0o (jde o limitu v zobecnéném smyslu). Mizeme také uvazovat
tak, Ze pro libovolné ¢&islo K > 0 existuje alespoii jeden bod (z, y) € D tak, ze f(x, y) > K. Takovych
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bodt je dokonce nekone¢né mnoho a lezi vné kruhu se stfedem v bodé (0, 0) a polomérem 7, pro ktery
(=Incosrg) = K.

e Proc¢ neni tieba predpokladat, aby mnozina D byla souvisla? Predpokladejme, ze mnozina D mé vice
nez jednu komponentu. Protoze D je kompaktni, je i kazda z komponent kompaktni. Téchto komponent
je koneéné mnoho. Jak to vime? Z kazdého otevieného pokryti celé mnoziny D lze vybrat konecné
podpokryti. To pokryva i vSsechny komponenty. Musi jich proto byt koneény pocet, feknéme N. Na
Jj-té komponenté (souvislé) nabyvé funkce minima m; a maxima M;. Polozime m = min{m;|j =
=1,2,...,N}aM=max{M;|j=1,2,..., N}.

f(z,y)
| ]
[ 3 A [
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| 2 1 |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
l 1 A l
| |
| |
| |
| |
| |
| |
—2' -1 0 1 2" r=y22+y>?

Obr. 9.16 K Weierstrassoveé véte.

Priklad 9.27: Defini¢ni obor spojité funkce — Bolzanova véta

Proc¢ je v pripadé Bolzanovy véty tieba predpokladat, ze mnozina D je souvisla? Opét staci uvést proti-
ptiklad. Pfedpokladejme, ze mnozina D je sjednocenim dvou komponent D = D; U Dy , neni tedy souvislé.
Funkce f: D > 2 — f(z) € R je definovana tak, Ze f(x) = 1 pro vSechny body = € D; a f(x) = —1
pro vSechny body = € D,. Tato funkce je na D nepochybné spojitd. V zadném bodé svého definicniho oboru
vsak nenabyva nulové hodnoty. Situace by se dala charakterizovat také tak, ze hodnoty funkce f na jedné z
komponent nesouvislé mnoZiny ,nevédi“ nic o hodnotach na ostatnich komponentéch, at jiz je funkce f spojita,

nebo ne.

Limité a spojitosti funkci jsme se tedy, podle prislibu v tivodu odstavce, vénovali opravdu
velmi dikladné. To proto, Ze pojem limity funkce vice proménnych je na hlubsi pochopeni
narocnéjsi, nez je tomu u limity funkci jedné proménné. Zato pokud jej zvladneme, je uz jedno,
na kolika proménnych funkce zavisi. Dobré porozumeéni limitam a spojitosti je nezbytné nejen
pro dalsi teoretické tivahy o funkcich vice proménnych, ale i pro praktické pocitani. V dalsich
odsouzeni pouze k jejich rutinnimu pouzivani, které s sebou bez hlubsiho pochopeni nese riziko
jejich chybné aplikace ¢i interpretace, nam znalosti o limitach a spojitosti velmi pomohou.
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9.2.2 Parcialni derivace a retézové pravidlo

V odstavci 5.2.3 jsme se vydali na prvni exkurzi do svéta parcidlnich derivaci. Definovali jsme
je pro pripad funkci dvou proménnych s poznamkou, ze definice pro funkce vétsitho poctu
proménnych je analogicka. Nyni tuto obecnou definici formulujeme:

Predpokladejme, ze funkce

f2D9$:($1,...,$n) —>y:f(x):f(I1,,.’I)n)€R

je definovana na jistém otevieném okoli O(a) C D bodua = (ay, ..., a,). Definujme
funkci

hi(zi) = f(a1, ..., @1, T4y Qiyas - -+, Qn),
kde (ai,..., ai—1, x;, Giz1, ..., a,) € O(a), i € {1, ..., n}. Existuje-li derivace

funkce h;(x;) v bodé a;, tj. vlastni limita
flag, .oy iy ooy an) — flag, ooy Giy o vy )

lim hl(ml) — hu(a:) = lim =

T;—a; T; — a; Ti—a; Ty — Q4

Of(x1, ..., xp)

0f(z)

= — ) (9.10)
axi (z1,...,zn)=(a1, ...,an) 8.’171 r=a
nazyvame ji parcialni derivace proniho fadu funkce f v bodé a = (ay, ..., a,) podle
proménné ;. Casto také znacime
0f (z)
—_ = D, f(a).
8xi = Zf( )
Pozn.: Pro zkraceni budeme ¢asto misto zapisu
0 ceey Ty 0
f(ml’a  Tn) pouzivat tvar g(x)
xi (x17"'7I'VL):(0‘17"'7U/7L) :Ei (al,...,an)
S ohledem na konvenci zavedenou v kapitole 5 budeme pouzivat i znaceni
Of(x, y) Of(z, y) Of (1, -, @) .
T:fx(% Y), a—yzfy(% Y), O = filzr, ..., @), 1<i<n.

Ma parcialni derivace podle i-té proménné néjaky nazorny vyznam? U funkci dvou proménnych
jsme jej ilustrovali obrazkem 5.8. Obecné tato parcialni derivace méri rychlost zmény funkéni
hodnoty funkce f(x), blizi-li se bod = k bodu a po pfimce rovnobéiné s osou z;.
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Priklad 9.28: Plyne z existence parcialnich derivaci funkce jeji spojitost?

V pripadé funkce jedné proménné byla odpovéd na poloZenou otdzku kladna. Vzpomeiite na vétu 2.3 v
prvnim dilu. Pro parcidlni derivace funkci vice proménnych vsak takova véta jiz neplati. Abychom se o tom
presvédcili, staci najit pfiklad, kdy funkce ma v daném bodé parcialni derivace prvniho fadu, ale neni v ném
spojita. Ukazeme si i postup, jak takovou funkci ,,vyrobime“. Vezméme tfeba funkci dvou proménnych definova-
nou na oteviené mnoziné D = {(z, y) € R?| 22 +y? < 1} vztahem f(z, y) = —/1 — 22 — y2. Ta je samoziejmé
na D spojita, jak je vidét na prvni pohled. Jeji parcidlni derivace prvniho fadu rovnéz existuji v kazdém bodé

mnoziny D a plati
0f(x, y) x 0f (=, y) y

dr 1 —a2— 2 Ay VI—a2 =2
Konkrétné v bodé (0, 0) jsou obé parcidlni derivace nulové. Grafem funkce je dolni polovina kulové plochy o
poloméru R = 1 se stiedem v pocatku soustavy soufadnic. Je vidét na obrazku 9.17 vlevo. Nespojitost, ktera

z=f(z,y) z=g(z,y)
2

Obr. 9.17 I nespojita funkce miize mit parcialni derivace.

v8ak zachova existenci a dokonce hodnotu parcidlnich derivaci v bodé (0, 0), vyrobime tak, Ze z grafu funkce
f(z, y) vyfizneme pulkruznice K; a Ko popsané rovnicemi (z = —vV1—22)A(y=0)a (z=—/1—-y?)A(z =

v

a (z=2—2y%) A (x =0). Vysledek vidime na obrazku 9.17 vpravo. Nova funkce dana ptedpisy
(x,y) = —V/1—=22+y* pro (z,y)eD, x#0, y#0,

g(xv y) = 2—21’2 pro y:()v MRS (_17 1)7
glz,y) = 2-2y* pro z=0, ye(-1,1)

Q

je nespojitd v bodech (z, 0) pro z € (=1, 1) a (0, y) pro y € (=1, 1). Spoc¢téme jeji parcidlni derivace v bodé
(0, 0).

_ —9272) _
ox (0,0) z—0 z—0 z—0 T
_ —22) —
99(z, y) i 909 —9(0,0) 227 -2
dy (0,0) Y0 y—20 y—0 Y

Funkee g(z, y) mé tedy v bodé (0, 0), v némz nent spojitd, parcialni derivace prvniho f4du podle obou promén-
nych. Z cviénych dvodl spodtéme jesté parcidlni derivace funkce g(x, y) v ostatnich bodech jejiho defini¢niho
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oboru D. Pro body (z, y), pro néz je jak x # 0, tak y # 0, jsou tyto derivace rovny odpovidajicim derivacim
funkce f(x, y). Zduvodnéte tento vysledek. Déle zvolme body (a, 0) € D, a # 0, a (0, b) € D, b # 0. Plati

= lim w — lim (2 — 22?) — (2 — 2a?) _

z—a Tr—a r—a r—a

dg(z, y)

—4a.
ox “

(a,0)

Parcidlni derivace funkce g(x, y) podle proménné y v bodech (a, 0) pro a # 0 neexistuje. Plati totiz

gla, y) —g(a,0) —y/1—a?—y2—(2—2a?)

y—0 Yy

Limita tohoto vyrazu pro y — 0 neexistuje (pro y — 0~ je +oo, pro y — 0" je —o0o). Obdobné plati
99(z, y)

_ _902) _ (9 _ op2
i 90 9) —9(0,8) (2 27) — (2 26°)
83} (0, ) y—b Yy — b y—b Yy — b

= —4b.

Parcidlni derivace funkece g(z, y) podle proménné x v bodech (0, b) pro b # 0 opét neexistuje.

Pozn.: Funkce f(z, y) a g(x, y) jsme volili ponékud slozit&j$im zptisobem, nez jaky by postacoval k ukazce
toho, Ze z existence parcialnich derivaci neplyne spojitost funkce. Cilem této volby byl mj. ,pékny* graf funkci.
Postup, kterym jsme ze spojité funkce f(x, y) dostali funkci g(x, y) s bodem nespojitosti, v némz vSak existovaly
parcialni derivace, muzete zkusit pouzit sami i pro mnohem jednodussi situace. Zkuste treba vyjit z funkce

f(x, y) = 0 na R? a n&jak vhodné ji zménit.

Priklad 9.29: Zato ze spojitosti parcialnich derivaci funkce uz jeji spojitost plyne

V pfedchozim prikladu jsme vidéli, Ze existence parcidlnich derivaci funkce vice proménnych nestaci k
zajiSténi jeji spojitosti. Uvazujme opét o funkci jen dvou proménnych, f(z, y), a zkusme, co to udél, kdyz
pozadavek na jeji parcidlni derivace f,(z, y) a f,(z, y) zesilime. Pfedpokladejme jejich spojitost v bodé (a, b),
a tim i existenci na jistém okoli O tohoto bodu. UkadZeme, Ze toto jiz ke spojitosti funkce f(z, y) v bodé (a, b)
staci. Potfebujeme dokazat, ze limita rozdilu f(z, y) — f(a, b) v bodé (a, b) je nulova. Definujme na okoli O
(trochu uméle) novou funkei, do které ,zamontujeme“ jak funkci f(x, y), tak jeji parcidlni derivace,

O(z, y) = f(z, y) = f(a, b) = fo(a, b)(x — a) — fy(a, b)(y — b).

Hned je vidét, ze pokud existuje limita funkce ®(z, y) v bodé (a, b), existuje v tomto bodé i limita funkce
f(z, y) — f(a, b) a plati

lim ®(z,y)= lim 2, y) — fla, b)).
() (ar) (z, y) (x’y)ﬁ(a,b)(f( y) — f(a, b))

Sikovnou, i kdyZ opét ponékud umélou tpravou vyjadiime funkci ®(z, y) ve tvaru

(I)(l‘, y) _ (f(l‘, y) — f(a7 y)

Tr—a

e, y>) (&~ a) + (fola ) — fula, b)) (@ — a)+

+ <f(a’ y; — Z(a’ b _ fy(a, b)) (y —b).

Limitu druhého a tfetiho séitance uréime snadno. Ze spojitosti funkce f.(z, y) plyne

lim (fw(av y) - fl(a‘7 b)) =0.

(z,y)—(a,b)
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Treti s¢itanec viibec neobsahuje x, takze z definice parcialni derivace podle y pfimo dostaneme

<f(a, y) — f(a, b)
y—2>b

lim
(z,y)—(a,b)

— f,(a, b)) =0.

Trochu préce d& vypodet limity prvniho séitance. Povazujme hodnotu y na chvili za pevnou, ozna¢me () =
= f(z,y) — f(a, y) a pro uréitost pfedpokladejme a < = (pro opacnou nerovnost by tvahy vypadaly zcela
obdobné). Funkce ¢(x) jedné proménné x je spojité, jak vyplyva z existence jeji derivace ¢'(x) = fu(z, y).
Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté (véta 2.2 a véta G.1) existuje v intervalu (a, z) ¢éislo £ tak, ze p(x) —
—pla) =¢' (&) (z—a), tj. f(z, y)— f(a, y) = f2(&, y)(x—a). Ze spojitosti funkee f,(z, y) s uvadZenim nerovnosti
a < & < x plyne

im (f(‘rv y)if(aa y)
(z,y)—(a,b) Tr—a

R ) = () - fa(a ) =0

Limita funkce ®(z, y) v bodé (a, b) je nulova, proto lim, ), s f(z, ¥) = f(a, b). Funkce f(z, y) je v bodé
(a, b) spojitd. A jestlipak jste si pfi ¢teni diikazu vSimli jedné zajimavosti? Predpoklddané spojitosti obou
parcidlnich derivaci funkce f(z, y) jsme totiz nevyuzili zcela. P¥i zvoleném postupu dikazu jsme ji pot¥ebovali
pouze u funkce f,(z, y), u funkce fy,(x, y) jsme vystacili pouze s existenci. Dtikaz bychom mohli vést také s
vyuzitim spojitosti fy,(x, y) a existence f,. Je vidét, Ze pro dikaz spojitosti funkce f(z, y) v bodé (a, b) bychom

mohli ptivodni pfedpoklady o jejich parcidlnich derivacich dokonce jesté trochu oslabit.

Pomoci definice parcidlnich derivaci prvniho fadu mizeme dospét k zobecnéni pojmu par-
cialni derivace na vyssi rad.

Ozna¢me D@ C D mnozinu vsech bodt = € D, v nichz je definovéana parcialni

derivace funkce f(x) podle proménné x;, i € {1, ..., n}. Existuje-li v bodé z par-
cidlni derivace funkce f;(z) = ag—g) = D, f(x) podle proménné z;, j € {1, ..., n},

nazyvame ji parcialni derivace druhého radu funkce f(x) podle proménnych x; a x;
a znacime

COfi(z) 0 (ﬁf(:v)) _OI@ .

fl](x) a amj a c%j 8:31 a 8%8901

Obdobné postupujeme dale a definujeme parcialni derivace vyssich fadd. Pro obecny vybér k

indext i1, i3 aZ i, z mnoziny {1, ..., n}, tj. pro variaci s opakovanim (iy, i, ..., ix), dostaneme
parcidlni derivaci k-tého Tddu funkce f(x) v daném bodé. Znacime
0" f ()

fivio..ir, (%) = Diyiy...ir f ().

ﬁxik e (9:%8@'1

Nejsou-li indexy #; az iy, oznacujici proménné, podle kterych se pii vypoctu parcialni derivace
k-tého fadu derivovalo, shodné, nazyvame tyto derivace smisene. Pokud pracujeme s funkcemi
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dvou a tii proménnych a misto f(xq, xs), resp. f(x1, x2, x3) piSeme f(z, y), resp. f(z, y, 2),
coz byva velmi casté, oznacujeme také odpovidajicim zptisobem parcialni derivace. Naptiklad
zapisujeme fi jako f;, f2 jako fy, foes jako fy,., apod.

Pti vypoctu parcialnich derivaci postupujeme podle praktického pravidla, které jsme for-
mulovali jiz v odstavci 5.2.3. Derivujeme-li podle proménné x;, zachdzime s ostatnimi jako s
konstantami. Vyplyva to pfimo z definice parcidlnich derivaci, stejné jako skutecnost, ze pro
parcialni derivovani souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu funkci plati stejna pravidla jako u funkei
jedné proménné. Skutecné zde neni co dokazovat.

Priklad 9.30: Jeden prakticky vypocet parcialnich derivaci s fyzikalnim vyznamem
Zvolme funkci t¥1 proménnych takto:

kmM
Vi + a3 +m§.

Jisté v ni poznavate gravitac¢ni potencidlni energii, s niz jsme pracovali v kapitole 7 pii feseni prikladu o pohybu
planety kolem Slunce. Vypo¢teme nejprve jeji parcidlni derivace prvniho fadu.

y=U(z) =U(xy, 22, x3) = —

8U(.’)§1, o, Z’g) T
1) 01 T g
8U(!L‘17 T2, LL‘g) x2
U = == M ]
2(z) 2s Km R R
aU(xlv T2, .’Eg) T3
U = -——————— = .
B o3 S =

Fyzikové si mohou spocitat vyraz

kmM kmM
2+ a%+ x% r2

VU (@) + U3(x) + U3 (x) =

)

ktery predstavuje velikost gravitac¢ni sily, jiz pusobi Slunce na planetu. Déale vypocteme parcidlni derivace
druhého fadu funkce U(z):

02U (z1, wa, 23) r3 + 23 — 222

Un(z) = 011071 = f{mM(;C% g S 7%
2

ot = P < it

ey = Pt gt
02U 3

o) = SEGETE < b
02U 3

Vale) = %Z’m N _KmM(:cf—Fxgligx%)wy

V() = EU@uanas) o of +af - 20

Ox9014 - (@2 + a2 + 22)5/2’
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82U(CL‘1 xZ2 .’L‘3) 3.1?2(11‘3
U _ oY\, 2, d3) 7
2s(7) 03019 i (22 + 2% + 22)5/2
82U(x1 X9 l‘3) 3%‘2333
U _ TUL T T8) g
2(@) D203 M e s e
02U (x1, T2, 3) 2?2 + 2% — 222
U. = T e M .
3(7) Or30Ts3 i (22 + 22 + 22)5/2

Fyzikalni vyznam ma tentokrat vyraz

62U(1171, o, ZC3) T 82U(x1, o, 173) + 82U(1‘1, o, Ig)

0x10x1 0x90x2 0x30x3
_ OUy(wy, o, x3)  OUs(w1, w2, x3) = OUs(wy, w2, x3)
- + + —0.
axl aIQ 613

Jesté se s nim setkdme v odstavci 9.4 (piiklad 9.78) a jeho fyzikalni vyznam si ujasnime.

Opét, podobné jako v prikladu 5.11, si miZeme vSimnout, Ze pfi parcidlnim derivovani
vyssiho fadu lze zaménovat poradi proménnych, podle nichz derivujeme, jak to vyplyva z véty
5.1, kterou jsme zatim nedokazali. Dokazeme ji nyni. Nejprve ji vSak zobecnime.

Véta 9.4 (Zobecnéni Schwarzovy véty): Necht funkce f(x) = f(x1, ..., T,)

md na oteviené mnoziné D spojité parcidlni derivace do k-tého radu vietné. Pred-

pokladejme, Ze (i1, ..., i) a (J1, -- -, Jr), kde 1 < i1, ..., ig, J1, -+, Gk < M, jsou
libovolné vybéery indexu lisici se pouze poradim. Pak plati
OFf(x) _  O"f(z)

G T NN nevon i f (2) jregnd (€)

pro vsechny body x € D.

Predchozi véta umoziiuje zjednodusit zapis parcialnich derivaci. Uvazujme o situaci, kdy deri-
vujeme podle proménnych z;,, ;,, ..., x;, ki-krat, ko-krat, ..., k,,-krat, pficemz ky +ko+- - -+
+ k., = k. Plati-li predpoklady véty 9.4, je jedno, v jakém poradi proménnych jsme derivovali.
Rizna poradi davaji stejny vysledek, ktery zapisujeme ve tvaru

9" f(x) Pflr,y) 0 f(r,y, 2)
&@ZI axf; L Ogkm 0x20y = 0x30y2022 "

Tm

, naptiklad

apod.

Protoze se pti parcidlnim derivovani funkce podle jedné z proménnych s ostatnimi proménnymi
ynehybe“, staci vétu 9.4 dokazat pro funkci dvou proménnych. Dikaz také staci provést pro
smisené derivace druhého rfadu. Jeho platnost pak lze rozsifit na vyssi fad matematickou in-
dukci. Predpokladejme tedy, Ze funkce f(x, y) je definovana na oteviené mnoziné D a mé na ni
spojité smiSené derivace druhého fadu f,,(z, y) a fy.(z, y). Zvolme libovolny bod (a, b) € D.
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S hodnotami funkce a jejich derivaci budeme pracovat na néjakém okoli O(a, b) C D tohoto
bodu.

Nez se do dikazu pustime, pokusme se udélat si predstavu, zda ma rovnost f,,(a, b) =
= fyz(a, b) néjaky geometricky vyznam. Poslouzi k tomu obrazek 9.18. Je na ném schematicky
graf funkce f(x, y) s vyznacenim bodu (a, b), (z, ), (a, y), (2, y) definiéniho oboru a odpo-
vidajicich bodu grafu (a, b, f(a, b)), (z, b, f(z, b)), (a, y, f(a, v)), (x, y, f(z, y)). (Body jsou
vyznaceny krouzky, nejsou vSak popsany, aby obrazek neztratil prehlednost.) Derivujeme po-
stupné jak podle x, tak podle y, takze ve hie budou limity ptislusnych vyrazi prox — aay — b.
Geometricky vyznam parcialni derivace f,.(a, b) jsme si vylozili jiz dfive. Je to smérnice teény

z a(a,b)
//,/
C (a,b) 7 : Aal(a,y)
Y 7 / )
/, >
///
z B(a,b)
\
L
I~
Cz(a”b) \ \/
b Y
L /// y
//// ////
a // //
//// ////
x d 4
Obr. 9.18 Smisené derivace — ,,smérnice smérnic.

vedené v bodé (a, b, f(a, b)), lezicim na grafu funkce f(z, y), ke kiivce C,(a, b), kterd vznikne
fezem grafu rovinou o rovnici y = b. Tato kiivka je tvofena body (z, b, f(x, b)). Oznacime-li
tihel, ktery svira tecna s osou x, symbolem «a(a, b), pak f.(a, b) = tga(a, b). Hodnota smiSené
parcidlni derivace f,,(a, b) pak udava, jak rychle se méni tato smérnice v daném bodé podél
kiivky C,(a, b) vzniklé fezem grafu rovinou x = a. A podobné, f,(a, b) = tg S(a, b) je tangenta
thlu S(a, b), ktery svira tetna vedend bodem (a, b, f(a, b)) ke kiivce C,(a, b) vzniklé fezem
grafu rovinou = = a, fy.(a, b) vyjadfuje rychlost jeji zmény podél kiivky C,(a, b) vzniklé fezem
grafu rovinou y = b. K¥ivky i thly jsou rovnéz vyznaceny v obrazku. Obréazek také pomiize
prijit na to, ,jak na dikaz“. Pro prvni derivace jsou rozhodujici zmény funkénich hodnot pfi
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zménach proménnych, tj. vyrazy

f(x,y)—f(x,b) f(avy)_f(aab)

= == b

9(x) — , g(a) — . y#Db
(9.11)

fway_faay fx,b—fa,b
ny) = LoD =ICD) iy SO S
T —a T —a
Pro druhé derivace pak potiebujeme zmény téchto zmén, t;j.
g=9@ =9 o g M) = hb) (9.12)
r—a y—>b

Funkce g(z), resp. h(y) maji v bodech z, resp. y, pro néz (z, y), (x, b), (a, y) € O(a, b) ay # b,
resp. x # a, derivace

fx(xv y) - fx($’ b) h’(y) _ fy(l", y) - fy(av y)‘

y—2>b r—a

g'(x) =

Pocitejme nejprve vyraz G, hodnotu proménné y # b berme pro tuto chvili jako pevnou. Podle
Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté pro funkci g(x) existuje mezi body a a x ¢islo &, tak, ze

plati g(x) — g(a) = g'(§)(z — a). Je tedy

fx(ga y) B fx(€7 b)

G=4()= b

Aplikujeme-li znovu Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté, tentokrat vSak na funkci v(y) =

= f2(§, y), dostaneme f(§, y) — fo(&, 0) = v(y) —v(b) =+'(n)(y — ) = foy (& M)y — b), kde
n € (a,y). Pak G = f,,(&, n). Obdobné lze postupovat s vyrazem H, nebot na funkeci h(y)

mtzeme také aplikovat Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté. Podle ni v intervalu (b, y) existuje
Cislo 77 takové, ze h(y) — h(b) = K'(7)(y — b). Dostavame tak

H = h/(’f]) _ fy(mv ﬁ) - fy(a, ﬁ)

T —a

I

a po dalsi aplikaci Lagrangeovy véty h = fyx(f , 1), kde £ € (a, x). Vzhledem ke spojitosti
funkei fu,(z, y) a fyo(x, y) v bodé (a, b) a skutecnosti, ze £, £ € (a, ) an, ) € (b, y) ovem
plati

li G= i (& n) = fanla, b), 9.13
(e)>(a) <s,n)13%a,b>f (&) = fayla, D) (9.13)
lim H= lm f.(&7) = fulab). (9.14)

(z,y)—(a,b) (&)= (ab)
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Vyjadrili jsme sice smiSené parcidlni derivace druhého fadu funkce f(x, y) v bodé (a, b) pomoci
vztahti (9.13) a (9.14), ale jejich rovnost stéle neni vidét. Kdyz vSak upravime vyrazy G a H,
uvidime, Ze jsou stejné:

o - 9@) —g(a) 1 {f(%y)—f(%b) f(a,y)—f(a’b)l

r—a r—a y—2> y—b
_ Sl y) = fz, b) — fla, y) + f(a, b)
(z —a)(y —b) '
_hy)—hb) 1 [f(xy) = fla,y)  flz, b) = fla, b)
H= y—>b —y—b[ xr—a a T—a }_
:f(x,y)—f(x,b)—f(a,y)—i—f(a,b)
(z—a)(y —b) '

Pozornému ¢tenari nejspis neunikla mirnéd odlisnost predpokladt Schwarzovy véty 5.1, formu-
lované pro funkci dvou proménnych a jeji smisené parcialni derivace druhého fadu, a véty 9.4,
predstavujici zobecnéni pro funkci n proménnych a pro libovolny fad smiSenych parcialnich
derivaci. Zatimco totiz zobecnéné verze (véta 9.4) predpokladéd spojitost parcidlnich derivaci
funkce f(x1,, ..., z,) do k-tého Fadu véetné, bez omezeni na derivace smiSené, vystupuje ve
vété 5.1 pouze predpoklad spojitosti smisenych derivaci f.,(x, y) a fy.(z, y) v bodé (a, b). S
timto ,slabsim® pfedpokladem jsme také pii ditkazu vystacili. Z postupu, ktery jsme pouzili,
je zfejmé, ze zobecnéni Schwarzovy véty pro funkci n proménnych a libovolny fad smiSenych
derivaci bychom uméli dokazat stejné, tfeba matematickou indukci. Pro rovnost derivaci

Dil...ikf(xla sy xn) = Djl...jkf(3?17 cee ﬂfn)

pfi vybérech indext (i1, ..., i) a (J1, .-y Jk), L <01, - ooy Gk, J1, -5 Jr < 1, liSicich se pouze
poradim, skutecné staci predpokladat spojitost pravé téchto derivaci. Ponékud silnéjsi predpo-
klad ve vété 9.4 neni fakticky funkéni a je zvolen spise pro ,fomulac¢ni pohodli“. Navic umoznuje
v pripadé potfeby pracovat se spojitosti vSech derivaci a samotné funkce.

Pro tplnost ,instruktaze* zkusme jesté vymyslet funkci f(x, y), kterd nebude spliovat
zesilené predpoklady véty 9.4. Pijde o takovou funkci, kterd sice bude mit spojité smisené
derivace fy,(z, y) a fy.(x, y), ale u derivace f,,(x, y) nebo f,,(x, y) bude spojitost porusena.
Takovym piikladem je tieba funkce definovana na R? piedpisy

flx,y)=2>+y* pro >0 a f(z,y)=—-2>+y* pro z<0.
Plati pro ni
fm(‘ra y) = |CL’|, fy(xv y) - 2y7 fmy(l', y) = fyﬂﬂ(I7 y) = 07 fyy(x7 y) = 27

fez(x >1,y) =1, fu(z<1l y)=-1, fu(0,y) neexistuje.
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V bodech (0, y), ¥ € R neni derivace f,, dokonce viibec definovana. SmiSené derivace vsak
Schwarzovu vétu splnuji.

Formulace Schwarzovy véty i jejtho zobecnéni ndm napovida, ze existuji situace, kdy smisené
parcialni derivace nejsou zaménné. Pokud by smiSené parcialni derivace, popfipadé néktera z
nich, nebyly spojité, tak si nemusi (ale mohou) byt rovny. Néasledujici dva piiklady jsou toho
dokladem.

Priklad 9.31: SmiSené parcialni derivace si mohou byt rovny, i kdyz nejsou spojité

Schwarzova véta nezakazuje, aby si smiSené parcidlni derivace byly rovny, i kdyZ nejsou spojité. Jejich
spojitost neni nutnou podminkou pro jejich rovnost. UkdZeme si to na vdééné funkci z prikladi 9.17 a 9.18,

$2y2

2
R”> (z,y) —>f($7y):m

eR pro (z,y)#(0,0), f(0,0)=0.

Tato funkce je na R? spojitd. Pomoci rovnosti f(0, 0) = 0 jsme ji totiz dodefinovali tak, aby byla spojita i v
bodé (0, 0), v némz nefunguje vzorec. Vypoéteme jeji parcidlni derivace f5(x, v), fy(z, v), fay(z, ¥) a fyz(x, )
jak v obecném bodé, tak zejména v ,podezelém*“ bodé (0, 0).

2zy2 (2% + y?) — 223y 2zt i
222y (22 + y?) — 22%y3 2ty
s = = B 1. 5 — O
fy(x y) (.’E2 + y2)2 (xg 4 yg)g (:v,y)lin(0,0) fy(x y)

A jak jsme prisli na to, ze limity funkei f.(z, y) a fy(x, y) v bod& (0, 0) jsou nulové? T¥eba pomoci triku s
polarnimi soufadnicemi z piikladu 9.18. Tak naptiklad pro f.(z, y) je

20° cos psin
(02 cos? i+ 7 sin? )2

fz(0cosp, psing) = = 2pcos psint o — 0.

Pro parcialni derivace f, a f, v bodé (0, 0) dostaneme piimo z definice

1(0. 0) = Jimy, z—0 =lp——=0 40 0=l y—0 =T

Vidime tedy, Ze jsou spojité. Spocitejme smisené derivace druhého radu.

8$y3(.%‘2 + y2)2 _ 83}y5($2 + y2) 8.’173y3

Joy(z, y) = (22 + y2)4 = (22 + y2)3’
fyola, y) = STYR AV Sy 4y 82y
yz b (2 + 2)* (22 + y2)3°

Ze jsou si tyto parcialni derivace rovny pro (z, ) # (0, 0) nas nepfekvapuje. Jsou totiz spojité, a plati prece
Schwarzova véta. Vypoctéme jejich limity v bodé (0, 0). Budeme-li se k nému blizit po pfimkich y = kz,
dostaneme

8k326 8k3

li oy (T, y) = li «(z, y) = 1i = .
(“"vyH(%’%l)’y:krf v(@ ) (myy)%(gg),y:kmfy (@ v) 250 (2 + k222)3 (1 +k2)3
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Limita tedy neexistuje. Pro smiSené derivace f,(0, 0) a fy,(0, 0) plati

o fa(0.9) — £:(00) . 0-0 ) B
fay (0, 0)—;1_% y—0 —gl_r%iy =0, apodobné f,;(0,0)=0.

Derivace fyy a fye funkce f(x, y) v bodé (0, 0) existuji a dokonce jsou si rovny, i kdyz v tomto bodé nejsou

spojité.

Priklad 9.32: SmiSené parcialni derivace si nemusi byt rovny

V pfedchozim pfikladu jsme se setkali s funkci, jejiz smiSené parcidlni derivace druhého fadu v daném bodé
existovaly, nebyly v ném vSak spojité, a presto si byly rovny. Funkce totiz byla ,prili§ symetricka“. Priklad
funkce, ktery ndm jesté zbyva vymyslet, tj. takové, kterda ma smisené druhé derivace v daném bodé nespojité
a ruzné, vytvorime tak, ze funkci z prikladu 9.31 ponékud ,znesymetrizujeme®. Zvolme funkci definovanou na
R? takto:
3y + 22y?

fla,y) = —3 vy

pro (x,y)#(0,0) a f(0,0)=0.

Limita této funkce v bodé (0, 0) je nulova. Funkce je spojitd na R2. Nejprve vypocteme parcidlni derivace
prvniho fadu pro (z, y) # (0, 0). Pro urceni limity v bodé (0, 0) pouzijeme ,fintu“ s polarnimi soufadnicemi a
limitni pfechod ¢ — 0 podle navodu v piikladu 9.18. Plati

fola, y) = (322y + 2xy?) (2% + y?) — 2z(x3y + 2%y?) _ zty + 3223 + 2yt B
AN (22 + 12)2 (22 + y2)2
5
= 9—4 (cos4 @sin ¢ 4 3 cos? psin® ¢ + 2 cos  sin® ap) — 0,
4
fylz,y) = (23 4 22%y) (22 + y?) — 2y(23y + 2%y?) 2 —adyP 422ty
y\ T Y) = = =

(2% +y?)? (2% +y?)?
5
= 0—4 (0055 @ — cos® psin? ¢ + 2 cos? psin cp) — 0.
Y

Jak je to s derivacemi prvniho fadu v bodé (0, 0)? Vypocteme je z definice.

f(z, 0) = f(0, 0) 0-0

Fo0,0) = fig SRS =y 2 =0
_ o f0,y) — (0,00 . 0-0
£y(0, 0) = lim =0 —;%7—0-

Derivace prvniho ¥adu jsou tedy spojité, opét v celé roviné R2. Pustme se do vypoétu smiSenych derivaci
druhého faddu v bodé (z, y) # (0, 0). Opét budeme zjistovat, zda existuje jejich limita v bodé (0, 0), a to
vzhledem k pfimkdm y = kz,  — 0.

(2% + 9222 + 8zy3) (2% + 12)? — dy(2*y + 322y + 22y?) (22 + ¢?)

fmy(xv y) = (l‘2 +y2)4 =
_ 28 + 621y? + 8x3y3 — 32yt
(22 + y2)3 )
fo i k) = 2%(1 + 6k% + 8k — 3k*) 1+ 6k* + 8k® — 3k*
Ty \Ly -

z9(1 + k?)3 B (1+k2)3 ’
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fyal@, y) = (52 — 3a%y® + 82%y)(2? +y?)* — da(a® — 2%y® + 22%y) (2 + )
yr\+

(22 + g2)’
_ 28 + 62ty? + 83y — 3a2y*
(22 + 42)° g
2%(1 + 6k + 8k — 3k*) 1+ 6k? + 8k3 — 3k?
fya(, k) = 6 213 = 213
251+ k2) 1+ k2)

Limita funkei foy(z, y) a fyz(x, y) v bodé (0, 0) vzhledem k piimkdm y = kx zévisi na jejich smérnici, limita
jako takova tedy neexistuje. Z definice opét vypoc¢teme smiSené derivace druhého fadu v bodé (0, 0).

. fT(Oa y) - fr(07 O) . 0 — O
Jar0,0) = i, y—0 Sy T
. fy(l', 0)_fy(0a 0) IRT z—0 .
Fia0,0)= S z—0 = =

Dospéli jsme k zavéru, Ze smiSené derivace druhého Fadu nasi funkce v bodé (0, 0) sice existuji, ale nejsou si
rovny. (A v8imli jste si, Ze mimo bod (0, 0) si rovny jsou? To ale neni divné, Ze? Vzdyt s vyjimkou bodu (0, 0)
jsou spojité!)

Na zavér tohoto odstavce jesté korektné formulujeme a dokazeme pravidlo pro parcidlni
derivovéni slozenych funkei, které jsme jiz v praxi pouzivali v pate kapitole (odstavec 5.2.3). V
dodatku H prvniho dilu jsme je pro ptipad funkce jedné proménné nazvali retézovym pravidlem.
Slozenou funkci jsme obecné definovali v odstavci 9.2.1.

Véta 9.5 (Retézové pravidlo pro derivaci sloZzené funkce): Predpoklddejme,

Ze funkce y1(z) = o1(x1, ., Tn), Y2() = @2(x1, .oy Tn), oo, Ym(X) = @1, .., Tp)

maji v bodé a = (ay, ..., a,) parcidlni derivace proniho Tadu, a Ze funkce f(y) =
= f(Y1, -y Ym) md v bodé w = (wq, ..., Wy), kde wo = palay, ..., a,), @ =
=1, 2, ..., m, spojité€ parcidlni derivace pruniho rddu. Pak sloZend funkce
F(zy, ..., zn) = flo(@r, ooy @n)y ooy Oml(@1, - ooy Tn)]
ma v bodé a = (ay, ..., a,) parcidlni derivace pruniho Tddu a plati
oF (z "0 0pq(x
axi z=0 a=1 aya y=w axl =0

proit=1,2, ... n.

Pro parcialni derivace slozené funkce se casto uziva zkraceny zapis. Pouzijeme-li misto y, =
= o(T1, ..., x,) oznadeni Y, = Yo(x1, ..., x,) a prestaneme-li vypisovat proménné, resp.
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vyznaceni jejich hodnot v konkrétnich bodech, mtizeme psat

OF _~0f Oya _ 0fOyr . Of Oym
or; g Oy Ox;  Oyy O M, O

(9.16)

Musime jen dat pozor, abychom derivace vy¢islili v téch spravnych bodech. Vztah (9.16) ptimo
vybizi k pouziti ndzvu retézové pravidlo. Je z néj totiz také dobte vidét, jak by vypadal vzorec
slozky a vnitinich slozek prvni trovné. Kazdé z téchto vnitinich slozek by sama mohla byt
slozenou funkci, atd. Naptiklad v obrazku 9.8 by toto retézeni znamenalo vlozeni dalsi fady
ycernych skrinék*.

Zbyva tetézové pravidlo dokazat. Aby byl diukaz pochopitelny a vSechny jeho kroky ,pri-
hledné“, provedeme jej pouze pro funkci, jejiz vnéjsi slozka bude funkci dvou proménnych a
kazda z vnitinich slozek rovnéz. Obecny pfipad by se dokazoval iplné stejné, jen by znamenal
vice psani. Uvazujeme tedy o funkci

F(x, y) = flo(z, v), ¥z, v)], f=[flu,v), u=9(ry), v=1y, vy).

O wvnitinich slozkach ¢(z, y), ¥(x, y) predpokladame, jak to zada formulace véty 9.5, Ze maji
parcidlni derivace prvniho fddu v bodé (a, b), u vnéjsi slozky f(u, v) pak predpoklddame spo-
jitost parcidlnich derivaci prvniho fadu v bodé (¢(a, b), ¥(a, b)).

Pozn.: Ve vété o derivovani slozenych funkci se nékdy uvadéji trochu slabsi predpoklady, nez
jsme pouzili nyni. Na vnéjsi slozku se obvykle klade pozadavek diferencovatelnosti, pro kterou
je spojitost parcialnich derivaci postacujici podminkou. Nas ,siln€jsi“ predpoklad vsak neni na
skodu. Jednak umozni dokazat fetézové pravidlo bez znalosti pojmu diferencovatelné funkce,
jednak je ve vétsiné fyzikalnich ¢i jinych praktickych prikladi splnén. Pojem diferencovatelnosti
vSak nevynechame, seznamime se s nim v pristim odstavci.

Nyni jiz k dtikazu véty 9.5. Po¢itejme parcialni derivaci funkce F'(z, y) = flo(z, y), ¥(z, y)]
podle proménné y v bodé (a, b). (Klasické ucebnice se vétsinou omezuji na diikaz pravidla pro
derivaci podle = a p¥ipad derivace podle y prohlasi za analogicky, provedme obménu.) K tomu
potfebujeme upravovat definiéni vyraz %f(“b) tak, abychom do vypoctu ,zamontovali®
vyrazy pro derivace jak vnéjsi slozky, tak slozek vnitfnich. Umozni ndm to ponékud formalni
uprava, kterd nebude tplné novda — podobné jsme totiz postupovali pti dikazu véty H.1 v
dodatku H prvniho dilu. Oznac¢me

(u? U) = (90(6% y)a lﬁ(% y)) a <u07 UO) = (30(% b)v w(% b))
Plati
F(a> ) — F(a? b) f[gp(aa y)ﬂﬂ(% ﬂ - f[(p(a, b)ﬂﬁ(% b)] f(u’ U) - f(u07 UO)

y—2>b B y—2>b B y—2>b
. f(u7 v)_f(u()v U) . (,O(CL, y)_¢(av b) +f(u07 U)_f(u0= UU) . 77/}((1, y)_w(% b)

N U — U y—>b v — Vg y—>b
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Funkce g(§) = f(&, v) je pro dané v spojitou funkci proménné ¢ na intervalu [ug, u], pficemz
uvnitf tohoto intervalu mé derivaci ¢'(§) = f,(&, v). Vite, z ¢eho plyne spojitost funkce g(&)
a z ¢eho existence jeji derivace? Bez tjmy na obecnosti povedeme dalsi iivahy pro interval
[ug, u|, je samoziejmé, Ze pro pripad u < ug by se jednalo o interval [u, ug]. Obdobné je funkce
h(n) = f(ug, n) spojitou funkci proménné 7n na intervalu [vg, v] a uvnitf tohoto intervalu ma
derivaci h/(n) = f,(uo, n). Pro funkce g(§) a h(n) 1ze pouzit Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté.
Existuji tedy body &y € (ug, u) a ng € (vg, v) tak, ze plati

9(u) = g(uo) = ¢'(&)(u —uo) = f(u, v) = f(uo, v) = fulbo, v)(u—wo),

h(v) = h(vo) = (1) (v — vo) = f(uo, v) — f(uo, vo) = fu(uo, no)(v — vo)-
Pak dostavame

¢(6L, y) — ¢(a’ b)

F(aa y)—F(CL, b) :f(§ U) . Sp(aa y)—SD(aa b)
u\S0> y—b

y—> y—2>

+ fo(uo, 1m0) -

P1i vypoctu limity vysledného vyrazu pro y — b vyuzijeme
e existence parcialnich derivaci funkei ¢(z, y) a ¢(x, y) v bodé (a, b), tj.

_pla, y) —pla, b) _Y(a, y) —(a, b)
lim - =¢y(a, b), lim b

e spojitosti funkei ¢(a, y) a ¥ (a, y), chdpanych jako funkce jedné proménné y, v bodé y = b,
z niz vyplyva

90<a7 y) — 90(0’7 b)? ¢<a7 y) — 1/}(0’7 b)? tJ U — Ug, YV —> Vg PpPro y — b

(pfipomenme, Ze tato ,,diléi“ spojitost je disledkem existence parcialni derivace vnitinich
slozek p(z, y) a ¥(z, y) v bodé (a, b) podle y),

e spojitosti parcidlnich derivaci funkce f(u, v) v bodé (ug, vy), z niz pfi souc¢asné platnosti
nerovnosti uy < & < u, v9 < 1y < v vyplyva

im  fu(6o, v) = fuluo, vo), lim  f,(uo, no) = foluo, vo).

(u, v)—(uo, o) (u, v)—=(ug, vo)

Vysledek tedy mizeme zapsat ve tvaru

Fy(a, b) = fulg(a, b), ¥(a, b)) ¢y(a, b) + fu(@(a, b), ¥(a, b)) Py(a, b).

To je ovSem jen jiny zapis pravidla (9.15) pro slozenou funkci se dvéma vnitinimi slozkami jako
funkcemi dvou proménnych.
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A nakonec jesté s vyhodou vyuzijeme pravidla pro derivovani slozené funkce k tomu, abychom
dokéazali zderivovat funkci zadanou implicitné. Podobnou tlohu, jenze pouze pro funkce jedné
proménné, jsme uz tesili v prvnim dilu, v prikladu 2.34.

Piiklad 9.33: Derivace funkce zadané implicitné

Implicitn{ zadani funkce jedné proménné v ptikladu 2.34 znamenalo, Ze funkéni predpis y = f(z) byl ,skryt“
v jiném funkénim piedpisu, konkrétné F(z, y) = 0. Rikali jsme si, Ze mtize byt obtizné, nebo dokonce neschtidné,
proménnou y z predchoziho predpisu vyjadrit. Na konkrétnim pfipadu zadani jsme si ukazali, jak lze pfesto
ziskat derivaci funkce y = f(z). Nyni se to nauéime obecné. Pro y = f(z) dostdvame sloZenou funkci jedné
proménné G(z) = F(x, f(x)) = 0, jejiz derivaci vypocteme pouZitim préavé dokdzaného Fetézového pravidla,

OF OF s
G@) = 55 l  f@=0=f@=-gF .
(x, f(2)) Yl f(@) 3 l(x, ()

Samoziejmé, predchozi postup i vysledek s jistotou plati za vychozich predpokladt véty 9.5, tj. Ze predpisem
F(x, y) = 0 je skutecné néjaka funkce y = f(z) zaddna a ma derivaci a Ze parcidlni derivace funkce F(z, y) =0
existuji a jsou spojité. A také nesmi byt vyraz ve jmenovateli zlomku vyjadiujiciho f/(z) nulovy.

Podobné miize byt implicitné zad4na i funkce dvou proménnych z = f(z, y), naptiklad ptedpisem F(z, y, z) =
= 0. Dosazenim f(z, y) za z dostavame sloZenou funkci dvou proménnych G(z, y) = F(z, y, f(z, y)) = 0, pro
jejiz parcialni derivace opét plati fetézové pravidlo

06z, y) _ OF L OF 05w y) _,
Oz 0T |y sy 9% @y i@y 9% ’
0G(z,y) _ OF L 9F 0f (@, y) _
dy Wl ) 9% l@yr@yy O
Odtud pak
oOF
of(x,y) %= of(@,y)  ay (9.17)
dr o ’ oy  or ’ '
9z (z,y,f(z,y)) 9z (z,y,f(z,y))

Vyzkousejme si tento postup. Predpisem F(z, y, 2) = 2% + y? + 22 — 1 = 0 jsou implicitné zadany funkce

flx,y) =vV1-22—y2, g(z,y)=—v1-2%—y?

na uzavieném kruhu D = {(x, y) € R?|2? + y? < 1}. Vezméme tfeba prvni z nich a spocitejme pifmo jeji
parcialni derivace v libovolném bodé uvniti mnoziny D,

of (z, y) T of (x, y) Yy

Ox V1—a2 =2 dy V1—a2—y2

Nyni tento vysledek ovéfime pomoci vzorct (9.17) pro parcidlni derivace implicitni funkce. Plati

oF oF oF
Dz =2z, n =2y, e =2f(z, y) =2V1—a?—y?
Ll (zy.f(2y) CRICRINICEN)) Z (@, £ ()

Of (z, y) T of (z, y) y

Ox V1— 22—y Oy /T—22 42

A dokézali byste vzorce pro derivace funkce dané implicitné zobecnit pro libovolny pocet proménnych?
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Priklad 9.34: A k ¢emu je to dobré?

Takovou otazku muze polozit kazdy, komu neuniklo, ze jsme v predchozim prikladu sice dokézali vypocitat
derivaci funkce y = f(z), resp. parcidlni derivace funkce z = f(z, y) z jejiho implicitntho zadani ve tvaru
F(xz,y) =0, resp. F(z, y, z) = 0, nakonec jsme v8ak pro vysledné vyjddieni funkci y = f(z), resp. z = f(z, y)
potiebovali. Neni tedy trapeni s derivacemi implicitné zadané funkce zbytecné, kdyz ji nakonec stejné musime
vyjadiit explicitné? A co kdyz takové explicitni vyjadieni opravdu nebude schtidné?

Vipocet derivaci funkce zadané implicitné zbyteény neni. Casto se totiz setkdvame s tlohami, v nichz se
potieba explicitniho funkéniho pfedpisu y = f(x), resp. z = f(z, y) viibec neobjevi. Tak naptiklad pocitame-li
derivaci funkce y = f(z) pomoci vztahu z pfedchoziho piikladu

8£
ox

OF

— flx)=0
@ @) Y

(z,f (@)

v konkrétnim bodé x = a, potfebujeme jen hodnotu b = f(a). MiZeme ji vSak t¥eba ziskat numericky, aniz
bychom piedpis y = f(x) museli znat. Jesté lepsi vyuziti derivace implicitni funkce se naskytd v ptipadé,
kdy pozadujeme, aby derivace f’(z) byla nulova. To je tieba tehdy, hleddme-li stacionédrni body funkce. Pak
pokladdme derivaci rovnu nule. Z podminky f/(z) = 0 a pfedchozich vztaht dostdvame podminku %@y) =0.
A vyfesit tuto podminku mtze byt mnohem jednodussi nez vyjadrit ze zadani F'(z, y) = 0 funkéni predpis
y = f(x), zderivovat, anulovat a vypoéitat staciondrni body. Ukazme, jak takovy postup funguje tfeba pro
funkci F(z, y) = 2 + y? — 1. Je pfedem vidét, Ze proménnd y nabyva lokalné nejvétsi hodnoty v pripadé, kdy
je 2 nejmensi, tj. a = 0. Plati
2—5:296, tj. g—izo = 2x=0, z=0.

Polohu staciondrniho bodu jsme ziskali velmi snadno a bez explicitniho pfedpisu z = f(z, y). A pro funkci
z = f(x, y) schovanou v implicitnim zadani F(z, y, z) = 22 + y? + 22 — 1 = 0 dostaneme, pro jednoduchost jiz
ve zkraceném zapisu,

OF  OFOf _ OF OFOf |
or 0z 0x oy 0z 0y
Z pozadavku nulovosti parcidlnich derivaci funkce z = f(x, y) vyplyva
OF oF

— =0 = 22=0 = 2 =0,

ox

dy
A explicitni pfedpis jsme opét nepotfebovali. Uziteénost vzorci pro derivace implicitné zadanych funkei spociva

pravé v takovych aplikacich.

S vyuzitim Tetézového pravidla bychom samoziejmé dokézali vypocitat i libovolné vyssi
derivace implicitné zadané funkce. Miizete se o to pokusit sami. V ptikladu 9.57 v odstavci o
extrémech funkei se k tomuto problému jesté vratime.

9.2.3 Uplny, ale i netiplny diferencial

Vzpominate si na pojem diferencialu funkce jedné proménné z odstavce 2.2.3 prvniho dilu?
K jeho definici jsme dospéli tak, Ze jsme vyjadfili pfirtstek hodnoty funkce f(x) pfi zméné
proménné z hodnoty a na hodnotu x = a + h jako soucet dvou piispévkl. Prvnim z nich byl
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piiristek ,na tecné“, tedy piirtstek linedrni, druhym pak hodnota jisté ,chyby“ x.(h), ktera
pro h — 0 klesala k nule rychleji nez linedrné. Nutnou a postacujici podminkou pro takovy
rozklad byla existence derivace funkce v bodé a, rozklad samotny byl v prvnim dilu vyjadien
vztahem (2.25). Pfipomerime si jej. Plati

Fla+h) = f(a) = f'(@)h+ xa(h), nebo také f(z) — f(a) = f'(a)(x — a) + xa(x — a).

(Uplnym) diferencidlem funkce jsme nazyvali linedrni vyraz
df(a)(h) = f'(a)h, nebo také df(a)(z—a)= f'(a)(x — a).

Slovo ,,iplny* je v zédvorce, nebot pro funkci jedné proménné ani jiny typ diferencialu neexistuje.

Podivejme se na diferencial funkce jedné proménné z pohledu algebry, kterou jsme v prvnim
dilu jesté neméli k dispozici v takovém rozsahu jako nyni. Nékomu bude mozna tento popis v
pripadé funkce jedné proménné pripadat nadbytecné slozity — jak se nékdy rika ,s kladivem
na komara“. Ocenime jej vSak u funkci vice proménnych. Vyjdéme z obrazku 9.19. S bodem

Y

h TR

a

a a+h a5

Obr. 9.19 Diferenciél funkce jako linearni zobrazeni vektorovych prostort.

a na ose x spojime jednorozmeérny vektorovy prostor T,R, ktery nazveme tecny prostor k R v
bodé a. Obecné jej samoziejmé muzeme sestrojit v kazdém bodé realné osy R.

Popisme takovou konstrukci podrobnéji: Na realné ose, ktera je topologickym prostorem s
euklidovskou topologii, ,sedi“ body. Do kazdého z nich, obecné do bodu a € R, umistujeme
vazané vektory riznych délek, které si predstavujeme rovnobézné se zvolenou realnou osou. Tyto
vektory lze scitat a nasobit realnymi ¢isly podle pravidel zavedenych pro vektorovy prostor.
Mnozina T,R vsech takovych vektorti s operacemi s¢itani a nasobeni ¢isly je jednorozmérnym
vektorovym prostorem. Protoze vSechny jeho prvky jsou vazané vektory s pocatecnim bodem a,
fikame, ze vektorovy prostor T,R je na realné ose umisten v bodé a. Nazev te¢ny prostor souvisi
s tim, Ze jeho prvky jsou vlastné tecnymi vektory v bodé a k primce R. Jesté lépe vynikne
tento nazev pozdéji, kdy pijde o jednorozmérné tecné prostory ke krivkam, dvojrozmérné k
rovindm, ¢i kfivym plocham, apod.

Obdobné spojime s bodem f(a) teény prostor k ose funkénich hodnot, jednorozmérny teény
prostor Ty)R. Zapis df(a)(h) = f'(a)h miZeme nyni interpretovat tak, Ze jsme vycislili linearni
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zobrazeni

df(a): T,R>h — df(a)(h) = (f'(a)) (h) = f'(a)h € Ty R.

Vektor h, vzor tohoto zobrazeni, mé jedinou slozku, takZe je reprezentovan fadkovou matici (h)
typu 1/1, stejné jako obraz df(a)(h). Matice tohoto jednoduchého linearniho zobrazeni (f'(a))
je rovnéz typu 1/1. Vyjadiime-li z definice diferencidlu vyraz x,(h)/h, pak pro jeho absolutni
hodnotu dostaneme

] L)~ fa) — df(a)()

s =] = 0. 9.18
P Y Al (9.18)

Vypada to ,krkolomné“? Tak jesté chvili trpélivosti. Rozsifme nyni myslenku rozkladu pfirtistku
funkéni hodnoty na linearni ptirtstek a ,,chybu“ na funkci dvou proménnych. Linearni pfirtistek
bychom tedy méli ,odméFovat* na tecné roviné (pokud bude mozné ji sestrojit). Situaci vidime
na obrazku 9.20. Predpoklddejme, Ze funkce z = f(x, y) je definovana v bodé (a, b) a jeho

= Z Q=(a+h, b+k, f(a,b)+Ah+Bk)
: e P'=(a+h, b+k, f(a+h, b+k))
P=(a, b, f(a,b))€G, A

aanon| |/ [/
\ ©(§)=Df(a,b)(h.k)=
3 T =Ah+Bk
Q
//
b b4k
7 y b bk
y / e e y
A - .y " (a,b) )
a+h, g § 7 T . R?
., a,b)
. a+h (a+h,b+k) 0

T
Obr. 9.20 Prirtistek méfeny na te¢né rovineé.

jistém okoli. Teén4 rovina 7 k jejimu grafu v bodé (a, b, f(a, b)) € G; C R?, pokud ji bude
mozné sestrojit, bude mit obecnou rovnici napiiklad ve tvaru z = Ax + By + C. Jaky je
vyznam koeficientit A, B a C'? Vyznam koeficientu C' je zfejmy hned. Kdybychom totiz znali
A a B, ur¢ime C' z pozadavku, Ze bod (a, b, f(a, b)) musi lezet v této roving, konkrétné C' =
= f(a, b) — (Aa + Bb). Jak ale zjistit konstanty A a B? Rovina o rovnici y = b protne graf G
nasi funkce v kfivce C,. (V kapitole 5 jsme takové kiivky nazyvali souradnicové.) Tecna k této
kiivce je zaroven te¢nou ke grafu funkce v bodé (a, b, f(a, b)) a samoziejmé tedy lezi v te¢né
roviné 7. Podobné muiizeme uvazovat o soufadnicové kiivce C,, ktera je prtisecnici grafu G s
rovinou x = a. Rovina 7 obsahuje i te¢nu k této krivce. Oznacime-li thel, ktery svira te¢na k
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soufadnicové kiivce C, se smérem osy x jako o a tithel mezi tecnou k soufadnicové kiivce C, a
smérem osy y jako (3, dostaneme A = tga a B = tg . Kdyz jsme se v predchozim odstavci
zabyvali geometrickym vyznamem parcialnich derivaci funkce dvou proménnych, vidéli jsme,
Ze jsou to pravé smérnice tecen k souradnicovym kiivkam.

Rovnice tecné roviny ke grafu funkce f(z, y) v bodé dotyku (a, b, f(a, b)) je

_ O0f(z, y) (—a) + of(z, y)

= —b)+ f(a, b).
=0 S =y + s )

(a,b)

Takze te¢nou rovinu v daném bodé (a, b, f(a, b)) grafu funkce bude mozné sestrojit vzdy, kdyz
funkce bude mit v bodé (a, b) parcialni derivace prvniho fddu? A Gplnym diferencidlem funkce
v daném bodé bude linearni vyraz

Of(z, y)

df(a7 b)(I—h,y—k):T

of (z, y)
(x—h)+ —F— (y—k)?
(a.b) Y )

Nebude to tak jednoduché, jak se zda. Abychom problém dobie pochopili, formulujme nejprve
definici aplného diferencidlu funkce dvou proménnych. Pouzijeme analogie se vztahem (9.18),
jak jsme jej zapsali pro funkci jedné proménné. S bodem (a, b) opét spojime teény prostor —
dvojrozmérny vektorovy prostor T(, »R?, s bodem f(a, b) jednorozmérny tecny prostor Tt (4 R.

Funkei f(z, y) definovanou v bodé (a, b) a jistém jeho okoli nazveme diferencova-
telnou v bodé (a, b), jestlize existuje linedrni zobrazeni

Y T(a,b)R2 2&=(h k) — 9§ € TrupR

tak, ze plati

€0 €] '
o et hb R — fa b — ol B
(hk)—(0,0) Vh? + k2
Linearni zobrazeni ¢ pak nazyvame uplny diferencidal funkce f(x, y) v bodé (a, b) a
zna¢ime ¢ = D f(a, b).

= (.

Vy¢islime-li Df(a, b) pro pfirtstky h =z —a a k = y — b, piSeme
Df(a, b)(h, k) = Ah+ Bk, neboli Df(a, b)(x —a, y—>b) = A(x —a)+ By —b).

Samoziejmé, A a B jsou ¢isla — ¢ = Df(a, b) je prece linearni zobrazeni. Definici rovnou
zobecnime na pripad funkce vice proménnych.
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Funkci f(z) = f(x1, ..., z,) definovanou v bodé a = (ay, ..., a,) a jistém jeho
okoli nazveme diferencovatelnou v bodé a, jestlize existuje linearni zobrazeni

® - T,R" > 5 = (h17 SRR hn) — ()0(5) = Tf(a)R
tak, ze plati

et @O | [fat = f@) = ()
|€]—0 €] £-(0....,0) \/m

Linearni zobrazeni ¢ pak nazyvame uplny diferencidl funkce f(x) v bodé a a znacime
v =Df(a).

=0. (9.20)

Vztah (9.20) miZzeme rozepsat podrobnéji:

lim |flar + hyy ooy an+ hy) — flat, ...y an) —@(hy, ..., hy)l

(h1,--,hn)—(0,...,0) A /h% 4+ e+ h%

Pro tplny diferencial piseme

= 0.

Df(a)(§) = Df(ai, ..., ap)(x1 —aq, ..., Tp — a,) = Athy + -+ + Aph, =

=Ai(xy —ay) + -+ Ap(x, — ap).

Vzpomeneme-li si zase na linearni algebru, vidime, Ze uplny diferencial lze interpretovat jako
linearni formu.

Pozn. 1: Leckterého ¢tendfe mozné napadne, pro¢ v defini¢ni limité (9.19), resp. (9.20) pouZi-
vame v Citateli absolutni hodnotu. V piipadé skalarnich funkei af jiz jedné, ¢ vice proménnych,
bychom ji pouzit nemuseli. Divodem je vsak to, Ze jiz dopfedu myslime na moznost zobec-
néni pro funkce vektorové. V§imnéme si, Ze ve jmenovateli vyrazu za limitou je v/ h? + k2, resp.
VI + -+ h2, coz je absolutni hodnota vektoru (h, k) € T(,»)R?, resp. € T,R™. U vektoro-
vych funkci bude v citateli také absolutni hodnota pfislusného vektoru — odmocnina ze souc¢tu
¢tvercu jeho slozek. V piipadé vztaht (9.19) a (9.20) je v Citateli ve skuteénosti také absolutni
hodnota vektoru, ten vSsak ma jen jednu slozku.

Pozn. 2: Uplny diferencial se také nékdy nazjva derivaci funkce f(zy, ..., z,), i kdyZ tento
nazev nebyva prilis obvykly.
Dale se jiz budeme podrobnéji vénovat funkeim dvou proménnych. Vsechny vlastnosti, které
ma diferencovatelna funkce dvou proménnych, ma funkce obecné n proménnych pro n > 2 také.
Pominme nyni na chvili otazku, jak pozname, zda tplny diferencial pro danou funkci exis-
tuje, a feSme problém jeho jednoznacnosti. Mohou existovat dveé nebo vice zobrazeni spliujicich
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predchozi definici? Samoziejmé, ze kdyz takové zobrazeni ma rozumnym zptisobem zadavat tec-
nou rovinu v daném bodé grafu, rozhodné neocekavame, ze bude existovat ,,v nékolikerém pro-
vedeni®“. Své ocekavani vsak musime potvrdit, nebo vyvratit. Pfedpokladejme tedy, ze existuji
dvé linearni zobrazeni ¢ a v s vlastnostmi odpovidajicimi definici diferencovatelnosti. Diilezité
bude nejprve zjistit, zda limita

(h,k)—(0,0) Vh2 + k2

je, ¢i neni rovna nule. Pocitejme proto vyraz za limitou.

[p(h, k) — (R, k)|
N
|[f(a+h’ b+k) _f(av b) _Qp(h7 k)] - [f<a+h7 b—l—k) _f(a’ b) _¢(h7 k)]l <
N <
Mflath btk — fa ) —o(h k)| | |flath btk)— fla b) —d(h k)]
= VR R NEw |
Vzhledem k tomu, ze zobrazeni ¢ i ¢ spliiuji definici diferencovatelnosti funkce, je limita pro
(h, k) — (0, 0) kazdého ze sCitanct v pravé ziskaném vyrazu rovna nule. Totéz plati pro soucet.
Limita (9.21) je tedy nulova. Tento vysledek vSak jesté nezaruc¢uje rovnost zobrazeni ¢ a .
Zname prece pripady, kdy limita néjakého zlomku je rovna nule, ¢itatel vsak roven nule byt
nemusi. Mame vsak ,v rukdvu“ trumf: zobrazeni ¢ a 1 jsou totiz linearni. Oznacme n =

= t£ € T(4,nR?, kde t € R je parametr. Vektor 7 ma tedy slozky n = (th, tk). Pro libovolné,
ale na chvili pevné zvolené (h, k) je pro t — 0 také n — 0. Plati

0— lim P =8| _ . [e(th, th) — $(th, th)]
|n|—0 n| -0 (th)? + (tk)?

o Wl ) = 6l B ol ) = b B)]

(9.21)

t—0 t|v/h2 + k2 t—0 VhZ + k2
Vysledny vyraz jiz nezavisi na parametru ¢ a je roven nule pro libovolné h a k. Proto musi byt
o(h, k) = (h, k) pro vSechna (h, k), takze ¢ = 1.

Zabyvejme se nyni otazkou, jak urcit koeficienty A a B definujici tplny diferenciél, jestlize
vime, ze funkce f(z, y) je v bodé (a, b) diferencovatelna (rozhodovat o diferencovatelnosti kon-
krétnich funkci se naucime pozdéji). Na zakladé tvah o teéné roviné jsme nabyli dojmu, Ze
koeficienty A a B maji vyznam parcialnich derivaci funkce f(z, y) v daném bodé podle pro-
ménnych = a y. Je vSak tfeba to dokazat. Predpokladejme tedy, ze funkce f(zx, y) je v bodé
(a, b) diferencovatelnd a D f(a, b) je jeji uplny diferencidl. Jak vime, je to linearni zobrazeni
teného prostoru T(,»R* k R? v bodé (a, b) do tecného prostoru Ty, »R k R v bodé f(a, b).
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Kazdé linearni zobrazeni ¢ : V,, — W,, je v bazich zvolenych v téchto prostorech reprezento-
vano matici typu n/m. V nasem ptipadé jde o matici typu 2/1 s prvky A a B, a to pii volbé
standardnich bazi v teénych prostorech, tj. e; = (1,0) a e = (0, 1) v T,pR?* a fi = (1) v
T(apR. Z definice tplného diferencidlu plyne

lim fla+h, b+ k) — f(a, b) — (Ah + Bk)

(h,k)—(0,0) Vh? + k?
Je-li totiz limita absolutni hodnoty funkce v daném bodé nulova, je nulova i limita bez absolutni
hodnoty (pro jinou hodnotu limity to samozfejmé obecné neplati). Vime vsak, ze existuje-li
limita funkce v daném bodé, je jedno, jakym zptsobem se k tomuto bodu priblizujeme. Podle
vztahii (9.9) pro postupny vypocet limity miZeme napiiklad psat
T flat b, b+ k) — fla, b) = (Ah+ BR)]

lim |lim
h—0 | k—0 v h2 + k2

h—0 ’h|

=0.

0.

Jak jsme jiz pfipomnéli, v pripadé nulové limity nehraje absolutni hodnota roli, proto

lim fla+h, b) — f(a, b) — Ah ~ 0 — lim fla+h, b) — f(a, b)

h—0 h h—0 h =4

Na levé strané posledni rovnosti je definiéni vyraz pro parcidlni derivaci funkce f(z, y) v bodé
(a, b) podle proménné x. Proto

_ 0f(z, y)

a podobné B = —af(x, y)
oz

A .
(ab) W Naw

Vztah pro B bychom dostali obdobnym postupem jako pro A, museli bychom vSak zaménit
poradi pri vypoctu limity, tj.
lim |f(a+h, b+ k) — f(a, b) — (Ah + BE)|
(h,k)—(0,0) Vh? 4+ k?

. [.. |fla+h, b+k)— f(a, b) — (Ah + BE)|
= lim | lim
k—0 [ h—0 1/h2_|_]€2

Na zakladé predpokladu o diferencovatelnosti funkce, tj. o existenci jejiho tplného diferencialu,
jsme dostali hned dva vysledky: funkce f(z, y) m& v bodé (a, b) parcidlni derivace prvniho
rfadu podle obou proménnych, a ty jsou rovny ¢islim A a B, jak jsme na zakladé geometrické
predstavy ocekavali. Pro uplny diferencial diferencovatelné funkce v daném bodé ziskdvame
vysledny vztah

=0.
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0 A6 0 xz,
Df(a, b)(z —a, y — b) = M (z—a)+ % (y—b), (9.22)
T lap) Y l@p
nebo v maticovém zapisu pro £ = (z — a, y — b) = (h, k)

8f(8x,y)
Df(a, b)(h, k) = (h k) . (9.23)

of(z,y)

Oy (a,b)

Maticovy zapis si budeme pozdéji jesté pripominat.
Priklad 9.35: Diferencovatelna funkce a spojitost

Pred chvili jsme zjistili, Ze funkce, kterd je v daném bodé diferencovatelna, je ,povinna“ mit v tomto
bodé také parcialni derivace prvniho fadu. Také vsak vime, ze pouha existence parcidlnich derivaci nezarucuje
spojitost funkce. V prikladu 9.28 jsme si ukazali funkci, kterd méla v daném bodé parcialni derivace, a pfesto
v ném nebyla spojitd. Protoze vSak existence parcialnich derivaci je dusledkem diferencovatelnosti funkce, je
mozné, Ze diferencovatelnost je silnéjsi vlastnosti. M4 tedy smysl zabyvat se otazkou, zda diferencovatelna funkce
je také spojita. Jde ndm o zjisténi, zda limita lim, )5 f(2, ¥) = f(a, b). Pouzijeme opét verzi defini¢niho
vztahu pro diferencovatelnou funkci bez absolutni hodnoty a s oznacenim h = x —a, k =y — b,

f(x,y) — fla, b) — Az —a) = B(y — b)

=0.
(w,y)—(a,b) V(z —a)?+ (y—b)?

Oznacime-li vyraz za limitou jako F(z, y), pficemz lim, ), (a.p) (2, y) = 0, mlzeme vyjadiit f(z, y).

fl@,y) = fla, b) + Az —a) + Bly —b) + F(z, y)v/(x — a)? + (y — b)*.

Funkce A(z — a) + B(y — b) + F(z, y)\/(z — a)2 + (y — b)? mé vSak v bodé (a, b) nulovou limitu, a proto
lim, ) (ap) f(2, ¥) = f(a, b). Funkee f(x, y) je v bodé (a, b) spojita.

Priklad 9.36: Plyne z existence parcialnich derivaci funkce jeji diferencovatelnost?

Odpovéd na otézku se mize zdat jednoduché a na prvni pohled kladné. Jestlize m4 funkce f(x, y) v bodé
a, b) parcidlni derivace f,(a, b) a f,(a, b), neni pfece nic jednodussiho nez z nich sestavit linearni vyraz
y

fuz(a, b)(z —a) + f,(a, b)(y — b), nebo, jinak zapsano,
’ 0 () % ()

A méme uplny diferencial! Ale kdepak! Véc neni tak jednoduché, jak se zda. Pro piiklady nemusime chodit
daleko. Funkcemi dvou proménnych, které se napiiklad v bodé (a, b) = (0, 0) chovaly, jak jsme potfebovali,
jsme jiz par vymyslet dokazali. Uvazujme tfeba o funkci

x® — 293

[z, y) = 2ty
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Ptedchozim vzorcem je definovana na R?\ {(0, 0)}, v bodé (0, 0) ji dodefinujme jeji limitou, ktera je nulova.
Zkuste si limitu vypocitat pomoci triku s polarnimi soufadnicemi. Takto dodefinovana funkce ma v bodé (0, 0)
dokonce i parcialni derivace prvniho fadu. Plati

3

ox (0,0) x—0 x—0 =0 T
,2y3
3y (0,0) y—0 Y- 0 y=0 Yy

Je tedy diferencial této funkce v bodé (0, 0) roven (1)(xz—0)+ (—2)(y —0) = x — 2y? Aby tomu tak bylo, muselo

by podle definice platit
i @) = f(0,0) — (& —2y)

(z,y)—(0,0) Va2 +y?

Pocitejme vyraz za limitou. Ozna¢me jej F'(x, y) a rovnou dosazujme.

=0.

r3—2y3

Pla,y) = Z07 _DZTF 2y

9 LE2 +y2 (SCZ +y2)3/2
Pokud jsme jiz nabyli trochu zkuSenosti pfi pocitani limit, hned ziskdme podezfeni, Zze tato funkce v pocatku
soustavy soufadnic limitu nemé — ¢itatel i jmenovatel zlomku klesaji pfi (z, y) — (0, 0) k nule odhadem ,stejné

rychle“. Takovy odhad ovSem neni dikazem. Proto zvolme postup priblizovani k pocatku soustavy soutradnic
po pfimkach y = kx. Plati

F(z, ka) = 222 (kx) — z(kx)? _ k(2 —k) .
(22 + k222)3/2 (1+ k2)3/2
Vysledek je zavisly na k, tedy na smérnici ptimky, po niz se k poc¢atku soustavy soufadnic ptiblizujeme. Limita
funkce F(z, y) v bodé (0, 0) neexistuje. Funkce f(x, y) proto neni v tomto bodé diferencovatelnd, i kdyz v ném
ma parcialni derivace prvniho fadu.

Jak ale potom pozname, zda je funkce diferencovatelna, aniz bychom museli provéfovat
primo definici? Postacujici podminkou je spojitost parcialnich derivaci prvniho fadu. Predpo-
kladejme, Ze funkce f(z, y) ma v bodé (a, b) spojité parcialni derivace f, a f,,. Pokud by funkce
byla diferencovatelna, musel by byt jeji diferencial jako funkce proménnych x —a a y — b roven
Df(a, b)(x —a, y —b) = fi(a, b)(x — a) + f,(a, b)(y — b). Abychom diferencovatelnost funkce
ovérili, musime zkoumat znamy definiéni vyraz

F(.CE y) _ f('ra y) — f(av b) — fz(a’u b)<x — CL) B fy(a’u b)(y — b)
| Vi —ap (07
a ukazat, Ze jeho limita v bodé (a, b) je nulova. Upravme jej trochu formélné, ale ucelné. Do

Citatele zlomku pii¢teme a hned ode¢teme f(a, y) a vysledny vyraz zapiSeme jako soucet dvou
zlomki vhodnych pro dalsi Gvahy,

o JE)  fla) Lo B a) Sl s) @)~ fla D
I e e Y/ e e T
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Nabizi se moznost vyjadfit rozdily f(x, y)— f(a, y), resp. f(a, y)— f(a, b) pomoci Lagrangeovy
véty o stfedni hodnoté pro funkci jedné proménné x, resp. y (posledni vlastnost ve vété 2.2 a
véta G.1). Platnost Lagrangeovy véty je vSak zarucena pro funkce jedné proménné, které jsou
spojité na uzavieném intervalu a uvnitf tohoto intervalu maji derivaci. Vyhovuje nase situace
témto pozadavkim? Zakladem uvah, které potvrdi, Ze ano, je spojitost parcidlnich derivaci
funkce f(z, y) v bodé (a, b). Ta zarucuje jejich ezistenci jesté na jistém okoli O(a, b) bodu
(a, b) (plyne to pfimo z definice limity). Zvolme x a y tak, aby platilo [a, 2] X {y} C O(a, b).
Pro dané y ozna¢me p(x) = f(z, y). Pak p(z) je spojitou funkci proménné = na intervalu [a, z]
a ma na intervalu (a, x) derivaci p'(x) = f.(z, y). Lze tedy uplatnit Lagrangeovu vétu o stfedni
hodnoté. Podle ni existuje ¢islo ¢ € (a, x) tak, ze plati

p(z) —pla) =p' () —a) = f(z,y) - fla, y) = f(C, y)(z — a).
Podobnou tvahu provedeme pro funkci ¢(y) = f(a, y), kdy

a(y) = a(b) = d'(n)(y = b) = fla, y) — fla, b) = fy(a, n)(y — b)
pro jisté ¢islo n € (b, y). Pro F(z, y) tak dostaneme vyraz slozeny ze dvou s¢itanci
(folC y) = fola, b)) (x —a) | (fyla, n) = fi(a, 1)) (y — b)
V@—aP+ (y—bp V@—alP+(y—bp
Kazdy z nich je sou¢inem dvou funkei, z nichz jedna je na (ryzim) okoli bodu (a, b) ohranic¢ena
a druhd ma v bodé (a, b) za limitu nulu. Vezmeme-li naptiklad prvni ze s¢itancu, pak

F(z,y) =

Tr—a

0 < \/(x — a)2 + (y _ b)2 < 17 (%yl)iil,%a’b) (fx(Ca y) - fx(a, b)) =0 pro C c (a’ l’)

Limita soucinu je podle véty 9.2 rovnéz nulova. Stejnd tivaha se tyka druhého séitance. Limita
funkce F'(z, y) pro (z, y) — (a, b) je nulova a funkce f(z, y) je v bodé (a, b) diferencovatelna.

Souvislost vSech zatim studovanych dulezitych vlastnosti funkce f(z, y), tj. jeji spojitosti,
diferencovatelnosti a existence ¢i spojitosti parcialnich derivaci vyjadiime schematickym obraz-
kem a formulujeme ve véte.

Véta 9.6 (Spojitost — derivace — diferencovatelnost): Pro funkci f(z, y)
definovanou v bodé (a, b) a jeho jistém okoli plati:
o Je-li f(x, y) v bodé (a, b) diferencovatelnd, pak je v ném spojitd.
o Je-li f(z,y) v bodé (a, b) diferencovatelnd, pak v ném existuji jeji parcidlni
deriace pruntho tdadu, tj. fy(a, b), f,(a, b).
o Md-li f(x, y) v bodé (a, b) spojité parcidlni derivace prvniho vddu f,, f,, pak
je v ném diferencovatelnad.




800 KAPITOLA 9. FUNKCE VICE PROMENNYCH

spojitost parcialnich
derivaci 1. fadu

!

diferencovatelnost funkce

2\

existence parcialnich

spojitost funkce derivaci 1. fadu

Obr. 9.21 Spojitost — derivace — diferencovatelnost.

Priklad 9.37: Je tplny diferencial nécemu dobry?

Treba k tomu, abyste se mohli pochlubit, jak rychle bez pocitace a kalkulacky vypoctete hodnotu néjakého
slozité vypadajiciho ¢iselného vyrazu. Podobnou tlohu jsme fesili jiz v ptikladu 2.45 v prvnim dilu pro funkci
jedné proménné. Urcovali jsme tehdy pfibliznou hodnotu /7,94. Nyni mame za tikol spocitat alespon priblizné

hodnotu
1,033 . /4,08
V1,03 + /4,08
Jedna se o funkéni hodnotu funkce 3\[
Y
[z, y) = —""—
(@, ) VI +\/y

v bodé (a + h, b+ k) = (1,03, 4,08). Hodnota vypoctend na kalkula¢ce s pfesnosti na 6 platnych mist je
0,727299. Vypoéteme ji pfiblizné pomoci uplného diferencidlu. Bodem (a, b) je bod (1, 4), vektor £ mé slozky
(h, k) = (0,03, 0,08). Parcilni derivace funkce f(z, y) jsou

Of (z, y) B 3x2\/§(\/5+\/37)7z3\/§ﬁ Yy
x|, 4 (Ve +/y)? (1,4) 9’

of,y)| _ CaagWVErVi —Visgl 1
9 Ve + /y)? (1,4)

Parcialni derivace prvniho fddu jsou v bodé (1, 4) a jeho okoli spojité, funkce je proto v bodé (1, 2) diferenco-
vatelna. Jeji uplny diferencial v tomto bodé je

17 1

Df(1, 4 —1lL,y—4)=—(x-1 —(y —4).
FL )~ 1,y =4) = S = 1)+ 5y — )
Pro konkrétni hodnoty + — 1 =h = 0,03 a y — 4 = k = 0,08 dostaneme

17 1

D(1, 4)(0,03, 0.08) = 50,03 + 5 - 0,08 = 0,059 =
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2
= (1,03, 4.08) = f(1, 4) + DS(L, 4)(0.03, 0.08) = ¥ + 0,059 = 0,726.

Je samoziejmé zélezitosti stanoveni kritéria presnosti, abychom rozhodli, zda ndm takovy odhad piesné hodnoty

staci.

Priklad 9.38: , Fyzikalni“ zapis tuplného diferencialu
Ve fyzikalnich ucebnicich najdeme zapis tplného diferencidlu nejcastéji, nebo prakticky vzdy, ve tvaru
of(x of(x, . 0 0
df(z, y) = de—i— Mdy, nebo jen df = —fdm—l— —fdy.

ox dy ox dy
Co to znamena? Souvislost si nyni vyloZime. Pfedevs$im je zde pismenem ,d* oznaceno to, co jsme pted chvili
znacili D. Jde o jiny symbol uplného diferencidlu. Jak vSsak mame chépat samotny zapis

af of
df = —dz + — dy?
/ Or oy Y

Fyzikové Casto tikaji, ze d f(x, y) pFedstavuje ,infinitezimalné malou zménu* hodnoty funkce f(x, y) odpovida-
jici zménam dz a dy, rovnéZz ,infinitezimalnim“, proménnych z a y. Termin ,infinitezimalni“ je v uvozovkach,
nebot matematikové jej pravem nemaji radi. Rikat, Ze je néco ,nekoneéné malé“, skuteéné neni z matematic-
kého hlediska korektni. Ani my nebudeme zapisy obsahujici ,,d“ takto interpretovat. Pfedchozi vztah je totiz
jednoduse vyjadienim tplného diferencidlu funkce f(x, y) pomoci uplnych diferencidli soufadnicovych funkci
s1(x, y) = x a sy(w, y) = y. Ze to neni na prvni pohled vidét? Vypoctéme ,cviéné“ tuplny diferencidl funkce
s1(z, y) =  Uzitim obecného vztahu (9.22) dostaneme

Dsi(a b)(a —a, y—b) = 22T D gy I9E W) ),
T (ap) % )
nebot 5 5
M =1, M =0 pro libovolny bod (a, b).
Oz {4 % lap)

Podobné zjistime, ze
Dsy(a, b)(x —a,y—b) =y —0b.

Vztah (9.22) tedy mtZeme pfepsat zpisobem, ktery se moznd jevi jako zbyteéné komplikovany, je vSak uzitecény
a objasni nam ,fyzikalni* zapis uplného diferencialu.
0f(z, y)

Df(av b)(x_aay_b): T( )Dsl(av b)(l'_a,y_b)+ ay
a,b

of (z, y)

Dss(a, b)(z — a, y — b).
(a/7b)

ProtozZe funkce s;(x, y) pfedstavuje soutadnicovou funkci = (pfifazuje kazdému bodu jeho xz-ovou soufadnici),
mizeme zapis zjednodusit, s;(z, y) = z(z, y) = x. Podobné sa(z, y) = y(z, y) = y. Vztah pro Gplny diferencial
funkce f(z, y) se pak také zjednodusi:

of (z, y)

Ox

Df(a, b)(x —a,y—b) = Dz(a, b)(z —a, y — b) + of(w, y)

Dy(a, b)(z —a, y — b).
(a,b) dy

(a;b)

Toto zjednoduseni ndm jesté nemusi pfipadat vyznamné. Vzhledem k tomu, Ze pfedchozi zapis plati pro libovolny
bod (a, b) a libovolné piirtstky z — a a y — b, nemusime vSak tyto argumenty vypisovat. Pak uz docilime
zjednoduseni opravdu zna¢ného,
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Df = gDm—i—gDy, nebo také df = gdm—i—gdy.
ox dy or oy

V poslednim zépisu jsme zaménili velké D malym d, jak je v praktickych situacich pro skaldrni funkce obvyklé.
Vzpomente si, ze jsme tohoto oznaceni pouzivali jiz v prvém dilu. Velké pismeno D se vSak pouziva pro jesté

obecnéjsi situace, konkrétné pro vektorové funkce vice proménnych. Uvidime to v dalsich odstavcich.

Vratme se nyni k obecnym tivaham ve vété 9.6. Tato véta plati i pro pripad funkce n pro-

ménnych. Disledkem diferencovatelnosti funkce f(z) = f(xy, ..., x,) v bodé a = (aq, ..., a,)
je jeji spojitost v tomto bodé. Ze spojitosti parcidlnich derivaci prvniho fadu funkce f(x) =
= f(z1, ..., ,) v bodé a = (ay, ..., a,) podle vSech proménnych pak vyplyva jeji diferenco-
vatelnost v bodé a. Uplny diferencial funkce n proménnych v bodé a = (a4, ..., a,) je linedrni
funkei prirtstkt € = (hy, ..., hy) = (x1 —aq, ..., Tp — ap),

Df(ay, ..., an)(x1 —aq, ..., Tp —a,) = ; agg) . (x; — a;),

zkracené a ,fyzikalné“

df(x) = Z 9/(x) dz;.

° Ol
=1

V geometrii, fyzice a aplikovanych oborech jsou velmi casté piipady, kdy je nutno pracovat
s funkcemi tfi proménnych. Vétsinou jde o funkce polohy, tj. prostorovych soutadnic, f(7) =
= f(x, y, z). Pojem tplného diferencialu funkce tii proménnych se tedy rovnéz uplatni velmi
casto. Ukéaze to hned nasledujici priklad.

Priklad 9.39: Prace sily a uplny diferencial

Ve fyzice ¢asto potifebujeme pocitat praci nékteré ze sil, naptiklad F , které ptisobi na hmotny bod pohybujici
se po ur¢ité trajektorii C (terminologicky lze hovofit téZ o kiivce, nebo o oblouku jako v odstavci 2.3.5). V
pripadé, Ze trajektorii je pfimka a sila F je konstantni, je vypocet prace vykonané touto silou pfi posunuti
Gastice o vektor A7 (samozifejmé po této pfimee) velice jednoduchy. Tak jednoduchy, Ze jsme se jim zabyvali jiz
v samém zac¢atku prvniho dilu v odstavcich o vektorech (ptiklad 1.28). Problém nastévé, je-li trajektorie kiiva
a sila proménna. Pak miZeme mezi dvéma body trajektorie, feknéme (a, b, ¢) a (z, y, z), které jsou oddéleny
vektorem posunuti A7 = (z — a, y — b, z — ¢), povazovat silu F= (F1, F», F3) za konstantni a zapsat pfiblizng
vztah pro elementdrni prdaci

AA = FA7=Fy(z —a) + Fa(y — b) + F3(z — ¢).
Celkovou praci dostaneme jako soucet elementarnich praci. Ty jsou ovSem priblizné, takze i vysledek bude
pouze piiblizny. Zpiesiiovat jej muzeme, budeme-li tseky A7 volit mensi a mensi. Tato procedura nakonec

povede k integrélu. Konkrétné ptijde o kfivkovy integrdl druhého druhu (vzpomeiite si na odstavec 2.3.5, kde
jsme definovali k¥ivkovy integral prvniho druhu).
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I zde budeme predpokladat, Ze trajektorie je hladky oblouk, nebo aspori po ¢astech hladky, a rektifikovatelny,
jak jsme tyto pojmy zavedli v odstavci 2.3.5. Déle zjednodusme situaci na pripad, kdy sila F' zavisi pouze na
poloze ¢éastice, tj. F' = F(7), tj.

F’(F) = (Fl(mv Y, Z)v FZ(x’ Y, Z)a F3(1'7 Y, Z))

V dalsich odstavcich uvidime, Ze se takové zavislosti fika vektorové pole. Elementarni praci miizeme zapsat tak,
Ze prirustky z — a, y — b a z — ¢ vyjadrime jako uplné diferencidly souradnicovych funkci, tentokrat s pouzitim
Hfyzikalniho“ zapisu s malym ,,d“, tj.

0A = Fy(x, y, z)da + Fa(z, y, 2)dy + F3(x, y, z) dz.

Ziskany vyraz nemusi, ale mtize byt Gplnym diferencidlem néjaké funkce f(z, y, z). Proto jsme také pro oznaceni
elementarni prace volili symbol J, nikoli d. V tomto pfikladu si vSimneme pouze situace, kdy §A je uplnym
diferencialem jisté funkce. Obecné situaci, kterd vede k pojmu kiivkového integralu druhého druhu, se budeme
vénovat v odstavci 9.3.

Pokud je vyraz pro 6 A uplnym diferencidlem funkce f(z, y, z), je vypocet celkové prace velmi jednoduchy.
Tato situace nastane pravé tehdy, nejsou-li slozky sily Fi(z, y, z), Fa(x, y, 2) a F3(z, y, z) ,nezavislé“, ale
jsou-li z diferencovatelné funkce f(x, y, z) odvozeny jako jeji parcidlni derivace

_ 0f(a.y. ) _ 0f(x.y. 2)

of (x, y, 2)
Ox ’ Oy ’ ’

Fl(l‘v Y, Z) 82

Fg(l‘, Y, Z) F3(x’ Y, Z):
Funkce f(z, y, 2), pokud existuje, se nazyva kmenovou funkci vyrazu pro elementérni praci. (Vzpomenete si na
pojem kmenové funkce v odstavci 7.2.4 o exaktni diferencidlni rovnici? Slo o tyZ pojem, jenze pro funkci pouze
dvou proménnych.) Jak ale zjistime, zda slozky sily pfedchozi vztahy spliiuji, tj. zda kmenova funkce viibec
existuje? Jednou z moznosti je zacit ji hledat. Kdyby ale neexistovala, byla by to zbyteéna prace. Nastésti je
vS8ak moznost zjistit pfedem, zda mé viubec smysl se do této prace poustét. Vypocteme-li z predchozich vztaht
parcialni derivace funkce F} podle y a z, a cyklicky parcidlni derivace Fs podle x a z, resp. F3 podle x a y,
dostaneme

0Fy o f 0F» 0% f 0F, 0% f 0F; 0% f oF,  0°f 0F; 0% f

Oy Oydx’ W:&cay’ 0z 0200’ Ox 020z Ezazﬁy’ Tyzﬁyaz'

(9.24)

Za predpokladu, ze by smiSené parcidlni derivace druhého fadu hledané funkce f(z, y, z) byly spojité, byly by
podle véty 9.4 zaménné.

Budou-li funkce Fy, F5 a F3 i jejich parcidlni derivace (Fi)y, (F1)z, (F2)z, (F2)z, (F3)z a (F3)y
spojité na néjakém otevieném kvadru K, pak je na K nutnou a postacujici podminkou pro existenci
kmenové funkce vyrazu pro elementarni praci platnost t¥i vztahu

oF, O0F; O0Fy O0F; O0F, O0OF;

P 0y 0 - ox’ By~ on (6.25)

Vyraz pro elementarni praci je potom tplnym diferencialem kmenové funkce.

Ze je platnost vztahi (9.25) podminkou nutnou, je ziejmé z postupu, jakym jsme k nim dogli. Ze je pod-
minkou postacujici uvidime v prikladu 9.40, kde kmenovou funkci najdeme. Pfedpoklddejme, ze oblouk C méa
parametrické vyjadieni 7(¢) = (x(t), y(t), 2(t)). Hodnoty kmenové funkce podél néj jsou dany sloZenou funkci
o(t) = f(x(t), y(t), 2(t)). Uplny diferencial této funkce jedné proménné je

do(t) = o(t) dt =
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of (z, y, 2)

)+ = of (z, y, 2)

i(t) + R

z(t)) dt.
(z(),y(t),2()) ((t),y(),2()) (z(t),y(t),2())

Préce sily F' pri premisténi ¢stice po oblouku C z pocatecniho bodu A o polohovém vektoru 7y = 7(ta) =
= (x4, ya, z4) do koncového bodu B o polohovém vektoru g = 7(tg) = (z5, yB, 28) je pak dana integralem

[ 9f(z,y, 2)
n ox

/ () dt = [(75) — [(7a) = f(@p. yss 25) — F(@as ya 7).

Je vidét, ze tomto pripad€ zavisi prace pouze na pocatecnim a koncovém bodé oblouku a nikoli na jeho tvaru
nebo konkrétnim parametrickém vyjadireni. Kdybychom je spojili Gplné jinak, dostaneme stejnou praci. Vyplyva
z toho i skutec¢nost, Ze prace, kterou vykoné sila F pri premisténi ¢astice po uzaviené kiivce, kdy pocatecni
bod splyva s koncovym, je nulova. Silové pole F se pak nazyva konzervativni a kmenova funkce s opac¢nym
znaménkem, tj. U(x, y, z) = — f(x, y, 2), je potencidlni energie ¢astice v tomto silovém poli. Opa¢né znaménko
je véci fyzikalni konvence. Vratme se k prikladu 9.30 a zaméiime v ném oznaceni slozek polohového vektoru
7 = (21, T2, x3) za jednodussi ¥ = (z, y, z). Snadno se presvéd¢ime, ze zdporné vzatd gravitacni potencidlni
energie

kmM
je kmenovou funkci vyrazu pro elementarni praci sily gravita¢niho pole

_ M M
Fg:7 il 3/2 (x,yv Z)a 0A = — rm
(22 + 92 +22) (22 + 92 + 22)

f(xa Y, Z) = —U(Z‘, Y, Z) =

573 (zdz+ydy + zdz).

Priklad 9.40: Kmenova funkce snadno a rychle

V odstavci 7.2.4 o exaktni rovnici jsme hledali kmenovou funkci v konkrétnim piipadé postupnou integraci.
Pokud kmenovéa funkce existuje, miZeme tak samoziejmé postupovat pokazdé. Neni vSak na Skodu mit obecny
vzorec pro nalezeni kmenové funkce, ktery nyni odvodime. Provedme to rovnou pro funkci t¥i proménnych. Na
dvé proménné snadno dokdzeme vzorec z0zit, na vice proménnych také neni jeho rozsifeni nesnadné.

Uvazujme o vyrazu dA = Fi(z, y, z)dx + Fa(z, y, z) dy + F3(x, y, z) dz (ktery nemusi pfedstavovat jen
elementarni praci, muze to byt vyraz s jakymkoli jinym fyzikdlnim vyznamem nebo dokonce bez fyzikalniho
vyznamu). Pfedpoklddejme, Ze jsme pro néj ovéfili kritéria (9.25) existence kmenové funkce a vime jiz, Ze nebude
zbyteéné ji hledat. Najdeme ji ve tfech postupngch krocich. Zvolme pevny bod (a, b, ¢). Pro nezndmou funkci
f(z, y, z) plati

x

:Fl(xayaz) = f(:r,y,z)ff(a,y,z):/Fl(x,y,z)da:.

a

of (x, y, 2)
ox

Pii integraci je tfeba myslet na to, Ze s proménnymi, podle kterych neintegrujeme, zachazime jako s konstantami.
V pripadé predchoziho integrilu jsou ,konstantami“ proménné y a z. Déale plati

Y
f(a,y, z) _ Fy(a,y, z) = fla,y, z) — fla, b, z) = /F2(a, y, z) dy,

Jy .

a konecné B
MDD Ryabs) = flab2) = flab0) = [ Feb 2

C
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A méame hledany obecny vzorec pro kmenovou funkci

a8 Y z

f(z, y, 2) = f(a, b, ¢) + /Fl(a:, y, z)dz + /Fg(a7 y, 2)dy + /Fg(a, b, z)dz. (9.26)

a b @

K tomu, abychom kmenovou funkci uréili jednoznacné, potfebujeme znat, resp. zadat jeji hodnotu alespon v
jednom bodé, naptiklad v bodé (a, b, ¢). Rovnicemi % = Fi, ?Ti =Fa % = F3 je totiz urCena az na integrac¢ni
konstantu — jde o soustavu (parcidlnich) diferencialnich rovnic pruniho 7ddu. Zkuste pouzit vztahu (9.26) pro

nalezeni kmenové funkce pro elementarni praci gravita¢niho pole z pfikladu 9.30, resp. 9.39.

V predchozim prikladu jsme konstruovali kmenovou funkci pro ptfipad t¥i proménnych. Nyni
formulujme tvrzeni o existenci a jednoznac¢nosti kmenové funkce jednak pro nazornéjsi pripad
funkci dvou proménnych, ale také pro zcela obecny piiklad funkci n proménnych. Nutnost
y,2dodatecnych“ predpokladi ve vété pak dikladné vysvétlime v prikladech 9.41 az 9.44.

Véta 9.7 (Existence a jednoznaénost kmenové funkce): Predpoklidejme, Ze
funkce p(x, y) a q(z, y) jsou spojité€ i se svymi parcidlnimi derivacemi p,(z, y),
¢(7, y) na jednoduse souvislé oblasti D C R2. Vyraz p(x, y)dx + q(z, y) dy je
uplnym diferencialem néjaké funkce f = f(x, y) definované na D prdvé tehdy, kdyz

platt
. 0q(z,
py(z, y) = q(x, y) neboli fracop(x, y)oy = —Q(ax y)-

Kmenova funkce f je urcena jednoznacneé, aZ na aditivni konstantu.

Predpoklddejme, Ze funkce Fy = Fy(x1,...,2y), ..., F = F(x1,...,2,) jsou spo-
jJité spolu s parcidlnimi derivacemi proniho Tadu (F;);(x1, ..., ,) pro vSechna i # j,
1,7 =1,...,n, na jednoduse souvislé oblasti D C R"™. Pak vyraz I} dx, + Fydxy +
+ -+ F, dz, je dplngm diferencidlem néjaké funkce f = f(x1,...,x,) definované
na D pravé tehdy, kdyz plati

OF,  OF;
8@ - 8@’

pro vsechna i,5 =1,...,n.

Kmenova funkce f je urcena jednoznacné, aZ na aditivni konstantu.

Priklad 9.41: Kmenova funkce — ano, ¢i ne, kdy a proc¢?

Zabyvejme se nyni formulaci véty 9.7 pro pfipad dvou proménnych x a y. Véta 9.7 uvadi podminku nutnou
a postacujici pro existenci kmenové funkce f(z, y) k vyrazu p(z, y)dz + g(x, y) dy, pficemz pied vyslovenim
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Obr. 9.22 Grafy funkci z = f(z, y) obsahujicich arctg L.

vlastniho tvrzeni

op(z,y)  0q(z, y)
ay = ay na D

kmenova funkce f(z, y) na mnoziné D existuje <=

formuluje pfedpoklady kladené jednak na funkce p(z, y) a ¢(x, y), jednak na mnozinu, na niz uvedené funkce
pozadované pfedpoklady maji spliiovat. Ve vété 9.7 jsou uvedeny tyto predpoklady:
e Mnozinou D je jednoduse souvisla oblast, tj. oteviena souvisla mnozina ,bez dér“, typu ,,jitrnice“.
o Funkce p(z, y) je spojitda na D a mé tam spojitou parcidlni derivaci p,(z, y) podle proménné y, funkce
q(z, y) je také spojitd na D a mé tam spojitou parcidlni derivaci ¢, (z, y) podle proménné x.
Potiebnost druhého predpokladu je zfejméa. Pokud kmenova funkce f(z, y) na D skuteéné existuje, coz znamena,
ze vyraz p(z, y) dz + q(z, y) dy je jejim uplnym diferencidlem, plati ve vSech bodech mnoziny D vztahy

p(l’, y) = af(agz y)7 Q('Tv y) = 8f((;y7 y)7

op(z,y) _ f(z.y)  dqlw,y) _ *f(z,y)

oy  Oyoxr Ox Oxdy
Predpoklad spojitosti parcidlnich derivaci py(x, y) ¢ (z, y) zajistuje, jak vime ze Schwarzovy véty (véta 5.1 a
jeji zobecnéni ve vété 9.4), jejich zdménnost. Tomuto predpokladu se proto jisté nedivime.

Vznika vSak otéazka, zda pri formulaci véty 9.7 muzeme od pozadavku jednoduse souvislé mnoziny upustit,
neboli jak vypadaji nejobecnéjsi mnoziny, pro néz mizeme vétu 9.7 vyslovit. Uvidime, ze pro vétu 9.7 je prave
tato vlastnost, jako jeden z vychozich predpokladi, podstatna.

Zaméfme se nyni na otézku, co by se mohlo stat, kdyby mnozina D byla sice oblast (oteviena a souvisla),
byla by vsak vicendsobné souvisla, tedy ,dérava“, typu ,emental“. Pokud je predpoklad jednoduché souvislosti
definién{ mnoziny dulezity, mélo by se ndm podafit najit ptiklad takového vyrazu p(x, y) dz + ¢(x, y) dy, ktery
bude splilovat pozadavek spojitosti a rovnosti parcidlnich derivaci p,(z, y) a ¢»(z, y), avSak kmenovou funkci
definovanou na celé mnoziné D nenajdeme. Pro pfiklad nemusime chodit daleko, stac¢i se vratit ke vztahtim
(5.30) pro diferencidly kartézskych soufadnic v roviné vyjadiené pomoci diferencialéi polarnich soufadnic a
vypocitat z nich dy,

dxr = cospdp — gsinpdp, dy=sinpdp+ gcospdp —

sin cos T
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Obr. 9.23 Graf funkce z = f(x, y) = arctg £.

Tento vyraz je definovan na mnozingé D = R?\ {0, 0}. Nyni pozor — mnoZina D je sice oblast, neni vSak
jednoduse, ale dvojnasobné souvisla. Jeji ,,déravost* zptsobuje jeden jediny bod, pocatek soustavy souradnic.
V ném nejsou funkce p(z, y) a q(z, y) definovany. Na mnoziné D maji funkce
Y x

,Yy)=———> a qz,y) =—5—7
p(z, y) e q(z, y) Z iy

spojité parcialni derivace
op(z,y) _ Oq(x,y) _ y*—a?

Oy or (22 4942)2
Ze vam to néco ptripomina? Jisté, pitklad 5.11. Z tohoto piikladu si pamatujeme, Ze funkce p(z, y) a q(z, y)
vznikly jako parcialni derivace funkce

f(z, y) = arctg 2.
X

Tak v ¢em je problém? Mnozina D neni jednoduse souvisld, a pfesto jsme kmenovou funkci nasli. Dokonce
mé dobry geometricky vyznam, nebot piedstavuje vyjadfeni polarniho (azimutélniho) thlu bodu (z, y) € R2
v zavislosti na jeho kartézskych soufadnicich, ¢ = ¢(z, y). Tento thel sice také neni definovian pro pocatek
soustavy soufadnic, ale pro ostatni body mnoziny D ano. Nasli jsme tedy kmenovou funkci k zadanému vyrazu
p(z, y)dz + ¢q(z, y) dy na celé oblasti D, i kdyZ neni jednoduse souvisla? Samoziejmé, nenasli. Polarni thel
sice na D definovan je, nikoli vSak funkci arctg (y/z), kterd je kmenovou funkei naseho vyrazu. Body, v nichz
tato funkce neni definovana, vypliuji celou osu y, tj. defini¢ni obor kmenové funkce je ve srovnani s defini¢nim
oborem vyrazu p(z, y) dz + q(z, y) dy omezen, konkrétné Dy = R?\ {(0, y) |y € R}.

Presvédcili jsme se, ze predpoklad jednoduché souvislosti oblasti D je dtlezity. Pro pozorného Ctenate
viak nemusi byt jesté véem problémtm konec. Rekne si — dobfe, omezim tvahy na néjaké okoli O(0, y) =
= (—a, a) x (0, b) bodu (0, y), y € (0, b). Toto okoli neobsahuje poc¢atek soustavy soufadnic a je jednoduse
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Obr. 9.24 Grafy funkci z = p(z, y) = _mzqu? (vlevo) a z = q(z, y) = z{=z (vpravo).

souvislou oblasti. Véechny predpoklady véty 9.7 jsou splnény a véta by méla platit. Funkce f(z, y) = arctg (y/x)
by méla byt kmenovou funkei naseho vyrazu p(z, y) dz + ¢(z, y) dz definovanou na celém okoli O(0, y). Jenze
ouha — defini¢nim oborem funkce neni celé toto okoli. V bodech, jejichz z-ova souradnice je nulové, neni funkce
arctg (y/x) definovdna a nelze ji ani rozumné dodefinovat, nebot

. y o7 . Y 7T
lim arctg = = —, lim arctg<> = ——
z—0+t x 2 z—0— x 2

(pro y = 1 viz obrazek 9.22 vlevo). Véta 9.7 je tedy Spatné? JistéZe neni. Problém spociva v tom, Ze funkénim
predpisem arctg (y/x) nelze pokryt celou mnozinu O(0, y). ProtoZe se vSak kmenové funkce mohou lisit o
konstantu, staci volit

f(:zc,y):arctgg pro x>0, f(:tc,y):7r+arctgg pro 1z <0.
x x

Pro y =1 je graf této funkce na obrazku 9.22 vpravo. Ilustracni obrazek 9.23 ukazuje prostorové chovani funkce
f(z, y) = arctg (y/x). Na obrazku 9.24 jsou pro tplnost zakresleny parcidlni derivace funkce f(x,y), tj. funkce

p(z, y) a q(z, y).

Priklad 9.42: Neexistuje jina kmenova funkce?
Malé ,varovani“: Tento piiklad je trochu zdlouhavy a vyzaduje vice trpélivosti a soustredéni. Komu v této
chvili chybi, mize se k prikladu vratit pozdéji.
V ptikladu 9.41 jsme zjistili, ze funkce f(x, y) = arctg (y/x) je sice kmenovou funkci vyrazu
Yy x
— dz +
1.2 + y2 372 + y2

dy,
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definovaného na dvojndsobné souvislé oblasti D = R2\{(0, 0)}, ale ne ve vSech bodech této oblasti. Uvédomime-
li si, Ze pro nékteré hodnoty soufadnic x a y méa funkce f(x, y) geometricky vyznam poldrniho thlu, mohli
bychom se ptat, zda tfeba nelze polarni thel vyjadrit jinou, vhodnéjsi funkei, jejimz definiénim oborem by byla
celd oblast D. (Je ovSem samoziejmé, Ze takova kmenova funkce by se na okolich bod@ mnoZiny D, na nichz by
byla definovédna, mohla od funkce f(z, y) li$it pouze o n&jaké konstanty.) Co pouzit funkce vyjadiujici polarni
thel ve vztazich (5.6)

g1(z, y) = arccos L, resp. go(x, y) = 27 — arccos _r
x2 +y? /22 + 42

pro y > 0, (x, y) # (0, 0), resp. y < 0? Dokonce bychom mohli vyzkouset samotnou funkci g; (z, y), kteréd je
definovana na celé mnoziné D. Je to ta spravna volba? Abychom to zjistili, musime predevSim spocitat jeji
parcidlni derivace a porovnat je se zadanymi funkcemi p(x, y) a g(z, y). NeZ za¢neme pocitat, ovéfme si, Ze
napfiklad na mnoziné urc¢ené nerovnostmi x > 0, y > 0 je

X

vy _
arctg — = arccos
T

Plati
T

1
= cosp = = .
\/1+§;—§ Va2 +y?

y 1
t = —, COS =
&Y T v V1+tgp

Nyni zpét k vypoctu parcidlnich derivaci.

SC2+ 2 _ 22
99:(z, ) L VPR s ERE

ZIN e TR T @R 2ty
r24y?

Pfi odmociiovani musime dévat pozor na absolutni hodnoty! Podobné vypocéteme parcidlni derivaci funkce
91(z, y) podle proménné y a dostaneme

891(3:7 y) Yy

oy lyl@+y?)

Vidime, Ze parcidlni derivace funkce g1(z, y) se od nasich funkci p(z, y) a ¢(z, y) lisi znaménkem v oteviené
dolni poloroving (pro y < 0). Funkci g1 (z, y) proto musime jako kandidata na kmenovou funkci na D zavrhnout,
i kdyz je definovana na celé oblasti D. Dalsi pokus by mohl spoéivat v prozkouméni funkce g(z, y), ktera by byla
definovana jako gq(z, y) v horni poloroving y > 0, (z, y) # (0, 0), a jako ga2(z, y) v oteviené dolni poloroviné
y < 0. Pro parcialni derivace funkce g(x, y) podle proménnych = a y plati

Og(z,y) ogle,y) _  xy @
pro y>0 = — = — , = = ;
Ox a2 +y? 2 ty? Iy lyl(@®+y?) 22 +y?
9] 0
pro <0 gz, y) Wl vy 7 gzy) . wy @
ox ?+y? 2tty? Ay lyl(@*+y?)  2?+y?

Funkce g(z, y) vypada nadéjné. Jeji parcidlni derivace podle x je rovna funkci p(z, y), parcidlni derivace podle
y zase funkci g(z, y), jak to ma byt. Uvédomili jste si ale, Ze v pfedchozich vztazich pro parcialni derivace chybi
pifpady, kdy y = 0? Pro¢? Vidyt prece funkce g(z, y) je definovana v roviné R? pouze s vyjimkou bodu (0, 0).
Pro body (x, 0), = # 0 je dana pfedpisem pro funkei g1 (z, y), tj.

g(x, 0) = g1(x, 0) = arccos £7 g(x >0,0) =arccosl =0, g(xr<0,0)=arccos(—1)=r.

]
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Problém tkvi v parcidlni derivaci podle proménné y na kladné ¢asti osy x. VSimnéme si nejprve chovani samotné
funkce g(x, y) v blizkosti osy x, samoziejmé pro x # 0. Situaci znazoriiuje obrazek 9.25 pro hodnoty x = 1 (vlevo)
ax = —1 (vpravo). V obrazku vlevo je tedy leva vétev grafem funkce z = g(1, y < 0) = 27 — arccos —=

Vity?’

prava vétev je grafem funkce z = ¢g(1, y > 0) = arccos \/11+j V obrazku vpravo je leva ¢ast grafem funkce
Yy

1

= — = — — 5 Ga = — = —1
z=g(—1, y < 0) =27 — arccos T prava ¢ast pak grafem funkce z = g(—1, y > 0) = arccos . Podle

V14y?

3 2
2-L

~10 _5 0 5 10Y

-0 -5

Obr. 9.25 K prikladu 9.42.

obrazku to vypada tak, Ze v bodech (x, 0) je funkce nespojita na kladné poloose z, tj. pro > 0 a spojitd na
poloose zaporné, pro z < 0. Grafy jsou sice ndzorné, ale nemtzeme jim tak zcela véfit. Musime spocitat limity
funkce g(z, y) v bodech (x, 0). Pro > 0 plati

lim g(z, y) = hm g1(z, y) = lim arccos arccos — = arccos 1 = 0,

T
y—0+ S0+ y—0+ NZE ||

lim g(z, y) = hm g2(x, y) = lim | 27 — arccos % ) =27 — arccos = = 27 — arccos 1 = 2,
y—0— —0— y—0- 2 + 92 ||

zatimco pro x < 0 je

lim g(z, y) = hm g1(z, y) = lim arccos arccos — = arccos (—1) =,

x
y—0+ y—0+ N + y2 o ‘IEl

lim g(z, y) = hrn g2(x, y) = lim <2W—arccos x) =

y—0— —0— y—0— N + y2

x
= 27 — arccos Tl = 27 — arccos (—1) = .
x
Pro body na kladné ¢asti osy x limita funkce g(x, y) neexistuje, zatimco pro body na zaporné ¢asti osy z je
rovna funkéni hodnoté g(z, 0) = ¢1(z, 0) = 7. Vypodétem jsme tak potvrdili to, co jsme vycetli z grafu. Hotovi

ale jesté nejsme. Jak vime, neni u funkci vice proménnych souvislost jejich spojitosti a existence parcialnich

g(z,y)—g(=,0)
y—0

pevné zvolené reprezentativni hodnoty x = 1 (vlevo) a z = —1 (vpravo). Lze odekévat, ze v bodech kladné ¢asti

osy x parcialni derivace gy(z, y)I(xyo) neexistuje, na zaporné ¢asti osy x ano. Presvédc¢ime se o tom korektnim

derivaci tak jednoduché, jako u funkci jedné proménné. Obrazek 9.26 ukazuje chovani funkce pro




9.2. SKALARNI FUNKCE VICE PROMENNYCH 811

z z
2 1 2 1
10¥ 1 -
T W (P
—1
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Obr. 9.26 Graf funkce z = % pro z =1 (vlevo) a = —1 (vpravo).

postupem. Pro pfipad z > 0 neni t¥eba Zddného poéitani. Parcidlni derivace funkce g(z, y) v bodé (x, y) je
ur¢ena (obycejnou) derivaci v'(y)|y=o0 funkce v(y) = g(x = konst., y), ktera je funkci jedné proménné y. Funkce
v(y) je véak v bodé y = 0 nespojitd, jak jsme pied chvili zjistili. Jeji limita pro y — 07 je nulov4, limita pro
y — 0~ je rovna 27. Funkce v(y) nema v bodé y = 0 derivaci, funkce g(z, y) nema v zddném z bodt (z < 0, 0)
parcidlni derivaci podle proménné y.

V bodech (z, 0), < 0, v8ak funkce v(y) spojitd je, proto musime existenci a hodnotu derivace provéfit.
Plati

_ . 1 T T
e S = lim - | arccos ——— — arccos — | =
y—0+ y—0 y—0+ Yy y—0+ Y ( Va2 + 2 |x|)

1 T 1 x
= lim - [ arccos —— — arccos(—1) | = lim — | arccos —— —7 | .
y—=0t Y < Va?+y? ( )> y—0+ Y ( Va2 +y? )

Existenci limity tohoto vyrazu, ktery je typu %, provéfime pomoci I'Hospitalova pravidla (¢arka znaci derivaci
podle y pfi pevném x):

i
arccos L -7
\x2+y? . xy 1

lim = lim —————— = —.
y—0+ (v) v=0t [yl(a® +y?) @
(Pro hodnotu @ = —1, odpovidajici na obrdzku 9.26 grafu vpravo, je tato limita rovna —1.) Déle plati (pozor,

v Citateli druhého zlomku neni pteklep — vite, pro¢ tam skute¢né patii rozdil go(z, y) — g1(z, 0)?)

1 T x
2T — arccos ———— — arccos — | =
y—0— y—0 y—0— Yy y—0- Y ( \/W |:c>

1
= lim — (277 — arccos
y—0— Y

T (—1) I 1 9 T
—F———— — arccos (— = 1umm - T — arCCoS ——————=— T =
/2 + y2 y—0— Y /2 + y2

1 x
= lim - [ 7 — arccos ——— | .
y—0- Y ( \/x2+y2>
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Opét pomoci I'Hospitalova pravidla (ovéfte, ze vyraz je zase typu %) dostaneme

!/
_ T
(TF arccos \/W) , _zy 1

lim = lim —————— = —.
y—0- (v) v=0- [yl(a® +9%) =
(Pro hodnotu = = —1, tak opét dostdvame limitu rovnou —1, jak také vidime v grafu na obrazku 9.26 vpravo.)

Parcidlni derivace funkce g(z, y) v bodech zaporné ¢asti osy x tedy existuje a dokonce je rovna funkéni
hodnoté funkce ¢(z, 0) = 1.

Dospéli jsme k nésledujicimu zavéru: Parcidlni derivace funkce g(x, y) podle proménné y v bodech na kladné
Gasti osy x neexistuje. ,,Pfechod“ pfes kladnou poloosu z je zakdzén. Funkci g(z, y) mizeme jako kmenovou
funkei pouzit, vyjmeme-li z roviny R? i ,prekazejici“ kladnou poloosu z. Funkce g(z, y) je kmenovou funkci
zadaného vyrazu p(z, y) dz + ¢(z, y) dy na ,zmensené* oblasti

D' =D\ {(z,0)|z >0} = R*\ {(, 0)| z > 0}.

Ta je vSak jiz jednoduse souvisla.
Vidime, Ze predpoklad jednodusSe souvislé oblasti D je vskutku funkéni. Pokud oblast nebude jednoduse
souvisla, pak i pfes to, ze vSechny ostatni pfedpoklady kladené na funkce p(z, y) a q(z, y) ve vété 9.7 budou

splnény, nemusi kmenova funkce k vyrazu p(z, y) dx + ¢(x, y) dy existovat na celé oblasti D.

Priklad 9.43: Kmenova funkce muze existovat, i kdyz je oblast dérava

Ptedchozi zévér oviem neznamend, Ze kmenova funkce pro pripad déravé oblasti D nesmi existovat na celé
mnoziné D. Prikladem je vyraz

T Y
p(x, y) e +alw, y) dy = T avam 40+ Ca e W

definovany opét na dvojnasobné souvislé oblasti D = R?\ {(0, 0)}. Defini¢nim oborem jeho kmenové funkce

1

f(z, ) :_\/TTZJQ

je cela oblast D.

Priklad 9.44: Co kdyz mnozina D nebude souvisla?

Predpokladejme, Ze mnozina D je sice oteviend, ale neni souvisld. Pak se ovSsem skldda z jednotlivych
disjunktnich komponent, feknéme D, az Dy, které jsou rovnéz otevienymi mnozinami. Kazdéa z komponent je
oblast. Pokud je dand komponenta D;, 1 < j < N, jednoduSe souvisld, lze na ni aplikovat vétu 9.7. Jsou-li
splnény i pfedpoklady tykajici se funkei p(z, y) a q(z, y), bude na komponenté existovat k vyrazu p(z, y) dx +
+ ¢(z, y) dy kmenova funkce f;(x, y). Kmenové funkce f;(x, y) a fj(z, y), 1 <14, j < N, se mohou lisit pouze
o konstantu.
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Piiklady 9.41 az 9.44 vyvolavaji mozné dojem, ze predpoklady kolem kmenové funkce ptilis
,pitvame®. V odstavci o kfivkovém integralu vSak ukazeme, ze tato diikladnost nebyla zbytecna.
,Déravost“ oblasti, v nichz lezi uzaviené kiivky slouzici ¢asto jako integrac¢ni obory takového
integralu, mize velice ovlivnit vysledky.

Priklad 9.45: Neuplny diferencial

Obecné vyraz 6A = Fy(z, y, z)dz + Fs(z, y, 2) dy + F5(z, y, z) dz nespliiuje kritéria tiplného diferencidlu
(9.25). Stéle vsak jde o linedrni kombinaci diferencidlii soutadnicovych funkei. Hovofime o nedplném diferencidlu.
Piikladem netiplného diferencidlu je tieba elementérni prace plynu 6 A = P(V, T') dV nebo vyraz pro elementarni
teplo pfijaté plynem od okoli 6QQ = Cy dT + P(V, T) dV z piikladu 7.25. K problému ,netplnosti“ diferencidlu
muizeme pristoupit dvojim zptisobem. Vjraz pro praci plynu mtzeme chapat tak, ze v ném ,,chybi“ néjaky clen
N(V, T)dT. Hledejme funkci N(V, T) tak, aby vyraz

df =P(V, T)dV + N(V, T)dT
byl Gplnym diferencidlem jisté kmenové funkce f(V, T'). Pozadujme platnost vztahu
OP(V,T) ON(V,T)
or oV

z néhoz pro ptipad idedlniho plynu, pro ktery plati stavova rovnice P(V, T)V = nRT, dostaneme

ON(V,T) nR

———~ =— = NV, T)=nRlnV T).

= (V. T) = nRInV + o(T)

Funkee teploty ¢(T') hraje pfi integraci podle proménné V roli integra¢ni konstanty a je libovolna. Pro vypodet
kmenové funkce doplnéného vyrazu pouzijme vzorce (9.26) z prikladu 9.40,

14 T 14 T
fv, Ty — f(Vo, To) = /P(V7 T)dV—I—/]V(Vo7 T)dT = /ng—l—/(annVo—FgO(T)) dT =
Vo To Vo To

T
= nRT(an—anb)—i—’rLR(T—TO)anO—F/Lp(T)dT =
To

= nR(TInV —TolnVp) + (7).

Funkce ®(T) je integralem z libovolné funkce ¢(7') na intervalu [Ty, T7, je tedy rovnéz libovolna. Pridruzime-li
k ni konstantu f(Vo, Tp) — nRTp In Vy, dostaneme kmenovou funkci v prehlednéj$im tvaru

f(V, T)=nRTInV + &(T),

kde ®(T') je opét libovolna funkce teploty.

Jiny zptusob ,zuplnéni“ nedaplného diferencidlu vyuziva integracniho faktoru, jehoz podstatu jsme si ukazali
jiz v piikladech 7.25 a 7.26. Napiiklad pro netplny diferencidl Fy(x, y) da + Fa(x, y) dy pro pfipad funkci dvou
proménnych jde obecné o nalezeni takové funkce ¢(z, y), Ze vyraz

¢<$, y)Fl(xv y) dz + ¢($7 y)F2(ma y) dy

jiz. Gplnym diferencidlem je. Nutnou a postacujici podminkou pro existenci takové funkce ¢(z, y) je rovnost
(9.25) modifikovand pro dvé proménné, nebo téz rovnost (7.27), tj.

INo(z, y)Fi(x, y) 9oz, y)Fa(z, y))

Jy ox
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Aplikujme ji na netplny diferencidl 6A = P(V, T)dV, vyjadfujici elementérni préaci plynu. V tomto p¥ipadé je
F, =P(V, T) a F, = 0. Pfedchozi podminka pak vede k rovnici pro ¢(V, T')

0
—(p(V, T)P(V, T))=0
A GV, T)P(V, T)) =0,
jejiz integraci dostaneme
(V)

o(V, T)P(V,T)=¥(V) = ¢(V,T) = PV T)

U (V) je libovolné funkce plnici Glohu integraéni konstanty pii integraci podle proménné T. Vyraz, ktery zis-
kédme vynésobenim elementérni prace 0 A integra¢nim faktorem ¢(V, T), ¢(V, T)6A = ¥(V)dV, je jiz tplnym
diferencidlem, konkrétné diferencidlem kterékoli z primitivnich funkci k ¥ (V). Pozadavek doplnéni vyrazu pro
praci plynu na uplny diferencial pomoci integra¢niho faktoru jsme sice splnili, vysledek vSak nemd pro svou
libovolnost zadny fyzikalni vyznam. Jiné je situace v pfipadé vyrazu pro teplo pfijaté idealnim plynem od okoli,

5Q = P(V, T)dV + Cy dT = "R%T dV + Oy dT, Cy = konst.,

jimz jsme se do detailu zabyvali v pfikladu 7.25. Ze vSech moznych funkci, které maji vlastnosti integra¢niho
faktoru, je dtlezita funkce ¢(T) = T~ 1, vyraz

_P(‘/:T) CV _nR CV

je tplnym diferencidlem stavové veli¢iny zvané entropie. Upravime-li jej jesté po dosazeni nR = Cp — Cy a
k =Cp/Cy , dostaneme

dS=d[(Cp—Cy)InV + CyInT] = Cy dln (TV*"1).

Pripomenme fyzikalni vyznam konstant. Cp, resp. Cy je tepelna kapacita plynu pfi stalém tlaku, resp. objemu,

jejich pomér x je Poissonova konstanta.

9.2.4 Smérova derivace a gradient, vrstevnice a spadnice

Slova, ktera se objevuji v nazvu tohoto odstavce, vétSinou zname, ovSsem pravdépodobné z
jinych oblasti nez z matematiky. ,Gradient® byva teplotni ¢i tlakovy a v praxi urcuje, jak
rychle se méni teplota nebo tlak podél urcitého sméru. ,Vrstevnice“ a ,spadnice” jsou zase
pojmy obvykle zemépisné. Jak souvisi s matematikou, konkrétné s derivacemi? Je to docela
jednoduché. Ukazme si vyznam téchto pojmu na piipadu funkce dvou a t¥i proménnych, f(z, y)
a f(x,y, z). Vyjdeme z vyznamu parcidlnich derivaci tfeba funkce dvou proménnych. Jejich
hodnoty v daném bodé (a, b), tj. fz(a, b) a f,(a, b), udavaly rychlost zmény funkéni hodnoty,
nebo téz strmost grafu funkce v daném bodé, pokud jsme se k nému blizili podél primky
rovnobézné s osou z, resp. y, tedy ve sméru vektoru €; = (1, 0), resp. €2 = (0, 1). Co kdyz
se ale budeme k bodu (a, b) blizit po obecné piimce p s jednotkovym smérovym vektorem
5= (82, 8y), \/53 + 52 = 1, jako na obrazku 9.277 Pfimka p ma parametrické rovnice r = a +
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Obr. 9.27 Derivace funkce v daném sméru.

+ 15z, y = b+ ts,, parametr ¢ probihd realnou osu. Rovina proloZena touto pfimkou kolmo k
soutadnicové roviné xy protne graf funkce f(x, y) v rovinné kiivee C, jejiz parametrické rovnice
jsou

r=a+ts,, y=>b+ts, z=f(a+1tsy b+1tsy).

Uhel, ktery svird tecna k této kiivce s piimkou p, ozna¢me ¥ a dejme si za tikol jej urcit.
Ptedstavme si oblouk kfivky C v okoli bodu (a, b, f(a, b)) jako graf néjaké funkce F' proménné
t. Osou t je pfimka p, funkce F'(¢) je dana predpisem F'(t) = f(a + ts,, b+ ts,). Je to slozend
funkce s vnéjsi slozkou f(z, y) a vnitinimi slozkami x(t) = a + ts, a y(t) = b + ts,. Smérnice
tetny vedené ke kiivce C bodem grafu (a, b, f(a, b)) je tangentou uhlu 9 a zaroven derivaci
funkce F'(t) v bodé ¢t = 0. Oznac¢me ji

. 0 d
Osf (@, Y)l(ap) = t8? = F(0) = Mty Sz + fgy’ 2

Sy. (9.27)
ox (@)

(a,b)

Nazyvame ji derivace funkce f(z, y) ve sméru § v bodé (a, b), neboli smérovd derivace. Definici
smeérové derivace lze samoziejmé zobecnit na piipad funkce vice proménnych. Nejcastéji se s
praktickym pouzitim tohoto pojmu setkame u funkei t¥i proménnych.
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Smérovd derivace funkee f(z,y), resp. f(x,y, z) v obecném bodé (z, y), resp.
(x, y, z) ve sméru jednotkového vektoru § je

of (z, y) of (z, y)

O:f(z, y) = —5 % + a—ysy, resp.
0 0 0
ag’f(l’, n Z) _ f(agxya Z) 5y + f(xa,yy; Z) Sy + %sz. (928)

Vsimnéme si moznosti diilezité interpretace smérové derivace. Budeme-li parcialni derivace
funkce povazovat za slozky jistého vektoru GG, muzeme zapsat smérovou derivaci ve tvaru ska-
larniho soucinu vektora G a s,

O:f(z,y) =G5, G = (ngj v af(;?; y)> . (9.29)
Vektor 5 ;
G= grad f(z, y) = ( fg; y)7 f(;y, y)) ., resp.
é’ _ grad f(l', v, Z) _ <af(l(;$y7 Z)’ 8f(xavyy7 Z), 8f($aazyv Z))

se nazyva gradient funkce f(x, y), resp. f(x, y, z) v obecném bodé (z, y), resp.
(x, y, z). Zobrazeni, které prifazuje funkcim jejich gradient, se nazyva operdtor gra-
dientu.

Zobecnéni pojmu smérové derivace a gradientu pro funkce n proménnych je jednoduché. Uva-

zujme o funkci z = f(z) = f(x1, ..., x,) definované na oteviené mnoziné D a zvolme vektor
s = (s1, ..., sp) € T,R", pro ktery je [s|] = \/s?+ -+ 52 = 1 (je to jednotkovy vektor).
Smeérovd derivace funkce f(z1, ..., x,) v bodé z ve sméru jednotkového vektoru s ma tvar
of (x Of (x
Osf(x) = g;l)sl + - gx(n)sn, r=(x1, ..., T,). (9.30)
Vektor @) @)
of(x of (x
G= (22 Y — (21, ..., ), 9.31
( 8131 ) ) axn )7 T (xla y & ) ( )

se nazyva gradient funkce f(x) v bodé x.
Vratme se k funkcim dvou proménnych, pro néz jsou studované pojmy velmi pristupné
nasi predstavivosti. Samoziejmé — dosazenim muizeme vycislit slozky gradientu dané funkce
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v libovolném bodé (a, b). Gradient je vektor zavisly pouze na funkénim ptedpisu f(z, y) a na
bodu, ve kterém jej vycislujeme.

Gradient mé hned dvoji nazornou a zajimavou geometrickou interpretaci. Dospéjeme k ni,
vyjadiime-li skalarni soucin Gs pomoci definice. Plati

d:f (x, y) = G5 = |G||5] cos o = |G| cos v,

kde jsme jako o oznacili ihel mezi vektorem Ga jednotkovym vektorem §. Z tohoto zapisu ihned
vidime, Ze absolutni hodnota smérové derivace nabyva maxima pro cos o = +1, tj. derivujeme-
li funkci f(x, y) ve sméru gradientu. Pro cosa = 0 je smérova derivace nulova. Odpovida to
pripadu, kdy derivujeme ve sméru vektoru kolmého ke gradientu.

Nyni si pfedstavme fez grafu funkce f(z, y) rovinou z = C, kde C' je vhodna konstanta.
Ozna¢me Vo mnozinu vech bodil v definiénim oboru D funkece f(z, y), pro které je funkéni
hodnota rovna pravé této konstanté, tj. Vo = {(z, y) € D| f(z, y) = C}. Bude-li konstanta C'
prvkem oboru hodnot funkce f(z, y) (aby mnozina V¢ nebyla prazdnd), a pokud funkce f(x, y)
nebude mit prilis , divoké* vlastnosti, bude V- napiiklad néjaka kiivka. Mohly by to byt tieba
i izolované body. V dalsi uvaze vSak predpokladejme, ze jde o kiivku. Vydame-li se s bodem
(x, y) po této kiivce, nebude se funkéni hodnota ménit. Znamena to, Ze derivace funkce f(x, y)
ve sméru vektoru tecného ke kiivce konstantni funkéni hodnoty je nulova. Pied chvili jsme vsak
zjistili, ze vektor, v jehoz sméru je derivace funkce nulova, je kolmy ke gradientu v daném bodé.
Gradient je tedy v kazdém bodé normalovym vektorem ke kfivce konstantni funkéni hodnoty,
ktera timto bodem prochazi.

Priklad 9.46: Gradient a mapy

Co muze mit typicky matematicky pojem jako je gradient spoleéného s kartografii? Z ptredchozich uvah
odpovéd jisté tusime. Napiiklad na bézné turistické mapé jsou zndzornény vrstevnice. Jdeme-li ,,po vrstevnici®,
nestoupadme ani neklesdme. Matematicky to lze vyjadfit velmi snadno. Poloha kazdého bodu na povrchu Zemé
je urcena jeho zemépisnou délkou, zemépisnou sitkou a nadmotskou vyskou. Budeme-li se pohybovat v malém
rozsahu zemépisnych Sitek a délek, naptiklad v rozsahu jiz zminéné turistické mapy, m@izeme je zhruba pova-
zovat za kartézské soutfadnice x a y. Vyjadiime-li nadmotskou vysku jako funkci zemépisné délky a Sirky, bude

vrstevnice Vo kiivkou v roviné zy, podél niz je hodnota této funkce konstantni, tj. ptudorysnym priamétem
skutecné kiivky, po niz bychom kraceli v nadmotské vysce z = C. Modelujme takovy kopec tieba funkci

S == (3 +0) . 0 sG) <e

Zvolme konstantu C, 0 < C < v. Z podminky f(x, y) = C dostaneme rovnici ptislusné vrstevnice

14 2 z? ?JQ
[ =1.
C=v (zx —I—y) :>2(v—C)+v—C

Kiivkou je elipsa se stfedem v poc¢atku soustavy soufadnic a poloosami 1/2(v — C) (na ose z) a Vv — C (na
ose y). Situaci ukazuje obrézek 9.28 pro v =5 a C = 2. Gradient funkce f(z, y) je vektor G= grad f(z, y) =
= (—z, —2y). Teény vektor k vrstevnici dostaneme nejsnaze tak, kdyZ ji vyjadfime parametricky a derivujeme
podle parametru.

x(t) = v/2(v—C)cost, y(t) =+vv—Csint,
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z vrstevnice Y, pro C=2

Obr. 9.28 Vrstevnice a spadnice.

() = (&(t), 9(t)) = (—\/2(11 —C)sint, Vv — C cos t) — = (—\/éy, %m) .

Vektor @ sice neni jednotkovy, kolmy ke gradientu vsak je, nebot plati G = (—v/2y)(—z) + (\%x)(—?y) =0.

Spddnici nazveme kiivku v roviné zy, ktera je v kazdém bodé kolmé k vrstevnici prochézejici timto bodem.
Jejim tec¢nym vektorem je gradient — vektor normaly k vrstevnici. Hledame-li parametrické rovnice spadnice
ve tvaru z = xz(t), y = y(t), pak vychdzime préavé z tohoto pozadavku, tj. (&, y) = grad f(z, y). V nasem
konkrétnim piipadé je situace velmi jednoduchd. Dostaneme soustavu dvou diferencidlnich rovnic, ktera se
dokonce rozpadne na dvé samostatné rovnice pro neznamé funkce z(t), y(¢). Ty snadno zintegrujeme:

b=—x, §=-2y = 2(t)=Ae ", y(t)=Be ¥
A a B jsou integracéni konstanty. Z parametrickych rovnic spaddnice snadno vylouéime parametr umocnénim z(t)

na druhou a vydélenim.
B

y B _ 2 _

il = y= Kz~ K_E'
Spéadnice jsou tedy paraboly. Konstantu K uréime, zndme-li alesponi jeden bod spadnice, naptiklad (a, b). Pak
K = b/a?. Pro konkrétnost zvolme bod (a, b) = (2, 1), ktery lezi na vrstevnici Vo pro C = 2. Jeji poloosy
jsou v/6 a /3. Gradient funkce v daném bodé je G(2, 1)
(2, 1) = (=2, v/2), jednotkovy tecny vektor 5 = (—‘/75,

prochézejici bodem (2, 1):

2, —2), tenym vektorem k vrstevnici V¢ je

2 2
x Yy 2
—_ —:]_ = — .
6 T3 YT g”

VSe je zaznamenano také v obrazku 9.28. A jes$té jedna otézka. V mapé jsou obvykle zakresleny vrstevnice s

\/TE) Doplnime jesté rovnici vrstevnice a spadnice
1

konstantnim krokem nadmotské vysky. Nékde jsou vrstevnice hustsi, jinde fidsi. DokazZete najit souvislost mezi
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gradientem a hustotou vrstevnic?

Polozme si jesté otazku, zda je néjaka souvislost gradientu a diferencialu. Na prvni pohled
se miize zdat, ze zadna neni. Druhy, pozornéjsi pohled vsak naznacuje, Ze se prece jen o né-
jakou souvislost mtize jednat. Vzdyt gradient i uplny diferencidl funkce v daném bodé& jsou
jednoznac¢né urceny parcialnimi derivacemi dané funkce. Dejme tomu, zZe

ﬁ(ﬂ = (Fl(xv Y, Z)? FZ('xv Y, 2)7 F3(x7 Y, Z))

je konzervativni silové pole. Vyraz pro elementéarni préaci tohoto silového pole 0A = Fy(z, y, z) dz+
+ Fy(z, y, z)dy + F3(x, y, z) dz je samoziejmé Gplnym diferencidlem — tak jsme totiz konzer-
vativnost definovali (viz ptiklad 9.39). Proto k nému existuje kmenova funkce f(z, y, z), resp.
potencialni energie U(z, y, z) = —f(x, y, z), pro kterou plati

—dU = 0A — — a—Udzicha—Udy—i-a—Udz = Fidx + Fody + Fsdz.
ox dy 0z

Plati proto

ou oU oU LB
(F1, F, F3) = — (%, ' E) .t F(r) = —grad U(7). (9.32)

Konzervativni silové pole je zaporné vzatym gradientem odpovidajici potencidlni
energie.

Ptridame-li jesté podminky pro slozky konzervativniho silového pole dané vztahy (9.25), zjis-
tujeme dalsi dulezity fakt.

Silové pole F (7) definované spolu se spojitymi parcidlnimi derivacemi svych slozek
na jednoduse souvislé oblasti D je konzervativni pravé tehdy, je-li vektor

C_::I‘Otﬁ:(aFQ 8F3 8F1 8F3 8F1 8F2>

— , — : — 9.33
0z dy = 0z ox ' Oy ox E)
nulovy na D. Vektorové pole C' takto utvorené ze slozek vektorového pole F se
nazyva jeho rotace, tj. C(7) = rot F(7).

Ale to uz zase trochu predbihdme. Rotaci a dalsim operacim s vektorovymi poli se budeme
vénovat az v nasledujicich odstavcich. V dalsich praktickych vypoctech a ivahach budeme vzdy
uvazovat o vektorovych polich, jejichz slozky maji spojité parcialni derivace. Tento predpoklad
jiz nebudeme v tvrzenich explicitné zminovat.
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Jesté si uvédomme dalsi vyznam vztahu pro konzervativni pole. Protoze je sila, ktera na
¢astici v daném bodé pole piisobi, zaporné vzatym gradientem potencialni energie, je kolma
na pomyslné ,vrstevnice* potencialni energie, tedy plochy v prostoru R3, jim# odpovida vidy
urcita, ale ve vSech bodech takové plochy stejna hodnota potencialni energie. Tyto ,vrstevnice*
potencialni energie se nazyvaji ekvienergiové nebo téz ekvipotencidlni plochy.

FEkvipotencidalni plochou o energii E konzervativniho silového pole F'(7) rozumime
mnozinu

Er ={(z,y, 2) e R*|U(x, y, z) = E = konst.}. (9.34)

Priklad 9.47: Ekvipotencialni plochy gravita¢niho pole

V ptipadé gravita¢niho pole maji ekvipotencialni plochy rovnice

2
S E— N (LA
Va2 +y? + 22 E

Ekvipotencidlni plochou o energii E je kulova plocha se stfedem v pocatku soustavy soutfadnic, v némz je

soucasné umisténo centrum gravitacniho ptisobeni o hmotnosti M, a polomérem "“l"éj‘w . Je tfeba si uvédomit, ze

energie I/ musi byt zaporna. Pro¢ tomu tak je?
Z kazdého bodu ekvipotencialni plochy ,tréi“ vektor gravitacni sily, ktery mé radidlni smér, je ve vSech
bodech plochy stejné velky a smétuje do jejiho stfedu. Neni to zadné prekvapeni — gravitacni sila je gradientem

funkce —U(z, y, z).

Priklad 9.48: RozlozZeni tlaku v kapaliné

Znalost pojmu gradientu se hodi i v dalsich fyzikalnich tlohéach. Jednu typickou si ukazeme. Budeme k
tomu potfebovat trochu fyziky. Uvazujme o idealni kapaliné ve statické rovnovéaze. Idealni kapalina je charak-
terizovana nestladitelnosti (mé konstantni hustotu s) a absenci vnitiniho t¥eni (pfi jejim pohybu nedochézi ke
ztrétdm energie t¥enim). Statickou rovnovdhou rozumime situaci, kdy je vzhledem k dané vztazné soustavé,
at jiz inercialni, ¢i neinercidlni, kazdy sebemensi element kapaliny v klidu. Vyslednice sil ptisobicich na takovy
element je proto nulové. Jaké sily v8ak na elementy kapaliny pisobi? Jsou dvojiho typu (viz téZ obrazek 9.29):

e Sily, jimiz pusobi okoli celého kapalinového télesa na vsechny objemové elementy. Jsou to takzvané obje-

mové sily, které miizeme popsat jejich hustotou f (7), tj. silou vztaZzenou na jednotku objemu. Udava se
tedy v jednotkach Nm™3. Je-li napiiklad element kapaliny o objemu AV, a tedy hmotnosti Am = sAV,
umistén v bodé 7, pusobi na néj objekty nalezejici k okoli celého kapalinového télesa objemovou silou

Aﬁobj(F). Hustota této objemové sily je pak definovana limitnim prechodem

foa o AF(R)
Fr) = Jim — 5

Typickym prikladem objemové sily je sila tihova, vyjadifujici pisobeni homogenniho gravita¢niho pole,
Aﬁg(f’) = Amg = sgAV. Jeji hustota je proto f:,(f') = sg. Je ve v8ech bodech, v nichz lze pole povazovat
za homogenni, stejna. Dalsim typem jsou tfeba sily elektrostatické, v neinercidlnich soustavach pak sily
fiktivni (setrvacéné), napiiklad sila odstfedivé ¢ Coriolisova.
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e Druhym typem sil pusobicich na kazdy element kapalinového télesa jsou sily vzajemného ptuisobeni v
kapaliné. Jejich piusobisté jsou rozloZzena podél stycéné plochy interagujicich ¢asti kapaliny. Hovorime
proto o silach plosnych a jejich hustotu pocitame tak, ze pusobici silu vztahujeme k obsahu plochy.
Jednotkou je Nm™2. Je-li kapalina ve statické rovnovaze, jsou tyto sily vzdy kolmé k tomuto rozhrani.
Jedna se o sily tlakové. Predpoklddejme, ze na rozhrani mezi elementem kapaliny a zbytkem kapaliny, tj.
»kapalinovym okolim“ tohoto elementu, je v bodé 7 vymezena ploska AS. Vektor jednotkové normaly
k rozhrani v tomto bodé oznac¢me 7i(7). Ze dvou moznych sméra takového vektoru zvolme ten, ktery
sméfuje ven z elementu (tzv. vnéjsi normdla). Okolni kapalina tlaél v daném bodé na element plosnou
silou Afpl dovnit¥, tj. Aﬁpl (¥) = —|Aﬁpl(77)|ﬁ(f'). Hustota plosné (tlakové) sily je definovana vztahem

Limita v zévorce definuje veli¢inu p(7), uréujici tlak v daném bodé kapaliny. Tlak je tedy velikost hustoty
sil vzajemného pusobeni ¢asti kapaliny.

AS AS!
v y
. Az
n
o ——
n
7 P Y
W Nx
7 Ay
Yy

Obr. 9.29 Sily v kapaliné.

Podminka silové rovnovahy, kterou jsme formulovali pro elementy kapaliny, musi pochopitelné platit i makro-
skopicky. Vyslednice sil, jimiz na jakkoli vymezeny objem kapalinového télesa piisobi okoli tohoto objemu, je
nulova. Celkovou objemovou silu ptisobici na jakkoli vymezeny objem V' s hrani¢ni plochou S ziskame ,se¢tenim*
elementarnich sil integralem

ﬁobj,v :/f(f’) dv,
v

celkovou plosnou, resp. tlakovou silu ziskame ,sectenim“ elementarnich sil integralem

Fus = [ 37)ds = - [ o as.

S S

Pozn. 1: Nehledme nyni na fakt, Ze takové integraly jsme jesté poradné nedefinovali a neumime je poéitat, i kdyz
jsme se jejich vypoctu jiz dotkli v kapitole 5. Vyhneme se jim specidlni volbou objemu a limitnimi pfechody.
Myslenku tohoto postupu vylozime na pfipadu funkce jedné proménné. Pfredpokladejme, Ze mame urcit integral
ze spojité funkce f(§) na intervalu [z, £+ Azx] a nechceme ho poéitat. Podle véty 2.8 existuje na tomto intervalu
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k funkei f(&) funkce primitivni F(§), F'(§) = f(§). Jak vypadd konkrétné, védét nepotiebujeme. Plati

z+Az

/ f(&)d¢ = F(x + Ax) — F(z).

Funkce F'(§) v8ak ma derivaci, a proto pro ni plati Lagrangeova véta o stfedni hodnoté.
Uvnitf intervalu [z, x + Az] existuje bod ¢ tak, ze F(z+ Az) — F(x) = F'(c)Ax = f(c)Az. Proto

T+Ax

f(§)dg = f(c)Ax. (9.35)

x

Tento vysledek se také nazyva véta o stredni hodnoté integrdlniho poctu.

Namisto hodnoty integralu mtizeme tedy pouzit hodnotu f(c)Az. Problém je v tom, Ze bod ¢ také nezname.
Pro malou zménu Az uréenou mirou piipustné aproximace v8ak mizeme hodnotu f(c) nahradit hodnotou f(x).
V limité plati jiz pfesné

z+Ax

lim L / F(€)de = f(a).

Az—0 Az

Obdobné miizeme uvazovat i v pfipadé ostatnich typh integrala.

Pozn. 2: Pokud se néktery ctenar divi, ze neuvazujeme také o momentové rovnovaze, je podiv na misté.
Samoziejmé, pro rovnovahu télesa nezanedbatelnych rozmérd musi byt nulovy i vysledny moment sil, jimiz na
toto téleso piisobi jeho okoli. Pokud v8ak uvazujeme o rovnovaze idealni kapaliny, kdy plosné sily maji povahu sil
tlakovych, je splnéni této podminky jiz disledkem silové rovnovahy. Podrobnéji se timto fyzikalnim problémem
nebudeme zabyvat.

Nyni se vratme k nasemu problému statické rovnovahy kapaliny. P¥i jeho formulaci a feseni budeme pred-
pokladat, ze funkce, s nimiz pracujeme, jsou na potiebnych oborech pfinejmensim spojité, popfipadé diferen-
covatelné, abychom zajistili korektnost vSech operaci, které s nimi budeme provadét. Zakladni alohou statiky
kapalin je najit rozloZeni tlaku v kapaling, tj. funkci p(7) = p(z, y, z). Zélezi samoziejmé na tom, jak na jed-
notlivé elementy kapalinového télesa ptisobi jeho okoli. Kapalina si pak tlak ,sama rozlozi“ tak, aby sily, jimiz
okoli pusobi na kazdy jeji element, byly pravé kompenzovany silami tlakovymi. K usnadnéni vypoctu poslouzi
opét obrazek 9.29. Na obrazku je znidzornén element kapaliny ve tvaru malého kvadru o rozmérech Az, Ay a Az

—

umisténého v bodé ¥ = (z, y, z). Hustota objemovych sil f(7) je ddna okolim a musi byt zndma, jinak se ni¢eho

nedopodéitame. Je-li kvadr dostate¢né maly, mizeme veli¢inu f(7) uvnitf néj povazovat zhruba za konstantni a
vyjadrit tak snadno objemovou silu piisobici na element,

Aﬁobj = f(f) AV = f(f') AzAyAz.

vvvvvv

tlakové sily, jiz piisobi na element kapalina, ktera jej obklopuje. Toto ptisobeni se odehravé na vSech Sesti sténach
kvadru. V obrazku je pro jednoduchost zakreslena jen dvojice stén kolmych na osu y, s ozna¢enim AS, = AzAz
(levd sténa) a AS] = AzAz (prava sténa). Jednotkové vnéjsi normély k témto sténdm jsou 7, = (0, —1, 0), resp.
i, = (0, 1, 0). Uvazujeme-li o rozlozeni tlaku podél stény AS,, miizeme vzhledem k jejim malym rozmériim

predpokladat, ze se podél ni neméni. Tlakova sila AF’;,, jiz ptisobi okolni kapalina na levou sténu kvadru, je tedy

Aﬁy = —p(z, y, 2) iyAS, = (0, p(z, y, z), 0) AzAz.
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Podobné vypocteme tlakovou silu AP_Z plisobici na pravou sténu, ovSem s tim rozdilem, ze podél této stény
musime poéitat se zménénym tlakem, tj. s hodnotou p(z, y + Ay, z). Pak

AF) = —p(x, y + Ay, 2) i, AS) = (0, —p(z, y + Ay, z), 0) AzAz.

Celkova tlakova sila na stény kolmé k ose y je tedy

Aﬁy + AFZ =—(0, p(z, y+ Ay, 2) — p(z, y, 2), 0) AzAz = — (07 P, y+ Ay’;; P&, y, Z), 0) AV.
Ctendi jisté pochopil, pro¢ jsme pouzili, zdanlivé pongkud uméle, vyjadieni obsahu stén AS, a AS?’/ ve tvaru
AzAz = i—v. P#i limitnim pfechodu AV — 0 bude y-ova slozka sily ptisobici na stény kolmé k ose y tmérna
parcidlni derivaci tlaku podle proménné y, x-ova i z-ova slozka jsou nulové. Zcela obdobnou tvahu miizeme
provést pro dvojice stén kolmych k ose x, resp. z a pro vyslednou tlakovou silu ptisobici na kvadr dostaneme

n n a y Yy 8 s Yy a y Yy IR
AF,(F) = AFy,(z, y, z) = — ( p(xaxy Z), p(:vayy Z), p(xazy z)) AV = —grad p(7)AV. (9.36)

Vyjadreni silové rovnovahy pro nas element je nyni jiz velmi jednoduché. Plati

Aﬁobj +AF, =0 = f(AAV —gradp(F) AV =0, tj.

fla, y, z) — gradp(z, y, 2) = 0. (9-37)

Posledni vektorova rovnice je soustavou parcidlnich diferencialnich rovnic prvniho fadu pro neznamou funkci

p(z, y, z). Parcidlni diferencidlni rovnice v obecnosti fesit neumime. V nékterych pfipadech vSak byvaji tak

jednoduché, zZe je zvladneme. Konkrétni ukazky vypoctu rozlozeni tlaku uvidime za chvili v prikladech 9.49 a
9.50.

Stéle jsme vSak jeSté ze ziskanych rovnic (9.37) nevycerpali vSechny informace, které v nich jsou v obecné

podobé obsazeny. Pfedevsim z nich plyne, Ze hledany tlak p(z, y, z) je kmenovou funkei k iplnému diferencialu

dp(ﬂ?, Y, Z) = fl(x7 Y, Z) d.’,U—FfQ(J), Y, Z) dy+ f3(l', Y, Z) dz.

Kmenovéa funkce je, jak jiz vime z predchoziho vykladu o ni, uréena az na konstantu. Dejme tomu, Ze urcita
konkrétni funkce P(z, y, z) je (partikuldarnim) FeSenim soustavy (9.37). Jeji obecné feSeni méa pak tvar

p(z,y, z) = P(z,y,2) +C, C€€R jelibovolna konstanta.

Nic jiného jsme také od rovnic prvniho radu pro skalarni funkci nemohli ¢ekat. Tento vysledek je vSak fyzikalné
vyznamny. Abychom urc¢ili konstantu C, musime znat hodnotu tlaku alespon v jednom bodé kapaliny. Dejme
tomu, ze p(xg, Yo, 20) = po- Pak C = py — P(xg, Yo, 20) & mame FeSeni okrajového problému

p(z,y, 2) = P(z, y, ) — P(x0, Yo, 20) + Po-

Pokud bychom tlak v bodé (zg, yo, z0) zménili o Ap, tj. na hodnotu py + Ap, bude Fesenim nového okrajového
problému funkce

ﬁ(l‘, Y, Z) = P(xa Y, Z) - P($07 Yo, ZO) + (pO +Ap) :p(ﬂf, Y, Z) +Ap

Tento jednoduchy zavér vyplyvajici pfimo ze struktury soustavy rovnic pro rovnovdhu kapaliny se nazyva
Pascaliv zdkon: Zméni-li se tlak v kterémkoli jednom bodé kapaliny o hodnotu Ap, zméni se tlak o tuto hodnotu
ve vsech bodech kapaliny.
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Struktura soustavy rovnic pro rozlozeni tlaku také umoznuje nalézt tvar volného povrchu kapaliny. Volnym
povrchem se mysli mnozina bodd v kapaliné, které jsou v bezprostfednim kontaktu, tedy v rovnovaze, s okolim.
Podstatou fesSeni tlohy je fakt, ze tlak na celém povrchu je stejny a je obvykle znam. Oznacme jej napfiklad
DPq. V situacich, kdy je kapalina volné v kontaktu s okolnim vzduchem, ma p, vyznam atmosférického tlaku.
Povrchem kapaliny je mnozina

S= {($7 Y, Z) €eR’ |p<£177 Y, Z) :pa}'

Jak se stanovi tvar povrchu kapaliny konkrétné, ukdzeme také v pfikladech 9.49 a 9.50.

Priklad 9.49: Hydrostaticky tlak

Ze stredni skoly vite, ze tlak v kapaliné, kterd je v ndadobé umisténé v homogennim tihovém poli Zemé,
roste amérné s hloubkou pod hladinou, pfiCemz na hladiné je roven atmosférickému tlaku. Zvolime-li tedy
soustavu soufadnic podle levého obrazku 9.30, plati p(z, y, z) = p, — sgz. Ukdzeme, Ze tento vzorec vyplyva z
podminky (9.37). Vnéjsi objemovou silou ptisobici na kazdy element kapaliny je pouze sila tihova. Jeji hustota

z z
0 . @
AV
0) 0
. |%‘!fAV 4y swro AV
—
% sqgAV

Obr. 9.30 K prikladiim 9.49 a 9.50.
je ﬁ}(f) = sg = (0, 0, —sg). Rovnice (9.37) jsou velmi jednoduché,
op op op
et 0, oy 0, 9 = —sg.

Z prvnich dvou plyne, Ze tlak nezévisi na x ani na y, tfeti se d& snadno zintegrovat, p = p(z) = —sgz + C.
Integra¢ni konstanta se uréi z okrajové podminky, tj. na zdkladé znalosti tlaku v bodé z = 0, p(z = 0) = p,.
Dostavame ocekavany vysledek

p(x, Y, 2) = pa — 592

KaZdodenni zkuSenost ukazuje, Ze povrch klidné kapaliny je rovinny a vodorovny. Vyjde to i vypoctem? Na
povrchu kapaliny je atmosféricky tlak. Podle prikladu 9.48 je proto

S ={(z,y, 2) € R®| ps — 5925 = pa}-

Rovnice povrchu je zs = 0. Je to rovnice vodorovné roviny prochézejici poc¢atkem soustavy soutadnic.

Priklad 9.50: Rozlozeni tlaku v rotujici kapaliné

Jisté jste uz rotujici kapalinové téleso vidéli. Staci zamichat ¢aj. Kdyby byla voda skutec¢né ideédlni kapalinou,
nebylo by mozné ji takto roztocit. Protoze v ni vSak prece jen vnitini tfeni existuje, ptisobi jednotlivé vrstvy na
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sebe navzdjem nejen kolmo k rozhrani, ale i tecné k nému. Postupné je tak mozné uvést do rotace kapalinové
téleso jako celek. Dejme tomu, Ze téleso rotuje stdlou thlovou rychlosti & = (0, 0, w) kolem osy z. Vzhledem k
pozorovateli v neinercialni vztazné soustavé pevné spojené s rotujicim kapalinovym télesem je kazdy element v
klidu. Kapalina je tedy ve statické rovnovaze. V tomto stavu tec¢né silova ptisobeni vrstev kapaliny vymizi a plati
predchozi vztahy. Rotujici kapalinu v fezu svislou rovinou znazoriiuje obrazek 9.30 vpravo. Vzhledem k rotac¢ni
symetrii tlohy vypadaji vSechny takové fezy stejné. Proto je vhodné fesit tilohu ve valcovych soutadnicich. Na
objemovy element kapaliny AV v misté o soufadnicich (g, z) ptlisobi tihova sila sgAV a (fiktivni) odstiediva
sfla sw?00?, kde g° je jednotkovy vektor v radidlnim sméru. V bazi vektortt valcovych soufadnic ( f;,, ﬁ;, f;)
(pifklad 5.19) méa celkovd objemova sila ptisobici na element slozky (sw2pAV, 0, —sgAV). Abychom mohli
pouzit rovnice (9.37), musime pfevést gradient do vélcovych soutadnic. Vektory ( fg, ﬁ;, f;) tvori ortogonalni
béazi, vektor ﬁ, vSak neni jednotkovy. Jeho délka je | f;| = p. Gradient obecné funkce F'(g, ¢, z) ma proto slozky

OF (o, ¢, z) 10F(o, ¢, z) OF(o, ¢, 2)
o)) "o Oy ’ 0z '

grad F (o, ¢, z) = (

Soustavu rovnic pro rozloZeni tlaku v zévislosti na véalcovych soufadnicich p(g, ¢, z) zapiSeme ve tvaru

@:stQ @:0 @:—sg
0o T 0 T 0z '

7 druhé rovnice ihned plyne, ze tlak nezavisi na proménné ¢, coz se dalo ocekévat na zakladé symetrie tlohy.
Funkce p(o, 2) je kmenovou funkei k tiplnému diferencialu dp = sw?p do—sg dz. Uréete ji. Uplatnime-li okrajovou
podminku p(p = 0, z = 0) = p,, dostaneme

1

p(0, 2) = pa + §sw292 — 592.

A jaky tvar zaujme volny povrch kapaliny? Jeho rovnice je dana, podobné jako v piikladu 9.49, opét pozadavkem
stejného (atmosférického) tlaku ve vech bodech na povrchu kapaliny,
w? ,
plos, zs) =pa = 25 = @Qs-

Povrch ma tvar rota¢niho paraboloidu (viz odstavec 6.3.2, véta 6.3).

9.2.5 Extrémy a stacionarni body vseho druhu

S pojmy staciondrni bod a extrém funkce jsme se potkavali jiz v prvnim dilu. Hlavné v odstavci
2.2.2, ktery se soustiedil na vySetfovani prubéhu a zakresleni grafu funkce jedné proménné.
Graf funkce dvou proménnych si jesté dokadzeme jakz takz predstavit, nebo si jej mizeme ne-
chat vykreslit na pocitaci pomoci riznych programi. ,,Zmapovat® jej vsak do detaili je prece
jen o néco obtiznéjsi nez u funkce jedné proménné. A u funkci vice proménnych, kde selhava ge-
ometricka predstava, spociva vyssi obtiznost v tom, ze se musime spolehnout jiz jen na vypocty.
Co vsak lze vysettit pomérné snadno a bez ohledu na pocet proménnych, jsou stacionarni body
kych, ¢i jinych praktickych problém je totiz znalost stacionarnich bodt, resp. extrému velmi
podstatna. Charakter nékterych typi extrémi snadno vysvétlime na nasledujicich obrazcich.
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Obr. 9.31 Extrémy a stacionarni body funkci.

Na obrazku 9.31 je zakreslen graf funkce dvou proménnych
(@, y) =100 = (2 +y?)

na uzavieném obdélniku K = [—8, 4] x [-8, 4]. Divejme se na graf a pokusme se uvédomit si
zatim intuitivné vyznam nésledujicich sdéleni:

e V bodé (—8, —8) mé4 funkce na mnoziné K (ostré) globdlni neboli absolutni minimum a
nabyva v ném hodnoty f(—8, —8) = —28. Odpovidajici bod grafu je N.

e V bodé (0, 0) m4 funkce na mnoziné K (ostré) globdini neboli absolutni mazimum a

nabyva v ném hodnoty f(0, 0) = 100. Odpovidajici bod grafu je M.

e Soucasné mé funkce v bodé (0, 0) (ostré) lokdlni mazimum, nebot existuje takové okol
O(0, 0) C K tohoto bodu, zZe pro vSechny body (z,y) € O(0, 0), (z, y) # (0, 0), je
Sz, y) < f(0, 0).
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Obr. 9.32 Extrémy a stacionarni body funkci.

e V bodé (2,0) € A, A = {(2,y)|y € [-8, 4]} C K, ma funkce (vdzané, ostré) lokdini
mazimum vzhledem k mnoZiné A, nebot existuje takové okoli O(2, 0) C K bodu (2, 0),
ze pro vsechny body (z,y) € O(2,0) N A, (z,y) # (2,0) je f(z,y) < f(2,0). Plati
f(2,0) = 96. Odpovidajici bod grafu je Q.

vvvvvv

extrémil, tak také stacionarnich bodu obecné. V tomto pfipadé mame co do ¢inéni s funkci
f(z, y) = 1000 — (a* +y*) + 32(2* + ¢*)
na uzavieném obdélniku K = [—6, 5] x [-5, 6]. Opét posudme nasledujici sdéleni:

e V bodé (—6, 6) m4 funkce na mnoziné K (ostré) globdlni, neboli absolutni minimum a
nabyva v ném hodnoty f(—6, 6) = 712. Odpovidajici bod grafu je N.

e V bodé (0, 0) ma funkce na mnoziné K (ostré) lokdlni minimum a nabyva v ném hodnoty
£(0, 0) = 1000. Odpovidajici bod grafu je P.

e V bodech (—4, —4), (—4, 4), (4, —4) a (4, 4) mé funkce na mnoziné K (ostrd) lokdini
mazxima a nabyva v nich hodnoty f(—4, —4) = f(—4,4) = f(4, —4) = f(4, 4) = 1512.
Odpovidajici body grafu jsou My, My, M3 a Mj.
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e V bodech (—4, 0), (0, —4), (4, 0) a (0, 4) m4 funkce na mnoziné K tzv. sedlové stacio-
ndrni body a nabyva v nich hodnoty f(—4, 0) = f(0, —4) = f(4, 0) = f(0, 4) = 1256.
Odpovidajici body grafu jsou Sy, Ss, S3 a Sy (bod Sy neni pfi daném natoceni obrazku
prilis dobfe vidét).

e V bodech (—4,b) € Aa (4,b) € A, b€ (=5,6), A= {(x,b)|r € [-6,5]} C K, m4
funkce (vdzand, ostrd) lokdlni maxima vzhledem k mnoZiné A a nabyva v nich hodnot
f(—=4,b) = f(4, b) = 1256 — b* + 32b%. Odpovidajici body grafu pro b = 5,5 jsou @ a
Q2.

e V bodech (0,b) € A, b€ (=5,6), A= {(x,b)|z € [-6, 5]} C K, m4 funkce (vdzand,
ostrd) lokdlni minima vzhledem k mnoziné A a nabyva v nich hodnot f(0, b) = 1000 —
—b*+32b%. Odpovidajici bod grafu pro b = 5, 5 je Q3. Dalsi vizané extrémy zkuste popsat
sami.

A ted, kdyZ jsme si ndzorné ukazali, co budeme rozumét extrémy a stacionarnimi body, pustime
se do formulace poradnych definic a tvrzeni. Nejprve pro funkce dvou proménnych.

Stacionarni body a lokalni extrémy

Prvné vysvétlime pojem lokdlniho extrému. Co znamena slovo ,lokalni“? V bézné feci je to
,mistni“. Sledujeme-li naptiklad pohoii z vrcholku mensiho kopce, nedivime se, kdyz se okolo
nés ty¢i velehory. Stojime na ,lokadlnim“ vrcholku (v lokdlnim maximu). Nejsme v nejvyssim
bodé v absolutnim, nybrz pouze v lokdlnim smyslu — kamkoli se z naseho vrcholku hneme,
budeme sestupovat doli. A obdobné je to v matematice. Pfedpokladejme, ze funkce dvou
proménnych f(z, y) je definovana na mnoziné D.

Rekneme, Ze funkce f(z, y) ma v bodé (a, b) € D
e [okdlni minimum, jestlize existuje takové okoli O(a, b) bodu (a, b), Ze pro
viechny body (z, y) € O(a, b) plati f(z, y) > f(a, b),
e ostré lokdalni minimum, jestlize existuje takové okoli O(a, b) bodu (a, b), Ze pro
et sy () 2 Ol B, (o ) 2 e )y D58 ) = e, )

e lokalni mazimum, jestlize existuje takové okoli O(a, b) bodu (a, b), Ze pro
viechny body (z, y) € O(a, b) plati f(z, 3) < f(a, b),

e ostré lokdlni mazimum, jestlize existuje takové okoli O(a, b) bodu (a, b), ze
pro viechmy body (z, 3) € O(a, b), (z, 4) # (a, 8), plati f(z, ) < f(a, 0).
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Vsechny c¢tyii pripady predstavuji v podstaté ,stejnou” definici, staci jen zaménovat nazvy
a nerovnosti. Pro priklady funkci s lokalnimi extrémy nemusime chodit daleko.
Priklad 9.51: Extrémy ,hladké“

Na grafy funkeci z pfikladi 9.28 (obrézek 9.17 vlevo) a 9.46

f(ﬂ?,y):—vl—$2—y2, D:{(.’E7y)€R2|(E2+y2<1},

flx,y)=v— (;x2+y2)7 D= {(m» y) € R?

1 2 2
— + <
2.’17 Yy _’U}7

se staéi jen podivat. Na prvni pohled je jasné, Ze prvni funkce mé v bodé (0, 0) ostré lokdlni minimum, v némz
nabyva hodnoty f(0, 0) = —1, druhé funkce ma v bodé (0, 0) ostré lokalni maximum a nabyva v ném hodnoty
(0, 0) = v. ,Prvni pohled“ ale matematikovi nemiize staéit. Proto definici ovéfme, nejprve pro prvni funkeci.
Zvolme libovolné okoli bodu (0, 0), O = (-9, §) x (—¢, €) € D. Pro libovolny bod (z, y) € O, (x, y) # (0, 0)

plati
f(l',y):_\/1_$2_y2<_1:f(0,0)~

Obdobné postupujte v piipadé druhé funkce a tvrzeni o jejim ostrém lokdlnim maximu v bodé (0, 0) dokazte

sami.

Priklad 9.52: Extrémy ,zubaté a Spicaté”

Funkce uvadéné v prikladech 7.5 a 7.6,
f(ta .’E) = |£L’|, E = [_a7 a] X [_ba b]v

f(t, x):% 2422, D=/{(t z)€R2|#2+22 < R%},

jsme v kapitole 7 potfebovali pro objasnéni Lipschitzovy podminky. Ted se ndm hodi, mdme dokonce i jejich
grafy (obrazky 7.7 a 7.8). Z grafu prvni z nich vidime, Ze kazdy bod (¢g, 0) € (—a, a) x (=b, b) splituje definici
lokalniho minima. Funkce nabyva v téchto bodech nulové hodnoty. Opét vSak musime to, co se ndm zda z grafu
jasné, dokdzat. Zvolme libovolné okoli bodu (tg, 0) ve tvaru O = (to—9, to+9) x(—¢, €) C (—a, a) X (=b, b). Pro
libovolny bod (t, x) € O plati f(t, x) = |z| > 0, rovnost pfitom nastédva pro z = 0 a libovolné ¢ € (tg—d, to+9).

A pokud jde o druhou funkei, je zase z grafu ziejmé, ze ma v bodé (0, 0) ostré lokdlni minimum, funkce v ném
nabyvéa nulové hodnoty. Zvolme libovolné okoli O = (=4, §) x (—¢, ) C D. Pro kazdy jeho bod (¢, z) # (0, 0)

plati f(t, ) = pVt? + 22 > 0.

Priklad 9.53: Extrémy ,chaotické®
V prikladu 9.7 jsme pracovali s Riemannovou funkci

fr : 02[07 1]X[07 1]9(37’?/) — fR(x,y)€R7

1
frlz,y) = 1— p pro x = =, p, ¢ € N nesoudélnd, y € Q,

RS

fr(z,y) = 1 v ostatnich p¥ipadech.

Ve vSech bodech (z, y) s alespoii jednou iraciondlni soutadnici nabyvad Riemannova funkce hodnoty 1. Vétsi
hodnoty nikdy nenabude. V kazdém z bodi (z, y), jejichz nékterd soufadnice je iraciondlni, ma proto funkce
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fr(z, y) lokdlni maximum. Toto maximum samoziejmé neni ostré. V kazdém okoli bodu (z, y) je totiz nekoneéné
mnoho dal§ich bodi, jejichz néktera soufadnice je iraciondlni a funkce v nich nabyva hodnoty 1. A jak je to s
(%, y), kde ¢isla p a ¢ jsou pfirozend
nesoudélnd a y je raciondlni. Ve vSech bodech mnoziny A = {(p/q, y) |y € Q} nabyvd Riemannova funkce
hodnoty 0 < 1 — % < 1. Je otazkou, zda dokdzeme najit takové okoli O = (% — 0, % + 5) X (y — e, y +¢) bodu

(p/q, y), Ze na ném funkce nabyva hodnoty vyssi, nebo stejné. Pokud by takové okoli existovalo, muselo by

byt ¢islo ¢ zvoleno tak, aby v intervalu (E -6, % + 5) nelezelo ani jedno ¢islo g, kde ¢isla p, g jsou prirozena

lokalnimi minimy Riemannovy funkce? Ta by mohla byt jediné v bodech

q

a nesoudélné, s mensim jmenovatelem nez g. Jde to zaridit? Zvolme nejprve okoli bodu g libovolné ve tvaru

intervalu I = (g — 4, % + 19). Tento interval samoziejmé obsahuje nekoneéné mnoho racionalnich ¢isel. My se

vsak zajimame pouze o ta, kterd maji jmenovatele § mensiho nez q. Pro dané ¢ je ovSem pfirozenych ¢isel § < ¢

pouze koneéné mnoho. A ke kazdému z nich miZe existovat zase jen koneéné mnoho ¢isel p, pro néz je % el

V intervalu I je proto pouze koneény pocet racionédlnich ¢isel s jmenovatelem mensim nez q. Oznacime-li jako
P

7 to z nich, které je nejbliZe ¢islu o a zvolime-li 6 = %|§ — 7|, mame zaruceno, Ze v intervalu (g -4, % + 6)

nelezi zadné racionalni ¢islo s jmenovatelem mensim nez q. Pro libovolné € pak okoli
O<z§az+5>x(y€7y+€) bodu (Z7y>a ng»

neobsahuje zadny bod, v némz by byla hodnota Riemannovy funkce mensi nez 1 — %. V kazdém z bodu C =
= (0, 1) x (0, 1), které maji obé soufadnice raciondlni, ma tedy Riemannova funkce lokdlni minimum. Samo-

ziejmeé neostré (vite pro¢?).

V dalsich avahéach se soustiedime na systematictéjsi klasifikaci lokalnich extrémii funkci
dvou proménnych, které jsme v prikladu 9.51 nazvali ,hladké®.

Uvazujme o funkci z = f(z, y) definované na oteviené mnoziné D a predpokladejme, Ze ma
spojité parcialni derivace pfinejmensim do druhého fadu. (Pokud by se ukéazala potieba jesté
piisnéjsich pozadavkii, bude to zavcas Feeno.) Pro nazornost uvazme situaci, ze funkce ma v
bodé (a, b) € D tieba ostré lokdlni maximum. Pfedstavme si bod (a, b, f(a, b)) € G5 na grafu
funkce jako ,lokalni“ vrcholek né&jakého kopce. Pro predstavu se vrafte tfeba k obrazku 9.31
(ostré lokalni maximum v bodé (0, 0)). Rekli jsme si uZ, ze af se z vrcholku hneme kterymkoli
smérem, vzdy budeme sestupovat doli. To neni mozné uskutecnit jinak, nez ze tecna rovina
vedend ke grafu funkce v bodé dotyku (a, b, f(a, b)) je rovnobézné s pudorysnou — soufadni-
covou rovinou xy, stejné jako vSechny tec¢ny, které tecnou rovinu vypliuji. Zaroven je nazorné
jasné, ze v néjakém malém ryzim okoli bodu (a, b) lezi graf pod touto rovinou.

Pozn.: Uvédomte si, ze existence tecné roviny

= f(a’ b) = fm(a’ b)(I - a) + fy(% b)(y - b)

ke grafu funkce v bodé (a, b, f(a, b)) je s jistotou zarucena. Podle pfedpokladu jsou totiz
parcidlni derivace f,(a, b) a f,(a, b) funkce f(z, y) v bodé (a, b) spojité. Proto je funkce v
tomto bodé diferencovatelna a ke grafu lze sestrojit te¢nou rovinu (viz odstavec 9.2.3). VSechny
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piimky, které v této roviné lezi a prochazeji bodem dotyku, jsou tecnami ke grafu funkce v
tomto bodé.

Ptedchozi nazorna predstava napovida, ze nutnou podminkou ostrého lokalniho maxima
funkce v daném bodé bude nulovost jejich parcialnich derivaci prvniho fadu. Obdobna tvaha nés
privede ke stejnému zavéru i v pripadé ostrého lokalniho minima, neostrych lokalnich extrém,
ale i sedlového bodu. Jak jsme si vSak uz zvykli, nelze se v matematice spoléhat jen na nazornou
predstavu. To by se matematikové zlobili, ale co je horsi, pfedstava nas muze zklamat. Proto
je tfeba, abychom nas vysledek odvodili poradné. Soucasné pii tom najdeme kritérium, jak
rozpoznat a t¥idit tzv. staciondrni body funkce, k nimz patii i lokalni extrémy.

Co je ke korektni klasifikaci stacionarnich bodt potieba, odvodime pomoci znamé klasifi-
kace stacionarnich bodi funkce jedné proménné (odstavec 2.2.2 prvniho dilu) a trosky algebry
(odstavec 6.3.1 o kvadratickych forméch). Vse tedy méame pfipraveno a mizeme zacit s mate-
matickou tvahou.

Vedme bodem (a, b) v soutadnicové roviné xy ptimku p o parametrickych rovnicich x = a+
+ &ty =b+nt, kde @ = (£, ) je jeji smérovy vektor a ¢ je parametr. Sestrojme funkci jedné
proménné

Fen(t) = fla+t&, b+1tn), (a+1t& b+1tn) € D.

Grafem Gp této funkce je kiivka, kterd vznikne fezem grafu Gy funkce f(z, y) rovinou p
vedenou pfimkou p kolmo k pudorysné (viz napiiklad obrazek 9.33). Tec¢na ke grafu funkce
Fiem(t) v bodé t = 0 je soucasné tecnou ke grafu funkce f(x, y) v bodé (a, b). Tecna rovina ke
grafu Gy v bodé (a, b) bude rovnobézna s ptidorysnou pravé tehdy, budou-li teény ke grafu Gp
v bodé t = 0 rovnobézné s plidorysnou pii libovolné volbé vektoru @ = (&, n), tj.

F(/g,n) (0) = fala, b)E + fy(a7 b)n = 0. (9.38)

Pii vypoctu derivace funkce Fi¢,)(t) jsme pouzili Fetézového pravidla.

Pozn.: Ze vam vztah (9.38) néco piipomina? Spravné. Pokud bude vektor @ = (£,7) jednotkovy,
ptjde o smérovou derivaci funkce f(z, y) (9.27) popsanou v odstavci 9.2.4. Z algebraického
hlediska se jedna o linearni formu v proménnych ¢ a 1 s koeficienty f,(a, b) a fy(a, b) (kdo
zapomnél, co to je, muze se vratit k prikladu 4.47).

Te¢n4 rovina ke grafu funkce f(z, y) v bodé dotyku (a, b, f(a, b)) je rovnobézné s ptidorys-
nou pravé kdyz je linedrni forma (9.38) nulova pro vSechny hodnoty £ a 7. V takovém piipadé je
ovSem nulova identicky, tj. f.(a, b) = 0, f,(a, b) = 0. Tento vysledek je ve shodé se skute¢nosti,
ze parcialni derivace funkce f(z, y) v bodé (a, b) podle proménnych x a y jsou koeficienty v
rovnici teéné roviny vedené bodem (a, b, f(a, b)) ke grafu G;. Na zédkladé dobré geometrické
predstavy jiz mizeme snadno vyslovit definici stacionarniho bodu funkce a zakladni tvrzeni.
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Necht z = f(z, y) je funkce definované na oteviené mnoziné D a méa zde spojité
parcialni derivace prvniho fadu. Bod (a, b) € D se nazyva staciondrnim bodem
funkce f(z, y), jestlize je bod ¢ = 0 stacionarnim bodem funkce Fi¢,)(t) = f(a +
+ t&, b+ tn) pro libovolny vektor 4 = (£, n).

Necht z = f(z, y) je funkce definovanéd na oteviené mnoziné D a méa zde spojité
parcidlni derivace prvniho fadu. Bod (a, b) € D je staciondrnim bodem funkce
f(x, y) pravé kdyz plati f,(a, b) =0 a f,(a, b) =0.

Pozn.: Ve standardnich ucebnicich matematické analyzy slouzi predchozi tvrzeni obvykle pfimo
jako definice stacionarniho bodu.

Priklad 9.54: Je lokdlni extrém stacionarnim bodem?

Ne kazdy. Tak tfeba funkce f(x, y) = %+/22? + 2, s niz jsme se (pfi jiném oznaceni proménnych) setkali v
pfikladu 9.52, mé ostré lokalni minimum v bodé (0, 0). Tento bod v8ak z hlediska definice neni stacionarnim
bodem, protoze v ném parcidlni derivace funkce f(z, y) viibec neexistuji. U Riemannovy funkce z piikladu 9.53
je véc také jasnd — nenajdeme totiz zédnou otevienou podmnozinu jejiho definiéniho oboru, na niz by (ve vech
bodech) existovaly parcidlni derivace této funkce.

Posudme vsak situaci, kdy v bodé (a, b) ma funkce lokalni extrém a soucasné v ném mé spojité parcidlni
derivace prvniho fadu. Pak existuje derivace funkce Fi¢ ,(t) = f(a +t£, b+ tn) pro libovolny vektor i = (&, 1)
a v bodé t = 0 je nulovd. Bod ¢t = 0 je staciondrnim bodem funkce F¢ () = f(a +t£, b+ tn) pro libovolny
vektor @ = (&, n), a tim padem je i bod (a, b) stacionarnim bodem funkce f(z, y).

A zamysleme se jesté nad predpokladem spojitosti parcidlnich derivaci prvniho fadu funkece f(x, y) v pred-
chozich tvahach. Nestacil by jen predpoklad existence? Pokud bychom meéli na mysli jen samotnou definici a
stacionarni bod pomoci podminek f,(a, b) = 0 a f,(a, b) = 0 zavedli, nemuseli bychom nic dalsiho predpo-
kladat. Protoze vSak k dikaziim tvrzeni pouzivame funkci F(¢ ,(t) = f(a +t§, b+ tn) a jeji derivaci, je tfeba
zajistit, aby tato derivace existovala. K jejimu vypocétu pouzivame fetézového pravidla pro derivaci sloZzené
funkce (véta 9.5). To ovSem vychézi z predpokladu spojitgch parcidlnich derivaci vngjsi slozky, jiz je v nasem
pripadé funkce f(z, y).

Co by se mohlo stat, kdyby parcidlni derivace funkce f(z, y) v daném bodé sice existovaly, ale nebyly
spojité, mizeme vidét u funkce z = g(x, y) z ptikladu 9.28, jejiz graf je na obrazku 9.17 vpravo. V bodé (a, b) =
= (0, 0) m4 funkce ostré lokdlni maximum (pokuste se to dokdzat). Je v8ak bod (0, 0) staciondrnim bodem
funkce? Pokud bychom definovali stacionarni bod jen pomoci podminek g, (a, b) = 0 a g,(a, b) = 0, pak ano. K
tvaham bychom vSak nemohli pouzit slozenou funkei Fie ) (t) = g(0 + t&, 0 + tn), ktera viibec derivaci v bodé

t = 0 nem4 vinou nespojitosti parcidlnich derivaci své vnéjsi slozky.

O typu stacionarniho bodu funkce jedné proménné ¢asto rozhodne jeji druha derivace (az
na specialni pripady, jejichz podstatu jsme u funkci jedné proménné popsali v prikladu 2.42
v prvnim dilu). Vypoétéme proto F(’ém) (t). Pouzijeme pii tom opét Fetézového pravidla pro
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derivace slozenych funkci a jiz vypoctenou prvni derivaci F, (,Em) (t) . Plati

d
Flea(t) = 5 (fola+1€, b+ )€+ fyla +t€, b+ tn)n) =

= [fea(a +t&, b+ 1n)€ + fmy(a+t§7 b+tn)n] € + [fym(a+t§7 b+1tn)§ + fyy(a+ t§, b+tn)n]n,

e (0) = frala, D)E* +2fuy(a, D)EN + fyy(a, D). (9.39)
Jisté jste si vSimli, Ze jsme pii vysledné tpravé vyrazu pro F (/é ") (0) vyuzili zAménnosti smiSenych
derivaci druhého fadu, f.,(x, y) = fy(z, y) — je zarucena jejich predpokladanou spojitosti.
A jisté byste také dokazali vypocitat i vyssi derivace, kdyby bylo tfeba. Podivejme se vsak na
strukturu druhé derivace Fi; (0). Zépis (9.39) miZeme také chépat jako kvadratickou formu
(vztah (6.17)) dvou proménnych & a n,

(6 (0) = K(E, 0) = fua(a, b) € + 2fuy(a, b)En+ fyy(a, b) 17,

faala, b)) fay(a, D) 3
k(& m) = (& n) : (9.40)
fay(a, ) fyy(a, b) n

Uvédomme si jesté jednu dilezitou véc. Definice kvadratické formy v odstavci 6.3.1 vyzadovala,
aby alespon jeden z jejich koeficientii byl nenulovy. Mitze se vsak stat, Zze vSechny parcialni
derivace druhého fadu funkce f(x, y) ve stacionarnim bodé (a, b) budou nulové (piikladem
jsou t¥eba funkce f(z, y) = 23 — y* v bodé (0, 0), f(zr, y) = xy? —doy —y*> +4r +4y —4 v
bodé (1, 2), a jisté dokazete vymyslet fadu dalsich). Vyraz (9.40) pak nepfedstavuje z hlediska
nasi definice a klasifikace z odstavce 6.3.1 kvadratickou formu. Moznost, Ze jsou druhé derivace
identicky nulové, vsak nemtizeme pii klasifikaci stacionarnich bodu funkci opomenout. Budeme
proto (pouze) pro tyto ucely hovofit o ,nulové kvadratické formeé.

A jak pomoci kvadratické formy (9.40) o typu stacionarniho bodu mizeme (nebo také
nemtizeme) rozhodnout? Zakladni tvaha vyuziva funkce jedné proménné F(i (t) plné stejné
jako v odstavci 2.2.2 prvniho dilu. Jen pridame geometrickou tivahu, pfi niz nam pomiize opét
obrazek 9.33.

Na ném je schematicky zakreslen graf funkce f(x, y), kterd ma v bodé (a, b) ostré lokalni
maximum. Vyznacena je také kiivka

Gr={(z,y,2) ER’ |z =a+1t& y=b+1n, z=Fg,(t) = fla+t& b+tn)},

kterd je grafem funkce Fi¢,)(t). Z obrazku se zda byt ziejmé, Ze ma-li funkce f(z, y) v bodé
(a, b) ostré lokalni maximum, mé funkce Fi¢,)(t) ostré lokdlni maximum v bodé ¢ = 0. Je
tomu tak opravdu? Uvazujme: Ma-li funkce f(z, y) v bodé (a, b) ostré lokdlni maximum, pak
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tena k G

t

Obr. 9.33 Ostré lokilni maximum.

podle definice existuje takové okoli O(a, b) bodu (a, b), Ze pro vSechna (z, y) € O(a, b), (x, y) #
= (a, b), je f(z, y) < f(a, b). Tato nerovnost samoziejmé plati i pro body pruniku okoli O(a, b)
s pfimkou o rovnicich x = a + t§, y = b+ tn, oznacenou v obrazku jako osa proménné ¢. Tento
prunik je otevienym intervalem, tj. okolim bodu ¢t = 0 na ose t. K bodu ¢ = 0 jsme tak sestrojili
okoli O(0) takové, ze pro vSechny body t € O(0), t # 0, plati F¢,)(t) < F(¢,)(0). Vbodét =0
mé proto funkce F'(t) ostré lokalni maximum.

Uvédomte si, ze predchozi tvaha je platnéd pro libovolny vektor @ = (£, ). Co z toho lze
usoudit? Ma-li funkce Fie ) (t) v bodé ¢ = 0 staciondrni bod, tj. F{, ,(0) = 0, aplati-li F{{ 1 (0) <
< 0 pro libovolné £ a n, (&, n) # (0, 0), je tento stacionarni bod ostrym lokalnim maximem.
Je-li vSak F (/ém) (0) < 0 pro libovolny nenulovy vektor (&, 1), znamena to, Ze kvadraticka forma
(9.40) nabyva jen zapornych hodnot, s vyjimkou nulové hodnoty pro (£, n) = (0, 0). Takové
formy jsme v odstavci 6.3.1 nazyvali negativne definitni. Z predchozich iivah proto vyplyva, ze
je-li kvadratické forma (9.40) ve stacionarnim bodé (a, b) funkce f(z, y) negativné definitni, je
tento stacionarni bod ostrym lokalnim maximem.

Priklad 9.55: Lze predchozi tvrzeni obratit?

Predchozi tvrzeni obrétit nelze. MuzZe se totiz stat, ze kvadraticka forma (9.40) nebude negativné definitni,
a presto bude v bodé (a, b) ostré lokalni maximum. Vezméme t¥eba funkci f(z, y) = 1 — (z* +y*). Jisté budete
umét pomoci definice zdiivodnit, Ze v bodé (a, b) = (0, 0) mé tato funkce ostré lokdlni maximum. Snadno si
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vSak muzete ovérit, ze v bodé t = 0 je

_ _ (3)
F(/&n) (0) =0, F(/ém) 0)=0, F

0y =0, F (0) = —24(* + %)

&mn

pro libovolné £ a 7. Teprve ¢étvrtd derivace je nenulova. (Podobné situace jsme vidéli také v piikladu 2.42 v
prvoim dilu.) Vyraz (9.40) je v bodé (0, 0) dokonce nulovy pro libovolné £ a 7, takze predstavuje ,nulovou®

kvadratickou formu. Rozhodné neni negativné definitni.

Obdobnéa uvaha, jenze s opa¢nymi ostrymi nerovnostmi a pozitivné definitni kvadratickou
formou (9.40), plati pro ostré lokdlni minimum. Zkuste si ji sami provést. Uvahy o ostrych
extrémech mutzeme zatim uzaviit takto:

Je-li bod (a, b) stacionarnim bodem funkce f(x, y) a plati-li pro funkci F¢,)(t) =
= f(a + t&, b+ tn) nerovnost F¢ (0) < 0 (£, (0) > 0) pro libovolné hodnoty
proménnych & an, (£, n) # (0, 0), tj. je-li kvadraticka forma (9.40) negativné (pozi-
tivné) definitni, ma funkce f(z, y) v bodé (a, b) ostré lokalni maximum (minimum).

Uvazme nyni situaci, kdy funkce ma v bodé (a, b) lokalni maximum, ale to neni ostré. K
jakému zavéru tykajicimu se kvadratické formy (9.40) dospé&jeme? Z definice lokalniho maxima
v bodé (a, b) plyne, Ze existuje okoli O(a, b) tohoto bodu tak, Ze plati f(x, y) < f(a, b) pro
vSechny body (z, y) € O(a, b). Co je jasné, je to, Ze druha derivace funkce Fi¢,)(t) v bodé
t = 0 nemize byt kladnd pro zddné hodnoty proménnych & a n. Kvadratickd forma (9.40)
proto nemiize byt ani pozitivné definitni, ani pozitivné semidefinitni, ani indefinitni. Negativné
definitni také neni, nebotf v takovém piipadé by lokalni maximum bylo ostré. Musi tedy byt
bud negativné semidefinitni, nebo jde o ,nulovou® kvadratickou formu.

Priklad 9.56: Lze predchozi vysledek obratit?

Neboli — miizeme v pfipadé, ze kvadraticka forma (9.40) je negativné semidefinitni, nebo ,nulova“, usoudit,
ze stacionarni bod je lokalnim maximem? Vzpomenme si znovu na klasifikaci stacionarnich bodt funkce jedné
proménné. KdyZ byla druhé derivace funkce ve stacionarnim bodé nenulova, mohli jsme podle jejiho znaménka
poznat, zda se jednd o ostré lokdlni minimum, nebo maximum. Byla-li nulové, nedalo se z ni poznat viibec
nic a museli jsme pocitat vyssi derivace. Podobné je tomu i u funkci dvou proménnych. Je-li druhé derivace
funkce F’ (’é’n)(O) ve stacionarnim bodé ¢t = 0 pro nékterou volbu proménnych £ a 1 rovna nule, neda se poznat,
o jaky typ staciondrniho bodu se jedna. Co to znamené pro kvadratickou formu (9.40)? Predpokladejme, Ze
je negativné semidefinitni, tj. nabyva pouze nekladnych hodnot, pficemz nulové hodnoty nabyva i v nékterych
situacich, kdy (£, n) # (0, 0). Pro takové situace je pak F(’ém)(O) = 0 a typ stacionarniho bodu funkce Fi¢ ,(0)
nelze z (9.40) urcit. Konkrétni piiklad funkce, jejiz stacionarni bod (a, b) neni lokdlnim maximem a pfitom je
kvadratickd forma (9.40) negativné semidefinitni, ukazuje obrazek 9.34.

Je na ném graf funkce f(z, y) = 1 — 2% + 4® na mnozing D = (-1, 1) x (=1, 1). Spocitejme jeji derivace az
do druhého Fadu véetné,

fo(z, y) = 2, fy(xv y) = 3927 Jea (T, y) = =2, fﬂcy(xa y) =0, fyy(337 y) = 6y.

Staciondrnim bodem je bod (a, b) = (0, 0), v némz je funkéni hodnota f(0, 0) =1 a plati v ném

f22(0,0) = =2, f2,(0,0) =0, fy,(0,0) =0 = (£, n) = —2¢2.
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Obr. 9.34 K prikladu 9.56.

Kvadratickd forma (£, n) = —2£2 nabyva pro vsechny dvojice proménnych (€, 1), kde & # 0, zdpornych
hodnot a pro (0, ) nulové hodnoty. Je tedy negativné semidefinitni. Stacionarni bod (0, 0) vSak neni lokdlnim
maximem, jak by se nékdo mohl domnivat. Je to vidét jiz z obrazku, ale umime to i dokézat. Vezméme jakkoli
malé okoli O(0, 0) = (-4, 0) x (—e&, €) bodu (0, 0). Spo¢téme hodnoty funkce f(z, y) v bodech (0, y) € O(0, 0)
a (x, 0) € O(0, 0). Dostaneme

f0,9)=14%>>1 pro y>0, f(z,0)=1-2?<1.

V libovolném okoli staciondrniho bodu (0, 0) jsme nasli jak body, v nichz je funkéni hodnota funkce f(z, y)
vétsi nez ve staciondrnim bodé, tak body, v nichz je mensi. Bod (0, 0) proto neni lokdlnim extrémem. Je to
sedlovy bod. Nézev je docela ptripadny — graf na obrazku 9.34 skuteéné pfipomina sedlo mezi horami nebo sedlo
konské.

V piipadé funkce f(x, y) = 1 — 22 + ¢ jsme zjistili, Ze kvadraticka forma (9.40) je ve staciondrnim bodé
(0, 0) negativné semidefinitni, ale typ staciondrniho bodu z toho nedokdzeme poznat. Stejné tak nemtizeme nic
poznat, pajde-li o ,nulovou“ kvadratickou formu. Pro rozhodnuti o typu stacionarniho bodu je tfeba pocitat a

diskutovat vyssi derivace funkce Fi¢ ,(t). To uz ale délat nebudeme.

A jak to bude v pfipadé, ze kvadratickd forma (9.40) bude indefinitni? Podle volby pro-
ménnych & a n pak mize nabyvat jak kladnych, tak zapornych, ale i nulovych hodnot. Podle
vztahu (9.39) to znamend, Ze hodnota ’é,n)(O) muze byt kladné, zaporna, nebo nulova, opét
podle volby & an. V bodé (a, b) je proto v nékterych fezech grafu funkce f(x, y) svislou rovinou
prolozenou pfimkou x = a + t§, y = b + tn lokalni minimum, v nékterych lokalni maximum,
nebo inflexni bod. Bod (a, b) neni lokalnim extémem.

Na zakladé predchozi diskuse a dokazovani miizeme vyslovit tvrzeni tykajici se stacionarnich

bodt funkce dvou proménnych.
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Véta 9.8 (Klasifikace stacionarnich bodu): Predpoklidejme, Ze funkce f(z, y)

md na oteviené mnoziné D spojité parcidlni derivace prvého a druhého Tddu a necht
(a, b) € D je jeji staciondrni bod. Oznacme

K&, ) = faala, D)E 4+ 2fay(a, D)EN + fyy(a, D)7,
Plati

o Je-li kvadratickd forma k(§, n) pozitivné (negativné) definitni, ma funkce f(x, y)
v bodé (a, b) ostré lokdlni minimum (mazimum,).

o Je-li kvadratickd forma k(&, n) indefinitni, nemd funkce f(x, y) v bodé (a, b)
lokdlni extrém (bod (a, b) je sedlovym bodem funkce).

o Md-li funkce v bodé (a, b) lokdlni minimum (mazimum), je kvadratickd forma
k(&, n) pozitivné (negativné) definitni, nebo semidefinitni, nebo se jednd o ,nu-
lovou® kvadratickou formu.

Piedchozi tivahy a jejich zavéry nyni zobecnime na pfipad funkci vice proménnych.

Necht z = f(x) = f(z1, ..., ®,) je funkce definované na oteviené mnoziné D C R™
a ma zde spojité parcidlni derivace prvniho fadu. Bod a = (ay, ..., a,) € D se
nazyva staciondrnim bodem funkce f(x) = f(xy, ..., x,), jestlize je bod t = 0
stacionarnim bodem funkce F¢, . ¢ (t) = f(a1 +t&1, ..., a, +t&,) pro libovolnou

n-tici (vektor) (&) = (&1, -+, &n)-

Necht z = f(x) = f(x1, ..., x,) je funkce definované na oteviené mnoziné D C R"
a ma zde spojité parcidlni derivace prvniho fadu. Bod a = (ay, ..., a,) € D
je staciondrnim bodem funkce f(x) = f(z1, ..., z,) pravé kdyz plati f;(a) =
= filar, ..., a,) =0prol1<i<n.

Déle pro funkci f(z) = f(x1, ..., x,) abod a = (ay, ..., a,) definujme kvadratickou formu
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fu(a)  fiz(a) ... fin(a) &1

n f21(a) f22(a) f2n(a) &2
K = fila)s& =& - &) = (©A©)",

ij=1

fnl(a) fn2(a) fnn(a) Sn

(9.41)
kde A je matice kvadratické formy, utvorena z parcidlnich derivaci druhého ¥adu funkce f(x) v
bodé a. Predpokladame o nich opét, ze jsou spojité. Jsou-li vSsechny parcialni derivace druhého
fadu funkce f(x) v bodé a rovny nule, nejde sice o kvadratickou formu ve smyslu definice
v odstavci 6.3.1, pro ucely klasifikace stacionarnich bodt vsSak budeme hovofit o ,nulové”
kvadratické formé x(&).

Véta 9.9 (Klasifikace stacionarnich bodu): Predpoklddejme, Ze funkce f(z) =

= f(x1, ..., x,) md na oteviené mnoziné D C R" spojité parcialni derivace prvého
a druhého tddu a necht a = (ay, ..., a,) € D je jeji staciondrni bod. Oznacme

K(€) = k&, -y &n) = Z fij(@)&i;

ij=1
(vztah (9.41)). Plati

o Je-li kvadraticka forma k(§) pozitivné (negativné) definitni, md funkce f(zx) v
bodé a ostré lokdlni minimum (mazimum,).

o Je-li kvadratickd forma k() indefinitni, nemd funkce f(x) v bodé a lokdlni
extrém.

o Mad-li funkce v bodé a lokdlni minimum (maximum), je kvadratickd forma k(§)
pozitivné (negativné) definitni, nebo semidefinitni, nebo se jednd o ,nulovou®
kvadratickou formu.

Vétu 9.9 lze samoziejmeé vyuzit i ke klasifikaci stacionarnich bodt funkce zadané implicitné,
jak ukazuje nasledujici priklad.
Priklad 9.57: Nalezeni extrému funkce zadané implicitné

V prikladu 9.33 jsme se naucili pocitat parcidlni derivace funkce dvou proménnych, jejiz funkéni predpis
z = f(x, y) byl ,skryt“ v rovnici F(x, y, z) = 0. Hovofili jsme o funkci zadané implicitné. MoZznou pochybnost
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o smyslu takového pocitani jsme se v piikladu 9.34 snazili rozptylit poukazem na to, ze mize pomoci pti hledani
staciondrnich bodi funkce z = f(x, y) i bez znalosti pfedpisu f(z, y). Nyni uvidime praktickou ukazku, véetné
klasifikace stacionarnich bodd.

Kvadrika v R? je zadana rovnici

Flz,y, 2)=a4+y* — 22 +ay+yz+12 = 0.

Funkce F(z, y, z) mé spojité parcidlni derivace. To zarucuje, Ze v jistém okoli kazdého bodu (a, b, ¢), v némz
je Fy(a, b, ¢) # 0, je rovnici F(z, y, z) = 0 zaddna pravé jedna spojita funkce z = f(z, y), pro niz plati vztahy
(9.17). (Zkuste ji vyjadfit vyfesenim kvadratické rovnice 22 + y? — 22 + 2y + yz + 12 = 0 vzhledem k nezndmé
z.) Nasim tikolem nyni bude najit lokalni extrémy této funkce. Vime, ze ,hladky“ extrém miize nastat pouze ve
stacionarnim bodé, tj. tam, kde parcidlni derivace f, a f, nabyvaji nulové hodnoty. Dosadme z = f(z, y) do
rovnice F(x, y, z) = 0, ozna¢me

G(z,y) = F(z,y, f(z,y) =2® +9° = f*(z, y) + 2y + yf(z,y) +12=0
a derivujme pomoci fetézového pravidla (9.15):

2@ty
y—2f(x,y)’

Gyl y) = =2 (e W) fy (o) 4o+ @ w) +ufy (@) =0 = fy(oe,y) =~ 2L

Y- 2f(1', y)

Ziskali jsme tak vztahy (9.17) pro nasi konkrétni funkci. Nabizi se otdzka: Nebylo zbyteéné znovu pocitat
derivace G, a Gy, kdyz jsme mohli do vztahd (9.17) rovnou dosadit a urcit f, a f,? UkdzZe se, ze neslo o
zbytec¢nou praci — derivace G, a G jesté budeme potfebovat. Z nutné podminky f, =0 a f, = 0 pro extrém
funkce f(x, y) a z rovnice F(z, y, f(z, y)) = 0 jiz snadno, napfiklad postupnym dosazovanim, ziskime polohu
stacionarnich bodt (z, y) a odpovidajici hodnoty z = f(z, y) :

Gw(xa y) = 2z — 2f(l‘, y)fw($> y) +y+yfa:(w7 y) =0 = f:v(mv y) = (942)

0=22+y = y=-22, O0=z+2y+f(z,y)=z—4o+ f(z,y)=0 = z= f(z,y) =3z,
0= F(x, 22, 32) = 2% +42? — 92° — 222 —62° +12 = —1222 + 12 = z = +1.

Stacionarni body, tj. body ,podezielé“ z extrému, jsou tedy dva: (a1, b1) = (1, =2) a (aq, b2) = (-1, 2).
Hodnoty funkce f(x, y) v nich jsou ¢1 = f(a1, b1) = f(1, =2) = 3 a c2 = f(ag, b2) = f(-1,2) = —3. Jak
ale miizeme poznat, zda v nékterém z nich lokalni extrém skutecné nastidvéd a zda se jednd o maximum, nebo
minimum? Pfece podle signatury kvadratické formy x(&, ) (vztah (9.40)) v uvedenych bodech. Musime v nich
proto vy¢€islit druhé derivace fyz, fzy a fyy funkce f(z, y). S vyhodou k tomu pouzijeme vztahi (9.42), na néz
opét aplikujeme Fetézové pravidlo (vSechny funkce zavisi na proménnych x a y, které jiz nevyznacujeme):

Gzr = 2- 2][3 - fomz +yfrr = 07

Gasy = Gyz = _2flfy - foly +1+ fl +yfwy = 0,

Gyy = 2_2fy2_2ffyy+fy+fy+yfyy = 0
Nyni jiz sta¢l vyjadfit druhé parcialni derivace funkce z = f(z, y) postupné v obou staciondrnich bodech.
Uvéazime-li, Ze v nich funkce f, a f, nabyvaji nulové hodnoty, dostaneme

2 2
foa(ar, b1) = m -y
foslar b)) = fuolarb) = 5+ = =
zy\d1, 01) = Jyz(Q1, 01 - 2617()1 - 8’
2 2
fyylar, b1) = ;— =

261 — b1 §7
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2 2
T ) b = 5. L - T3
f (CLQ 2) 202 — b2 8
Foylan, b2) = fyalan b2) = g = —
zyld2, 02) = Jyz(Q2, 02 - 202 —bg - 87
2 2
b)) = —— = —-.
fyy(ab 2) 202 — b2 8
Matice kvadratické formy (£, n) v bodech (a1, b1), resp. (asz, ba) jsou
2 1 2 _1
g8 8 8 8
, Tesp.
12 1 2
g8 8 8 8

V bodé (a1, b1) se jednéd o pozitivné definitni kvadratickou formu, proto mé funkce z = f(x, y) v tomto bodé
ostré lokdlni minimum. V bodé (as, b2) je forma negativné definitni a funkce z = f(x, y) zde nabyvé ostrého
lokélniho maxima.

Pozn.: Pravé vypocteny priklad ukazuje, Ze geometrickd predstava neni vzdy vSemocnd. Ze zadani je jasné,
7e se jednd o rovnici kvadriky. Kvadrika je vSak vuci kartézské soustavé soufadnic v obecné poloze a tézko
si ji dovedeme predstavit, natozpak urcit body, které odpovidaji lokdlnim extrémt@im. Kdo by se pokusil o jeji
klasifikaci, také prili§ neuspéje — narazi na velmi $patné schiidny vypocet charakteristickych korent kvadratické
formy z? + y? — 2% 4+ 2y + yz. Vypodéet pomoci parcidlnich derivaci implicitni funkce vede naopak k nalezeni
lokalnich extrémi velmi rychle.

Globalni neboli absolutni extrémy

Dobrou predstavu o rozdilu mezi globalnim a lokalnim extrémem funkce dvou proménnych
jiz médme diky obrazkim 9.31, 9.32 a komentaii k nim v tvodu tohoto odstavce. Kdybychom
tieba definovali funkci y = f(z, y) jako nadmoiskou vysku v pohoti Krkonose v zavislosti na
zemépisné Sitce x a délce y , byl by bodem, v némz funkce nabyva globalniho maxima, bod
urcéeny zemépisnymi souradnicemi vrcholu Snézky — nejvyssi hory Krkonos. Jeho nadmotska
vyska je f(as, bs) = 1602 m. V bodé (acy, bey) uréujicim zemépisné soutadnice Cerné hory
by funkce f(z, y) méla pouze lokdlni maximum f(acy, beg) = 1299 m. Globélni extrém je
jednoduse ,nejvétsi z nejvétsich®, nebo ,nejmensi z nejmensich®. Jisté jste si také v prikladech
a na obrazcich vsimli, Ze ani lokalni, ani globalni extrémy nemusi byt nutné stacionarnimi body
funkce. Na to je tfeba myslet, abychom pii jejich hledani nékteré moznosti nevynechali.

Pro jednoduchost si néco fekneme pouze o globalnich extrémech funkce dvou proménnych.
Priklad 9.58: Globalni extrémy

Vratme se k funkci, jejiz graf je na obrazku 9.31,
f(z,y) =100 — (22 +4%), (x,y) € K =[-8, 4] x [-8, 4].

Funkce je sice definovana v celé euklidovské roviné R?2, p¥i hledani extrémii se viak omezime na uzavieny étverec
K. Nejprve najdeme stacionarni body. Plati

fw(xv y) = —2z, fy(xa y) = —2y, f:mc(xv y) = -2, fwy(xa y) =0, fm/(xv y) =-2.
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Funkce m4 jediny stacionarni bod (a, b) = (0, 0) a v ném plati (&, n) = —262 — 22, Jde o negativné definitni
kvadratickou formu, v bodé (0, 0) mé proto funkce ostré lokdlni maximum. Jeho hodnota je f(0, 0) = 100.
Vzhledem k tomu, Ze funkce mé dokonce v celé roviné R? spojité parcialni derivace prvniho a druhého fadu,
nemd uvnitt ¢tverce K, tj. na mnozing K = (-8, 4) x (-8, 4), zadné dalsi lokalni extrémy (kdyby je méla,
musely by to byt stacionarni body). Musime se vSak jeSté podivat, jakych hodnot nabyva na hranici étverce
K. Ta je tvofena body (-8, y), (4, y), (x, —8), (z, 4), kde —8 < 2 <4 a —8 < y < 4. Postupné dosadime tyto
body do funkéniho predpisu:

g1(y) = f(=8,4) =36 =y, g2(y) = f(4, y) =84 —y*,

g3(x) = f(x, —8) =36 — 2%, gu(x) = f(x, 4) = 84 — 2%
Uvazujme tieba o funkci g1 (y) = f(—8, y) = 36 —y>. Jejim stacionarnim bodem (ostrym lokalnim maximem) je
bod y = 0, ktery lezi v definiénim intervalu proménné y, y € [—8, 4]. Funkéni hodnota je g;(0) = 36. Podobné
zjistime staciondrni body funkci g2(y) (y = 0, g2(0) = 84), g3(x) (x = 0, g3(0) = 36), ga(z) (x = 0, g4(0) =
= 84). Nakonec zbyva proetfit rohy ¢tverce K. V nich plati f(—8, —8) = —28, f(-8, 4) = 20, f(4, —8) = 20,
f(4,4) = 68. Vidime, 7ze v (jediném) bodé& (—8, —8) nabyvé funkce nejmensi ze vSech hodnot na ¢tverci K.
Jedna se o ostré globalni minimum. A jak jsme zjistili dfive, v bodé (0, 0), ktery je zaroven staciondrnim bodem,

ma funkce ostré globalni maximum.

Definice globalnich extrémi je jednoducha. Vypadé velmi podobné jako definice lokalnich
extrémi. Porovnavani funk¢nich hodnot dané funkce s jeji hodnotou v bodé, v némz je extrém,
vSak provadime nikoli pouze na vhodnych okolich tohoto bodu, nybrz na celé mnoziné, na niz
globalni extrém hledame.

Predpokladejme, ze funkce f(x, y) je definovdna na mnoziné D a necht M C D.
Rekneme, Ze funkce f(x, y) méa v bodé (a, b) € M

e globdlni neboli absolutni minimum, jestlize pro vSechny body (z, y) € M plati
f(@, y) = f(a, b),

e ostré globdlni neboli absolutni minimum, jestlize pro vSechny body (z, y) € M,
(z, y) # (a, b), plati f(z, y) > f(a, b),

e globdlni neboli absolutni maximum, jestlize pro vSechny body (z, y) € M plati
f(z, y) < fla, b),

o ostré globdlni neboli absolutni mazimum, jestlize pro vsechny body (x, y) € M,

(z, y) # (a, b), plati f(z, y) < f(a, b).

A jak zjistime, zda globalni extrémy vibec existuji, a jak je najdeme? Zalezi to také na tom,
jaka je mnozina M. Je-li oteviend, nemusi na ni funkce globalnich extremélnich hodnot viibec
nabyvat. UkéZeme to na dvou ptikladech.

Priklad 9.59: Na oteviené mnoziné M nemusi funkce mit globalni extrémy
Pro prvni ukdzku poslouzi opét funkce f(z, y) = 100 — (22 + y?) na obrazku 9.31. Jako mnozinu M vsak
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vezmeme pouze otevieny ¢tverec K = (—8, 4) x (=8, 4). Pro v8echny body (z, y) € K, (z, y) # (0, 0), plati
f(z, y) < £(0,0). V bodé (0, 0) mé funkce na mnoziné K ostré globalni maximum, f(0, 0) = 1. V pfikladu 9.58
jsme vidéli, ze na uzavieném ¢tverci K méla funkce ostré globalni minimum v bodé (-8, —8), f(—8, —8) = —28.
Tento bod ovSem nepatii do nasi nynéjsi mnoziny M, jiz je otevieny étverec. Pro vSechny body (z, y) mnoZiny
M plati f(z, y) > —28. Funkce hodnoty —28 nenabyva. Lze snadno ukézat, ze se ji neomezené blizi. Zvolime-li
totiz libovolné malé ¢ > 0, ur¢ité najdeme v mnoziné M = K body, v nichz plati | f(z, y) — (—28)| < e. Opravdu,
dosadime-li do této podminky, vidime, Ze takové body (z, y) vyhovuji nerovnosti |128 — 22 — y?| < € a tvoii
mnozinu
A={(z,y) eR*|128 —e < 2® +y? < 128 + ¢}

Mnozina A je oteviené mezikruzi se stfedem v pocatku soustavy soufadnic a polomérech r = /128 —¢ a R =
= /128 + €. Soucasné vSak musi byt (z, y) € K. Mnozina bodi otevieného obdélnika K, v nichz se hodnota
funkece f(x, y) lisi od hodnoty —28 o méné nez ¢, je AN K, a vidime ji na obrazku 9.35.

Obr. 9.35 K prikladu 9.59.

Dalsim prikladem je funkce, kterd také na oteviené mnoziné M nenabyva globalnich extrémt, naopak
dosahuje hodnot libovolné velkych, resp. libovolné malych. Zvolme naptiklad

s=Jw ) = o M= {(@ ) € (-2 2) x (<22 £0,y £0}.
Tato funkce je na oteviené mnoziné M spojitd, a ma tam dokonce spojité parcialni derivace vSech fadu. Na
mnoziné M dosahuje jak libovolné velkych, tak libovolné malych hodnot, a proto na ni nema zadny globalni
extrém. (Nema ani extrémy lokdlni, ani zadné staciondrni body, ale to ted neni podstatné.) Vyzkousejme,
zda umime docilit toho, aby funkce f(z, y) nabyla na M libovolné velké hodnoty L > 0. V takovém ptipadé
pozadujeme, aby I—Iy = L. Zvolme tfeba y = b = 1. Pro = pak dostaneme podminku z = a = % Cislo a je
kladné. (Samoziejmé musime volit L tak velké, aby bod (a, b) lezel v mnoziné M, tj. —2 < % <2=1L> %)
Pozadavkem (a, b) € M je volba ¢éisla L omezend néjakou dolni mezi. To ale neni problém — zajiméme se pouze
0 to, zda funkce mize dosahovat vétsich a vétsich hodnot, a je ndm dokonce jedno, v jakych bodech mnoziny M

se to déje. Pfedchozim postupem jsme nasli bod (a, b) = (%, 1) € M, v némz funkce dosahuje libovolné velké
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pfedem zvolené hodnoty L, omezené pouze zdola podminkou L > % Pokuste se podobnou tvahou dokazat, ze

na mnoziné M dosdhne funkce i libovolné hodnoty L < 0, opét s néjakym omezenim, tentokrat shora.

Jak ale budeme hledat globédlni extrémy obecné? A pozname viibec predem, zda existuji?
U nékterych typt funkci a typt mnozin M je rozhodnuti o existenci docela snadné. Jedna
se o situace, kdy funkce f(z, y) je spojitd a mnozina M kompaktni (omezend a uzaviend).
V takovych pfipadech nabyva funkce f(x, y) na mnoziné M s jistotou své nejmensi (globalni
minimum) i nejvétsi (globdlni maximum) hodnoty. Riké to ,vicerozmérnd® Weierstrassova véta
v prvnim tvrzeni véty 9.3.

Soustfedme se pro jednoduchost uz jen na piipad spojité funkce na kompaktni mnozinég.
Predpokladejme, ze funkce mé t¥eba globalni minimum v bodé (a, b) uvnitf mnoziny M, tj. na
mnoziné int M. Podle definice globdlntho minima plati pro kazdy bod (x, y) € M nerovnost
f(z, y) > f(a, b). ProtoZe vsak je bod (a, b) bodem vnittku mnoziny M, existuje takové jeho
okoli O(a, b), které je v tomto vnittku obsazeno (viz odstavec 9.1.2), tj. O(a, b) C int M C M.
Bod (a, b) proto vyhovuje i definici lokdlniho minima. Pokud bod, v némz ma funkce globalni
minimum, neni bodem vnittku mnoziny M, pak musi byt na jeji hranici. Stejné tvahy plati pro
globalni maximum. Postup hledani globalnich extrémi je jiz jasny — nejprve najdeme lokalni
extrémy uvnitt mnoziny M, a pak prosetiime jeji hranici. Pro pripady, kdy ma funkce uvnitt
mnoziny M spojité parcialni derivace do druhého fadu véetné, jsme postup hledani lokalnich
extrémi jiz dikladné popsali. A takové piipady byvaji v praktickych situacich nejcastéjsi.
Priklad 9.60: Na kompaktni mnoziné M musi mit spojita funkce globalni extrémy

V tvodu tohoto odstavce jsme na obrazku 9.32 sledovali graf funkce z = f(z, y) = 1000 — (z* + y*) +
+32(22 +9?) na mnozing M = K = [—6, 5] x [-5, 6]. Také jsme z grafu, resp. jednoduchou tivahou vychéazejici
z tvaru funkce zjistili jeji extrémy. Nyni provedeme prislusné vypocty, jak se slusi a patfi. Nejprve najdeme
lokalni extrémy uvnitt mnoziny M, tj. na mnoziné int M = K = (—6, 5) x (=5, 6). Plati

fo(z, y) = —42% + 642 = —da(2® — 16), f,(z, y) = —4y> + 64y = —4y(y* — 16),

foe(z, y) = —1222 + 64, foy(@, y) = fya =0,  fyy(z, y) = —12y2 + 64.

Parcidlni derivace f,(z, y) nabyva nulové hodnoty pro z = 0, = 4 a = —4, parcialni derivace f,(z, y) se
anuluje pro y =0, y = 4 a y = —4. Stacionarni body funkce f(z, y) jsou

(-4, —4), (—4,0), (—4,4), (0,—-4), (0,0), (0,4), (4,-4), (4,0), (4,4).
Funkéni hodnoty v nich jsou
F(-4, —4) = f(~4.4) = (4, ~4) = [(4, 4) = 1512,

F(=4,0) = £(0, —4) = £(0, 4) = f(4, 0) = 1256, f(0, 0) = 1000.

Hodnoty smiSenych druhjch derivaci fs,(a, b) jsou nulové ve vSech stacionarnich bodech (dokonce jsou nulové
obecné), a déle je

fww(_47 _4) = fww(_47 4) = fwaj(47 _4) = fza:(4; 4) = f:mv(_47 O) = fww(47 O) = _1287




844 KAPITOLA 9. FUNKCE VICE PROMENNYCH

fyy(_4a —4) = fyy(_47 4) = fyy<4a —4) = fyy(47 4) = fyy(07 —4) = fyy(ov 4) = —128,
Fyy (0, 0) = fyy(_4v 0) = fyy(47 0) = 64.
Podle kvadratické formy x(&, n) se pokusime rozhodnout, o jaké staciondrni body se jedna. Jak vime z véty 9.9,
mize se to podafit, ale nemusi.
e Body (—4, —4), (—4, 4), (4, —4), (4, 4):
k(€, n) = —128£2 —1287n?, forma je negativné definitni a v téchto bodech m4 funkce ostré lokdlni maxima.
hd BOdy (_47 0)7 (47 0)7 resp. (07 _4)7 (07 4)
K(€, ) = —128£2+64n2, resp. k(£, n) = 64£2 —128n?, forma je v obou piipadech indefinitni a v uvedenych
bodech extrém nenastava.
e Bod (0, 0):
k(€, ) = 64£2 + 6472, jedné se o pozitivné definitni kvadratickou formu, ve stacionarnim bodé (0, 0) m4
funkce ostré lokalni, nikoli v8ak globalni minimum (zdivodnéte).

Zbyvé progetiit hranici mnoziny M, ktera je sjednocenim stran étverce K = [—6, 5] x [—5, 6], tj.
hM ={(-6,y)| =5<y <6} U{(z, -5)| —6<z<5} U{(5y)| -5<y<6}U{(z,6)| -6<x<5}

Postupné vyéislime funkci f(z, y) na jednotlivych strandch ¢tverce:

e Mnozina {(—6, y)| —5 <y < 6}:
91(y) = f(=6, y) = 1000 — [(—6)* + y*] + 32[(—6)* + y*] = 856 — y* + 32y%, g1 (y) = —4y(y* — 16),
stacionarni body funkce g1 (y) jsou y = 0, y = —4, y = 4, odpovidajici hodnoty funkce f(z, y) na této
¢4sti hranice jsou f(—6, —4) = 1112, f(—6, 0) = 856, f(—6, 4) = 1112, v bodech (-6, —5) a (—6, 6) je
£(—6, —5) = 1031, f(—6, 6) = T12.

e Mnozina {(z, —=5)| — 6 < x < 5}:
hi(x) = f(z, —=5) = 1000 — [z* + (=5)%] + 32[z% + (=5)?] = 1175 — a* + 3222, b (x) = —4x(2? — 16),

stacionarni body funkce hi(x) jsou x = 0, x = —4, x = 4, odpovidajici hodnoty funkce f(z, y) na této
¢asti hranice jsou f(—4, —5) = 1431, £(0, —5) = 1175, f(4, —5) = 1431, v bodé (5, —5) je f(5, —5) =
= 1350.

e Mnozina {(5, y)| —5 <y < 6}:
92(y) = f(5, y) = 1000 — [5¢ + y*] + 32[5% + ] = 1175 — y* + 3292, g5 (y) = —4y(y* — 16),
stacionarni body funkce g2(y) jsou y = 0, y = —4, y = 4, odpovidajici hodnoty funkce f(z, y) na této
¢asti hranice jsou f(5, —4) = 1431, f(5, 0) = 1175, f(5, 4) = 1431, v bodé (5, 6) je f(5, 6) = 1031.
e Mnozina {(z, 6)| —6 <z < 5}:
ha(x) = f(x, 6) = 1000 — [z* + 6] + 32[z% + 62] = 856 — 2* + 3222, h)(z) = —4x(2? — 16),
staciondrni body funkce hso(x) jsou x = 0, v = —4, = 4, odpovidajici hodnoty funkce f(z, y) na této
¢asti hranice jsou f(—4, 6) = 1112, f(0, 6) = 856, f(4, 6) = 1112.
Z predchozich vypocth je vidét, ze své nejvétsi hodnoty fmax = 1521 na mnozing M nabyva funkce f(z, y)
hned ve ¢tyfech bodech (—4, —4), (—4, 4), (4, —4) a (4, 4). Jsou to staciondrni body, které se ndm jiz pied
chvili poda¥ilo klasifikovat jako ostré lokalni maxima. Ted vidime, Ze v nich m4 funkce i globalni maximum. Své

nejnizs$i hodnoty fimin = 712 na mnoziné M nabyva funkce v jediném jejim bodé (—6, 6).

Obecné nemusi byt prosetiovani globalnich extrémi viibec jednoduché. Zavisi to, jak jsme
si jiz Tekli, jak na tvaru funkce f(z, y), tak na volbé mnoziny M. Pokud by tfeba funkce
neméla potfebné parcialni derivace, té€zko by se nam hledaly lokalni extrémy — vidéli jsme to
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u Riemannovy funkce v piikladu 9.53. Podobné obtizné je vySetfovani globalnich extrémi na
mnoziné M, kdyz tfeba neni kompaktni. S takovymi , divokymi“ pfipady se vSak v praxi prilis
nesetkavame, a proto nam staci postupy hledani extrémii, které jsme si zatim vysveétlili.

Néco malo o vazanych extrémech

Vratme se k obrdzku 9.31, na némz jsme zkoumali graf funkce z = f(z, y) = 100 — (2% +
+ y?). Konstatovali jsme, ze v bodé (2, 0) m4 funkce vazané ostré lokdlni maximum vzhledem
k mnoziné A = {(2, y) |y € [-8, 4]}. Jak jsme na to pfisli a co je to viibec vazany extrém?
Vézany extrém funkce znamena, ze nehledame extrémy funkce na celém jejim definicnim oboru,
ale pouze na ngjaké jeho podmnoziné. Pro funkci f(z, y) = 100 — (22 + y?) a mnozinu A to
znamend, Ze zkoumame hodnoty funkce pouze v téch bodech oboru K = [—8, 4] x [-8, 4],
jejichZ x-ova soufadnice je a = 2. Funkce v téchto bodech nabjva hodnot g(y) = 100 — (22 +
+y?) = 96 —y?. Grafem funkce g(y) je kiivka, ktera vznikne fezem grafu funkce f(z, y) rovinou
kolmou k ptidorysné a obsahujici pfimku o rovnici x = a = 2. Extrémy funkce g(y) miuzeme
vySetfit podle pravidel pro funkci jedné proménné. Plati ¢'(y) = —2y, ¢"(y) = —2. V bodé
b = 0 ma funkce g(y) ostré lokdlni maximum. Funkce f(z, y) mé proto v bodé (a, b) = (2, 0)
ostré lokalni maximum ,,vazané“ na mnozinu A, neboli vzhledem k mnoziné A. Nabyva v ném
hodnoty f(2, 0) = 96.

Situace ovSem neni vzdy takto jednoducha. Mnozinou A v nasem prikladu byla tsecka. Co
kdyz to ale bude néjaka obecna ktivka? Zase si s tim poradime.

Priklad 9.61: Vazané extrémy funkce dvou proménnych vzhledem ke kfivce

Uvazujme stale o jednoduché funkci z = f(x, y) = 100 — (22 + y?), jeji vdzané extrémy viak budeme hledat
vzhledem k mnoziné A = {(z, y) € R?|(x + 1) + 4> — 9 = 0}. Je to kruznice se stiedem v bodé (-1, 0) a
polomérem r = 3. Tu miZeme parametrizovat a vy¢islit na n{ hodnoty funkce f(x, y) v zévislosti na parametru,

x=—-14+3cost, y=3sint, g(t) = f(—1+ 3cost, 3sint) =90 + 6 cost.

Vidime, Ze tato funkce parametru ¢ nabyva nejvétsi hodnoty pro ¢t = 0 a nejmensi pro t = 7, g(0) = 96, g(7) =
= 84. MiZeme to jesté ovétit vySetfenim pribéhu funkce g(t). Plati ¢’(¢t) = —6sint, ¢’ (t) = —6 cost, ¢’(0) = 0,
g9"(0) = =6, ¢'(m) =0, g"(w) = 6. V bodé t = 0 m& funkce g(y) ostré lokdlni maximum, v bodé ¢ = 7 pak ostré
lokalni minimum.

Ale co kdyz je kfivka zadand kartézskou rovnici h(x, y) = 0 a neni jen tak snadné ji
parametrizovat, jako se to podafilo s kruznici h(z, y) = (z + 1) + 4> — 9 = 0 v predchozim
prikladu? K zodpovézeni této otazky nam opét pomuze geometricka uvaha. Predpokladejme,
ze funkce f(z, y) a h(z, y) maji na néjaké oteviené mnoziné D parcidlni derivace, které jsou
spojité. Body (z, y, f(z, y)) € Gy, jejichz ptdorysné pruméty (z, y) (praméty do souradnicové
roviny xy) lezi na kiivce Cj, o rovnici h(z, y) = 0, vytvori na grafu funkce f(z, y) rovnéz néjakou
kiivku C. Ma-li funkce f(z, y) v bodé (a, b) € D, ktery zaroven lezi na kiivce Cp,, vazany lokalni
extrém, musi byt te¢na ke kiivce C v bodé (a, b, f(a, b)) rovnobézna s ptidorysnou a soucasné
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s tecnou ke kiivce C; v bodé (a, b), kterd v pudorysné piimo lezi. Oznac¢ime-li jednotkovy
smérovy vektor této tecny 5 = (s,, s,), je zfejmé, Ze derivace funkce f(z, y) v bodé (a, b) ve
sméru § je nulova,

0:f(a, b) = fu(a, b)s, + fy(a, b)s, =0, = § L grad f(a, b),

vektor § je kolmy ke gradientu funkce f(x, y) v bodé (a, b). Soucasné je vSak kolmy i ke gradi-
entu funkce h(z, y) v bodé (a, b), nebot je te¢ny ke kiivce Cp,. Pro¢ je tomu tak? Protoze kiivka
Ch, je vrstevnici funkce h(z, y) (hodnota funkce h(x, y) je podél ni nulové, tedy konstantni).
Dostavame

s 1 grad f(a, b), § L gradh(a,b) = grad f(a, b) || grad h(a, b) =
grad f(a, b) = Agrad h(a, b), (9.43)

kde A je konstanta zvana Lagrangeiv multiplikdtor. Gradient funkce f(z, y) v bodé vazaného
extrému je nasobkem gradientu funkce h(x, y) v tomto bodé. Vztah (9.43) predstavuje nutnou
podminku vdzaného extrému funkce f(x,y) vzhledem k mnoziné A = {(x, y) € D |h(x, y) =
= 0}. Tato podminka pfepsand do tvaru

fa(a, b) — Ahy(a, b) =0,  f,(a, b) — Ahy(a, b) =0 (9.44)

v e

zadn4 vazebni podminka neni kladena. Problém nalezeni vizaného extrému funkce f(z, y) jsme
prevedli na problém nalezeni nevazaného extrému jiné funkce. Vztahy (9.44) spolu s vazebni
podminkou h(z, y) = 0 predstavuji soustavu t¥i rovnic pro nezndmé souradnice mozného va-
zaného extrému a a b a Lagrangetv multiplikator A. Postup nalezeni vazanych extrémi, ktery
jsme pravé popsali, se nazyva metoda Lagrangeovych multiplikdatoru. Zkusime ji aplikovat na
zadani prikladu 9.61.

Priklad 9.62: Kdyz je vazebni podminka zadana implicitné

Pro zadani prikladu 9.61 plati

fz,y) =100 — (z* +9%), h(z,y)=(x+1)2+y*-9=0,
grad f(z, y) = (—2x, —2y), gradh(z, y) = (2(z + 1), 2y).
Funkce, jejiz nevazané extrémy hledame, je
oz, y) =100 — (2> + ) = Al(@ + 1) + y* — 9].
Rovnice pro extrém (obecné stacionarni bod) a Lagrangetiv multiplikitor jsou
2 —2\z+1)=0, —2y—2\y=0, (z+1)>+y>-9=0.

Maji dvé feseni (a, b) = (—4,0), A = —3, a (a, b) = (2,0), A = —2. V bodé (—4, 0) nabyva funkce f(z, y)
vzhledem k mnoziné A své nejmensi hodnoty f(—4, 0) = 84 (ostré lokdlni minimum), v bodé bodé (2, 0) pak

své nejvétsi hodnoty f(2, 0) = 96 vzhledem k mnoziné A (ostré lokalni maximum).
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V nésledujicich ptikladech se budeme snazit predchozi vysledek ziskany v piikladu 9.62
postupné zobecnit na hledani vazanych extrému funkce n proménnych vzhledem k obecné k-
rozmérné mnoziné. Nejprve vSak musime pojem vazaného extrému poradné definovat.

Rekneme, 7e funkce z = f(x) = f(z1, ..., x,) definovana na mnozing D m4 v bods
a=(ay, ..., a,) € A vzhledem k mnoziné A C D

e [okdlni minimum, jestlize existuje takové okoli O(a) bodu a, Ze pro vSechny

body x = (z1, ..., x,) € O(a) N A plati f(x) > f(a),

e ostré lokalni minimum, jestlize existuje takové okoli O(a) bodu a, Ze pro
vSechny body x = (z1, ..., x,) € O(a) N A, x # a, plati f(x) > f(a),

e lokdlni mazimum, jestlize existuje takové okoli O(a) bodu a, Ze pro vSechny
body x = (z1, ..., x,) € O(a) N A plati f(x) < f(a),

e ostré lokdlni mazimum, jestlize existuje takové okoli O(a) bodu a, Ze pro
v8echny body = = (21, ..., z,) € O(a) N A, x # a, plati f(z) < f(a).

Dalsi tivahy a priklady se budou tykat pouze praktickych situaci vyznacujicich se tim,
ze studované funkce budou mit spojité parcialni derivace do potfebného fadu, prinejmensim

prvniho.
Priklad 9.63: O dimenzi vys

Postupme oproti piikladu 9.62 ,0 dimenzi vy$“. Hledejme extrémy funkce t¥i proménnych w = f(z, y, z),
definované na oteviené mnoziné D, vzhledem k mnoziné A C D, kterd je zaddna jednou implicitni rov-
nici h(z, y, z) = 0. O funkci h(z, y, z) pfitom predpoklddejme, Ze je definovédna také na mnoziné D. A =
= {(z,y, 2) € D|h(z,y, z) = 0} je tedy mnozinou konstantni (konkrétné nulové) funkéni hodnoty funkce
w = h(z, y, z). Mohli bychom ji nazvat ,nulovou vrstevnici“. Pfedpoklddejme, Ze v kazdém bodé defini¢niho
oboru D funkce h(z, y, z) je alespon jedna z parcidlnich derivaci hy(z, y, 2), hy(z, y, 2), hz(z, y, 2) nenulova,
takze hodnost Jacobiho matice zobrazeni h : D — R je rovna jedné. Tento pozadavek také zarucuje, ze gradient
funkce h(z, y, z) je vzdy nenulovy vektor. Mnozinou A je ur¢itd plocha v R?® a vektor grad h je k ni v kazdém
jejim bodé kolmy (viz odstavec 9.2.4, popiipadé piiklad 9.46 pro kiivku v R?). Plochu A mtzeme vyjadiit také
parametricky. Pri praktickém pocitani to nebudeme délat, nyni to vSak napomiize nasi predstavé. Parametry
oznac¢me podobné jako v kapitole 5 u a v,

I:I(u7 U)7 y:y(u7 1))7 Z:Z(U, ’U).
Funkce w = f(z, y, z) nabyva na mnoziné A hodnot

F(ua 1}) = f(x(u’ U)v y(uv 1}), Z(“v U))v

takze lokdlni extrémy funkce f(z, y, z) vzhledem k mnoziné A jsou lokalni extrémy funkce F(u, v). Oznadme
(a, b, ¢) bod lokalniho extrému funkce f(x, y, z) vzhledem k mnoziné A a (ug, vg) hodnoty parametrii, které
tomuto bodu odpovidaji, tj. a = z(ug, vo), b = y(ug, vo), ¢ = z(ug, vo). Pak miZzeme psit nutnou podminku
lokalniho extrému ve tvaru

oF  0fox  Of Oy 8f82_0 oF 0fox Ofoy Of 0z

90 orou " oyoutoion " B0 orow Tayou Tozow (9.45)
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pfiGemz parcidlni derivace funkce f(z, y, z) podle proménnych z, y a z se vy¢isluji v bodé (a, b, ¢) a parcidlni
derivace funkci z(u, v), y(u, v) a z(u, v) v bodé (ug, vg). Oznaéme

(02 0 o (o o e
=\ Bu ou’ u =\ B0 a0 o

Tyto vektory jsou teéné k plose A, takze jsou kolmé ke gradientu funkce h(x, y, z). Zaroven vsak ze vztahti

(uo,v0) (uo,vo0)

(9.45) vidime, Ze jsou kolmé i ke gradientu funkce f(x, y, z), nebot jejich skalarni souciny s gradientem funkce
f(z, y, z) jsou nulové. Znamena to, ze vektory grad f(z, y, z) a grad h(z, y, z) jsou v bodé (a, b, ¢), v némz ma
predpokladu funkce f(z, y, z) lokdlni extrém vzhledem k mnoziné A, rovnobézné. Existuje tedy ¢islo A tak, Ze
plati grad f(z, y, z) = Agrad h(z, y, 2) pro (z, y, 2) = (a, b, ¢). Jako nutnou podminku vdzaného extrému tak
dostédvame opét vztahy (9.43) a (9.44), jenze pro funkci t¥{ proménngch.

Priklad 9.64: Co kdyz mnozinou A bude kiivka?

Setrvejme u funkce t¥f proménnych w = f(z, y, z) definované na oteviené mnozing D C R?, ale v roli
mnoziny A si predstavme néjakou k¥ivku. Konkrétné ji zadejme jako prise¢nici dvou ploch A; a As o rovnicich
hi(z, y, z) = 0 a ho(x, y, 2) = 0. Pfedpokladejme zase, Ze funkce hq(zx, y, z) a ho(x, y, 2) jsou zadany také na
oteviené mnoziné D a ze Jacobiho matice zobrazeni h : D > (z,y, 2) — (hi(z, y, 2), ha(z, y, 2)) € R? mé
v kazdém bodé defini¢niho oboru D hodnost 2, tj. maximalni moznou. Geometricky to znamend, ze gradienty
funkel hq(z, y, 2) a ha(z, y, 2) jsou v kazdém bodé defini¢niho oboru D nejen nenulové, ale dokonce linedrné
nezavislé. Pro¢ je takovy pozadavek potiebny? Pokud se plochy A; a As protinaji v kfivce, je smér jejiho teéného
vektoru v kazdém bodé dan vektorovym soucinem grad h; X grad he. Situaci pro plochy

AL ={(z, vy, 2) € R®|hi(z, y, 2) = 2> + 4% + 2% — 3 =0},
Ay = {(z, y, 2) € R | ha(a, y, 2) = 2® +y° — 22 = 0},
A=MnNAy={(z,y, 2) R’ |2 +3 =2,2=1} (9.46)

znézoriiuje obrazek 9.36. Kfivkou, v niz se plochy A, a A, protinaji, je kruznice o poloméru /2, které lezi
v roviné z = 1 a mé stfed na ose z. Pro ndzornost jsou na obrazku v bodé (z, y, z) = (1, 1, 1) zakresleny
jednotkové vektory ¢; a go ve sméru gradientt funkei hq(x, y, 2) a ho(x, y, 2) a jednotkovy vektor § ve sméru
jejich vektorového soucinu. Plati

C_jl = gradhl(x, Y, Z) = (2I? 2?/? 22), éQ = gradhg(x, Y, Z) = (237? 2y7 _Q)a

. él . éz . él X éz
==, 2=-—=, S$=-—=—=,
|G1] |G| |G1 x Ge

proz=1laz?+y?=2je

5 5 - Y x y =z
G1xGy=(—-8y,82,0) = s§=|— , ,0l=1—-—=, —,0].
1 2= (—8y ) < Vi 2 o+ 2 ) ( V2 V2 )

Kdyby vektory Gy = grad h; a Gy = grad ho byly linearné zavislé, byl by jejich vektorovy soucin nulovy a
nedefinoval by te¢ny vektor ki¥ivky. Predpokladejme, Ze prusecnice ploch A; a Ay mé parametrické vyjadieni
x = xz(t), y = y(t), z = z(t). Na této priise¢nici nabyva funkce f(z, y, z) hodnot F(t) = f(z(t), y(t), 2(¢)).
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Obr. 9.36 Krivka jako prisecnice dvou ploch.
Nutna podminka lokéalniho extrému funkce f(z, y, z) v bodé (a, b, ¢) = (x(to), y(to), z(to)) vzhledem k mnoziné

A je
_of
Oz

z(tg) + fo
(a,b,c) Y
Z predchozi podminky plyne, Ze teény vektor 7 = (&(to), y(to), 2(to)) je kolmy ke gradientu funkce f(z, y, z)
v bodé (a, b, ¢). Soucasné ale vime, Ze je kolmy i ke gradientim funkci hq(z, y, z) a hy(z, y, z) v tomto bodé.
Vektory grad f(a, b, ¢), grad hi(a, b, ¢) a grad ha(a, b, ¢) jsou tim paddem rovnobézné s toutéz rovinou, kol-
mou na vektor 7. Vektor grad f(a, b, ¢) tak mtZeme napsat jako linedrni kombinaci vektora grad hq(a, b, ¢) a
grad ha(a, b, c),

i)+ 22| sty =0

F'(to)
(a,b,c) 0z (a,b,c)

grad f(a, b, ¢) = Aigrad hy(a, b, ¢) + Asgrad ha(a, b, c).

Jak lze tusit, nazyvaji se ¢isla \1 a Ay Lagrangeovy multiplikdtory. Namisto vazanych extrému funkce f(z, y, z)
tak hleddme (nevdzané) extrémy funkce

d)(wv Y, Z) = f(xv Y, Z) - Alhl(xv Y, Z) - )‘2h2(xa Y, Z) (947)

Resime soustavu rovnic

d’m(xa Y, Z) = Oa (rby(xa Y, Z) = 07 ¢z(‘r7 Y, Z) = Oa hl(xv Y, Z) = 07 hQ(xa Y, Z) =0
pro neznamé a, b, ¢ (soufadnice mozného extrému) a A\;, Ay (Lagrangeovy multiplikatory).

Vyzkousejme metodu Lagrangeovych multiplikdtord v konkrétni situaci. Budeme hledat mozné extrémy
tfeba u funkce w = f(z, y, z) = 2% — y* + 22 na mnoziné (9.46). Muzeme je totiz snadno najit i jinak a tak
funkénost nové metody provétit. Mnozinu A (kruznici) popsanou vztahem (9.46) mtZeme parametrizovat velmi
snadno. Snadno také ziskame funkci F(t) = f(z(t), y(¢), z(t)). Plati

x(t) = V2cost, y(t)=+2sint, z(t)=1, tel0,2n),
F(t) =2cos’t — 2sin®t + 1 = 2cos2t + 1, F'(t) = —4sin2t, F" = —8cos2t.
Derivace funkce F(t) se anuluje v bodech t; = 0, t = %, t3 = m, t4 = 3Z. Hodnoty funkce F(t) a jeji druhé
derivace v téchto bodech jsou

F(tl) =3, F(t2) =-1, F(tS) =3, F<t4) = -1,

F'(t1) = -8, F"(t2) =8, F"(t3)=-8, F"(ty)=8.

Vzhledem k mnozing A ma funkce extrémy v bodech (a;, b;, ¢;) = (v/2cost;, v/2sint;, 1), t; =0, 5, 37”
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t1 =0, (a1, b1, c1) =(v2, 0, 1), ostré lokilni maximum,
to =75, (ag, bz, c2) = (0, V2, 1), ostré lokalni minimum,
ts=m, (a3, b3, c3) = (—=v/2,0, 1), ostré lokalni maximum,
ty = 37”, (a4, by, ca) = (0, —v/2, 1), ostré lokalni minimum.

A ted metoda Lagrangeovych multiplikatoria. Funkce ¢(z, y, z) (vztah (9.47)) ma tvar
oz, y, z) = (:C2 — 2+ z2) — M@+ 9% 4 22 —3) — Aa(2® + 9% — 22).
Jeji parcialni derivace jsou
Or =2x(1 =X — A2), &y =201+ i+ X2), ¢.=2(2z—Aiz+ N2).

Jejich anulovanim a pfipojenim rovnic mnoziny A dostaneme soustavu rovnic pro souradnice moznych extrému
a Lagrangeovy multiplikatory,

2$(1 - /\1 — )\2)

—2y(1+ XM + A2)
2(z—Mz+ X)) =

22 +y? 4+ 22 -3
2?4yt —22 =

o oo oo

Reseni této soustavy je také snadné a je shodné s visledky, které jsme ziskali pomoci parametrického vyjadfeni
mnoziny A. Pro body (0, +v/2, 1) vyjdou hodnoty Lagrangeovych multiplikdtortt A\; = 0 a Ao = —1, pro body
(£v2,0, 1) pak A\; =1 a Ay = 0.

Nyni miizeme ziskané nazorné zavéry o Lagrangeovych multiplikdtorech zobecnit ve vété.
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Véta 9.10 (O Lagrangeovych multiplikatorech): Necht na oteviené mnoziné
D C R" je definovano k funkci h; : D > x — hij(z) € R, v = (21, ..., T,),

1 < j <k, které maji na D spojité parcidalni derivace pruniho vadu, a necht hodnost
Jacobiho matice zobrazeni

h: D32 — h(z) = (hi(z), ..., he(z)) € R,

Ohi(z)  Oha(x) Ohy, (z)
oz oz o ox1
Ohi(xz)  Oha(x) Ohn ()
Oxo Ox2 e Oz
Dh(x) = ) (9.48)
Ohi(xz)  Oha(x) Ohn ()
Oxn OTn Tt OTn
je k wve wvsech bodech definicniho oboru D. Oznacme A C D mnozinu, jejiz body
vyhovuji rovnicim hy(z) = 0, ..., hg(z) = 0. Ddle predpoklddejme, Ze na mnoziné
D je zaddna funkce f(x), kterd zde rovnéZ md spojité parcidlni derivace prvniho
radu. Je-li bod a = (ay, ..., a,) € A lokdlnim extrémem funkce f(x) vzhledem k
mnoziné A, pak existuji ¢isla A1, ..., \i tak, Ze funkce
k
¢: D31 — ¢(x) = f(z) = > Mhu() (9.49)
j=1

ma v bodé a staciondarni bod, tj.

0f () iﬁhﬂ@)

=1

Abychom ukazali podstatu véty, staci sledovat predchozi ivahy vedené v prostorech s nizsi
dimenzi, kde jsme méli k dispozici i néjakou geometrickou predstavu nebo dokonce obréazek. Ted

se sice o nic takového pfimo oprit nemtzeme, budeme vSak pracovat s analogiemi a samoziejmé
s korektnimi vypocty.

Bude se nam hodit trocha algebry a také pojem tecného prostoru k euklidovskému prostoru
R"™ v jeho obecném bodé, ktery jsme zavedli v odstavci 9.2.3. Stru¢né pripomenuti — tecny pro-
stor T, R" je n-rozmérnym vektorovym prostorem vazanych vektori umisténych v bodé z € R".
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Vsechny gradienty funkei hy(x) az hi(z) v bodé z jsou samoziejmé prvky tohoto te¢ného pro-
storu. Uvédomime-li si, Ze sloupce Jacobiho matice (9.48) jsou tvoreny slozkami téchto gradi-
entt, je pozadavek maximalni hodnosti matice Dh(z) geometricky jasny — chceme, aby gradi-
enty byly linedrné nezéavislé. Vektorovy podprostor L(h) = [|grad hy(x), ..., grad hg(z)|] C T,R"™
tecného prostoru, generovany pravé témito gradienty, je proto k-rozmeérny. Jako obvykle také
predpokladame, ze v tecnych prostorech T,R" je zaveden standardni skaldrni soucin, tj. pro
libovolné vazané vektory &, n € T,R", jejichz slozky ve standardni bazi te¢ného prostoru jsou
E=(&, ..., &), resp. n = (1, ..., nn), plati (&, n) =& + -+ - + Eunp- Mame-li ovSem teény
prostor vybaveny skalarnim souc¢inem, mtzeme k podprostoru L; definovat ortogonalni doplnék
L(h), (viz odstavec 6.1.3). Jeho dimenze je n — k.

Premyslejme ted o vyznamu rovnosti h(z) = 0, tj. hy(z) =0, ..., hi(x) = 0, jiz je ve vété
9.10 definovana mnozina A. Uvazujme tfeba o mnoziné

Alz{l':(xl,...,mn)ED’h1($):h1($1,...,iL‘n)ZO},

ktera je ,nulovou vrstevnici“ funkce hq(z). Stejné jako v nizkorozmérnych situacich si pred-
stavme jeji parametrické vyjadreni,

T = a:ll(tl, ceey tn—l)a N Ty — xln(tly ey tn_l),

kde t = (ty, ..., t,_1) jsou parametry. Prvni index v parametrickych rovnicich je shodny s inde-
xem funkce hq(x), druhy ¢isluje jednotlivé rovnice. Pro kazdy bod = € A; zadany predchozimi
parametrickymi rovnicemi oznac¢me vektory

( ) 011 Oy, ( ) Oz 01y,

o11(x) = U . e, Olp—i(x) = e .

1 ot ot L=t Ot 1 Ot

Jak vime, je vyznam vrstevnice takovy, ze podél zadného z vektort z vektorového podprostoru

L, C T,R" generovaného vektory oy; az oy,-1 se hodnota funkce hi(x) neméni. Parcidlni
derivace slozené funkce

Fl(t) = Fl(tl, cvey tn_1> = hl(,fu(tl, <y tn—l)u <oy l’ln(tl, <y tn—l))

podle vsech proménnych ¢, az t,,_; jsou proto nulové,

F h h n
OF, _ Omdrwn Omovw iy
atj 81’1 8tj 8In 8tj
Parcialni derivace funkce hq(z) jsou brany v bodé z = (z11(t1, - .., ta-1), -+, T1a(t1, oy tn1)-

Vsimnéte si vyznamu ziskanych rovnosti: Skalarni sou¢in kazdého z vektorti oy;(z) s gradientem
funkce hy(z) je nulovy, takze (n — 1)-rozmérny vektorovy podprostor L; je v te¢ném prostoru
T,R"™ ortogonalnim doplitkem jednorozmérného vektorového prostoru [|grad hi(x)|], generova-
ného gradientem funkce hq(x). Nazveme-li vektory o11(x) aZ o1,—1(x) tecngmik mnoziné A; a
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Ly tecnym prostorem k Ay bodé x, bude to jisté odpovidat geometrické interpretaci, na kterou
jsme zvykli z ménérozmérnych situaci.

Stejnou uvahu mtizeme pochopitelné provést i pro funkce ho(z) az hy(z). MiuZeme jiz jed-
noduse ucinit dilezity zavér: Vektorovy podprostor L; N ... N Ly je ortogonalnim doplitkem
vektorového podprostoru L(h) generovaného vSemi gradienty zobrazeni h(zx), tj.

Lh)y =LiN...N L.

Ziskali jsme tak tecny prostor T,A C T,R" k mnozine A= A;N...N A.

Zbyva dokonéit tvahu o extrémech funkce f(z) = f(z1, ..., x,) vzhledem k mnoziné A.
Budeme k ni potfebovat smérovou derivaci a gradient funkce n proménnych (viz vztahy (9.30)
a (9.31)). Dejme tomu, ze v bodé a = (ay, ..., a,) mé funkce jeden z takovych extrému. Pak
je jeji derivace ve sméru kteréhokoli (jednotkového) vektoru s = (sq, ..., s,) lezicitho v te¢ném
prostoru T, A = L(h), v bodé a k mnoziné A nulova, tj.

Osf(a) = g_xfl a31—|—~--+ é?ai ) s, = 0.

Predchozi vyraz je vSak soucasné skaldrnim sou¢inem gradientu funkce f(z) s vektorem s.
Znamend to, Zze vektory grad f(x) a s jsou ortogondlni. Gradient funkce f(z) proto lezi v
prostoru L(h) a je linearni kombinaci gradienti grad by (z) az grad hx(z). Oznacime-li koeficienty
této linearni kombinace A\; az \j, dostavame vztah (9.50).

Vsimli jste si zajimavé véci ve vété 9.107 Z predpokladu, ze bod a € A je lokdlnim extrémem
funkce f(z) vzhledem k mnoziné A, vyplyva pouze to, ze je staciondrnim bodem funkce ¢(z).
Znamend to, ze nemusi byt jejim extrémem? Je tomu skutecné tak — nemusi. UkéZeme si to
na jednoduchém piikladu.

Priklad 9.65: Kdy je stacionarni bod vazanym extrémem?
Na obrazku 9.37 je graf funkce f(z, y) = 22 — y?, pfipominajici sedlo. Hledejme vdzané extrémy funkce

f(z, y) pro pfipad, kdy ,vazebni mnozinou“ je obecnd pfimka h(x, y) = Az + By + C = 0. Sestavime funkci
¢(z, y) a najdeme jeji stacionarni body:

A B
o(z, y) = 2> —y*~N(Az+By+C), ¢u(r,y) =20-AA =0, ¢,(z,y) = 2y-AB=0 = x = %, y = —%.

Dosazenim z a y do rovnice vazby ziskdme hodnotu A a polohu staciondrniho bodu (a, b):

AP oNB? L, 20 . AC ., BC
2 2 o T B2 A2" 7T B2 A2 7 B2 _ A%’

AC BC
(aﬂb): BQ_AQ)_BQ_AQ M

(Ptipad vazebni pfimky y = +x+k, tj. A2 = B2, je nutné fesit zv1ast. Jesté se k nému vratime.) Nyni vypocteme
druhé derivace, pomoci nichZ uréime kvadratickou formu (£, ) ve staciondrnim bodg,

(b:mv(aa b) = 2; ¢zy(aa b) = ¢yw(a7 b) = 0> (byy(aa b) = _27 K(&a 77) = 252 - 27727 A2 7& BQ'




854 KAPITOLA 9. FUNKCE VICE PROMENNYCH

Obr. 9.37 K ptikladu 9.65.

Pokud by byla kvadratickd forma x(£, n) ve staciondrnim bodé pozitivné, resp. negativné definitni, védéli
bychom, ze funkce ¢(z, y) zde mé ostré lokdlni minimum, resp. maximum. Bod (a, b) by byl soucasné bo-
dem vazaného ostrého lokdlniho minima, resp. maxima. Kvadratickd forma (&, ) je vSak indefinitni, a proto
funkce ¢(x, y) v bodé (a, b) lokdlni extrém nemd. Znamend to snad, Ze funkce f(z, y) neméa lokdlni vazany
extrém na pfimce h(z, y) = 07 To jisté ne! Stacéi se podivat na obrazek 9.37.

Pro existenci vazaného extrému neni totiz rozhodujici kvadratickd forma x(&, n) samotnd, ale pouze jeji
,zuzeni“ na teény prostor k vazbé. ,Zuzenim“ zde rozumime skuteCnost, Ze se zajimame pouze o to, jaké jsou
hodnoty (pfesnéji feeno znaménka hodnot) kvadratické formy (&, n) pro ptipad, ze vektory @ = (&, n) jsou
prvky teéného prostoru k vazebni kiivce h(x, y) = 0. Je-li ovSem vektor @ = (€, n) teény ke kiivce h(z, y) = 0,
je kolmy ke gradientu funkce h(z, y), tj.

A

(Posledni krok muZeme udélat pro pfipad, kdy B # 0, situaci B = 0 rozeberte sami.) Dosadme nyni obecny
vektor teény k vazbé do kvadratické formy x(&, 7):

(-3 (5 2) (4f)=0-2)e

e Pro (1 - g—z) < 0, tj. |A| > |B|, je kvadratickd forma x(&, ) ,z0Zend“ na tecny prostor k vazbé v bodé
(a, b) negativné definitni, nastava zde ostré vazané lokalni maximum.

Rozlisime tyto pripady:

e Pro (1— g—z) > 0, tj. |A| < |B|, je kvadratickd forma x(&, ) ,,z0Zend“ na tecny prostor k vazbé v bodé
(a, b) pozitivné definitni, nastava zde ostré vazané lokalni minimum.

e Pro(1- g—z) =0,tj. B==A, je k(§, n) ,nulovou* kvadratickou formou. Pfed chvili jsme si Fekli, Ze tyto
pripady je tfeba fesit od zacatku zvlast. Odpovidaji vazebnim pfimkam A(z £+ y) + C = 0. Ovéite, Ze
pro C' # 0 nemé funkce ¢(z, y) zddny stacionarni bod, pro C = 0 je funkce f(x, y) na t&chto vazebnich
pfimkach konstantni (nulova).
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Vidime, ze vazané lokalni minimum, nebo maximum muze nastat i v téch stacionarnich bodech, kde samotna
funkce ¢(z, y) lokdlni extrém nem4. Pro nas konkrétni piipad funkce f(x, y) = 22 — y? a vazebni piimky Az +
+ By + C = 0 jsme zjistili, ze na pfimkach, jejichz smérnice ma absolutni hodnotu vétsi nez jedna, nastava ve
stacionarnim bodé (a, b) vdzané lokalni maximum, zatimco na pfimkach se smérnici v intervalu (—1, 1) je v
bodé (a, b) vazané lokalni minimum.

Zajimavou geometrickou interpretaci ma pfipad C' = 0 pro B # +A, kdy vazebni pfimka h(z, y) = Az +
+ By = 0 prochazi poéatkem. Pro tento pfipad vychazi A = 0, a proto ¢(z, y) = f(x, y). Interpretace tohoto
zdanlivé divného vysledku je jednoduchd — funkce f(z, y) samotnd ma v bodé (0, 0) svlj staciondrni bod
(ovéfte tuto skutecnost a zjistéte typ staciondrniho bodu). Jeji gradient v bodé (0, 0) je nulovy vektor. A nulovy
vektor je prece nadsobkem jakéhokoli vektoru s koeficientem A = 0. Tento vysledek lze zobecnit: Prochazi-li vazba
stacionarnim bodem piivodni funkce f(z, y), je tento bod zarovei staciondrnim bodem funkce ¢(z, y) pro A = 0,

a to bez ohledu na konkrétni tvar vazby.

Zadani mnoziny A soustavou rovnic neni samoziejmeé jediny zpusob, jak formulovat pro-
blém vézanych extrémi. Casto se hledaji extrémy funkci vzhledem k mnoZindm zadanym ne-
rovnostmi, popiipadé kombinaci nerovnosti a rovnic. Pro zakladni orientaci v problematice
vazanych extrému lze vsak predchozi vyklad povazovat za dostacujici.

9.2.6 Jeden ,,prémiovy* priklad

Pfrestoze se snazime vSechna tvrzeni dokazovat, pokud je to jen trochu mozné, v kapitole 7
jsme tento zvyk zatim nedodrzeli u dvou kli¢ovych vét, Peanovy (véta 7.1) a Picardovy (véta
7.2), nebot jsme k tomu neméli dostate¢nou matematickou vybavu. V prvnim ptipadé tento
nedostatek ani ted nenapravime (dikaz je obtizny a zdlouhavy). V pfipadé druhém se jiz nyni
miizeme do diitkazu pustit. Bude dokonce, jak jsme se jiz zminili v kapitole 7, velmi pouc¢nou
ukazkou skloubeni znalosti z riznych oblasti matematiky, konkrétné z analyzy funkci vice pro-
ménnych a z teorie konvergence posloupnosti a fad funkci. Ty jsme zatim neméli k dispozici,
spise navody na FeSeni diferencidlnich rovnic nez teorie, mize tento odstavec vynechat. Ctenaf,
ktery si naopak teorii oblibil a mé rad opravdovou diikladnost, mtize odstavec rovnéz vynechat
a obratit svou pozornost k textu A. Zeniska , K zaklad@im teorie obycejnych diferencialnich
rovnic“, citovaném v kapitole 7 i v seznamu literatury.
V odstavci 7.2 jsme tvrdili, ze pocatecni tilohu

(t) = f(t, ), x(to) = xo

dokézeme vyTesit pomoci Picardovych aproximaci. Také jsme si to nazorné vyzkouseli v pri-
kladu 7.3, kde jsme pomoci grafu pozorovali, jak se Picardovy aproximace ,priblizuji“ reseni
ulohy, které jsme dokazali spocitat primo. Jenze sebenazornéjsi predstava neni diitkaz. Naopak,
jiz vicekrat jsme se mohli presvédcit, ze predstava byva casto zavadéjici. V prikladu 7.3 se sice
prvni tfi Picardovy aproximativni vyrazy, které jsme spocitali, priblizovaly feseni tilohy lépe a
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1épe, avsak tim neni zaruCeno, ze néjaka dalsi z takto pocitanych funkci se nemiize od feseni
vyznamné odchylit. A nekone¢né mnoho konkrétnich funkci spocitat nemizeme. Jednotlivé Pi-
cardovy aproximace vSak mizeme povazovat za ¢leny posloupnosti funkci a mtizeme se pokusit
prozkoumat, zda tato posloupnost konverguje (samoziejmé stejnomérné) a zda jeji limitou je
feSeni nasi pocatecni tlohy. Vybavu z teorie fad funkci jiz k dispozici mame, miizeme se do
dikazu pustit. Uvedeme vSak pro tento tcel Picardovu vétu v podobé, ktera se od té nasi,
prezentované ve vété 7.2, trochu lisi, pfedstavuje vsak také jednu z velmi obvyklych formulaci.
Misto zadéni problému na oteviené souvislé mnoziné obsahujici bod (g, x¢) pouzijeme zadani
na uzavieném obdélniku

E: [tA, tB] X [l’A, xB] = [t() —a, to—i—CL] X [xo —b, fﬂo—i‘b]

O takové moznosti jsme jiz psali v poznamce, kterd predchazela vété 7.1. Je-li totiz (g, xo)
bod oteviené souvislé mnoziny, pak vzdy existuje takovy obdélnik D, ktery je v ni obsaZen
a zaroven obsahuje bod (tg, 7). Dtivodem volby uzavieného obdélnika neni jen pohodlnost.
Podstatnéjsim divodem je to, ze Picardova véta pro uzavieny obdélnik ptrinasi jesté dalsi in-
formace o defini¢nim oboru feSeni pocatecni tlohy. A navic, pomoci jeji modifikace, kterou za
chvili dokazeme, lze jiz velmi rychle dokazat samotnou vétu 7.2.

Picardova véta trochu jinak: Predpoklddejme, Ze funkce f(t, z) je spojitd na
mnoziné D = [to—a, to+a] X [1o—b, To-+b] a md v D ohranicenou parcidlni derivaci
podle proménné x. Pak existuje jediné feseni pocatecni ulohy ©(t) = f(t, x), x(to) =
= xg, které je definovano a spojité na intervalu [ty — 0, to + 0], kde

§ = min {a, %} p=max {|f(t, z)|, (t,z) € D}.

Pfedevsim si vSimnéme dusledki pfedpokladt véty. Ze spojitosti funkce f(t, ) na kom-
paktni mnoziné D vypljva podle véty 9.3 existence jejiho maxima p na této mnoziné. Ohrani-
Cenost parcialni derivace funkce f(¢, x) podle x znamena, Ze existuje takové ¢islo M, pro které
je

‘ of(t, z)

5 < M pro véechny body (t, ) € D.
T

Tento pfedpoklad viak zarucuje, ze funkce f(¢, =) splituje na D Lipschitzovu podminku — o
tom jsme se mohli presvédcit v prikladu 7.4.
Nyni je tfeba dokazat, ze se posloupnost Picardovych aproximaci

le'o(t) = Xo,
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x1(t) = xo+/f(7', xo(7)) dr,

xo(t) = x0+/f(7', xq(7))dT, (9.51)

opravdu ,blizi“ k feseni nasi poc¢atecni ulohy. Co to pfesné znamena? Co musime dokazat?

e Picardovy aproximace tvoii posloupnost funkci {z,(t)}renuqo}- Je tfeba dokazat, ze tato
posloupnost konverguje, samoziejmé stejnomérné, a zjistit, na jakém oboru.

e Je tieba zjistit, zda limita posloupnosti mé derivaci (to proto, ze ma byt feSenim rovnice
x(t) = f(t, =), kterad tuto derivaci obsahuje.

e Je tfeba dokazat, Ze limita posloupnosti Picardovych aproximaci je feSenim zadané po-
catecni ulohy, a zjistit, na jakém oboru.

e Je treba dokazat, ze zadna jina funkce neni feSenim pocatecni ulohy.

Postupné vyresime vSechny naznacené tikoly.

Kde lezi Picardovy aproximace?

Nejprve odpovézme na otézku, zda grafy Picardovych aproximaci na intervalu [ty — 0, to + ¢]
lezi v obdélniku D. Pro¢? Protoze na tento obdélnik jsme omezili defini¢ni obor funkce f (¢, ),
neméli bychom z néj proto ,vyjit“. Pro nultou Picardovu aproximaci je véc jednoducha. Plati
pro ni zo(t) = g € [19 — b, To + b], tj. bod (¢, 24(t)) € D pro viechna t € [ty — a, to + a] a tim
spise pro t € [ty — 0, to + d] C [ty — a, to + a]. Dale budeme postupovat matematickou indukei.
Necht n € N. Jako indukéni pfedpoklad bereme v tivahu, Ze pro libovolné t € [ty — 4, to + d] je
xp(t) € [xvo — b, xo + b]. Dokdzeme, ze pak také x,.1(t) € [xo — b, zo + b]. Pfedpokladejme od
této chvile pro uréitost, ze t > to (pro opac¢nou nerovnost se ditkaz vede obdobné). Plati

ia(£) — olt)] = / f(r, 2a(r)) dr| < / (7, 2a(r))] dr <
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t
b
<M/dT:u|t—t0|§u6:umin {a,;}gb.
to

Pozn.: V predchozim odhadu jsme pouzili nerovnost typu

/b h(r)dr| < /b ()| dr,

kterou jsme uvadeéli jiz v dodatku K prvniho dilu jako primy dtsledek definice urcitého integralu
pomoci hornich a dolnich soucti. V tomto odstavci ji pouzijeme jesté nékolikrat.

Konvergence posloupnosti Picardovych aproximaci

Odhadnéme nyni, o¢ se od sebe mohou lisit sousedni Picardovy aproximace. Pro¢ to potrebu-
jeme veédét? Ttreba uz jen proto, ze z tvrzeni tykajicich se konvergence posloupnosti vime, ze
¢leny konvergentnich posloupnosti se k sobé libovolné priblizi pro dostatec¢né velké n. Uvidime,
ze ziskanych odhadi se nam podafi dobfe vyuzit, budeme-li n-ty ¢len posloupnosti Picardovych
aproximaci chapat jako n-ty ¢astecny soucet ,Sikovné“ zvolené rady.

Pii odhadu rozdilt z,(t) — x,_1(t) budeme potiebovat jak omezenost funkce f(t, x), tak
Lipschitzovu podminku

|f(7, 20) = (7, 2na)| < Mz — 201

pro jisté M a jisté okoli bodu (t¢, x¢). (Nerovnost ziskanou pro |zx(t) — xx_1(t)| postupné pro
k=1,2 ... vzdy vzapéti vyuzijeme pii nasledujicim odhadu funkce |zy41(t) — zx(t)], v némz
bude za integralem vystupovat |xy(7) — xx_1(7)|.) Plati

24(t) — wo(t)] = / f(r, wo(r)) dr| < / (. 2o(r)] dr < pult — to),

t

a(t) — (1) = / F(r, 21(r)) — f(r, wo(r))] dr| < / F(r, 21(r)) — £(r, wo(r))] dr <

M
SM/|ZE1 —ZEO |<MM/T—t0 HZ (t—to)Q,

|25(t) — 2(t)] = /[f(ﬂ 22(7)) = f(7, 21(7))]d7| < /If 7, 22(7)) — f(7, 21(7))|d7 <

to
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< / (7, Tns(7)) — F(7, Tna(r)) dr < M / s () — s (7)] <

t

Mn—l Mn—l

§€:jﬁ/ﬁ—mWﬂhzun!@—mﬂ
to

Spravné bychom ziskany obecny vztah méli dokazat pomoci matematické indukce. Tento kol

ponechame do cviceni.

Nyni se mtzeme pustit do ditkazu stejnomérné konvergence posloupnosti Picardovych apro-
ximaci {2, (t) }nenufo}, @ to na intervalu [to, to + ¢]. Protoze mame k dispozici odhad rozdili
r1(t) — 20(t), 22(t) — x1(t), atd., pokusme se vyjadiit n-ty ¢len posloupnosti {x,(t)}nenufo}
pomoci nich. Plati

Tn(t) = xo(t) + [21(2) — 2o (V)] + [22(t) = 21 (D)] + -+ + [wa(t) — @ (D).

Vidime, ze funkci x,(t) mizeme chapat jako n-ty astecny soucet fady funkci
Zgn<t)7 gn(t) = xn(t) - xn—l(t) pro n € Na gO(t) = xO(t>
n=0

A uZ je vyznam odhadu rozdila x,,(t) — z,_1(¢t) jasny. Pro n € N U {0} plati

n—1 n—1

@—mwg“m 5" pro t € [to, to + 0.

uM
n!

|90 ()] = |2a(t) = 2pa ()] <

Ciseln4 fada s nezdpornymi ¢leny (s moznou vyjimkou )

o0
Mnfl
Zan, a, = a o 0" pro neN, ag=x,
n=0 ’

je majorantou fady > oo g.(t). Rada >_>  a, konverguje podle limitniho podilového kritéria
(viz véta 8.7), nebot
Mo

= lim =

Ap+1
an

lim

n—oo
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Podle Weierstrassova kritéria (véta 8.11, prvni vlastnost) konverguje fada Y~ g, (t) stejno-
mérné. Posloupnost jejich ¢astecnych souctit {x,,(t)}nenuqoy je tedy stejnomérné konvergentni
posloupnosti funkei na intervalu [to, to + 9], tj.

lim ,,(t) = Z_;gn(t)'

Ozna¢me tuto limitu jako x(t). Hned pro ni také pouzijeme dalsi vlastnosti stejnomérné kon-
vergentnich funkci. Picardovy aproximace jsou spojité funkce, takze i limita jejich posloupnosti
je spojita (prvni vlastnost ve vété 8.9).

Je limita posloupnosti Picardovych aproximaci feSenim pocatecni ulohy?

Ted musime dokézat, ze funkce x(t) je FfeSenim zadané pocéatecéni ulohy. Predevsim je tieba
provéfit, zda mé na intervalu [to, to + d] derivaci. VSechny funkce z,(t), n = 0,1, ..., na
intervalu [tg, to + 0] derivaci maji, nebot

Tn(t) = %/f(T, Tp_1(7))dr = f(t, Tp1(t)) pro ne N a dy(t) =d9=0.

Zkoumejme posloupnost téchto derivaci {@, () }nenuioy = {f(t, n-1(t))} pron € N a &y = 0.
Pro libovolné hodnoty n, m € N plati diky Lipschitzové podmince

[ gmi1(t) = Bngr (O] = [F(E Zngm) = F{E 20 ()] < Mz gm(t) — 2a(t)]-

Zvolme libovolné ¢islo € > 0. Protoze je posloupnost {z,(t)}renugoy stejnomérné konvergentni
(pfed chvili jsme to dokéazali), pak existuje index N, samoziejmé nezdvisly na t € [to, to + 0],
tak, Ze pro vSechna n > N a vSechna m € N je |z, (t) — 2,(t)| < 47, a to pro libovolny
bod t € [tg, to + ]. Znamena to, Ze pro vSechna n > N, vSechna m € N a vSechny body
te [to, to +5] je
|$n+m+1 (t) - in+1 (t)l <Eé.

Posloupnost derivaci {&,,(t) }nenu{o} Proto na intervalu [to, o+ ] konverguje stejnomeérné podle
Cauchyova—Bolzanova kritéria (véta 8.8). Pouziti pfedposledni vlastnosti z véty 8.9 je jiz jasné.
Funkce x(t), kterd je limitou posloupnosti Picardovych aproximaci, ma na intervalu [to, to + ¢]
derivaci (v krajnich bodech jde, presnéji feceno, o derivace jednostranné), pro kterou plati

H(0) = Jim (2,0} = lim {F(t 2a2()} = S0, 2(0). (9.52)

Pozn.: Pozorny ¢tenafr bude jisté vyzadovat zdivodnéni posledni rovnosti. MiiZze na né piijit
sam, vyrtesi-li si llohu 25 ve cviceni. Z navodu a feSeni této tlohy, stejné jako z predchoziho
diikazu, je vidét, jak ,,vSemocna“ je Lipschitzova podminka.
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Z pravé ziskaného vztahu (9.52) také hned vidime, Ze funkce z(t) opravdu spliiuje diferen-
cialni rovnici & = f(¢, x). ProtoZe pro ¢y plati pro vSechny Picardovy aproximace z,(ty) = o,
spliiuje funkce z(¢) i podminku x(tg) = xo. Je proto FeSenim nasi poc¢ate¢ni tlohy.

Jednoznacénost FesSeni

Zbyvéa posledni tkol, dikaz jednoznacnosti feSeni. Povedeme jej sporem a bude vyzadovat
trochu vice pozornosti. Pfedpoklddejme, Ze néjaka jina spojita funkce z(t) je také feSenim dané
pocatecni tlohy. Pak se od funkce x(¢) musi ligit alespont v jednom bodé intervalu [tg, to + J].
Vezmeéme nejmensi hodnotu ¢; € [ty, to+ 9], pro niz x(t) = Z(t) na intervalu [to, ¢;], ale v jakkoli
malém pravém okoli bodu ¢; jiz existuji body, v nichz z(t) # Z(t). Ze spojitosti ovSem plyne,
ze bude existovat pravé okoli O(t1) C [t1, to + 0], v némz je x(t) # Z(t). Zvolme kladné ¢islo €
tak, aby platilo
e< M tj Me<1,

kde M je konstanta z Lipschitzovy podminky, kterou jsme pouzivali v predchozich c¢astech
dikazu. Na intervalu [t1, t; + €] je funkce |z(t) — Z(t)| spojita a neni na ném identicky nulova.
Oznacme 6 kterykoli z bodu intervalu [¢1, 1 + €|, v némz tato funkce nabude (podle véty 2.2)
své nejvétsi hodnoty A. Ziejmeé je A > 0 a 0 € (tq, t1 +¢|. (Vysvétlete, pro¢ nemiize byt 6§ = ¢;.)
Plati

0 0

A= 2(8) — 2(0)| = / f(r, 2(r) — f(r, 2(1)]| < / f(r, 2(r)) — f(r, #(1))] <

t1 t1

0
< /M\:U(T) —Z(7)|dT < MA(O —t1) < AMe < \.
t1
Opét jsme pouzili Lipschitzovu podminku! Dospéli jsme ke sporu — nemiize platit A < A.
Jednozna¢nost feSeni x(t) je rovnéz dokazéana.

Souvislost s vétou 7.2

Vénujme se jesté chvili diskusi o odchylkach ve formulaci Picardovy véty v kapitole 7 (véta 7.2)
od formulace pouzité v tomto prikladu.

e Ve vété 7.2 jsme predpokladali, Ze funkce f(¢, x) je definovéana (a spojitd) na oteviené
souvislé mnoziné D obsahujici bod (g, xg), nikoli na uzavieném obdélniku [ty — a, to +
+ a] X [xg — b, zo + b]. Vadi to? JistéZe ne. Diky znalosti vlastnosti mnozin popsanych v
odstavci 9.1 vime, Ze spolu s kazdym bodem (%o, 2¢) € D miZeme do mnoziny D ,vnutit®
uzavieny obdélnik se stfedem (to, o), tj. Ze existuji ¢isla a a b tak, ze [tg—a, to+a] x [zo—
— b, To + b] CD.
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e Ve vété 7.2 jsme predpokladali spojitost funkce f(¢, x) na oteviené souvislé mnoziné D.
Nebylo tam tieba pridat jesté predpoklad ohranicenosti této funkce? Vzdyt pro uza-
vieny obdélnik je ohranicenost funkce disledkem jeji spojitosti, pro otevienou mno-
zinu vSak nikoli. Sta¢i vzit tfeba funkci f(¢, ) = 27!, kterd je napiiklad na obdélniku
(ta, tg) x (0, ) spojita pro libovolné hodnoty ¢4, t5 a x5, neni vSak na ném ohranicena
(vite pro¢?). Vychodisko je zfejmé: Jak bylo Fe¢eno v odpovédi na pfedchozi otazku, pro
kazdy bod (to, o) € (ta, tg) X (0, xp) miZeme najit uzavieny obdélnik [ty — a, to +
+a] X [zg — b, kg + b] C (ta, tg) x (0, z5). Na ném jiz ohranicenost ze spojitosti plyne.

e Ve vété 7.2 jsme nepiedpokladali ohrani¢enost parcidlni derivace funkce f(¢, x) podle pro-
meénné x. Neni to na zdvadu? Odpovéd je opét zaporna. Ohranic¢enost derivace se v dikazu
Picardovy véty uvedeném v tomto piikladu objevila pouze ve dvou mistech: vyplynulo
z ni splnéni Lipschitzovy podminky a zajistila, ze Picardovy aproximace ,nevybéhnou®
7 definiéniho obdélnika, tj. ze body (¢, 2,(t)), n € N, lezi v mnoziné D = [ty — a, to +
+a] X [xg — b, xo + b]. Ve vété 7.2 jsme ovSem rovnou piedpokladali splnéni Lipschitzovy
podminky v kazdém bodé defini¢niho oboru D funkece f(t, ). A pokud jde o obor hodnot
Picardovych aproximaci, vzdy miZzeme pracovat na dostatetné malém okoli bodu (g, xo)
tak, aby potrebné pozadavky byly splnény.

7 ptredchozich uvah je zrejmé, ze dilkaz, ktery jsme v tomto odstavci provedli pro ponékud
modifikovanou formulaci Picardovy véty oproti vété 7.2, je beze zbytku pouzitelny i jako dikaz
véty 7.2.

9.2.7 Cviceni

1. Urcete defini¢éni obor D nésledujicich funkei dvou proménnych a zakreslete jej v R2. Ve vSech pfipadech
rozhodnéte o topologickych vlastnostech mnoziny D (otevienost, uzavienost, kompaktnost, souvislost, ome-

zenost):
a) f(z,y) = arcsin(z —y), o) flz,y) =/ mrr
b) f(x, y) = arccos(|z| +[y]),
o) fla,y) = 21—, f) flx,y) =In(d—2%) +Infz +y,
z—y?
d) fla,y) =l +y? —4) + V7, g) fla,y) = /iy +

2. V piipadech funkci a), b) a ¢) z pfedchozi lohy urcete a zakreslete také vrstevnice funkei.
3. V nésledujicich pfipadech vypoctéte limitu funkce f(z,y) v daném bodé a = (x¢, yo) vzhledem k zadanym
mnozindm A;:
; retg(r+y) _ _ _ _
a) lim (e y)(0,0),(z.)e; a\c/%yi’ , A = {(2,y) € R\ {(0,0)}|z] = [y[}, A2 = {(z,y) € R?|(z =

=y A (x>0} A = {(z.y) € R¥(z = y) A (z < 0)}, Ay = {(z,9) € R\ {(0,0}|]z = —y},
A5 =R?\ {(0,0)}.
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b) Hm ) (1,1),0€4, \/% 1= {(z,y) € R®*|(z = 1) A (z # y)}, A2 = {(z,y) € R?*[z = y},
Az = {(z,y) € R?|z >y}, Ay = {(z,y) € R2\(y =1) A (z<1)}, 45 = {(z,y) e R* = # y}.

¢) lim, ) (1,0), ()€ y7w7 A ={(z,y) e R?|(x < )A (0 <y < V1-22)}, Ay = {(z,y) € R?*|(z*+
T+ =) Ay #0)}, Az ={(z,9) eR*ly=v1—a}, Ay ={(z,9) eR*|( # 1) A (y=0)}, As = D

d) lim (g ) (0,0),(z.9)€A, xé’%m Ay = {(z,y) € R*\ {(0,0)}]y = kx}, Ay = {(z,y) € R*\ {(0,0)}|y =
= ka?}, As = {(x,y) e R*\ {(0,0)}z = ky?}, Ay = R®\ {(0,0)}}, A5 = {(z,y) € R*\ {(0,0)}|(z =

=0)V(y=0)}

4. Vypoctéte nasledujici limity:

) N . {L’2 2
a) lim ) (2,0) ﬁ, €) lim(z ) (o0,00) zSiZ“

. 233 . 2—\/x24y2+4
b) hm(I’y)ﬁ(a’G) $27_Z2a f) limz y)—(0,0) %’
¢) lim; ) (00,00) 5::;}57 g) lim ). g;g?f{z?’a

) . $2 4
d) limgy)-0,0) 52, h) limz.y)—0.0) 753y

5. Urcete body nespojitosti u nasledujicich funkei:
a) f(z,y) = prox #y, f(z,y) =0 proz =y.
b) Jy) = VI )= 14 YT

= bro |z| > |yl ay #0, f(z,y pro |y| > [z| a @ # 0, f(x,y) = 0 pro

xzy =0,
c) flz,y) = m proxz # (2k+1)5 ay #nm, n, k€ Z f(x,y) =1 pro z = (2k 4+ 1) nebo y = n,
k.n €Z,

d) f(z,y) = arctg (ﬁ) pro zy # 0, f(x,y) = § pro = 0 nebo y = 0.

6. Vypoctéte parcialni derivace a gradient u nasledujicich funkci. Ke kazdé z funkci zapiste vyraz pro uplny
diferencial. Vypoctéte druhé parcialni derivace.

= /22 + y2In (22 + y?), d) f(x,y) = arccosy + e” Hy?
b) f(z,y,z) = arctg¥, e) f(x,y,2) = zer,
¢) f(z,y) = £1n(zy), £) flay)=V1-a%—y? +ay.
7. Pomoci diferencidlu funkci dvou, resp. tfi proménnych vypoctéte pfiblizné nasledujici hodnoty:
a) {/(2,02)5 + (1,97)5, d) /3,060,
b) arctgh2, ) LETTEIE
¢) In(v/I;02 + 0,01), f) %"

8. Urcete smérové derivace nasledujicich funkci v zadaném bod€ a, ve sméru zadaného jednotkového vektoru

—

St

3‘) f(a?,y) = %7 a= (271)v §= (%7%)7
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%9,

10.

11.

12.

*13.

14.

*15.

b) f(x,y) = \/‘ma a = (3a4>7 5= (%’_%)7
C) (x,y,z) :‘ry+yz+x2a a = (17171)’ §= <_%’_%’%).

Necht f : D — R je funkce definovana a spojitd na oteviené mnoziné D C R™ a H = f(D) je oteviena
mnozina v R. Ukazte, ze

a) vzor f~1(V) libovolné oteviené mnoziny V C R je opét otevienad mnozina,
b) vzor f~1(V) libovolné uzaviené mnoziny V C R je opét uzaviend mnozina.

Zamyslete se nad tim, zda je nutné predpokladat otevienost mnoziny D, resp. H (defini¢niho oboru, resp.
oboru hodnot funkce f). Mzete se pokusit dokdzat i tvrzeni: ,Podminky a) a b) jsou ekvivalentni a vyplyva
z nich spojitost funkce f.“
Navod: Vyuzijte skutenosti, ze kazdou otevienou mnozinu V # ) lze zapsat jako sjednoceni otevienych
intervall, tedy jako sjednoceni néjakych okoli jejich bodu. Z definice spojitosti mé funkce v kazdém bodé D
limitu, ktera je rovna funkéni hodnoté. Uvazujte o bodech mnoziny V' jako o ,limitach® funkce f, pouzijte
definici limity a zkonstruujte mnozinu f~1 (V) jako sjednoceni otevienych mnozin (okoli jejich bodit). V tiloze
b) aplikujte stejny postup na doplnék mnoziny V' v mnozniné H ;. Uvédomte si, ze f~1(V) = f~Y(H NV) =
={z e D|f(x) e V}.
Najdéte priklady funkce f spojité na D C R™ takové, ze

a) obraz f(U) néjaké oteviené mnoziny U C D neni oteviend mnozZina,

b) obraz f(U) néjaké uzaviené mnoziny U C D neni uzaviend mnozina.

Charakterizujte body, pro které definice limity (formulovana pted ptikladem 9.15) splyva s obecné&jsi definici
limity (formulovanou pfed ptikladem 9.22), a ukazte, Ze pojem limity je v téchto piipadech také totozny s
pojmem ,limita vzhledem k mnoziné D*.

Navod: Uvédomte si, jakd je nutnd a postacujici podminka pro bod, v némz limitu pocitdme, aby obé
definice limity byly ekvivalentni?

Zamysletese nad tim, které z vlastnosti limit uvedenych ve vété 9.2 plati i pro pfipad limity vzhledem k
mnoziné A, resp. pro pfipad obecnéjsi definice limity (formulované pted piikladem 9.22) a zformulujte je.
Névod naleznete v textu.

Dokazte, ze pro pfipad vlastni limity funkce ve vlastnim bodé plati néasledujici tvrzeni, které casto byva
formulovano v podobé definice ekvivalentni definici limity uvedené v odstavci 9.2.1:

Necht mnozina D C R"™ obsahuje jisté ryzi okoli bodu a = (a1,..., a,). Cislo L je vlastni limitou funkce
fi:D3x=(21,...,2n) = f(z) = f(z1, ..., ) € R v bodé& a pravé tehdy, kdyz ke kazdému ¢islu € > 0
existuji kladna ¢isla 61, ..., d, tak, Ze pro kazdy bod

x=(21, ..., xy) € (a1 — 1, a1 +61) X -+ X (ap, — On, an + ) \ {(a1, az, ..., an)},
tj. pro 0 < |z; —a;| < &;, i € {1, 2, ..., n}, plati

|f(z1, ..., 2n) — L| <e.

Navod: Dukaz se snadno provede pouzitim definice pro specidlni volbu okoli jak bodu L, tak bodu a.
Formulujte tvrzeni o spojitosti (v daném bodé&) souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu dvou (v tomtéz bodg)
spojitych funkei a tvrzeni o spojitosti (v daném bodé) funkce vzniklé slozenim dvou (v kterych bodech?)
spojitych funkci. S vyuzitim véty 9.2 tvrzeni dokazte.

Dokazte Weierstrassovu vétu (prvni vlastnost v vété 9.3).

Navod: Vyuzijte vysledku pfikladu 9.26.
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Definujte na oteviené mnoziné D = (—a, a) x (=b, b) spojitou funkci f : D > (x,y) — R tak, aby
obrazem mnoziny D byl uzavieny interval.

Navod: Pokuste se nejprve o definici funkce jedné proménné f : (—a, a) 2 x — f(x) € R takové, Ze
obrazem intervalu (—a, a), tj. f(—a, a) je uzavieny interval.

Urdéete rovnice vrstevnic a spadnic pro funkce

a) f(z,y)=1-(2%+9?), b) f(z,y) =y —a?

v obecném bodé definiéniho oboru. Uréete rovnice teéné roviny v obecném bodé (g, yo) definiéniho oboru.
Z definice ukazte, ze funkce f(z,y) = |z + y| neni diferencovatelna v bodé (0, 0).

Zopakujte si pravidla pro soucet, rozdil, sou¢in a podil derivaci funkei jedné proménné (Véta 2.4 prvniho
dilu), pfeformulujte je a dokazte pro parcidlni derivace funkei vice proménnych.

. Vymyslete dalsi pfiklady situaci, kdy si smiSené parcidlni derivace f., a fy. nejsou v néjakém bodé rovny,

resp. situaci, kdy si v néjakém bodé rovny jsou, pfestoze v ném nejsou spojité.
Navod: Inspirujte se pfiklady 9.31 a 9.32.

Pievedte nasledujcici parcialni diferencialni rovnice do novych proménnych a vyteste je:

a) —fyy=0U=$+y7U=$—y, C) $2fm—y2fyy+$fx—yfy=07U=$yvv=%-
b)

yfyy—2y fy =0, u—a:—l—f v—m—%,

faa
faa

Urcete rozlozeni tlaku v kapaliné pro pfipad, Ze na kapalinové téleso neptisobi zadné vnéjsi sily.

. Rozhodnéte, zda nasledujici vyrazy jsou tplnym diferencidlem néjaké funkce dvou proménnych, v kladném

pripadé tuto funkci urcete:

a) (2vy —y? —sinz)dz + (22 — 22y) dy, e) (%) dz+ (%) dy,

)

b) (y )dx+( e + 5 )dy, . i
) )
)

oz 1 I
(22y) dz + (y2z) dy, Vit 1y + z> dx+< Mia?ig? +COsy> dy,

d ( ) dz + (2y + = ) dy, g) (2zy) dz — (2zy) dy.

C

Pomoci matematické indukce dokazte obecny vztah pro odhad rozdilu sousednich Picardovych aproximaci

/.LM"_l

2a(t) = ana (0] < B2

(t—to)",

odvozeny v odstavci 9.2.6.

Navod: Pro n = 1 jsme nerovnost pfimo provéftili v textu. Nerovnost pro |z, (t) — x,—1(t)| vezméte jako
indukéni predpoklad a vyjadfete pomoci néj nerovnost pro |z,1(t) — z,(¢)|.

V odstavci 9.2.6 jsme dokézali, ze posloupnost Picardovych aproximaci {z,(t)}n,enu{o} je stejnomérné
konvergentni v intervalu [tg, to+ 9], ¢islo ¢ bylo v odstavci 9.2.6 rovnéZ definovano. Limitu této posloupnosti
jsme oznacili x(t). Dokazte, ze posloupnost funkci {Z,(t)}nenutoy, kde @,(t) = f(t, z,-1(t)) pro n =
=1,2,... aig(t) =0, konverguje (stejnomérné) k funkci f(¢, x(t)).

Navod: Zapiste Lipschitzovu podminku pro vyraz |f(t, x,—1(t)) — f(t, z(t))| a vyuzijte skutecnosti, ze
posloupnost {z,(t)}nenu{o} konverguje na [to, to + 0] stejnomérné k z(t).

Najdéte piiklady funkci, pro néz je bod (a, b) staciondrnim bodem a plati:
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a) V bodé (a, b) ma funkce f(x, y) neostré lokdlni maximum.
b) V bodé (a, b) mé funkce f(x, y) neostré lokdlni minimum.

¢) V bodé (a, b) ma funkce f(z,y) ostré lokdlni minimum a kvadratickd forma x(&, ) je pozitivné
semidefinitni.

d) V bodé (a, b) ma funkce f(z, y) ostré lokdlni maximum a kvadratickd forma (&, 1) je negativné
semidefinitni.

[§]

f

) V bodé (a, b) mé funkce f(z, y) ostré lokdlni maximum a (€, 1) je ,nulovad* kvadratickd forma.
) V bodé (a, b) mé funkce f(z, y) ostré lokdlni minimum a (£, ) je ,nulovd“ kvadratickd forma.
g) V bodé (a, b) nemd funkce f(x, y) extrém a (£, n) je ,nulovad* kvadraticka forma.
h) v bodé (a, b) nemé funkce f(z, y) extrém a kvadratickd forma (&, 1) je negativné semidefinitni.
i) v bodé (a, b) nem4 funkee f(z, y) extrém a kvadratickd forma (&, 1) je pozitivné semidefinitni.

27. Naleznéte stacionarni body nasledujicich funkci a rozhodnéte, o jaky typ stacionarniho bodu se jedna:

113 2
a) f(z,y) = 2%y —2zy + 37, d) f(z,y) = T,
3
5 e) f(z,y)=1—a®—ay—y* -3y

2
¢) fla,y) = 220,

Navod: Nepodaii-li se o typu stacionarniho bodu rozhodnout pomoci kvadratické formy x, pokuste se o to
uvahou vychézejici pfimo z definice extrému a tvaru funkce f(z, y).

28. Najdéte globalni extrémy funkce f(z, y) na mnoziné M:
2) £z, 5) = =iz, M= (0,1) x (0, 1),
b) f(zy) = zbos, M = (0, 1] x (0, 1],
c) f(z,y) =st72+y2 M ={(z,y) € R?[2® + 4> < 1},
d) fla,y) =5, M={(z,y) € [-2,2] x [-2, 2] [« # 0, y # 0},
e) f(z,y) =322 +22y+3y* — 1, M ={(x,y) e R? |22 + 3> < %}

29. Najdéte stacionarni body (a, b) funkce z = f(x, y) vzhledem k mnoziné A = {(x, y) € R?|h(x, y) = 0}.
Ulohu feste jak pomoci vhodné parametrizace mnoziny A, tak metodou Lagrangeovijch multiplikatort.
Vysledky obou zptsobt porovnejte. Pomoci metody vhodné parametrizace mnoziny A urcete také typ
stacionarniho bodu.

y)=+1—a22—y? h(z,y)=z+y—1,
Vi—a22—y2 h(z,y)=(x—-1)2+(y—1)2 -1,

b) (x,y)

) flz,y) =22 +92 hz,y) =z +y—1,

d) flz,y) = \/mhxy (@ -1+ (y-1)% -1,
¢) flz,y) =%+ % hiz,y)=z+y—1,

£) flo.y) = wi+“2,h<a:,y>=x2+y2—1,p>q,

g) flz,y) =2®+y* hlx, y) =2y — 1,




9.3. VEKTOROVE FUNKCE VICE PROMENNYCH 867

h) f(x? y) =r+y, h(l‘, y) =$2+y—1-
30. Urcete polohu vazanych lokalnich extrému u funkci z predchoziho prikladu také pomoci geometrické pred-
stavy. Zakreslete vrstevnice funkce f(x, y) a mnozinu A v roviné xy.

31. Naleznéte nejvyssi a nejnizsi bod, ve kterém plast kuzele z = \/:ﬁy2 protind plast eliptického vélce o
rovnici 222 +y%? — 1 = 0.
32. Pomoci metody Lagrangeovych multiplikatord ukazte, ze
a) mezi vSemi obdélniky konstantniho obvodu mé nejvétsi obsah étverec,
b) mezi vSemi obdélniky konstantniho obsahu mé nejmensi obvod étverec,
¢) mezi vSemi kvadry konstantniho povrchu mé nejvétsi objem krychle,
d) mezi vSemi kvidry konstantniho objemu mé nejmensi povrch krychle.
33. Naleznéte lokalni extrémy funkce z = f(z, y) zadané implicitné:
a) F(z,y,2)=22+azy+y?>—20+3=0,
b) F(z,y,2)=22—yz—a2? —y?* +4y—16 = 0.

9.3 Vektorové funkce vice proménnych

Vektorové funkce vice proménnych, resp. vektorové funkce vektorové proménné pro néas jiz
nebudou nécéim zcela novym. V prikladech predchozich odstavcti se jim nedalo vyhnout. V
tomto odstavci si vSak vSimneme podrobnéji nékterych jejich charakteristik, zejména Jacobiho
zobrazeni, na néz jsme jiz také narazili v kapitole 5, a integralnich kfivek, které maji zna¢ny
fyzikalni vyznam jako silocary, indukéni ¢ary, proudnice, apod.

9.3.1 Derivace vektorové funkce — Jacobiho zobrazeni

Nejprve vektorovou funkci pofadné definujeme. S vyhodou muzeme pouzit pojmi, které jsme
zavedli v odstavci 9.2. Nebudeme je proto jiz podrobné rekapitulovat.

Vektorovou funkci n proménnych x1, ..., x, definovanou na mnoziné D C R" ro-
zumime zobrazeni

f:D3>x=(x1,...20,) — f(x) e R™, (9.53)
flx)=(fi(zr, ..y mn)y ooy frlTr, - o) @)

Casto znadime y = f(z) a

y1 = fi(zy, ..., x,) mebo y; = yi(xq, ..., z,),

.................................................... : (9.54)
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Zkracené také piseme

Yo = fol®i), mnebo ys =yu(z;), i=1,...,n, a=1 ..., m.

Vztahy (9.54) jsou rovnice zobrazeni f. Funkce f,(z1, ..., z,) jsou slozky vektorové funkce f.
Pro jednoduchost nepiseme v obecném pripadé nad symboly f, x, y Sipky, ty rezervujeme pro
situace s fyzikdlnim vyznamem.

Vektorovou funkci tedy jednoduse ur¢ime zadanim m skalarnich funkci, které jsou jejimi
slozkami. Podobné jako v pripadé skalarni funkce rozumime prirozenym definicnim oborem
vektorové funkce y = f(z) ,nejvétsi mnozinu D C R", na niz jsou definovany vSechny slozky.
Vektorova funkce se nazyva spojita v bodé a = (ay, ..., a,) € D, jsou-li v tomto bodé spojité
vsechny jeji slozky.

Ptipomente si definici derivace funkce jedné proménné a zejména definici diferencovatelnosti
skalarni funkce vice proménnych (9.19) a (9.20). Definice derivace vektorové funkce bude velmi
podobna a jeji formalni zapis bude stejny dokonce tplné.

Symbolem |f(z)|, zna¢icim absolutni hodnotu, budeme standardné rozumét velikost vektoru

f@)=(fi(zr, - oy xn)y ooy fxe, oo X)),

|f(3§')‘ = \/[fl(xlv ceey xn)]Q +-+ [fm(xb R xn>]27
stejné jako zapis
|| = /ai 4+ a2

predstavuje velikost vektoru proménnych = = (x1, ..., x,). Tuto symboliku budeme pot¥ebovat
v definici derivace vektorové funkce. Co jesté budeme potiebovat, jsou tecné vektorove prostory
T,R", resp. Tj»)R™ umisténé v bodech z € R", resp. f(x) € R™ euklidovskych topologickyjch
prostori R"™, resp. R™ (viz podrobné vysvétleni v odstavci 9.2.3). Derivace vektorové funkce
bude opét linearni zobrazeni te¢nych prostorti. Samoziejmé ne jakékoli, ale definované tak, aby
vystihovalo, jak se v linearnim pfiblizeni zméni hodnoty vektorové funkce se zménou hodnot
proménné. Schematicky znazornuje situaci obrazek 9.38 pro n = 2 a m = 3. V obrazku jsou
vyznaceny prostory R"” = R? a R™ = RS3, jejich tecné prostory v bodech a = (ai, az) a
fla) = (fi(a1, a2), folar, az), fs(ai, az)), vektor ,piirastka“ & = (hy, hy) € T,R* a vektor
¢(a)(€) = Df(a)(§) € TywR?. Vyznam kiivek C a f(C), k nimz jsou vektory & a D f(a)(§)
tecné, vysvétlime v prikladu 9.66.
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R? R?
x, TaR2
a2+h2 6:(h17h2) y3:f3(a1,a2) N
. C
a
yI:fl(aNO’Q)
a, a-+th Y

Obr. 9.38 K definici derivace vektorové funkce.

Vektorovou funkei f(z) = (fi(z1, ..., Zn), -+, fm(x1, ..., x,)) definovanou v bodé
a = (a, ..., a,) a jistém jeho okoli nazveme diferencovatelnou v bodé a, jestlize
existuje linearni zobrazeni

© TaRn =) 5 — go(f) € Tf(a)Rm,

5 = (h17 cccy hn)? (P(f) = (()01(517 000 g gn)7 o009 Som(gla 0oy gn))
tak, ze plati
|fla+§) — fla) — (&)
l€[=0 €]

Linearni zobrazeni ¢ pak nazyvame derivace funkce f(x), nebo také Jacobiho zob-
razeni v bodé a, a znacime ¢ = D f(a).

= 0. (9.55)

Pozn.: Soucet a + £ neznamena nedovolené sc¢itani bodu a vektoru, nybrz formalné vyjadiuje
fakt, ze pomoci vektoru & = (&1, ..., &), vazaného v bodé a = (ay, ..., a,) € R", se ,,posou-
vame“ do bodu (a; + &, ..., a, +&,) € R™

S nazvem Jacobiho zobrazeni jsme se setkali jiz v kapitole 5. Jednalo se tam o zobrazeni,
které vektoriim baze kartézské soustavy soufadnic, tecnym k souradnicovym piimkam, pfimo
pritazovalo vektory baze soustavy kiivocarych soutadnic, te¢né k odpovidajicim soufadnicovym
krivkam. Jaka je souvislost mezi Jacobiho zobrazenim z kapitoly 5 a pfedchozi definici? Za chvili
uvidime, ze velmi tizka — Jacobiho zobrazeni pfi souradnicovych prechodech je specialnim pfi-
padem této obecné definice. Uz z nazvu je jisté ziejmé, ze tomu tak musi byt. V kapitole 5 jsme
Jacobiho zobrazeni mezi prostory stejné dimenze definovali spiSe nazorn€ geometricky. Nyni
tuto pfedstavu uvedeme do souladu s definici analytickou. Co je pro to tfeba udélat? Deri-
vace obecné vektorové funkce je definovana jako urcité linedrni zobrazeni vektorového prostoru
dimenze n do vektorového prostoru dimenze m. A to je reprezentovano néjakou matici typu
n/m (kdo to zapomnél, af se vrati ke kapitole 4). Nasim cilem bude tuto matici najit. Jisté
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tusite, Ze bude tvofena parcidlnimi derivacemi funkci fi(z1, ..., z,) az fn(x1, ..., x,) podle
jednotlivych proménnych.

Pfredpokladejme, ze vektorova funkce f : R"™ 5 x — f(z) € R™, vyjaddfend rovnicemi
(9.54), je diferencovatelna v bodé a = (ay, ..., a,). Linearni zobrazeni vystupujici v definici
diferencovatelnosti oznac¢me . Vime o ném, ze existuje, a tusime, ze bude urceno jednoznacné,
podobné jako v pripadé skalarni funkce vice proménnych. Matici, kterd zobrazeni ¢ reprezen-

tuje, oznacme (D;,), i =1, ..., n, « =1, ..., m. Ozna¢ime-li slozky vektoru & = (hy, ..., hy)
a slozky vektoru p(§) = (¢1, ..., Gn), plati

Dy Dy ... Dy

Dy1 Doy ... Dy

(G G oo G = hy oo hy) neboli ¢y =Y h;Dia.
D,i D, ... Dun,

Vyjadiime-li defini¢ni limitu derivace funkce f(z) (9.55) pomoci slozek funkce f (pFi¢emz slozky

ostatnich vektort a soufadnice bodu pro jednoduchost rozepisovat nebudeme), dostaneme

\/[fl(a +&) = fila) = X0 Dl + - A+ [fnla + &) = frn(a) = X0y 7Dy

im =0.
€1=0 i
Protoze pro kazdé jednotlivé a =1, ..., m plati
0< |fa(a + 5) - fa?;) - Zi:l hiDz‘a| <

n 2 n 2
_ \/[fl(a +&) = fila) = X hiDa]™ + -+ [fm(a + &) = fmla) = 2202, hiDini]
- § ’
muzeme pro limity pouzit vétu o sevieni (pfedposledni vlastnost ve vété 9.2) a urcit pro jed-

notliva o limitu
o - Ja - @7 hiDia
lim |f (a + 5) f (a) szl | — O
€[50 13

Porovname-li vysledek s definici diferencovatelnosti skalarni funkce (9.20), vidime, ze kazdad z
funket fo(xq, ..., x,) je v bodé a diferencovatelnd a piislusny tplny diferencial ¢, = D f,(a)
je reprezentovan matici typu n/1, (Diy), i = 1, ..., n. Z vlastnosti diferencidlu skalarni funkce
jiz. ale vime, Ze pokud je diferencovatelna, je jeji tplny diferencidl urcen jednoznacné a je
reprezentovan matici tvofenou parcidlnimi derivacemi této funkce. Matici (D;,), 1 =1, ..., n,
a =1, ..., m, tak nezbyva, nez aby byla tvaru
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Jacobiho matice

ofi(z) Ofz(=) Ofm(x)
o1 o1 o o1

ofai(z) Ofa () Ofm(x)
Oxo Oxo o Oxo

dfalz)
Dfw = (%) -

ofi(x) Ofa(x) Ofm(x)

OTn Oxn o Oxn

Predchozi tivahou jsme soucasné ukazali, ze také derivace vektorové funkce je urcena jed-
noznacné, stejné jako tomu bylo u funkce skalarni.
Priklad 9.66: Kiivky a tecné vektory aneb trocha geometrie ...

V komentafi k obrazku 9.38 jsme slibili, ze vysvétlime vyznam kiivek C a f(C), které jsou v ném vyznadeny.

Obrazek je sice nakreslen pro n = 2 a m = 3, ale vypocet zvladneme v obecné podobé. Predpokladejme, ze
kfivka C v prostoru R”™ prochézejici bodem a je napfiklad parametrizovanym obloukem

C:(—g,e)3t — C(t) = (x1(t), ..., zu(t)) € R™, a = z(0).
Tak jako vzdy, a také v kapitole 5, si ji pfedstavime jako trajektorii néjaké castice a jeji tecny vektor £ v bodé
a spocCteme jako rychlost c¢astice,
E=(1(t), ..., Tn(t);—g, ti- & =2:(0) pro i=1,...,n.

Zobrazime-li k¥ivku C pomoci funkce f(z), dostaneme k¥ivku f(C) v prostoru R™. Jeji parametrické vyjadieni
je
f(€): (e e) ot — fIO)(t) = (11(t), -, ym(t)) € R™,
Ya(t) = fa(z1(t), ..., zp(t), a=1,...,m, f(a)= f(z(0)).
Tecény vektor k této ,deformované” kiivce je prvkem tecného prostoru Ty, )R™ a jeho slozky opét zjistime jako
derivace parametrického vyjadieni kiivky,

¢= (yl(t)a ) ym(t))t=0 :

K provedeni vypoc¢tu staci, abychom si vzpomnéli, jak se derivuje sloZena funkce. Pro libovolné o =1, ..., m
je
: Ofa(z) . dfa(z) .
o =9a(0) = t c n(t = iDia .
w=a0) = (T P00+ S a0) =3 6Dat)

Zavér je mozna pro mnohého ¢tenafe ocekavany. Tecny vektor ¢ € T)R™ v bodé f(a) ke kiivce f(C), ktera
vznikla ,zdeformovanim* puvodni k¥ivky C funkci f, je Jacobiho obrazem tecného vektoru £ € T,R™ v bodé a

k pavodni kfivce C.
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Priklad 9.67: ... a trocha terminologie

Ptedchozi tivahy ukazuji jasnou souvislost analytickych a geometrickych pojm — derivace vektorové funkce
a zobrazeni te¢nych prostort. Vse, co jsme zjistili, je v souladu s jednou z klicovych vét algebry, Ze totiz linedrni
zobrazeni je jednozna¢né urceno obrazy baze. Skutecné, zobrazime-li Jacobiho zobrazenim libovolny vektor
standardni béze e; = (0, ..., 0, 1;, 0, ..., 0) te¢ného prostoru T, R", ziskdme obraz ¢; = ((¢;)1, -- -, (Ci)m),

((i)a = Z(ei)j a];jc(f) =36y a](;c;(;) _ 8g;ix)7

j=1
kde d;; je staré zndmé Kroneckerovo delta. Symbol 1; ve vyjddieni vektoru e; ve slozkach znamena, Ze jednicka
stoji na i-té pozici.

Je zde také souvislost se smérovou derivaci. Vypo¢téme t¥eba smérovou derivaci skaldrni funkece f(z1, ..., z,)
podle vektoru e;,

0f(x) Of(x)
Oe, f(x) = e)1+ -+ ——>(e)n = ——=.
ezf( ) Oy ( 1)1 o, ( l)n o,

Vysledek je takto jednoduchy proto, ze vektor e; ma pouze i-tou slozku nenulovou a rovnou jedné. Smeérova
derivace funkce podle vektoru béaze je pfimo rovna parcidlni derivaci funkce podle prislusné proménné. Na
zakladé této souvislosti také nékdy zapisujeme vektory baze a obecny vektor jako jejich linedrni kombinaci ve
tvaru

0f ()

0 0 0 0 0
(el,u'aen)_( )» fzflaixl"‘”"*fn%:&i

Oxy’ 7 Oxn, " ox;’

s pouzitim Einsteinovy scitaci symboliky v zavéru zapisu.

Pozn.: Interpretujeme-li Jacobiho zobrazeni jako zobrazeni te¢nych prostorti, jak to lépe od-
povid4 geometrické predstavé (piiklad 9.66), znac¢ime je ¢asto jako

a nazyvame je tecné zobrazeni k funkci f v bodé x.

9.3.2 Proudnice, silocary a jiné integralni ¢ary vektorovych poli

Pojem pole zname dobie z fyziky. Dokonce nefyzikové, laici a Skolni mladez intuitivné veédi,
co to znamend, kdyz fekneme, ze v okoli Zemé je gravitacni pole, elektricky naboj vytvari
indukéni ¢ara a rizni senzibilové nebo véstci je pouzivaji bézné. V této kapitole jsme jiz také
mluvili o silovém poli, jeho praci a odpovidajici potencialni energii, Slo-li o pole konzervativni.
Nyni nam vsak piijde o presnéjsi matematicky popis téchto objektti. Zakladem popisu je pojem
vektorového pole. V podstaté jde o znamou véc — o vektorovou funkci vice proménnych, avsak
pro m = n,

f:Dox=(x1,...,2,) — f(x)=(filz1, ..., Tp), ..., fulz1, ..., 2,)) € R™.
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Obr. 9.39 K interpretaci vektorového pole.

Toto zobrazeni pfifazuje bodu v R™ opét bod v R", jak ukazuje obrazek 9.39 vlevo pro troj-
rozmérny piipad. Mohli bychom si myslet, Ze o takovém zobrazeni jiz vSe potiebné vime z
predchoziho odstavce. Jisté, stacilo by tam polozit m = n. V pravé ¢asti obrazku vsak vidime
jinou moznost, jak vektorové pole interpretovat. Do bodu x € D C R" umistime tecny prostor
T.R™ k prostoru R". Obdobné do bodu 2/ € D C R™ umistime teény prostor 7,,R". Pro
jednoduchost oznacime jako TR"™ sjednoceni vSech tec¢nych prostort v bodech x € D. Funkce
fi(z), ..., fu(x) tvotici vektorovou funkei f(x) budeme interpretovat jako slozky vdzaného vek-
toru umisténého pravé v bodé x. Tuto interpretaci jsme jiz koneckonct tak trochu pouzivali v
predchozim odstavci. Takto to udélame pro vSechny body defini¢niho oboru, o némz obvykle
predpokladame, Ze je otevienou mnozinou v R™, nebo je to pfimo cely prostor R" (samoziejmé
jsou mozné i jiné situace).

Necht D C R™ je oteviend mnozina. Zobrazeni

f:D3>x=(x1,...,2,) — f(x) e TR", (9.57)

flx)=(fi(ze, ...y zn), ooy fulzr, o0y ),

se nazyva vektorové pole na mnozin€é D. Vektorové pole f se nazyva spojite, resp.
diferencovatelné, jsou-li vSechny jeho slozky fi(xy, ..., z,), i = 1, ..., n, spojité,
resp. diferencovatelné funkce proménnych x; az x,,.

Pozn.: Nékoho moznéa napadne, zda uz téch prostori neni trochu mnoho. Je jich pravé spravny
pocet. Jen je potieba se v nich dobfe vyznat. R" je jako obvykle n-rozmérny topologicky prostor
s euklidovskou topologii danou otevienymi kvadry (viz odstavec 9.1.1). Te¢ny prostor k R" v
libovolném bodé x, T, R", je n-rozmérny vektorovy prostor, v némz jsou definovany algebraické
operace s vektory — sc¢itani vektori a nasobeni vektoru skalarem, v nasem pripadé readlnym
¢islem. Mnozina TR", kterou jsme zavedli jako sjednoceni vSech te¢nych prostorti v bodech
defini¢niho oboru vektorového pole, nema zatim zadnou strukturu. Lze a je i vhodné na ni
zavést strukturu topologickou, to vsak je pro nas tucel zbytecné.
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Z definice také vidime, pro¢ pro tuto interpretaci vektorové funkce potfebujeme rovnost
m = n. Teény prostor k R™ musi mit stejnou dimenzi. Graficka pfedstava vektorového pole je
nenarocna. Z kazdého bodu defini¢niho oboru ,tréi“ jedna Sipka. Ma vSak své nevyhody. Nemi-
zeme prece nakreslit Sipky do vSech bodu defini¢niho oboru, protoze je jich nekonec¢né mnoho.
A kdybychom se snazili nakreslit Sipek co nejvice, bojovali bychom za chvili s nepiehlednosti.
Daleko prehlednéjsi grafické znézornéni vektorového pole ziskdme prostiednictvim jeho inte-
gralnich krivek. Jsou to prave ty krivky, které pak v pripadé gravitacniho ¢i elektrostatického
pole nazyvame silocarami, v pripadé magnetického pole indukénimi ¢arami, v piipadé proudici
tekutiny proudnicemi. Pojem integralni kiivky vektorového pole je jednoduchy. Dejme tomu,
ze v prostoru R" je definovano vektorové pole f(z). A predstavme si v tomto prostoru kiivku,
parametrizovanou tfeba ve tvaru C : (—¢,¢) 3t — C(t) = z(t) = (z1(¢), ..., z,(t)) € R™,
takovou, Ze vektor f[z(t)] je jejim teénym vektorem v bodé x(t). Plati-li to pro vSechny pii-
pustné hodnoty parametru ¢, je kiivka C integralni kiivkou vektorového pole f(z). Skutecnost,
ze néjaky vektor je te¢nym vektorem urcité kiivky, jiz vsak vyjadrit umime. Mnohokrat jsme k
tomu pouzili analogie z mechaniky — vztah mezi kfivkou a jejim tecnym vektorem je totéz co
vztah trajektorie a rychlosti ¢astice. Ma-li onou ,rychlosti“ pro ,trajektorii“ C v daném bodé
x(t) byt pravé vektor f[z(t)], je zapis snadny:

Integrdlni krivkou vektorového pole f(z) definovaného na oteviené mnoziné D C R™
rozumime kazdou kiivku

C:(—g,e)dt = C(t)=z(t) = (z1(t), ..., za(t)) € R,

pro kterou plati
d
10 _ fta) (9.58)

pro vSechna t € (—¢, ¢), pro kterd z(t) € D.

Vektorova rovnice (9.58) je soustavou n oby¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu pro
neznamé funkce x,(t) az z,(t) predstavujici parametrické vyjadieni integralnich kiivek. Plati
zde ,vicerozmérna verze“ Picardovy véty 7.2: Jsou-li vSechny slozky vektorové funkce

flz)=(fi(z1, ...y mn), ooy fulzn, o0, @)

na D spojité a v kazdém bodé mnozZiny (—¢, €) x D spliuji Lipschitzovu podminku, prochazi
kazdym bodem této mnoziny pravé jedno FeSeni soustavy (9.58). Obecné feSeni soustavy obsa-
huje n libovolnych konstant. Ty urc¢ime, zadame-li n soutfadnic bodu, kterym ktivka prochazi.
Kazdym bodem, v némz je feseni soustavy definovano, tak prochazi pravé jedna kiivka. Ktivky
se neprotinaji. Konkrétné si jejich chovani ukazeme na nékolika nasledujicich prikladech. Po-
dobné jako v predchozich c¢astech textu budeme i tentokrat psat nad vektory Sipky, budeme-li
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mit co do ¢inéni s dimenzemi pfedstavujicimi obvyklou geometrickou ¢i fyzikalni realitu, tj.
n < 3.
Priklad 9.68: Silocary elektrostatického pole bodového naboje

Obrazek 9.40 je zndm snad jiz ze zakladni Skoly. Znézornuje silocary elektrostatického pole kladného a
zaporného bodového néboje. Silo¢ary jsou radialni a u kladného naboje mifi ven, u zaporného dovnitf. To
vyjadfuje znamy fakt, ze elektrostaticka sila, kterou ptsobi ndboj budici pole na kladny naboj umistény do
tohoto pole, ma smér spojnice ,budictho® a ,testovaciho“ naboje a je odpudiva, resp. pfitazliva. Zkusme nyni

z z

/A4
EISES

Obr. 9.40 Silocary elektrostatického pole bodového naboje.

vypocitat integralni kfivky elektrostatického pole ve vakuu a presvédcit se, ze jsou to pravé silocary. Intenzita
elektrostatického pole od budiciho ndboje @ (sila vztazend na jednotkovy kladny testovaci naboj) je vektorové
pole tvaru

Q T Q (z,y, 2)

E:R*\{(0,0,0 7 E(F) = — = T:R® c TR?
\{(7 ) )}97’—> (f‘) 47T€() r3 47T50(.’L'2+y2+22>% € C )

kde ¥ = (z, y, z) je polohovy vektor testovacitho ndboje vzhledem k budicimu, nebo, umistime-li budici naboj do
pocatku soustavy soufadnic, polohovy vektor daného mista elektrostatického pole. Konstanta o = 8,85 - 10712
Fm™! je permitivita vakua. Soustava diferencidlnich rovnic (9.58) pro integralni kiivky vektorového pole E(7)

ma tvar
. Q z . Q Y . Q z
T = 3, Y= 3 = 3
47'('50 (x2—|—y2—|—22)2 47T€() (1‘2 +y2 +32)2 47760 (;1;2—|—y2 —|—z2)2
Q 7

4dmeg T3’

nebo vektorové

=3y

Aniz bychom rovnice skuteéné integrovali, vidime, Ze te¢ny vektor 7 vazany v bodé 7 je souhlasné, resp. nesou-
hlasné rovnobéZny s polohovym vektorem 7 pro @ > 0, resp. @ < 0. To plati pro kaZdyg bod 7 definiéniho oboru
vektorového pole elektrostatické intenzity E (7). Silo¢ary jsou tedy skuteéné takové, jak je zname ze zdkladni
vyuky elektfiny.

Presto se pokusme rovnice siloc¢ar ,,poctivé
vSechno sec¢téme, pro jednoduchost jesté oznac¢me K =

[43

zintegrovat Prvni z rovnic vynasobme &, druhou g, tfeti Z a
Vyjde

471'50
2 + y2 + 22

zz+yy+zi=K———"——
" (a2 +y? + 22)2
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SN VS e I S Y W
dt |2 y _1/x2+y2+22 dt \ 2 _\/E

P¥i posledni tpravé jsme pouzili dalsitho zjednodusujiciho oznadeni w = 2 4+ y? + 22 = r2. Pfedchozi rovnici jiz
snadno dale upravime a zintegrujeme,

1
/§ﬁdw:m+c — wyw = 3(Kt + O).

Pouzijeme-li napiiklad poéateéni podminku w(0) = wg, dostaneme

wy/w = 3Kt + TS’, 0 = /Wo.
Dosazenim do ptuvodnich rovnic integralnich kiivek pak

. Kx . Ky . Kz
T = , = , A=
sKkt+ra VT 3Kt+13 3Kt + 13

Odtud naptiklad pro funkei x(¢) dostaneme

1
Inx = gln(?)Kt+rS’) +konst. = x(t) = ky, /3Kt + 3.

Podobné po funkce y(t) a z(t) je

y(t) = ky 3Kt + 13, 2(t) = ko {/3Kt+13, ky= -2, ky =2 k=22
To To To

Pokud z tohoto parametrického vyjadfeni neni pfimo vidét, ze se jedna o pfimky smérfujici do pocatku, staci,
oznatime-li 7 = L+ ¢/3Kt + rg jako novy parametr. Pak

To

T = ZoT, Y =Yo7, <= 2T

a parametrické rovnice pfimky s poc¢ateénim bodem (0, 0, 0) a smérovym vektorem (xg, Yo, 20) hned poznivame.
Bod (0, 0, 0) integralni kiivky samoziejmé neobsahuji, nebot v ném vektorové pole neni definovano. Pouze z
néj ,vychazeji“, nebo do né&j ,vchazeji“. Bod (0, 0, 0), v némz je umistén naboj Q, je ziidlem, tj. zdrojem, nebo

mistem zéniku silocar. Podrobnéji se s touto interpretaci sezndmime v odstavci 9.4.1.

Piiklad 9.69: Proudéni v R?

Ptedstavme si, ze v prostoru R? (euklidovské roving) sledujeme ustdlené proudéni kapaliny. Slovo ,justalené®
znamena, Ze rychlost elementu kapaliny je plné uréena pouze bodem 7 = (z, y) € R?, v némz se element praveé
nachézi, a nezavisi na tom, kdy, tj. v kterém okamziku, se element v tomto bodé ocitne. V roviné R? je tedy
zadano vektorové pole rychlosti (7) = (vi(x, y), va(z, y)). Zadejme je konkrétné tfeba jako ¢(F) = (1, 3z), tj.
vi(z, y) = 1, va(z, y) = 3z. Nasim tkolem je zjistit parametrické vyjddieni integralnich kfivek, nazyvanych
v této fyzikalni situaci proudnice. Vektorové pole ¥(7) ve vybranych bodech roviny je znézornéno na obrazku
9.41. Pro slozky vektori je pouzito stejné méfitko jako pro slozky bodi. Zkuste si slozky znazornénych vektora
spocitat sami a porovnat s obrazkem. MiiZzete obrazek doplnit o dalsi vektory. Z obrazku vlevo se jiz tak trochu
rysuje, jak by asi mohly proudnice vypadat. Uréime je z rovnic integrélnich kiivek (9.58):

3.3:’()1(.’1?, y)a y:/UQ(‘T7 y) = z=1, y=3=x.
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Obr. 9.41 Proudnice vektorového pole rychlosti v roviné.

Rovnice jsou velice jednoduché. Integraci prvni z nich, x(t) = t + x¢, a dosazenim do druhé dostaneme

. 3
§=3(t+mz) = y:§t2+3x0t+yo.

Hodnoty z a yo jsou integracni konstanty a maji vyznam soufadnic bodu na proudnici, jemuz odpovida nulova
hodnota parametru ¢. Ziskali jsme parametrické vyjadieni soustavy parabol. Ze jde o paraboly, uvidime jesté
zietelné€ji, vylouc¢ime-li z parametrickych rovnic parametr a ziskdme rovnice kartézské,

3
t:x—l‘o - y:i(x—xo)Q—I—?)xo(x—xo)—i—yo,

3 3
y:§x2+C’, Czyo—ixg.

Vzhledem k tomu, Ze xy a yo jsou libovolné integra¢ni konstanty, je i C' libovolna konstanta. Proudnice jsou
tvoreny soustavou parabol s vrcholy na ose y. Jedné se o tzv. jednoparametrickou soustavu krivek, kazda z nich

je popsana jednou hodnotou konstanty C'. I tuto situaci ukazuje obrazek 9.41.

9.3.3 Krivkovy integral druhého druhu

V piikladu 9.39 jsme pocitali praci sily (silového pole) F (7) po prostorové kiivee C za pred-
pokladu, ze elementarni prace této sily byla vyjadrena uplnym diferencidlem kmenové funkce.
Slozky sily byly parcidlnimi derivacemi této funkce podle jednotlivych proménnych. Jak ale
vypocteme celkovou praci sily po kiivece C, jestlize elementarni prace nebude Gplnym diferencia-
lem? Jak jsme v prikladu 9.39 upozornili, povede feseni této tlohy k zavedeni pojmu k¥ivkového
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integralu druhého druhu. Z hlediska diskuse, zda 0 A je ¢i neni tplnym diferencialem, by mohla
uloha na vypocet prace nalezet do odstavce 9.2.3. Protoze vSak je silové pole polem vektoro-
vym a kiivkovy integral druhého druhu je pojem definovany obecnéji nez pro pripad vyjadieni
elementarni prace uplnym diferencidlem kmenové funkce, zaradili jsme jej do odstavce o vekto-
rovych polich.

Ve shodé s prikladem 9.39 predpokladejme, zZe je parametricky zadan po castech hladky
rektifikovatelny oblouk

C:la, B2t — C(t) = (z(t), y(t), 2(t)) € R®.

(Definici oblouku si mizete pfipomenout v odstavci 2.3. prvniho dilu.) Na oteviené mnoziné
D, ktera kiivku C obsahuje, zadejme vektorové pole

ﬁ(F) = (Fl(xv » Y, Z)v FQ(‘Ta Y, Z)v F3(xa Y, Z>)7

které je pfinejmensim spojité. Podle potieby miizeme pozadovat i diferencovatelnost, poptipadé
spojitost parcialnich derivaci (v nékterych piikladech dal$ich odstavel to skuteéné bude tieba
a je$té na to upozornime). Po vzoru postupu v odstavci 2.3.5 rozdélme oblouk na tseky, jak
schematicky ukazuje obrazek 9.42. Body mnoziny

z = —
B, F(7,,)
F() f B,
C
Ar,
it )
BO
i+1
7t )
Y
i
d tl‘ tl, 161

Obr. 9.42 K definici krivkového integralu druhého druhu.

D:{Oé:to,tl,...,ti,tiJrl,...,tn:ﬁ}

tvori déleni intervalu parametru [«, 5] a odpovidaji jim postupné body By, ..., B;, Bit1, ...,
B,, na oblouku C. (Od znaceni v odstavci 2.3.5, kde byly body na oblouku znaceny pismeny
A s indexem, zde upoustime, nebot symbol A zlstane rezervovan pro praci — abeceda prosté
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nékdy nestaci.) Hodnoty vektorového pole ﬁ(F) v délicich bodech jsou ﬁ(ﬁ), i=0,1,..., n—1.
Nahradime-li skutecny pribéh trajektorie C mezi body B; a B;,; tseckou a skuteény pritbéh
sily mezi nimi konstantnim vektorem F (7;), mizeme pfiblizné vy¢islit praci vykonanou silovym
polem ﬁ(f‘) mezi body B; a B;;;. Celkova préace je pak, opét priblizné, vyjadiena souctem
téchto prispévki,

n—1

AA; = F(7)AR,  A(C) = Ap =Y F(7)A7,

Ap = Z_:{Fl(l’(ti)u y(ts), 2(t:)[x(tizr) — o(t)] + Fa(x(ts), y(t:), 2(t:))[y(tira) — y(ts)]+

+F3(x(t), y(ti), 2(t))[=(tivr) — 2(t)]},
kde
AT = (tiy1) — () = (@(tivr) — 2(li), y(tier) — y(ta), 2(tiva) — 2(8)) -
Stejné jako v odstavci 2.3.5 vyuzijeme pro vyjadieni slozek vektoru Ar; Lagrangeovy véty o
stfedni hodnoté. Podle ni existuji uvnitf intervalu [¢;, ;11| ¢isla &, n; a ¢; tak, ze plati

(&) (tigr — ti),
Y(mi)(tigr — ti),
2(Gi)(tip1 — ti).

Hodnotu Ap, ktera pfiblizné vyjadiuje celkovou praci A(C) a odpovida déleni D, tak mizeme
vyjadrit ve tvaru

z(tip1) — z(t:)
y(tiv1) — y(t:)
2(tip1) — 2(t:)

Ap = i{Fl(JC(tz’)a y(t), 2(t:)2(&) + Fa(x(ti), y(ti), 2(t:)y(n:)+

+E3(2(t:), y(ti), 2(t:))2(G) (i — ti)-

Oznacéme

W (t) = Fu(x(t), y(t), 2(£)a(0)+Fa(x(t), y(t), 2(6)5(t)+F(a(t), y(t), 2(£)2(8) = F(7(t) 7(0).

Funkce W (t) je na intervalu [a, /5] spojita a existuje proto integral

B B
AC) = / W (t)dt = / F(7(t))5(t) dt.

Pravé tento vyraz je defini¢ni pro kiivkovy integral druhého druhu.
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Pro vektorové pole F (F) spojité na oteviené mnozing D C R? a hladky rektifikova-
telny oblouk C : [a, 8] 3t — R3, pro ktery C([o, 3]) C D, znacime

B

/F(F’) dr = /Fl(x, y, z)dz + Fy(z, y, z)dy + F3(z, y, z)dz = /ﬁ(?(t))ﬁ(t) dt,
c @ o

(9. 59)
kde #(t) = . HovoFime o kfivkovém integrdlu druhého druhu z vektorového pole F
po oblouku C.

K tomu, abychom si byli jisti, Ze tento integral skutecné presné urcuje praci silového pole
F(7) po oblouku C, musime jesté dokazat, e lim,(py |Ap — A(C)| = 0 (,,praktici“ mohou rov-
nou piejit k prikladu 9.70). Je zde totiz problém. Vzhledem k tomu, Ze obecny i-ty s¢itanec
ve vyrazu Ap obsahuje funkéni hodnoty zucastnénych funkci nejen v jediném bodé intervalu
[tir1, t;] (kromé bodu t; jsou ve hie neznamé a hlavné obecné rizné body &, n, ¢ € (tir1, t;)),
nelze vyraz Ap jednoduse hned odhadnout pomoci dolnich a hornich sou¢tu funkce W ().
Musime postupovat opatrnéji a pripomenout si Dodatek K prvniho dilu. Ozna¢me M =
= max {|Fy(t)], |F2(t)], |Fs(t)| |t € [a, B]} a pocitejme rozdil |Ap — S W (t:)(tiss — t)]-
Plati

Ap — i W(ti)(tis1 — ti)| = (x1(t:), z2(t;), x3(t:)) (&) — ()] +

+F1 (21 (t:), 2(t), 373( ) [() — 9(t)] + Fi(za (), v2(t:), 23(t:)) [2(G) — 2(8)]} (fipn — )] <
< MZ () — 2(t:) + 19(n:) — 9(ta)] + [2(G) — 2]} (Ligr — ).

Napfiklad pro rozdil horniho a dolniho sou¢tu funkce @(t) pii déleni D plati

n—1

< (&) = #(t)|(tia — t:) < U(&, D) — L(&, D).

1=0

(Dokéazete to zdivodnit?) Podle prvniho kritéria integrability aplikovaného na funkei #(t) (Do-

datek K, véta K.1) existuje k ¢islu 357, € > 0, takové déleni D, intervalu [, 3], Ze plati
. €
U(x, Dl) — L(f Dl) < 3_M

Podobné pro funkce ¢(t) a 2(t) dostaneme

U(s, Dy) — L(2, D) < ——.

1. Do) — Ly, D
U(y, Dy) (9, Ds) < Wi

5
3M’
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Pro déleni D, které bude spoleénym zjemnénim déleni D, Dy a D3, dostaneme nakonec |Ap —
— Z;:Ol W(t;)(tix1 — t;)] < e. Tato nerovnost zistane v platnosti pro vSechna déleni jesté
jemnéjsi nez D, tj.

lim |[Ap — A(C)| =0.

v(D)—0

Priklad 9.70: Prace po ruznych obloucich
Pro jednoduchost uvazujme o praci vektorového pole jen v roviné. Znamend to, Ze je zadéno silové (vek-
torové) pole v R2, F(7) = (Fi(z, y), Fa(z, y)), a oblouk C : [a, f] 3 t — C(t) = (x(t), y(t)) € R? je také
rovinng. Konkrétné zadejme tieba F(7) = (pz2y, ¢(x —y)), kde p=1Nm > a ¢ = 1Nm~! jsou jen rozmérové
konstanty a dale je nebudeme vypisovat. Zajima nas, jakou praci vykona toto silové pole piisobici na ¢astici pri
piemisténi z bodu A = (0, 0) m do bodu B = (1, 1) m po tseéce y = z, resp. po ¢asti paraboly y = x2.
Pouzijeme defini¢niho vztahu pro kiivkovy integral, ktery ma pro rovinny ptipad tvar

A(C) = /Fl(T/, y)dz + Fa(x, y)dy = / [F1(2(t), y(8))E(t) + Fa(x(t), y(1)y(t)] dt.
C «

Provedme vypodcet nejprve pro tsecku U, kterou parametrizujeme tieba tak, Ze proménnou x budeme povazovat
pfimo za parametr, tj. 2(t) =t, t € [0, 1] . Pak také y(t) = t, nebot body na tsedéce spliiuji kartézskou rovnici
y=z. Odtud z(t) =1, y(t) =1 a

1
. . 1
Fy(a(0) y0)i(t) + Falalt), y(0)i0) = — A@h) = [@ar= 7.
0
(Prace vysla v jednotkéch joule.) Obdobné jednoduchy je vypocet pro parabolu P. Opét povazujme x za
parametr, z(t) =t, t € [0, 1]. Pak y(t) = t2, @(t) = 1, y(t) = 2¢,

Fi(z(t), y(t)i(t) + Fo(x(t), y(t)y(t) = t* + 2t(t — t2) = t* — 263 + 242,

+2711
3 30

1
A(P):/(t4—2t3+2t2)dt:%f§
0

Skutecnost, ze prace silového pole zavisi obecné na tvaru oblouku, neni piekvapiva. Cekali jsme to, nebot v§raz

pro elementarni praci v naSem piikladu neni uplnym diferencialem.

Vsimli jste si, ze jsme v prikladu 9.70 vnesli do vypoctu jesté dalsi upfesnéni? Stanovili
jsme totiz jesté predtim, nez jsme oblouk parametrizovali, jeho poc¢atecni a koncovy bod. Tim
jsme Tekli, jak je oblouk orientovdn. Abychom tuto orientaci zachovali, nemizeme uz volit
parametrizaci zcela libovolné, ale tak, aby byla dodrzena orientace oblouku. Znamené to, ze
nejnizsi hodnoté parametru musi odpovidat pocatecni bod oblouku a nejvyssi hodnoté bod
koncovy. Kazda takova parametrizace se nazyva slucitelnd, nebo téz kompatibilni, se zvolenou
orientaci oblouku. Parametrizace, ktera by orientaci oblouku ,,otocila“, je s ni neslucitelna, ¢ili
nekompatibilni. 7 hlediska orientace oblouku miizeme porovnavat parametrizace i navzajem.
Dveé parametrizace slucitelné s orientaci oblouku, stejné jako dvé parametrizace s ni neslucitelné,
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jsou souhlasné, dvé parametrizace, z nichz jedna je s orientaci oblouku slucitelna a druha ne,
jsou nesouhlasné.
Priklad 9.71: Zavisi prace na parametrickém vyjadfeni daného oblouku?

Nékomu se otazka polozena v nazvu prikladu mutze zdat zbyteéna. Nékomu proto, Ze uvazuje tak, ze silovému
poli ,,je jedno“, jak si my parametrizujeme oblouk, takze prace na parametrizaci nezavisi. Jiny uvazuje hloubéji
a uvédomi si, ze ruzné parametrizace oblouku znamenaji, ze se dvé castice, jejichz trajektorie je takto rtzné
parametrizovana, pohybuji po k¥ivce, kterou opisuji, rizné rychle, do téhoz bodu dorazi v réiznych okamzicich,
atd. Pro¢ by tedy prace neméla na parametrizaci zaviset?

Nez obecné ukdzeme, jak to je, vypocteme praci pro zadani z pfedchoziho ptikladu tfeba pro dvé rizné
parametrizace paraboly souhlasné s orientaci oblouku od bodu A = (0, 0)m do bodu B = (1, 1) m. Vypocet
pro jednu takovou parametrizaci jsme jiz provedli, zvolme tedy jinou, naptiklad z(t) = —1+2t, y = (=1 +2t)?,
i(t) =2, y(t) = 4(—1+2t), t € [4, 1]. Ovéite si jeji spravnost i kompatibilitu s orientaci oblouku. Pii této
parametrizaci plati

Fi(z(t), y(t) @(t) + Fo(z(t), y(t)) 9(t) = 2(=1 + 2t)* +4[(-1 4+ 2t) — (-1 + 2t)*)(-1 + 2t) =

=2(—142t)* [(-1+2t)* +2 —2(-1+2t)],
/2 —1+42t)% [(—142t)* +2 —2(—1 +2¢t)] dt.

Po substituci u = (—1 4 2t) vyjde

1
11

-2 2u”) du .
/u ud + 2u?) =30
0

Vysledek je pro obé parametrizace stejny. Je to ndhoda? Porovnate-li tvar integrandu po provedeni substituce
s integrandem v predchozim prikladu, hned vas napadne, Ze o ndhodu nejde. Jeden priklad samoziejmé neni

dikazem a je tfeba prodiskutovat vliv parametrizace obecné.

Priklad 9.71 naznacuje, Ze prace silového pole po oblouku, tj. obecné krivkovy integral dru-
hého druhu, nezavisi na konkrétnim parametrickém vyjadieni oblouku. Uvazujme tedy obecné
o dvou souhlasnych parametrizacich téhoz orientovaného oblouku v R3,

C: [a, Bl 2u — (z(uw), y(u), 2(u)) € R?,
C: o, Bl 32t — (x(t), y(1), (1)) € R®, C([a, B]) = C([a, B)),
a vektorovém poli v R3,
13(77') = (Fi(z, y, 2), Fa(x, vy, 2), F5(z, y, 2)).

Skutec¢nost, ze C a C jsou pouze dvé rizné parametrizace téhoz hladkého oblouku, znamena, ze
existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni intervalu [«, 5] na interval @, (]

Yoo B3t — u=v(t) €la, B, o) =zp@)], yt) =g@)] 2(t) = 2[L0)].
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Jde-li o souhlasné parametrizace, jak predpoklddame, je & = ¥(a), B = ¥(B). Je-li funkce
u = 1(t) na intervalu [a, ] prostd a spojita, musi na ném byt bud rostouci, nebo klesajici.
Prvni ptipad odpovida souhlasnym, druhy nesouhlasnym parametrizacim.

Vyjadiime nyni nejprve kiivkovy integral druhého druhu z vektorového pole F (7) pfi para-
metrizaci C,

8
A(C) = /{Fl(x(t), y(), (1) &(t) + Fa(x(t), y(t), 2(8)) 9(t) + Fs(x(t), y(2), 2(1)) 2(4)} dt,

‘ (9.60)
a dosadime x(t) = z[1(t)], (t) = &'(u)y(t), a podobné pro y(t) a z(t). Symbolem 7z’'(u) jsme
oznadili derivaci funkce Z(u) podle parametru w. Ziskdme vztah, ktery je slozity jen zdanlive,

8
A(C) = /{F1<j(¢(t>)a (1), (2 () 2 (¥(t)+

+FE(E(0(1)), §((1), 2(0(1))) F' (L (1) + F(@(@(2)), 5((2)), 2((t))) 2/ (0(1) Yo (¢) dt.

Zjednodusime jej substituci u = 1 (t) a pouzitim substituéni metody I pro uréity integrél z
odstavce 2.3.2 prvniho dilu na tvar

+F3(2(u), §(u), 2(u)) Z'(u) }du. (9.61)

Uvédomite si, co jsme dostali? Prece kiivkovy integral druhého druhu z vektorového pole F (7)
po oblouku s parametrickym vyjadfenim C. A pravé takovy vysledek jsme odekavali: A(C) =
= A(C).

Pozn.: Co kdybychom uvazovali o dvou nesouhlasnych parametrizacich oblouku? Pak by platilo
Y(a) = B a (B) = a. Integraly vypoctené pro tyto parametrizace by se ligily znaménkem.
Souvisi to bezprostfedné se substituéni metodou I pro ur¢ity integral (odstavec 2.3.2 prvniho
dilu) a s vlastnosti integralu zménit znaménko pii zaméné mezi.
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Véta 9.11 (Nezavislost na parametrizaci): Necht

F:(F) = (Fl(x> Y, 2)7 F2(x? Y, Z), FS(xv Y, Z))

je diferencovatelné vektorové pole definované na oteviené mnoziné D C R3. Pred-
pokladejme, Ze C je hladky rektifikovatelny oblouk lezici v D. Pak krivkovy integrdl
z vektorového pole F(7) po oblouku C

B

/ F(7) d = / F(r)t) dt

C a

nezdvisi na volbé parametrizace C : [a, B] 2 t — 7(t) oblouku C, aZ na pripadné
znamenko.

Poznamenejme jesté, ze kiivkovy integral druhého druhu z vektorového pole po oblouku, ktery
je po castech hladky a slozeny z N hladkych casti, se pocita jako soucet vSech integrali po
hladkych c¢astech oblouku,

C1 CN

Zdtraznime jesté jednu dilezitou vlastnost kiivkového integralu druhého druhu, které jsme
si v§imli v pfikladu 9.39. Byla to nezavislost prace konzervativniho silového pole na tvaru
oblouku. Tento vysledek nyni zobecnime na kiivkovy integral druhého druhu z vektorového
pole, aniz bychom mu pripisovali fyzikalni vyznam. Nejprve uvedeme dva ilustracni piiklady.
Priklad 9.72: Prace centralniho silového pole v roviné

Centralni silové pole v roviné je dano naptiklad vektorovou funkeci

F(F) = (Fi(z, y), Fa(z, y)) = ((xz +xy2)3/2’ (22 +yy2)3/2) ,

definovanou na mnozing D = R? \ {(0, 0)}, ktera je dvojnidsobné souvislou oblasti. Integrand ve vyrazu pro
praci tohoto silového pole po kiivce (kfivkovy integral druhého druhu) je

z )
(22 4 y2)3/2 dz + (22 + y2)3/2 dy.

(9.62)

Existuje k nému kmenova funkce? Protoze jsme jiz vyfesili piiklad 9.43, nemusime ted uz nic poé¢itat. Vime z
néj, ze kmenovou funkci je napiiklad funkce

1

flz,y) = _\/TTZJ?
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Je definovédna dokonce na celé oblasti D, prestoZe je to oblast ,déravd“ (neni jednoduse souvisld). Prace po
uzavieném oblouku C lezicim v D by méla vyjit nulova. Zkusime provést vypocet pro kruznici o poloméru R se
stfedem v podatku soustavy soufadnic. Parametrizujeme ji vztahy z(p) = Rcosp, y(p) = Rsinp, ¢ € [0, 27].

Plati pak
- . x Y
AC) = /F(F) dr = / Tt G =
c c
2m R Rsi
= /{(]:;S(p(—Rsin@) + zgl(p(RCOSQD)} dy = 0.
0

Z fyzikalniho pohledu nés vysledek neptfekvapuje. Jedna se totiz o velice specidlni pfipad, kdy te¢na k oblouku,
urcujici smér elementarniho posunuti ptsobisté sily, je v kazdém bodé kolma k sile. Odpovidajici elementarni

prace je proto nulova a stejné tak vysledny integral, jako ,soucet” elementarnich praci.

Priklad 9.73: Prace necentralniho silového pole v roviné
V tomto piikladu zvolme jiné silové pole, definované viak opét na oblasti D = R?\ {(0, 0)}:

F(r) = (Fi(z, v), Fa(x, =|- ) .

) = (File. ). Pl ) = (- Gy Gy

Pripada vam povédomé? Ano — setkali jsme se s nim v piikladu 9.41, kde vSak jeho slozky byly oznaceny
jako p(z, y) a q(z, y). Z ptikladu 9.41 jiz vime, Ze parcidlni derivace prvni slozky podle proménné y a parcidlni
derivace druhé slozky podle x jsou na oblasti D spojité a jsou si rovny. Nemusime je uz pocitat. Také zname
kmenovou funkci

f(z, y) = arctg 2,
xr

poptipadé

g(z, y) = arccos pro y >0a(y=0)A(z <0), g(x, y) = 2w — arccos pro y < 0.

x x
Va?+y? [22 f 42
Na podmnozinach oblasti Df, D, C D, na nichz jsou obé tyto funkce definovany, se lisi o konstantu. Defini¢ni
obory Dy a D, jsou oviem rtizné. Konkrétné si vzpomerite, ze Dy = R?\{(0, y) |y € R}, D, = R*\{(z, 0) |z >
> 0}.

Vypoctéme kiivkovy integral z vektorového pole F (7) po stejné kruznici jako v ptikladu 9.72. I kdyZ méme k
dispozici kmenovou funkei (pro uréitost vezméme t¥eba g(z, y)), nemizeme vy¢islit hodnotu kiivkového integralu
jako rozdil funkénich hodnot funkece g(z, y) v koncovém a pocateénim bodé integraéniho oblouku. Byl by to sice
vypocet velice pohodlny (koncovy bod uzavieného oblouku splyva s po¢ateénim, jako vysledek by proto vysla
nula), ale nespravny. Uzavieny oblouk obchazejici ,obstrukéni“ bod (0, 0) musi totiz vzdy prekfizit zakdzanou
¢ast osy x a projit tak bodem, v némz kmenova funkce neni definovina. Uvidime to pfi pfimém vypocétu
integralu. Plati

2

A(C) = / < Y dz + x 3 dy) = / (sin2 Y+ cos? <p) d(p = 2.
C 0

S22t y? 2ty

,Dira“ v bodé {(0, 0)} zpusobila ptispévek 27 k hodnoté integralu. Kdybychom kruZnici obesli dvakrat, byl by
prispévek 47, pokud bychom ji parametrizovali tak, Ze by byla orientovana v zdporném smyslu, dostali bychom
vysledek —27k podle poc¢tu obéht k, atd.
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Vsimnéme si jesté fyzikdlniho vyznamu nenulového vysledku: vektor ¥ = (x, y) je k integraéni kiivee (kruz-
nici) v kazdém jejim bodé kolmy, vektor elementarniho posunuti d¥ = (—Rsin¢ dp, Rcospdy) je naopak ke
kruznici tecny. Vektor sily je ke kruznici v kazdém jejim bodé rovnéz tec¢ny a je souhlasné orientovany s kladnym
smérem obéhu po kruznici. Elementarni prace je tedy v kazdém bodé kladné a ,soucet® elementarnich praci,
dany pravé kiivkovym integralem druhého druhu, je také kladny.

Jesté se nabizi otazka, jak by to dopadlo s kfivkovym integralem, kdyby uzavieny oblouk, ktery je inte-
gra¢nim oborem, nepiekracoval ,zakdzanou“ poloosu z, takze by cely lezel v jednoduSe souvislé oblasti Dy =
= R?\ {(z, 0)| > > 0}, na ni% existuje kmenové funkce. V takovém piipadé lze integral poéitat jako rozdil
funkénich hodnot kmenové funkce v koncovém a pocatecnim bodé integrac¢niho oblouku. Vysledkem je nulova
hodnota.

A nyni jiz sméfujme ke slibenému tvrzeni pro kiivkovy integral v trojrozmérném pripadé.

Vektorové pole ﬁ(f‘) = (Fi(z, y, 2), Fa(z, y, 2), F3(x, y, z)) se nazyva konzerva-
tivni na oblasti D, jestlize na D existuje funkce f(7) = f(z,vy,2) tak, Ze vyraz
Fidx + F>dy + F5dz je jejim uplnym diferencialem.

Véta 9.12 (Nezavislost na tvaru oblouku): Predpoklddejme, Ze vektorové pole

]3(77) = (Fi(z, vy, 2), Fs(z, y, 2), F3(x, y, 2)) je konzervativni na oblasti D. Pak
krivkovy integrdl druhého druhu z F(7) po oblouku C leZicim v D nezdvisi na tvaru
oblouku, ale pouze na jeho pocdtecnim bodu A a koncovém bodu B. Plati

/ F(R)d = £(B) — f(A),

€

kde f je libovolnd z kmenovych funkci vyrazu Fy dx+ Fy dy+ F3dz. Je-li C uzaviend
krivka, tj. pocdtecni bod splyvd s koncovym, je integrdl z konzervativniho vektorového
pole nulovy.

Uvédomme si, jak mame vétu 9.12 spravneé ¢ist. Napomtize ndm vysledek prikladu 9.73. Vek-

torové pole
Fir)y=1{- , ,
(7) ( 2 +y? 2+ yz)

jehoz praci jsme pocitali, bylo sice definovdno na oblasti D = R?\ {(0, 0)}, avsak kmenova
funkce k nému existovala pouze na oblasti D’ = R? \ {(x, 0) |z > 0}, oproti D zmensené o
kladnou poloosu z a tedy jiz jednoduse souvislé. Vektorové pole F (7) nebylo konzervativni
na celé oblasti D, ale pouze na D’. Vétu 9.12 lze proto aplikovat pouze na oblouk, ktery lezi
v D', a neptekracuje zadnou ,zakdzanou hranici“, v tomto pfipadé nezapornou poloosu .
Spravnou interpretaci véty bychom si také mohli pojistit zesilenym predpokladem, ze oblast D
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je jednoduse souvisla.

K vété 9.12 dodejme, Ze pii zméné orientace oblouku, tj. pii zaméné koncového bodu za
pocatecni, se zméni znaménko integralu. Z hlediska fyzikalni interpretace kiivkového integralu
druhého druhu naptiklad jako prace silového pole po kiivce to znamend, ze pfi jednom sméru
pohybu &stice po jeji trajektorii sila F (7) praci kond, A > 0, pfi zméné sméru na opacény
praci spotrebovavd, A < 0. Vétu nemusime dokazovat, staci se vratit k prikladu 9.39. Pokud se
tedy napftiklad castice pohybuje v gravitacnim poli Zemé tak, Ze se po jakkoli dlouhé a jakkoli
krivolaké pouti vrati do vychoziho bodu, je celkova prace vykonana gravitacni silou nulova.
Prace vykonana se kompenzovala praci spotfebovanou.

Pozn.: Predchozi vysledek se muize zdat neslucitelny s praxi a tak trochu ,proti zdravému
rozumu“. Vzdyt prece, budeme-li konat pési okruzni cestu s tézkym zavazim, bude préace gravi-
tacni sily po absolvovani okruhu nulové, ale my se velice ,nadieme®. Odpovéd na tuto fyzikalni
otazku je snadna. Jeji zaklad spociva v tom, Ze nase ,dfina“ se neméii jen fyzikalni praci
gravita¢ni sily. Ve hie jsou sily dalsi a nékteré z nich nejsou konzervativni (sily ptsobici pii
smritovani a povolovani svalstva, apod.)

9.3.4 Cviceni

1. Urcete Jacobiho matice nésledujicich vektorovych poli F = (Fy, Fy, F3) na D C R*:

a) F = = + Y +x —— +cosz
) <\/12+y2+zz Y, \/z2+y2+z2 ’ \/zz+y2+z2’ ’

x Y

2 z
N Eaerr R e Y e Qy'z)’

2 2y Y z
\/12+y2 +z ) \/$2+y2 + \/y2+22 ) \/y2+z2 + 21'2’)7
e) F= (xy22 +sinx, 22yz + %, y2xz),

P 2 1 y 2 z 2,2

f) F= <2xy z+ 1Jr0[1,2,\/m+2ac yz,m—kx Y )

2. Pro vektorova pole z pfedchozi tilohy rozhodnéte, zda jsou konzervativni (pro jednoduchost uvazujte véechna
pole na takové podmnoziné D jejich definiénfho oboru, kterd je jednoduse souvislou oblasti). V kladném
pripadé urcete kmenovou funkci f vyrazu F;dz + Fody + F3dz.

3. Urdete a zakreslete integralni kiivky nasledujicich vektorovych poli na D C R?:

a) F'= (ﬁ ﬁ) D =R*\{(0,0)},
L 1 1 _R2

b) F = (e waee). D =R

¢) F= (% -%), D= (0,50) x (0,),
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d) F: (ﬁ, W), D:R2
Navod: Parametrické rovnice 2 = x(s), y = y(s) vektorového pole F = (Fy(z, y), Fa(x, y)) splituji soustavu
rovnic & = Fi[z(s), y(s)], y = Fa[z(s), y(s)]. V tloze c) ukazte, ze § = (—ﬁ) i, aodtud & (y? + 12%) = 0.
V tloze d) postupujte podobné a ukazte, Ze pro integralni k¥ivky plati (f—s (y2 — xz) = 0.

4. Vypoctéte praci vektorového pole F po zadané kfivce C. V piipadé konzervativnich poli ovéite spravnost
vypoctu pouzitim kmenové funkce.

a) F = (—z,—y,—2), C je jeden zévit Sroubovice z = cost, y =sint, z =t, t € [0, 27],

b) F = (yz,xz,xy), C je oblouk paraboly = =t, y = t, z = ¢, t € [0, 1],

¢) F=(yz,xz,2y), Cjeusetkaz =,y =1t, z =1, t € [0,1],

d) F= (ryz, xyz, 2y2), C je oblouk paraboly z =t,y =t, 2 =t t € [0,1],

e) F = (zyz,ayz,ayz), Cjeusetkax =,y =t, 2 =1, t € [0, 1],

0 F= (.3 W:;Hz), C je zévit Sroubovice z = cost, y = 2t, z = sint, ¢ € [0, 2n].

9.4 Diferencialni operatory

I kdyz jsme se o diferencialnich operatorech jesté explicitné nezminili, uz jsme se s nimi se-
tkali dokonce nékolikrat. Za nejjednodussi diferencialni operator mizeme povazovat ,,prikaz k
provedeni derivace“ funkce jedné proménné. Staci derivaci vhodné zapsat:
: df(z) _d
fw) = L2 = ().
Operator derivace ,ptisobi* na funkci f(x) a vysledkem tohoto pisobeni je derivace funkce.
Korektnéjsi slovni popis toho, co je to operator derivace, je rovnéz jednoduchy. Jde o zobrazeni

mnoziny C*(a, b) diferencovatelnych funkci na intervalu (a, b) do mnoziny F(a, b) (obecné
v8ech) funkci definovanych na (a, b),

d d
dz dz
Pozn.: Oznaenim C'(a, b) rozumime mnozinu vSech funkei spojitych na (a, b), znac¢ime také
C%a, b), oznadenim C*(a, b), k < 1 pak mnozinu vSech funkcich majicich na (a, b) derivace do
rfadu k vcetné.
Diferencialnim operatorem je i derivace (diferencovatelné) vektorové funkce na Dy C R™

D: CY(Dy) > f(x) — Df(z) € F(Dy).

CHa, b) > f(x) — —[f(2)] = ['(z) € F(a, D).

Nebo také gradient pfifazujici skalarni funkei (nebo téz skalarnimu poli) f(z) = f(z1, ..., zn)
vektorové pole grad f(x),

grad : f(z) = f(xq, ..., x,) — grad f(z) = <8f(x) 8f(x)) .

oxy = Oz,
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Konec¢né i rotaci, o niz jsme se predbézné zminili v odstavci 9.2.4, lze chapat jako diferenci-
alni operator. Ten piitazuje vektorové funkci F(7) = (Fi(x, v, 2), Fa(z, y, 2), F3(z, y, 2)), ¢
presnéji vektorovému poli, opét vektorové pole

rot : F(7) — rot F() =

o 8F3($,y, Z) _3F2<33',y,2) aFl(xv:%Z) _8F3(x7y7 Z) 8F2(:C7y72) _aFl(xvya Z)
N oy 0z ’ 0z Ox ’ Ox oy '

V tomto odstavci si v§Simneme diferencialnich operatort podrobnéji a uvedeme je do souvislosti
i s fyzikalnimi motivacemi a aplikacemi.

9.4.1 Zridla a viry — divergence a rotace vektorové funkce

Pojmu ,zridlo“ jsme se dotkli v ptikladu 9.68 o silocarach elektrostatického pole. Vzpomenme
si, ze silocary jakoby vychazely z naboje, nebo do néj vchazely. Naproti tomu proudnice v
prikladu 9.69 ,nikde nevznikaji ani nezanikaji“. Tato odlisnost souvisi s vysledkem ptisobeni
dalsiho diferencialniho operatoru, operatoru divergence, na dané vektorové pole.

Priklad 9.74: Zakon zachovani hmotnosti pii proudéni tekutiny

Priklad zdanlivé nesouvisi s néjakymi zfidly nebo diferencidlnimi operatory. Pomutze nam vsak vybudovat
potfebny aparat pro matematicky zapis zdkona zachovani hmotnosti pfi proudéni a jeho prostfednictvim se pak
k popisu zfidel pomoci diferencidlnich operatoru dostat.

Predstavte si tlusté potrubi s pevnymi nedéravymi sténami, jimz proudi plyn. Hmotnost plynu, ktera na
zacatku potrubi do ného vtece, zase na konci vytece. Nemiize se nikde ztracet, ani vznikat. Pfipevnime-li do
potrubi maly balének naplnény plynem, bude jej plyn proudici potrubim obtékat a zase bude platit zdkon zacho-
vani ,,co vtece, to vytece“. Co se stane, kdyz balének praskne? Experimentator, ktery méfi pritok plynu na konci
potrubi, namé¥i vétsi mnozstvi plynu nez jeho kolega na zacatku potrubi. Praskly balének se stal zdrojem plynu
navic. Otazkou je, jak to ovlivnilo obraz proudnic, které jsou integralnimi kfivkami vektorového pole rychlosti
plynu. Pokusime se matematicky popsat obecnou situaci. I kdyz jde fyzikalné o jiny pripad, povedeme tvahu
forméalné podobné, jako tomu bylo v prikladu 9.48 o rozlozeni tlaku v kapaliné. Pfedstavme si, ze né€jaké teku-
tina (kapalina, nebo plyn) proudi prostorem. Proudéni neni obecné ustalené, takze se vektorové pole rychlosti a
odpovidajici obraz proudnic méni s ¢asem, ¢ = (7, t). Také hustota s(7, t) zdvisi na prostorovych proménnych
a na ¢ase. Pro pfipomenut{ terminologie poznamenejme, 7e s : R* > (z, y, z, t) — s(z, y, 2, t) € R je skalarni
funkce ¢tyt proménnych, 7 : R* > (z,y, 2,t) — ¥(x, y, 2, t) € R3 je vektorova funkce tjchZ proménnych.
V tekutiné zvolme libovolny objem V' obepnuty plochou S. Orientace plochy je v kazdém jejim bodé urcena
vektorem jednotkové vnéjsi normély 7 (obrazek 9.43). Hmotnost tekutiny ve vymezeném objemu V' se obecné
s ¢asem méni. Hrani¢n{ plochou tekutina do objemu jednak vték4 (tam, kde proudnice mifi dovniti objemu),
jednak vytékéd (v mistech, kde proudnice z objemu vychazeji). Celkovy tibytek hmotnosti v objemu V vztazeny
na jednotku ¢asu musi byt kompenzovan celkovym mnozstvim tekutiny, ktera za jednotku casu vytece hrani¢ni
plochou. Pfesné to je zdkon zachovani hmotnosti. Celkovou hmotnost a jeji ¢asovy ubytek vyjadiime snadno.
Hmotnost elementarniho objemu AV umisténého v bodé  je pfiblizné vyjadiena vztahem Am = s(7, t) AV.
Pfesnost vyjddieni je tim lep$i, ¢im je AV mensi. (Nepfesnost vznikd tim, Ze skutedny pribéh hustoty uvnitt
AV nahrazujeme hodnotou v bodé 7, podobné, jak tomu bylo v ptikladu 9.48, kde jsme si opravnénost takového
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Obr. 9.43 K zakonu zachovani hmotnosti v proudici tekutiné.

postupu zdivodnili v poznamce 1.) Celkova hmotnost a jeji ubytek jsou pak jiz pfesné dany integraly

m@%:/sﬁjﬁﬂc Cdm() _ d dﬁﬂdV:x/<—&giw)dV (9.63)

dt S dt t
1% \%

Pozn.: Pro¢ se v posledni tGpravé najednou objevila parcialni derivace funkce s(7, t), kdyz pred integralem
byla derivace oby¢ejnd? Rozdil spocivd pravé v onom ,pied integrdlem“ a ,za integrdlem“. Hmotnost m(t)
jsme dostali integraci v mezich vSech prostorovych proménnych, takze vysledek jiz na nich nezavisi. Derivace
funkce m(t), a tedy celého integrélu, je obycejna. Pokud vSak operédtor derivace ,zasuneme“ za integral, coz je
piipustné, nebot pfi integraci podle jinych proménnych zachdzime s proménnou ¢ jako s konstantou, musime ,,za
integralem* jiz vzit v ivahu, Ze funkce s je forméalné funkci vice proménnych, jeji derivace jsou proto parcialni.

Nyni je tfeba, abychom vyjadrili hmotnostni tok tekutiny hraniéni plochou. Tento problém vyzaduje trochu
vic pfemysleni. Na obrazku 9.43 vlevo je vyznacena ploska AS s jednotkovou vnéjsi normélou 7. Tato normala
svira s vektorem v, a tedy i sv/, v daném bodé obecny thel a. Kolik tekutiny plochou protece, je na tomto
thlu samoziejmeé zavislé. Kdyby naptiklad byl roven 90°, byla by ploska te¢néd k proudnicim a nic by pfes ni
neproteklo. Naopak, nejvic proteée, je-li « = 0°. Tuto vlastnost m4 jina (¢arkovand) ploska na obrézku, kterou
jsme oznadili ASy a zvolili jeji velikost tak, aby vymezovala stejné mnozstvi proudnic jako ploska AS, tj. ASy =
= AS cos a. Elementarni hmotnostni tok A® a AP ploskami AS a ASy tak bude stejny. Tok tekutiny ploskou
ASj se vSak d4 snadno spocitat pomoci jednoduché avahy. V ¢asovém intervalu [t, t + At] totiZ projde ploskou
ASj vSechna tekutina, kterd je v okamziku ¢ ,nachystand® v objemu o podstavé ASy a vysce Al = vAt, kde,
pro pfipomenuti, v = |¥]. VztaZeno na jednotku ¢asu plati

Ad = Ad, = At

= svASy = svAS cosa.
Kosinus thlu « v§ak mzeme vyjadiit pomoci skalarniho soucinu jednotkovych normal, 7iriy = cos a. Uvazime-li
jesté, Ze U = viig, ziskdme pro elementarni tok A® vysledny vztah

-,

A® = s(iii)AS = s(FAS),

pfi standardnim forméalnim oznaceni AS = #AS. Viimnéte si, ze je-li tihel « ostry, je elementarni tok kladny
a tekutina z objemu V vytéka, pro tupy thel a je elementarni tok zaporny, tekutina do objemu vtéka. Pro
vypocet celkového toku hraniéni plochou S potfebujeme vSechny elementarni toky secist, coz se opét déje
pomoci integralu. Tentokrat jde o integral plosny, ktery také neumime pocitat. Pro nase dalsi ivahy to vSak
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nebude prekazkou. Pokud se v dalsich pfikladech tento typ integrédlu, zcela ojedinéle, objevi, bude to vzdy v
natolik jednoduché situaci, ze bude mozné vipodcet bud zjednodusit na vypocet jednondsobného integralu, nebo
bude intuitivné tak nazorny, ze dalsiho komentare nebude tieba. Pro celkovy tok ® plochou S plati

B(t) = / o7, £) (87, )ii(7, £)) dS = / S(F, t)5(F, 1) d§ = / s7ds. (9.64)
S s S
Zakon zachovani hmotnosti, vyjadieny pred chvili kvalitativné tvrzenim, ze co z objemu V za jednotku casu

ubylo, se nemohlo néjak zdhadné ,zasantrocit®, ale muselo to vytéct hrani¢ni plochou, mizeme nyni jiz konecné
zapsat matematicky

0s = s =
— —de/sUdS :/—dV—k/s@'dS:O. (9.65)
ot ot
v s v s
Tento dulezity fyzikalni vysledek se nazyva rovnice kontinutity v integralnim tvaru. Kontinuita znamena spoji-

tost, hovoii se také o rovnici spojitosti toku.

Priklad 9.75: Mala odbocka — stfedoskolska rovnice kontinutity

Mnohy C¢tenar, ktery si pamatuje stfedoskolskou fyziku, se moZzna nyni podivuje nad tim, Ze jako rovnici
kontinuity znd uplné jiny vztah, nez je (9.65). Na stiedni skole se uvddéla rovnice kontinuity pro proudéni
kapaliny trubici pro dva pfiéné prifezy Sy a Sa, jimiz tekutina proudi rychlostmi ; a U2 (obrézek 9.43 vpravo),
ve tvaru Sjv; = Save. Neni tam hustota kapaliny, neni tam Zadny integral, vztah se jednoduse rovnici (9.65)
nepodoba. Presto je to on, ¢i spiSe jeho specialni pripad pro ustalené proudéni idealni kapaliny. Pokusme se o
srovnani. Jako objem V' zvolme oblast vymezenou v obrazku pri¢nymi prifezy S1 a Sy a ¢asti P plasté trubice
mezi nimi. Hrani¢ni plocha je tedy S = S; U Se U P. Urc¢ime nejprve ¢asovou derivaci hmotnosti kapaliny v
objemu V. To je jednoduchy tkol. Je-li totiz proudéni ustalené, nezavisi jeho charakteristiky explicitné na c¢ase
a parcialni derivace hustoty podle ¢asu je nulova. Uvnitf vymezeného objemu je stéle stejné mnozstvi kapaliny,
integral vyjadfujici jeji zménu je nulovy, 5

S
N dV =0.
v

Tok kapaliny hrani¢ni plochou je souctem tok® obéma prifezy a plastém,

/s(r) ds = /3(171ﬁ1)d5+/3(172ﬁ2)d5+/s(17pﬁp)d5.

S S1 Sz P
Rychlosti ¥7 a v5 jsou rovnobéZné s jednotkovymi vnéj$imi normdalami pfi¢nych priafezi, v prvém piipadé
nesouhlasné, v druhém souhlasné, kromé toho je mizeme podél kazdého z prifezti povazovat za konstantni.
Proto je ¥171 = —vy a Uatis = vo. Velikost rychlosti podél plasté se sice spojité méni z hodnoty v; na hodnotu
vg, rychlost je vsak stale kolm4 k normale plasté — plastém nic netece. Tok kapaliny hrani¢ni plochou je

P = /8(17_') ds = S(—Sﬂ)l + SQ’UQ).
s
Dosazenim do rovnice (9.65) a s uvazenim, Ze hustota s idealni kapaliny je konstantni, vychazi skute¢né S;v; =
= Sovy. Kdyby neslo o idedlni kapalinu, ale o stlacitelnou tekutinu, dostali bychom s1.S57v7 = s2.S3v2. Dokazete

to vysvétlit?
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Priklad 9.76: Rovnice kontinuity v diferencialnim tvaru

Uvazujeme-li hloubéji o rovnici kontinuity v integralnim tvaru (9.65), vidime, Ze musi platit pro kaZdy Gtvar
V ohranic¢eny plochou S. Tato libovolnost musi vést k néjaké pomérné pt¥isné podmince pro samy funkce vystu-
pujici v integralech, tj. s(7, t) a 9(7, t). Jak ji ale zjistit? Porovnévame totiz integraly s rozdilnymi integra¢nimi
obory, byt libovolnymi. MiZeme néco Fici o integrandech? Kdybychom méli k dispozici dostateéné matematické
zazemi teorie integralu a védéli bychom si rady s objemovymi a plosnymi integraly, byli bychom hotovi hned.
Existuji totiz véty, které uméji prevadét integral po néjaké oblasti na integral po hranici této oblasti, tedy
napiiklad integral, jehoz integra¢nim oborem je objem V', na integral, jehoz integra¢nim oborem je hranic¢ni
plocha S. Potiebny aparit vSak nemame, musime se proto uchylit k podobnému ,triku“, jaky jsme pouzili v
prikladu 9.48 pii vypoctu rozlozeni tlaku v kapaliné. Kdyz mize byt utvar V libovolny, nic ndm nebrani volit
jej ve tvaru malého kvddru. Umistime jej do bodu ¥ = (x, y, z) a jeho objem vyjadiime jako souéin délek hran,
AV = Az Ay Az. Stény a jejich normaly oznac¢ime stejné, jako jsme to udélali v prikladu 9.48. Situaci vidime na
obrazku 9.44. Volime-li objem dostatecné maly (pro vysvétleni se opét mlizete vratit k poznamce 1 v piikladu

g //Sv(x’ A
n //

4 yd / Az

proudnice /
a Y
Obr. 9.44 K rovnici kontinuity.

9.48), pak hmotnost tekutiny obsazend v objemu AV v daném okamziku ¢ a jeji ibytek vztazeny na jednotku
¢asu jsou

am(F 1) = s(r Ay, 22— BB Ly
Tok hrani¢ni plochou je souétem tokti vsemi Sesti sténami kvadru. Vypocéteme tok dvojici protilehlych ploch
AS, a AS,. Jejich vnéjsi normély jsou, stejné jako v piikladu 9.48, i, = (0, —1, 0) a 7i; = (0, 1, 0), slozky
rychlosti ¥ ozna¢me jako obvykle @ = (v1, v2, v3). Plati v(z, y, z, t)i, = —va(, y, 2, t), U(z, y+ Ay, z, )i}, =
=wva(z, y+ Ay, z, t), a pak

Ad, + A@; =—s(z, y, z, t) va(z, y, 2, t) AS, + s(z, y + Ay, 2, t)va(z, y + Ay, 2, t) AS; =

_ S(Cﬂ, Y+ Aya 2, t) ,UQ(Z; Y+ Ay7 2, t) — S(:L" Y, 2, t) UZ(‘Tv Y, 2, t) AV =
= Ay =
— 8(8(‘7:’ Y, 2, t) Ug(.’L', Y, 2, t)) AV.

dy

Podobné vyjadiime toky dalsimi dvéma dvojicemi stén. Celkovy tok je, jiz bez vypisovani proménnych,

d(sv1) = O(sve) = O(sv3)
or + oy + 0z

Ad = AV.
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Operace v zavorce, soucet parcidlnich derivaci slozek svi, svy a svs vektorové funkce sv' podle proménnych =z,
Yy, 2, se nazyva divergence této vektorové funkce. Znaci se div (s¥). Je to funkce skalarni!
Celkovy tok plochou S kompenzuje tbytek hmotnosti v objemu AV, tj.
ds  O(sv O(sv d(sv
_0s _0(suy) ( 2)Jr (svs) _,

ot or oy 0z

as(7, t) ds
ot ot

Tento vztah je parcidlni diferencidlni rovnici, kterd uvadi v souvislost rychlost tekutiny a jeji hustotu nikoli jiz

+ div (s(7, t)3(7, t)) =0, zkrdcené + div (s?) = 0. (9.66)

integralné, ale v daném bodé a v daném okamziku. Jedna se o rovnici kontinuity v diferencidlnim tvaru.

Prostiednictvim pfedchoziho ptikladu jsme zavedli operaci divergence vektorového pole.

Nechf D C R3? je oteviena mnozina a F : D 3 7 — F(7) diferencovatelné
vektorové pole. Skalarni funkce

= S _ 8F1(.’17, Y, Z) (9F2(x, Y, Z) 8F3(.’E, Y, Z)
D>7=(z,y,2) — divF() = 5 + o + 52

(9.67)

se nazjvé divergence vektorového pole F(7).

Zobrazeni, které pritfazuje vektorovym polim jejich divergenci, je diferencialni ope-
rator a nazyva se operdator divergence.

Priklad 9.77: Specidlni tvary rovnice kontinuity
Rovnice (9.66) plati zcela obecné. Ve specialnich pfipadech se samoziejmé zjednodusi. Napiiklad pro ustélené
proudéni, kdy hustota ani rychlost nezavisi na case, je parcidlni derivace hustoty podle ¢asu nulova a rovnice

kontinuity ma tvar div (s(7)7(7)) = 0, bude-li navic tekutina ideaIni kapalinou (nestlacitelnd), bude div #(7) = 0.

Jaka je interpretace skutecnosti, ze divergence néjakého vektorového pole je na néjakém
oboru nulova? K pojmu divergence vektorového pole jsme primo dospéli vyjadienim toku to-
hoto vektorového pole plochou AS tvofenou sténami elementarniho kvadru AV, konkrétné
platilo A® = div FAV. Divergence vektorového pole je nulova pravé tehdy, je-li tok tohoto
vektorového pole uzavienou plochou AS nulovy. Znamené to, Ze vSechny integralni kiivky, at
jiz jde o proudnice, silo¢ary, ¢i cokoli jiného, které vstoupi do objemu AV obepnutého touto
plochou, z néj zase vystoupi. Uvnitf objemu nejsou zridla, tj. zddné body, v nichz by inte-
gralni kiivky vznikaly (zdroje), ¢i zanikaly (mista zaniku). Nikde neza¢inaji ani nekonéi, jsou
uzaviené. Vektorové pole s nulovou divergenci se nazyva nezridlové. Toto slovo sice neni prilis
pekné, je vsak vystizné.

Vztah A® = div F () AV, ktery jsme v piikladu 9.76 odvodili pro tok vektorového pole
F=st povrchem elementarniho kvadru, 1ze zobecnit na libovolny (makroskopicky) objem V'
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a jeho hrani¢ni plochu S, kterd je v kazdém svém bodé orientovana spojitym (nebo po ¢astech
spojitym) vektorovym polem vnéjsi jednotkové normaly 7i(7) takto:

Predpokladejme, zZe diferencovatelné vektorové pole F (7) je definovano na oblasti
D, kterd obsahuje objem V' obepnuty po ¢astech hladkou (uzavienou) plochou S
orientovanou vnéjsi normalou. Plati

/ FdS = / div F dV. (9.68)

S \%4

Tento vysledek predstavuje jednu z integralnich vét, prevadéjicich integral po oblasti
na integral po jeji hranici, tzv. Gaussovu-Ostrogradského vétu.

Pozn.: Hladkou plochou rozumime takovou plochu, na niz je definovano spojité vektorové pole
normaly. Po ¢astech hladkou plochou rozumime plochu, ktera je sjednocenim konec¢ného poctu
hladkych ¢asti. S plochami po ¢astech hladkymi jsme pracovali v prikladech 9.48 a 9.76.

Priklad 9.78: Zahada predchozi véty

Vezmeme-li v ivahu tifeba gravitacni pole Zemé piisobici na ¢astici o hmotnosti m, mizeme predchozi vétu
hned aplikovat. Céstici pfedstavujici Zemi umistime do poc¢atku soustavy soufadnic. Z piikladu 9.30 mtzeme
totiz prevzit fadu vysledki. Vektorové pole gravitacni sily ﬁg(F), jiz ptisobi Zemé na Céstici, je zdporné vzatym
gradientem potencialni energie U(z, y, z) z pfikladu 9.30,

nl _ aU(l'v Y, ’Z) aU(:E, Y, Z) 8U((E, Y, Z)
Fg(f’) - ( 8x ’ 8y 9 82 )

divergence tohoto vektorového pole je

R _ 6F1($, Y, Z) 8F2(.13, Y, Z) 8F3(xa Y, Z)
div F(¥) = o + 3y + 92 =
PU(z,y,2) 0PU(x,y,2) Uz, y, z)
= — 31‘2 - 8y2 - 822 = _Ull(xa Y, Z) - UQZ(:I:’ Y, Z) - USS(:E7 Y, Z) =0.

Pii vypodtu jsme pouzili parcidlni derivace druhého ¥adu funkce U(x, y, z) pfipravené v piikladu 9.30. Diver-
gence vektorového pole gravita¢ni sily je nulova, nulovy je tedy i integral na pravé strané vztahu (9.68). Na
levé strané tohoto vztahu vystupuje tok vektorového pole gravitacni sily libovolnou uzavienou plochou. Je tedy
také vzdy nulovy? Samoziejmé, Ze ne! Vidime to ihned z nazorného obrazku 9.45. Predstavime-li si uzavienou
plochu, ktera obepne naboj, resp. Zemi, je okamzité zfejmé, ze silo¢ary do této plochy pouze vstupuji. Zvolime-li
za S kulovou plochu se stfedem v pocatku soustavy soufadnic a polomérem R, muZeme tok snadno spocitat.
V obecném bodé plochy 7 = (z, y, 2) € S, 22 + y? + 22 = R?, je vektor vnéjsi jednotkové normaly k ni dan
vztahem 7i(7) = 70, kde symbol 79 jsme jiz dfive pouzivali pro jednotkovy vektor ve sméru 7. Pro tok plati

. 70 M
o(5) :/FgﬁdS: —f{mM/(::z) 70dS = —%/dS: —4rkmM.
5 5

Vzali jsme v tvahu, ze [ dS = 4w R? (obsah kulové plochy 9).
5




9.4. DIFERENCIALNI OPERATORY 895

Tok gravita¢niho pole kulovou plochou obepinajici Zemi tedy neni nulovy. Znamena to, ze jsme dospéli ke
sporu s Gaussovou—Ostrogradského vétou? Jistéze ne. Jen jsme nedali pozor na jeji predpoklady. Vektorové pole
ﬁg(F) totiz neni definovano pro 7 = 0. Tento jediny bod chybé&jici v definiénim oboru vektorového pole platnost
vztahu (9.68) pokazi.

Jesté by nas mohlo zajimat, pro¢ tok, ktery jsme vypocitali, nezavisi na poloméru kulové plochy, a zda z
toho neplyne néco obecnéjsiho. Zvolme kromé kulové plochy S, pro kterou jsme jiz tok spocitali, dalsi kulovou
plochu S, také se stfedem v poc¢atku soustavy soufadnic, ale tfeba s mensim polomérem R < R. Situaci

ukazuje obrazek 9.45, zakresleny pro prehlednost pouze dvojrozmérné. Vypocet ukazal, ze polomeér se vykrati

vstupuje do V vystupuje z V'

vstupuje do V'

vstupuje do V
vystupuje z V

Obr. 9.45 K vypoctu toku gravita¢niho pole plochou.

a tok bude stejny. Z obrazku je to dobfe vidét. Plochou S vstupuji do objemu V', ktery tato plocha obepina,
vSechny silo¢ary, stejné jako vstupuji plochou S do objemu, ktery obepind S. Stejna jednoduché tivaha plati pro
jakoukoli uzavienou plochu, ktera obepina pocatek soustavy souradnic, a je lhostejné, jaky méa tvar. Tok vSemi
uzavienymi plochami obepinajicimi pocatek tedy musi byt stejny, ® = —4nxmM. Jak to jde dohromady se
vztahem (9.68)? Budeme-li za oblast D povaZovat mnozinu R?\ {(0, 0, 0}, tj. trojrozmérny euklidovsky prostor
s vyjmutym pocatkem soustavy souradnic, pak za objem, ktery je integra¢nim oborem na pravé strané vztahu
(9.68), miizeme povazovat ¢ast prostoru vymezenou plochami S a S,

V ={(z, v, z)€R3|§2§x2+y2+z2§R2}.

Plocha, ktera objem V ohranicuje, je sjednocenim ploch S a S. Celkovy tok touto sjednocenou plochou je

souctem obou tokt, ale pozor, se spravnym znaménkem! Vektorové pole vnéjsi jednotkové normaly na plose S
(s vétsim polomérem) je 7i(7) = 79, na plose S vSak 7i(F) = —70 = —7i(F). Proto

o= /ﬁfidS + | F7idS = —4rkmM — (—4wkmM) = 0.
s 5
Naopak, pokud uzaviend plocha poc¢atek neobepina (obrazek 9.45 vpravo), vSechny silo¢ary, které do ni vstoupi,

z ni zase vystoupi, celkovy tok je nulovy v plné shodé€ s tim, ze div F"g = 0 ve vSech bodech, v nichz je toto
vektorové pole definovano.

Ziskany vysledek ma obecnou platnost: Zhruba feeno — vypocet toku uzavienou plochou obepinajici
jednotlivé ziidlo vektorového pole lze nahradit vypocétem toku kteroukoli jinou, tfeba podstatné jednodussi

plochou, ktera toto zifidlo také obepina.
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Nésledujici ptriklad nas privede k jinému zptlisobu zavedeni operatoru rotace vektorového
pole, nez byl ten ponékud ,formalisticky“, ktery jsme pouzili ve vztahu (9.33).

Priklad 9.79: Faradaytuv zakon elektromagnetické indukce a rotace vektorového pole

Je to opét fyzikalni zakon, ktery je dobrou motivaci pro zavedeni dalsich pojmu z oblasti vektorovych poli.
Faradayiv zdkon elektromagnetické indukce, objeveny empiricky, pfinasi jednak kvalitativni poznatek, ze Casove
proménny tok magnetického pole urcitou plochou je pfi¢inou vzniku napéti indukovaného na koncich dratu ve
tvaru smycky, ktera tuto plochu obepind, jednak uvadi tyto dvé veli¢iny do pfimého vztahu i kvantitativné:
Napéti Uing, indukované na svorkach draténé smycky obepinajici plochu 9, je ve vhodnych jednotkach pfimo
rovno zaporné vzaté derivaci toku vektorového pole magnetické indukce B plochou S. Zbyva jen tento fakt
matematicky zapsat. Tok vektorového pole plochou uz vyjadfit umime. Je vSak tfeba zahrnout do tvah moz-
nost, ze tok bude ziviset na case. Diléi moznosti jsou dve. Bud na case zdvisi plocha, kterou indukéni Gary
magnetického pole prochazep (napiiklad smycka rotuje nebo se deformuje), nebo je magnetickd indukce sama
Casové proménna, tj. B=8 (7, t). Pro druhy pfipad je Givaha ndzornéjsi, proto se na néj omezme. Orientujeme-li
plochu S (diferencovatelnym) vektorovym polem jeji normély 7i(7), pak

@(t):/é(ﬁ t)7i(r)dS, zkricend @z/édg,

S S

4o OB(F, t)
—— =— | ——227(F)dS.
dt / ot )

s
Pii posledni upravé jsme pouzili stejného ,triku“ zasunuti derivace podle ¢asu za integral jako v prikladu 9.74.

Také argumentace, ktera takovy postup zdavodiuje, je stejna.

Pozn.: Pripomenme opét, ze neni na zavadu, Ze korektni definici plosného integralu nemame. Prozatim ji
obejdeme nazornou tvahou a vypoctem, stejné jako v predchozich situacich.

Jak ale vyjadfime indukované napéti? Elektrické napéti mezi dvéma body je rozdil elektrické potencialni
energie vztazeny na jednotkovy kladny naboj. Je to tedy préace, kterou musi vykonat elektricka sila, rovnéz
vztazena na jednotkovy kladny naboj, aby jej mezi danymi dvéma body pfemistila beze zmény kinetické energie.
Elektricka sila vztazena na jednotkovy kladny ndboj je ovSem intenzita elektrického pole E (7, t), v naSem piipadé
indukovaného. Obecné je zavisla nejen na poloze bodu v prostoru, ale i na ¢ase. A prace se kona po kiivce, ktera
ohranicuje plochu S a kterou si predstavujeme jako draténou smycku.

Hladkou plochu, ktera neni uzaviend, ohranic¢uje hladka, nebo po ¢astech hladké uzaviena kiivka C. Abychom
préaci spocitali, je tfeba kiivku orientovat. Ze dvou moznych orientaci volime tu, kterd se pfenasi z orientované
plochy S podle pravidla pravé ruky. Palec pravé ruky musi ukazovat ve sméru zvolené normaly 7i(7) k plose,
polozime-li prsty ve sméru spravné orientace kfivky. Pfi vypoctu prace pak volime parametrizaci kiivky C
kompatibilni s dohodnutou orientaci.

Préce intenzity E(F, t) po kiivce C, udavajici napéti na koncich smycky, je

Matematicky zapis Faradayova zakona elektromagnetické indukce méa pak tvar

_/aBg ) () ds = /E JdF, krhcens  — aﬁdgz/ﬁdﬁ (9.69)
S o ¢
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Podobné jako u rovnice kontinuity (9.65) se jednd o zdkon v integralnim tvaru. Indukce magnetického pole a
intenzita pole elektrického vSak spolu jisté souvisi i lokalné, tj. v daném bodé prostoru. U rovnice kontinuity
to bylo obdobné. Z jejiho integralniho tvaru (9.65) jsme dokézali ziskat tvar diferenciélni (9.66) a pfi tom jsme
»objevili“ operator divergence vektorového pole. Pokusime se v pripadé Faradayova zakona o néco podobného.
Zvolme plochu AS specialné, ve tvaru obdélnika leziciho v roviné z = konst. (rovina rovnobézna se soutadnicovou
rovinou zy), jehoz strany o velikostech Az a Ay budou rovnobézné s osami x a y. V pfipadé rovnice kontinuity
jsme objem AV také volili velmi zjednodusené — ve tvaru kvadru s hranami rovnobéznymi se souradnicovymi
osami. Ale protoZe zékon (9.69) plati pro kazdou plochu a jeji hranici, plati i pro tento specidlni pfipad. Obdélnik
AS umistime do bodu 7= (z, y, z), podle obrazku 9.46. Vrcholy obdélnika jsou body A = (z, y, z), B = (x +
+ Az, y, 2),C=(z+ Az, y+ Ay, 2), D = (z, y + Ay, z). Uzaviena kiivka C, ktera jej ohranic¢uje, je tvofena

z
E(t)

4 71=(0,0,1)

z=Kkonst

N4 D

ASC

A

Az,

=

s / Yy
c

s3]
N
<

Obr. 9.46 K prikladu 9.79.

Gtyfmi orientovanymi tseckami AB, BC, CD, DA. Orientace odpovidé orientaci plochy AS norméalou 7 =
= (0, 0, 1) podle pravidla pravé ruky. K¥ivka C neni hladki, ale ,jen“ po éastech hladka. Integral z Casové
proménného vektorového pole E(7, t) je souc¢tem integrali po jednotlivych tseckach,

/EM:/EM+/EM+/EM+/EM
C AB BC CD DA

Parametrizujeme postupné vsechny ¢tyfi tisecky a vyjadiime prislusné integraly. Parametr oznacime 7, aby se
nepletl s ¢asovou proménnou t.

AB: z(r)=71 €[z, v+ Ax], y(r) =y =konst., z(7) = z =konst., #(7)=1, y(r) =0, 2(1) =0,
BC: z(1) =x+ Az =konst., y(7) =7 € [y, y + Ay], 2(7) = z =konst., (1) =0, y(r) =1, 2(7) =0,
CD: z(r)=-7€ [z, x+ Az, y(7) =y + Ay = konst., 2(7) = z =konst., z(7)=-1, y(r) =0, 2(r) =0,
DA: z(1) =z =kounst., y(7) = -7 € [y, y + Ay], 2(7) = z =konst., &(7) =0, y(r)=-1, 2(1) =0,
z+Azx +Ax
/ Edr= / EdF+ / EdF = / Ey(r,y, z)dr — / Ey(1, y+ Ay, z)dr =
ABYCD AB CcD x x

T+Ax
= - / [EI(T7 Yy + Ay7 Z) - EI(T7 Y, Z)] dr.

x
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Uplatnime-li na funkci f(7) = E1(r, y + Ay, z) — E1(7, y, ) vétu o stfedni hodnoté integrélniho poctu, tj.
vztah (9.35), dostaneme

EdF: —f(f) Az = — [El(ga Y+ Ay? Z) - E1(§> Y, Z)] AJ?,
AB+CD

kde £ je ur¢itd (nevime jakd) hodnota uvnitf intervalu [z, x + Az]. Na rozdil E1(§, y + Ay, 2z) — E1(§, y, 2)
uplatnime Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté,

OF
El(ga Y+ Ay7 Z) - E1(§7 Y, Z) = 87; Ay:

(&m.2)

kde 7 je zase jistd hodnota (opét nevime jakd) uvnitf intervalu [y, y + Ay]. Dostédvame

AzAy.
(&m,2)

AB+CD

Podobnymi obraty ziskdme soucet integrali po useckiach BC a DA,

AxAy.

BC+DA

Hodnoty &, resp. 7 lezi opét v intervalech (x, z + Ax), resp (y, y + Ay), jsou viak obecné riizné od hodnot &,

resp. 7.
Integral po kiivce C z intenzity E(7, t) je

/EdF: (%Eg f% )Asz.
L TlEn %Y lens)
V limité pro Az — 0 a Ay — 0 pak plati
lim 1 /E’df,: 6E2(‘ra Y, z, t) _ 8E1($, Y, z, t)
(Az,Ay)—(0,0) AzAy Or dy
c

Vsimli jste si, Ze prava strana predchoziho vztahu pfedstavuje z-ovou slozku rotace ¢asové zavislého vektorového
pole E(F, t)? (Casové zévislost ni¢emu nevadi, slozky vektorové funkce E (7, t) se pFi vypoctu rotace derivuji
jen podle prostorovych proménnych.)

Nyni podobné vyjadiime ¢asovou derivaci toku magnetické indukce plochou AS. Tato plocha je orientovana
jednotkovou normalou 7i(7) = (0, 0, 1). Vypocet bude opét velmi jednoduchy, nebot diky nulovosti z-ové i y-ové

slozky normaly plati
d(I)(t) 633($> Y, z, t)
—t=— | ———=—=dS.
dt / ot

AS

Pouzitim véty o stfedni hodnoté integralniho po¢tu zobecnéné na dvojrozmérny pripad dostaneme

. / aBS(xu Y, =z, t) dS _ _833(57 777 Z, t)

ot ot ArAy,

AS
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a v limité pro Az - 0a Ay — 0

-1 0B t 0B t
lim / 3(.’L’, Y, z, )dS:— 3(1’, Y, =z, )
(Az,Ay)—(0,0) AxAy ot ot
AS
Mizeme tedy psat
aB3(£7 Y, z, t)
ot '

Zobecnénim na ostatni slozky, jiz ve zkraceném zapisu bez vypisovani proménnych, dostavame

rots E(7, t) = —

—

tE=—— .
ro TR (9.70)

V tomto vysledku jisté poznavaji fyzikové treti Mazwellovu rovnici, ktera je zapisem Faradayova zékona elek-

tromagnetické indukce v diferencidlnim tvaru.

Poté, co jsme se presvédcili, Ze pojem rotace vektorového pole ma zietelny fyzikalni vyznam,
soustiedme se opét na matematiku.

—

Nechf D C R3? je oteviena mnozina a F : D 3 7 — F(7) diferencovatelné
vektorové pole. Vektorové pole

D> 7= (z,y, z) — rot F(f) = (9.71)
. 8F3(x,y,z) . 8F2(£C,y,2) 8F1($,y,2’) . 6F3($7y72) an(iﬂ,y,Z) . 8F1(x,y,z)
- oy 0z ’ 0z Ox ’ Ox oy

se nazjva rotace vektorového pole F(7).

Zobrazeni, které pfitazuje vektorovym polim jejich rotaci, je diferencialni operator
a nazyva se operdtor rotace.

Vratme se k prevodu kiivkového integralu druhého druhu na integral plosny. Vypocet v piipadé
specialné zvolené plochy AS znazornéné na obrazku 9.46, jak jsme jej provedli pro intenzitu
elektrického pole E bude stejny pro jakékoli vektorové pole F (7), které si v8ak jiz nekompli-
kujme zavislosti na case. Plati

/ F(7) dr = / rots F(7) dS.
C AS

Zobecnime-li tento vysledek, dostaneme nasledujici tvrzeni, které udava vztah pro prevod in-
tegralu po orientované plose na integral po jeji hranici.
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Predpokladejme, Ze diferencovatelné vektorové pole F (7) je definovano na oblasti
D, ktera obsahuje hladkou plochu S orientovanou pfedem zvolenym vektorovym
polem jednotkové normély. Orientaci plochy S preneseme na uzavienou kiivku C,
ktera plochu ohrani¢uje (pravidlo pravé ruky). Plati

/ Fdr= / rot £d3. (9.72)

© S

Jedna se o Stokesovu vétu, ktera je rovnéz jednou z integralnich vét prevadéjicich
integral po oblasti na integral po jeji hranici, tentokrat z plochy na ktivku.

Pozn.: Postup, kterym jsme v prikladu 9.79 ,jodvodili“ vztah pro prevod kirivkového integralu
druhého druhu na integral plosny pro specidlné zvolenou plochu, byl matematicky korektni
(funkce, s kterymi jsme operovali, mély pro pouZité operace a tvrzeni vSechny potiebné vlast-
nosti). Pokud vSak jde o vztah mezi plosnym a kfivkovym integralem a jeho zobecnéni, to jiz
plné prijatelné z matematického hlediska neni. Stale nam totiz chybi definice nékterych typi
integral a obchazime je nézornymi, ale ne zcela korektnimi ,triky“. Ze vztah mezi k¥ivkovym
a plosnym integralem ziskany pro specialni volbu integrac¢nich obort lze zobecnit, tomu musime
v tuto chvili jen veétit.

Priklad 9.80: Rotace a viry

Uz jsme vidéli, ze nenulova divergence vektorového pole souvisi s existenci zdroji ¢i mist zaniku integralnich
kiivek tohoto vektorového pole, zfidel. Nenulova rotace zase znamend, ze vektorové pole neni konzervativni.
Jak to souvisi s néjakymi ,viry“? Uvazujme o jednoduge zadaném vektorovém poli F (x,y, 2) = (—y, =, 1).
Predpokladejme, ze jde o néjaké silové pole, s tim, ze u jeho slozek stoji potfebné rozmérové konstanty, jejichz
¢iselnd hodnota je rovna jedné (z cviénych davodid uréete jejich fyzikélni rozmér). Rotace vektorového pole F
je nenulovd, nebot

oF; Fy, O0Fy F3 0Fy; B

rmF(ﬁ(@y@z’@z@x’(’)x@y)(o’o’z)'

Vektorové pole neni konzervativni, prace, kterou odpovidajici sila vykona pt¥i pohybu ¢astice po néjakém oblouku,
obecné zdvist na tvaru oblouku a prace po uzavienych kiivkach obecné neni nulovd.

Zjistime, jaky tvar maji silocary zadaného silového pole. K jejich parametrickému vyjadieni vedou podle
(9.58) rovnice

p(t) = —y(t), g(t) ==x(t), 2(t) =1
Jejich obecné feseni je
x(t) = Acost — Bsint, y(t) = Asint+ Bcost, z=t+C,

kde A, B a C jsou integra¢ni konstanty. Prvni dvé rovnice jsou parametrickym vyjadienim kruznice o poloméru
A% + B? (zkuste vyjadiit 2%(t) + y2(t)). Primétem silo¢ary do ptidorysné roviny je kruznice, z-ova soufadnice
roste imérné s parametrem t. Silo¢ary jsou Sroubovice. Takze se jaksi ,krouti®, délaji viry. Pro zajimavost
vypoctéme, jakou praci vykona silové pole po uzaviené kiivce slozené ze dvou ¢asti. Z oblouku C; odpovidajiciho
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prvnimu zavitu Sroubovice prochézejici bodem P = (R, 0, 0) a z usecky Cy spojujici body Q = (R, 0, 27) a
P = (R, 0,0) (viz obrazek 9.47). Parametrizace oblouku C; je

x(t) = Rcost, y(t) = Rsint, =2(t)=t, t€][0,2x],
parametrizace tsecky Cs je
z(t) =0, y(t)=0, =z(t)=27r—1t, t€]l0,2n]

Prace po oblouku C; je

Obr. 9.47 Virové vektorové pole.

mm:/ﬁﬁz/mm+&@+&@:

C C
27
= / [(—Rsint)(—Rsint) + (Rcost)(Rcost) + 1]dt = 2rR? + 2.

0

Préace po usecéce Cy je
2
A@g:/ﬁﬁ:/-&:am
Cs 0
pro celkovou praci pak dostaneme
A(C) = 27R%.

Jak si tento vysledek, konkrétné to, Ze prace neni nulova, dokdzeme nazorné vysvétlit? Zfejmeé by nas neprekvapil,
kdyby sila zavisela tifeba explicitné na case. Nebo na rychlosti, jako je tomu u sil tfeni nebo odporovych sil
prostiredi — tam se nedivime, Ze prace po uzaviené kiivce neni nulova. Tteci ¢i odporova sila sméruje vzdy proti
rychlosti, takze p¥i jakémkoli posunuti kond zdpornou praci. Af je trajektorie ¢astice uzaviena, ¢ neuzaviena,
zaporné prispévky k praci se pofad kumuluji, nikdy nebudou vykompenzovany. Kdyz ale silové pole zavisi pouze
na poloze, jako je tomu v tomto prikladu, neni zavislost prace na tvaru trajektorie divna? Silové pole zavislé pouze

na poloze je polem vektorovym, miZzeme k nému sestrojit silocary, jejichz obraz se s casem neméni. Pohybuje-li
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se Castice po uzaviené kiivce, musi se ménit smér vektoru posunuti vuci siloGaram. Neméla by byt zaporna
prace, kterou kona silové pole pii pohybu proti silo¢ardm, kompenzovana kladnou praci pti pohybu soubézném
se siloGarami? Z matematického hlediska je nam jiz véc jasnd — naSe vektorové pole neni konzervativni, jeho
elementarni prace neni uplnym diferencidlem zaddné kmenové funkce. Geometricky je vsak problém také nazorny,
prinejmensim kvalitativné. Silo¢ary nekonzervativniho vektorového pole se jaksi ,krouti“, vytvareji viry. Odtud
prameni i ndzvoslovi. Vektorové pole, jehoz rotace je nulova, se také casto nazyva nevirove. Kazdé konzervativni

vektorové pole je tedy nevirové.

9.4.2 Operator nabla a Laplaceuv operator

V predchozich odstavcich jsme hovotili o zobrazenich, ktera prifazuji skalarnim, nebo vektoro-
vym polim jina skaldrni & vektorova pole, z ptivodnich odvozend derivovanim. Slo o operace
gradientu (skalarni pole — vektorové pole), divergence (vektorové pole — skalarni pole) a rotace
(vektorové pole — vektorové pole). Hovofili jsme o nich také jako o diferencidlnich operdtorech,
pravé proto, Ze jsou zalozeny na derivovani. Velmi casta je predstava operatoru jako urcitého
,plsobeni“ na skalarni ¢i vektorovou funkci, jehoz vlivem vznikne jina skaldrni nebo vektorova
funkce. Je to podobné, jako kdyz jsme si v odstavci 2.1.1 nebo v odstavci 9.2.1 predstavovali
funkce jako ,Cerné ski¥inky“, které pfetvofi Cislo nebo n-tici ¢isel v jiné ¢islo. Obvykly zapis
plsobeni operatoru na néjaky objekt je

OPERATOR (OBJEKT PUSOBENI) = VYSLEDEK PUSOBENI.

Priklad 9.81: Operatory parcialniho a uplného derivovani

Nejjednodussimi operédtory jsou ty, které funkcim ptifazuji pfimo jejich derivace. Je-li f = f(z1, ..., zp)
funkce n proménnych, muzeme operator parcidlniho derivovani podle i-té proménné zapsat jako
of 0 0 af
D;: f— D;f= ,  nebo cf— = .

Je-li F(t) = f(xl(t), ey Ty (t)) slozena funkce proménné ¢, zapisujeme jeji derivaci podle této proménné ¢asto
pomoci operatoru uplné derivace

d d . aof of

—F— —F=F=—1014+---+ i

dt dt o0x1 ! Oz, "

Velmi pouzivany je operator nabla, pomoci néhoz lze pti vhodném zapisu vyjadrit jak gra-
dient skalarniho pole, tak divergenci ¢i rotaci vektorového pole. M4 tvar

- o o0 0
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a zachazi se s nim jako s ,opravdovym*“ vektorem s tim, ze kazdé ,formalni nasobeni“ timto
operatorem znamend jeho pusobeni na vyznaceny objekt. Praktické pouziti operatoru nabla
ukazuji nasledujici vztahy.

.. (0 @ 9\, [(of of of
. e (0 0 0 _OF, OF, OF
divF = VF = (ax, By’ 82’) (F1, F», F3) = g + 3y + £l (9.75)
rot ' =V x F = (%, a—y, &> X (Fl, FQ, Fg) = (976)

_ (0F, OF, OF OF 0F OF
-~ \ody 0z 9z Oz’ O0xr oy )’

Operace divergence je vyjadiena formalnim skalarnim soucinem a operace rotace formalnim
vektorovym soucinem vektort V a F. P&kné to funguje.

Dalsim frekventovanym diferenciadlnim operatorem je Laplacetuv operdtor, ktery je tvofen
druhymi parcidlnimi derivacemi. Je-li f = f(x, y, z), definujeme jej jako zobrazeni

2 R o o2f  Of O°f
) f=atmt oz (9.77)

Operatory V a Laplaceiiv 1ze snadno zobecnit i na ptipad vice proménnych,

- 0 0 09? 0?
(L) A

a_xla -7axn :(9_.1'% +8_x%

Pro tento zobecnény ptipad plati formalné stejné vztahy pro gradient a divergenci jako (9.74)
a (9.74). Také zobecnénou rotaci by bylo mozné definovat, potfebovali bychom vsak k tomu
zobecnény vektorovy soucin.

Priklad 9.82: K ¢emu je dobry Laplaceuv operator?

Jak nas napadlo zavést Laplacetv operator? Motivaci pro zavedeni Laplaceova operatoru je nékolik, jsou
mnohem hlubsi a maji sviij ptvod opét ve fyzice. Nejjednodussi z nich souvisi zase s konzervativnim silovym
polem. Vezméme tieba gravitacni pole hmotného bodu. Takové pole je zaporné vzatym gradientem skalarniho
pole potencialni energie (viz vztah (9.32)) a jeho divergence je nulova (viz pfiklad 9.78). Plati tedy

F(f) = —gradU(7), divE(A) =0 = divgradU(F) = AU(F) = 0.

Potencialni energie gravita¢niho pole spliiuje, s vyjimkou bodu 7 = 0, v némz neni definovana, Laplaceovu
rovnici AU(7) = 0. A Laplacev operator je ,na svété“.
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Jiny priklad je z kvantové mechaniky. Vektor hybnosti ¢astice je zde reprezentovan diferencialnim operato-
rem pusobicim na vlnové funkce, které urcuji stav ¢astice,

s, o 0 0 g
p= _lh<8x 8y az>——1hv.

Operator kinetické energie, odvozeny z operatoru hybnosti pomoci klasického vztahu mezi kinetickou energii a
hybnosti, je

~2
N D h2
PP

 2m 2m
Poslednim piikladem, ktery zde uvedeme, je vlnova rovnice. Funkce prostorovych proménnych ¥ = (z, y, z) a
Casové proménné t
o_ =wt—ki" a ¢y =wt+ kT,

kde k = (ks ky, k.) je konstantni vektor, pro ktery plati k = wv~!, se nazyvaji fdze. Slozky vektoru k maji

fyzikalni rozmér prevracené délky, konstanta w mé rozmeér prevraceného ¢asu a konstanta v ma rozmér rychlosti.
Nazyva se fazovd rychlost. Zvolme dvé funkce f1(¢_) a fa(¢), které nebudou omezeny jinak nez tim, Ze s nimi
Ize provadét operace, které budeme potfebovat — parcidlni derivace do druhého fadu véetné — a utvorme
funkci

FF ) = filo-) + folds) = fr(wt — kF) + falwt + k7).

Jev, ktery je popsan jakoukoli takovou funkci, se ve fyzice nazyva vinéni. Vypoc¢téme parcidlni derivace funkce
f druhého Fadu vzdy podle stejnojmennych proménnych. Dostaneme postupné

0 0d_ 0
O 0% 4 00 = ke Fl(6) + ke (04)
82
375 = R(6-)+ (04)
a podobné
Pf 2ty + e, 2L =R 160 + (60
ayg — My lJ1 - 2 \¥+ 922 - 2\¥P+/1»
A=K [f1(60) + (6]
Pro parcialni derivace funkce f podle ¢asu plati

A —lR + A6, B =) + o0,

Déame-li tyto vypocty dohromady a vezmeme-li v ivahu vztah mezi konstantami k, w a v, vidime, Ze funkce
f(7, t) spliiuje diferencidlni rovnici

2
INGH t)—vizagiz D _0, mebo Of(F#)=0, kde (9.78)
1 02
H=A-% o

je d’Alembertiv operdtor. Rovnice (9.78) se nazyva vilnovd rovnice a je zakladni diferencidlni rovnici, kterou se

1idi sifeni vlnéni v prostoru. Jesté se k ni budeme vracet v néasledujicim odstavci.
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Priklad 9.83: Operatory V a A ve valcovych souradnicich

V kapitole 5 jsme zavedli kiivocaré soutadnice, které jsou casto uzite¢né pii feSeni geometrickych ¢i fy-
zikalnich problémd s piislusnou symetrii. Napiiklad alohu v R2, kterd je rotacné symetrickd vzhledem k ose
z (pfi jeji formulaci a FeSeni se ,nepoznaji“ otoceni soustavy soufadnic kolem osy z), se hodi fesit ve vélco-
vych soufadnicich. Potfebujeme-li v takové tloze pocitat gradient skaldrni funkce, resp. divergenci ¢i rotaci
vektorového pole, méli bychom umét vyjadfit operator V ve valcovych soufadnicich. Znamenda to predevsim
prevést derivovani podle proménnych x a y na derivovani podle ¢ a ¢ (proménné z zlstéava), a dile vyjadrit
vektor gradientu v ortonormaélni bazi spojené s valcovymi soufadnicemi, tj. v bazi tvorené tecnymi vektory k
soufadnicovym kifivkam soustavy vélcovych soufadnic, avSak normovangm (ortogonalni jsou). Staci, abychom
se zabyvali pfevedenim operatorti parcidlnich derivaci podle x a y do polarnich soufadnic, operator v pak jiz
sestavime snadno.

Uvazujme o funkci

y
F(z,y) = f(o(z, ), o(z,y), o=+Va2+y? p = arctg —

a pocitejme jeji parcialni derivace pomoci pravidla pro derivaci slozené funkce. Podobny vypocet, jenze s opac-
nym prevodem, tj. z kartézskych do polarnich soufadnic, jsme provadéli napiiklad jiz v prikladu 5.12. Plati

@ — 71: = cosp @ = 7y = singo
or /22 + 42 T Oy /22 + 42 ’
Op 1 (_ﬂ) _ sing Oy 1 1Y _ cosp
or 14w\ 22/ 07 9y 144 \z) o]
a dale
oF _ 0f d¢ [ Of 0p _ Of o 10f .
Or 0o dx O¢ 0xr 0o 14 00 14
oF _ 0f 90 0f0p _ Of o o 10f
dy 0o 0y O¢ Jy 90 "7 g0 Y

Funkce f, a tedy i F, byly libovolné, proto miZzeme jejich psani vynechat a psat pfimo pro operatory

0 0 sing 0
i Ty T
o . 0 cosp O
a—y —smgoa—g—f— 0 %

Ziskané vztahy lze zapsat také maticové

9 9\_(9 19
or dy) \do 00y

Pozor! Pfedchozi zapis opravdu znamend jen formalni ndsobeni. Operator % nepusobi na funkce sin ¢ a cos ¢

cosp sinp

—sing cosy

tak, ze by je derivoval. Na levé strané rovnosti je ,dvojrozmérny“ operator Vv kartézskych soufadnicich,
formalné vyjadieny jako vektor. Ve ¢tvercové matici vystupujici na pravé strané snadno rozpozndme matici
prechodu od kartézské (ortonormalni) baze tvofené vektory €, a €, k ortonormalni bézi spojené s polarnimi
soufadnicemi tvorené mormovanymi teénymi vektory k polédrnim souradnicovym kifivkdm. Pro nazornost se
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muzete vratit k obrazku 5. 9, poptipadé k prikladu 5.13. Ortonormalni baz1 spojenou s polarmml souradnicemi
tam budou tvofit vektory fg p (pfi vypoétu vychézi jiz normovany) a fg, r/l fg, p| (te¢ny vektor fg, p nevychazi
normovany, je tfeba jej teprve normovat). Je vidét, ze vektor

o 10 ros o 10 0

0o 00p)’ p- do 00p 0Oz
musi predstavovat operator Vv polarnich, resp. vélcovych soufadnicich. Oznacime-li é,, €, a &, vektory orto-
normdlni baze spojené s valcovymi soufadnicemi, zapiSeme gradient funkce f(p, ¢, z) jako

of ., 10f of
grad f(o, ¢, z) = aJ; 9+ga£ “”Jraﬁ

Pro operator nabla samotny a pro Laplacetv operator ve valcovych soufadnicich plati

. 9., 10, 8 2 19 9 10
128, A= 422 2 -2 .
V=55t T 5 ap0 T gt 57t 757 T 97 T 55, (9.79)

Pro prevod Laplaceova operdtoru miizete pouzit napiiklad vztahi (5.21) nebo vysledku tlohy 13 ve cvideni
5.2.6.

Priklad 9.84: Operatory V a A v kulovych soufadnicich

Stejny postup jako v predchozim prikladu pouZijeme pro vyjadieni operatoru Vv kulovych souradnicich.
Provedme nejprve piipravné vypocty. Tecné vektory k soufadnicovym kfivkam kulovych soufadnic fr, fg a fga
jsme ur¢ili v piikladu 5.20. Jsou dany vztahy (5.27), jsou ortogonélni, je vSak t¥eba je normovat. Ortonormalni
baze spojena s kulovymi soufadnicemi je urcena vektory

1

é- = (sindcos ¢, sin¥sinp, cos ),
€y = (cosdcosp, costsinp, —sindd),
€, = (—sinyp, cosp, 0).

ZapiSeme-li tyto vektory po Fadcich do matice, ziskdme matici pfechodu od baze (€, €y, €,) k bazi (&,, €y, €,).
Pro vypocet déle potfebujeme parcidlni derivace funkei r(z, y, z), 9(z, y, 2) a ¢(z, y, 2), vyjaidiené vsak
nakonec pomoci kulovych souradnic. Derivovanim vztaht (5.12) dostaneme

or T

_— = —_ . = 1 19

o R sin ¥ cos ¢,

or Y . .

— = —————— = sin¥singy,

Ay 224 y? + 22

0

AN S—— 9,

0z Va2 +y? + 22
oy Tz _ cosvcosyp
Ox (22 + y2 + 22) /22 + 2 r ’
09 Yz cos ¥ sin ¢

Ay (242422222 r ’
99 Wa+yr sind

0z 224+ y2 422 r

)
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dp Y B sin

dr 224y rsind’

dp x _ cosp

dy  22+y?  rsind’

dp

5 = 0.

Pro operatory parcialnich derivaci podle kartézskych soutadnic plati

9 _ gg_i_@ﬁ 0 +8<p 0 _ Sinﬁcoswﬁ+cos19cosgp 0 sing 9
oz Ox Or Oz 99  Ox Op or r 99 rsind dyp’
0 ar 0 09 9 9dp 0 ) . 0 cos¥singp 0 cosp O
Ay - Ay 8r+87y679+8y Op - Smﬂsm@a—i_ T 8719+rsim9 0y’
g:6r8+8198+6<p6 :cosﬂg—smﬂﬁ.
0z 0z Or 0z 0Y 0z Oyp ar r oY

Opét je vhodné pouzit maticovy zapis pomoci matice prechodu od kartézské baze k ortonormalni bazi spojené
s kulovymi soufadnicemi, a dostat tak rovnou operator Vv kulovych souradnl(:lch Obdobné jako v maticovém
zapisu operatoru Vv polarnich, resp. valcovych soufadnicich ani zde operatory a , 8819 a 83 nepusobi na funkce

obsaZené v matici. Plati

sindcosp sindsing cosv

000 0N (0 10 1 0N et sy
dxr dy 0z) \Or r 99 rsind dp COSUCOSp COSUSILY  —Sl

—sing cos ¢ 0

Na pravé strané vztahu se objevila matice pfechodu od kartézské baze k ortonorméalni bazi spojené s kulovymi
soutadnicemi, takze fadkova matice, jejimz vynasobenim touto matici prechodu dostaneme matici kartézskych
slozek operatoru ﬁ, musi predstavovat slozky operatoru Vv kulovych soufadnicich. Pro operator nabla a pro
Laplacetv operator v kulovych soutadnicich plati

(’9_,Jr18_,+ 1 0. A 82+1 82+ 1 82+28+ 1 9 (9.80)
= —é&+- —eyt+t——— —¢&,, =t =t -+ ———. (9.
or r 09 " rsind dp 7 or2  r2 992 r2sin?9 0p?2 1 Oor r2tgd oY

<l

Pro vypocet Laplaceova operatoru opét vyuzijte vztaht (5.21).

9.4.3 Identity pro diferencialni operatory

Diferencialni operatory grad, div, rot a A maji pravé ve fyzice velkou dilezitost, jak jsme se o
tom jiz vicekrat presvédcili. Jsou zalozeny na operacich s operatorem 6, takze spolu jakymsi
zpusobem souviseji. Mizeme je aplikovat i postupné a dostavat zajimavé vysledky. Naptiklad
pro gravitac¢ni pole hmotného bodu a pro elektrostatické pole bodového naboje, ktera jsou
konzervativni a az na konstanty maji stejny (radidlni) charakter, jsme zjistili platnost vztaht

F(7) = —grad U(7),  div F(7) = divgrad U(7) = 0.
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Kdo to zapomnél, miize se vratit k prikladtim 9.39, 9.78 a 9.82. Aplikujeme-li postupné operator
gradientu na radidlni skalarni pole a pak na ziskané (konzervativni) vektorové pole operator
divergence, dostaneme nulu. Hned néas napadne otazka, zda pro tento vysledek je diilezité, ze
puvodni skalarni pole U(7) je radidlni, nebo zda je vysledek obecnégjsi.

Naopak v pripadé jakéhokoli (diferencovatelného) konzervativniho pole F(7) = —grad U(7)
vime, Ze jeho rotace je nulové, tj. rot grad U (7) = 0. Zde uz je jasné vidét, ze aplikace operatoru
rotace po operatoru gradientu musi davat nulovy vektor.

Zda se, ze kombinovanim diferencialnich operatorti mizeme ziskat zajimavé identity. Shr-
neme nejdilezitéjsl z nich. Oznaéme f = f(7) a F = F(7) tolikrat diferencovatelné skalarni a
vektorové pole, kolikrat potirebujeme. Pouzijeme vektorovych zapisi pro operator V a znalosti
operaci s vektory — skalarni, vektorovy a smiseny soucin, a také vztah

@x (bx @) =b (ac) — &(ab).

Plati
divgrad f = Af = divgrad = A, (9.81)
rot grad f = V x ﬁf — (0 = rotgrad =0, (9.82)
divrot F = V(V x F) =0 = divrot =0, (9.83)

rotrot F =V x (Vx F) =V (616) — (VV)F = graddivF — AF —
= rotrot = grad div — A. (9.84)

K posledni identité poznamenejme, ze Laplacetiv operator se na vektorové pole aplikuje po
slozkach, tj. AF = (AF,, AF,, AF3). Samoziejmé by bylo mozné ziskat jesté dalsi identity

vvvvv

fyzikalnich aplikaci s nimi vystacime.
Pozn.: Hned z prvni identity (9.81) je vidét, ze obecné je div grad f(7) # 0. Odpovéd na otézku,
zda rovnost div grad U(7) = 0, kterou jsme ziskali pro radidlni pole, plati obecné, je zdporna.

Priklad 9.85: Znovu vlnova rovnice

V prikladu 9.82 jsme sice o vlnové rovnici jiz hovotili, ale tak néjak ,tucelové“. Jako bychom pfedjimali,
co mé vyjit. Vlnova rovnice vSak vychazi pfirozené z fady fyzikalnich tloh — vSude tam, kde se vyskytuje
vlnéni. Jednim z takovych typickych pripadi je elektromagnetické pole. Ukazeme, ze zakladni veli¢iny popisujici
elektromagnetické pole, intenzita elektrického pole E a indukce magnetického pole B , spliuji vinovou rovnici.
Zakladem pro nase uvahy jsou pohybové rovnice elektromagnetického pole, tzv. Mazwellovy rovnice, a né€které
z identit pro diferencialni operatory, které jsme pred chvili ziskali. Zapiseme Maxwellovy rovnice pro vakuum a
pro piipad, kdy v prostoru nejsou zadné volné néboje ani proudy:

— —

. . . B .
divE =0, divB =0, rotE:fa—, rotB:uoeoa

5 TR (9.85)
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pfidemz €9 = 8,85-10712Fm™! a uo = 1,26 - 1075 N A2 jsou permitivita a permeabilita vakua. Prvni z téchto
rovnic mame jiz odvozenou pro specialni pfipad elektrického pole bodového naboje. Plati v celém prostoru s
vyjimkou bodu, v némz je bodovy ndboj ,usazen. (Vypocet jsme sice provadéli pro gravitac¢ni pole hmotného
bodu, viz piiklad 9.78, pro elektrostatické pole bodového néboje je vSak vysledek stejny, nebot silové pole mé
stejny charakter). Tteti Maxwellovu rovnici jsme jiz také odvodili, a to v piikladu 9.79 z integralniho Faradayova
zékona elektromagnetické indukce. Druhd rovnice, kterad plati beze zmény i v obecné situaci, nejen pro vakuum
bez naboju a proudii, znamena, ze indukéni ¢ary magnetického pole nepochazeji z izolovanych ziidel, neexistuje
analogie kladného nebo zaporného naboje — magneticky monopdl. Konecné ¢tvrta rovnice je ,symetrickd“ k
tfeti a na rozdil od ostatnich rovnic, které jsou odvozeny z empiricky zjisténych zakonitosti, ji Maxwell odvodil
teoreticky. Nebudeme se vSak Maxwellovymi rovnicemi hloubéji zabyvat, pouze ukazeme, Ze z nich vyplyva
rovnice vlnova.
Vezméme naptiklad tfeti rovnici a aplikujme na ni operdtor rotace. S pouzitim identity (9.84) dostaneme

rotrotE_':f%rotg, tj. graddivEfAE:fgroté.

Déle pouzijeme prvni rovnice, podle niz je div E = 0, a ¢tvrté rovnice, z niz dosadime za rot B. Pak

= 82E o 4 82E -
—AF = —gopp — = AFE —eopo—— =0.

oMo 12 0H0 912
Intenzita elektrického pole E tedy skutecné spliiuje vlnovou rovnici. Pouzijeme-li stejny postup v pripadé ¢tvrté
rovnice, tj. pocitdme-li rot rot E, dostaneme vlnovou rovnici i pro magnetickou indukci. V obou ptipadech je
fazova rychlost v = 1/\/Eofip = 3 - 108 m s~!. Tomu, Ze elektromagnetické pole ve vakuu je vinéni a Ze jeho

fazova rychlost je pravé rychlost svétla, se jisté divit nebudeme.

9.4.4 Cviceni

1. Dokazte identity uvedené v odstavci 9.4.3. Dokazte také nasledujici identity pro diferencialni operatory.
Predpokladejte, ze vektorova a skalarni pole, na kterda budeme operatory ptisobit, jsou diferencovatelna az
do potfebného fadu. Symbolem FV rozumime operator F % +F28@ +F 3%, ktery muze pisobit na skalarni
funkci, nebo i na vektorové pole. Na vektorové pole piisobi ,,po slozkach®, tj.

co [~ OGS~ L OGs ~ ,OG
(FV)G = (;F Ml, ;Fia 2, ;F mf)

a) V(fg) =gV[+fVy,

b) div (fF)=FVf+ fdivF,

¢) div(F x G) = Grot F — Frot G,

d) V(FG) = (GV)F + (FV)G+ G x rot F + F x rot G,

e) rot(Fﬂxé)z(éﬂ 74+ FdivG — Gdiv F,

f) v

2. Vyjé,dfete operator rotace a divergence
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a) ve valcovych soufadnicich, b) v kulovych soufadnicich.

x3. Vyjadrete gradient, divergenci, rotaci a Laplaceiv operator v obecnych ortogonalnich soufadnicich u, v,
w, jejichz Laméovy koeficienty jsou h,, h, a h,. Provéfte shodu se specidlnim pripadem véalcovych, resp.
kulovych soufadnic (vztah (9.79), resp. (9.80), resp. tloha 2).

4. Pievedte operator () zadany v kartézskych soufadnicich do novych souradnic, které jsou uréeny zobrazenim
a:(z,y,z) = (u,v,w). (Je-li tfeba poéitat s te¢nymi vektory €,, €, a €,, nebudou obecné ortogonalni ani
normované.)

22 22 22 C — _ _
a) Q=57 25,9, t 550 Qiu=ztyv=r-y z2=2

D) Q= (Z+2)a+(Z+2)a+(2+5)d6 au=sty-zv=ztytzw=—s-y,

c) Q=%+8%+2%, a:u:x+y+z,v:%+%,w:m+y—z,

_ 207 3 c o — _z
d)Q—xW—&—ya—y, aru=aY,v=7.




