
Ṕısemka matematika 3 s řešeńım

1. Vypočtěte

lim
n→∞

n(
√

1 + n2 − n), lim
n→∞

((
1 + 1

n

)n
e

)n
.

Řešeńı: 1/2, 1/
√
e

2. Určte hromadné body, limitu superior a limitu inferior posloupnost́ı:

an = sin
nπ

2
, bn = n

(
− 1

n

)an
, n ∈ N.

Řešeńı: {0, 1,−1}, {∞,−∞,−1}

3. Vypočtěte:

∞∑
n=1

1

(3n− 2)(3n+ 1)
,

∞∑
n=1

(√
n+ 2− 2

√
n+ 1 +

√
n
)
.

Řešeńı: 1/3, 1−
√

2

4. Pomoćı vhodného kritéria rozhodněte o konvergenci řad:

∞∑
n=1

nn

n!
,

∞∑
n=2

1

n lnn
,

∞∑
n=1

n!

(3 + 1)(3 + 2) . . . (3 + n)
,
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n=1

(−1)n
1

n− lnn
.

Řešeńı: diverguje, diverguje, konverguje, konverguje

5. Určete poloměr a obor konvergence:

∞∑
n=1

xn

n
,

∞∑
n=1

2n

n2
xn,

∞∑
n=1

nxn

n!
,

∞∑
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(−1)n
(x+ 2)n
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√
n
.

Řešeńı: [−1, 1), [−1/2, 1/2], (−∞,∞), (−3,−1]



6. Určete součet řady funkćı (prvńı př́ıklad) resp. pomoćı součtu řady funkćı
sečtěte č́ıselné řady (druhý a třet́ı př́ıklad):

∞∑
n=1

x4n−3

4n− 3
,

∞∑
n=1

n(n+ 2)

3n
,

∞∑
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n(n+ 1)
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.

Řešeńı:
1

4
ln

1 + x

1− x
+

1

2
arctgx, 3,

128

343

7. Vypočtěte Taylorovu řadu funkce f(x) = 1
x , v bodě x0 = −2 a určete jej́ı

obor konvergence. Vypočtěte Maclaurinovu řadu funkce e−x
2

.

Řešeńı:

−1

2

(
1 +

1

2
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1

4
(x+ 2)2 + . . .+

1

2n
(x+ 2)n . . .

)
, x ∈ (−4, 0),

e−x
2

=

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

n!
.

8. Je dáno zobrazeńı f : R2 → R2, ověřte, že jsou splněny podmı́nky Banachovy
věty a metodou postupných aproximaćı určete jeho pevný bod, tj. bod (x0, y0)
splňuj́ıćı f(x0, y0) = (x0, y0).

f(x, y) =

(
−1

3
y + 2,

1

3
x− 4

)
.

Řešeńı: [3,−3]

9. Vypočtěte Fourierovu řadu funkce ex na intervalu [0, 2π].

Řešeńı:
e2π − 1

π

[
1

2
+

∞∑
n=1

(
1

n2 + 1
cosnx− n

n2 + 1
sinnx

)]

10. Spočtěte Fourierovu transformaci funkćı f , g, jejich konvoluci f ∗ g a také
jej́ı Fourierovu transformaci (ověřte, že je to součin Fourierových transformaćı
p̊uvodńıch funkćı):

f(x) =

{
1 x ∈ [−1, 1]
0 jinak

, g(x) =

{
1− x2 x ∈ [−1, 1]
0 jinak



Řešeńı:

F(f)(ξ) =
2

ξ
sin ξ, F(g)(ξ) =

4

ξ3
sin ξ − 4

ξ2
cos ξ,

f ∗ g(y) =

{
|y|3
3 − y

2 + 4
3 y ∈ [−2, 2]

0 jinak
, F(f ∗ g)(ξ) =

8 sin2

ξ4
− 8 sin ξ cos ξ

ξ3
.

11. Nalezněte obecné řešeńı rovnice i partikulárńı řešeńı splňuj́ıćı zadanou
okrajovou podmı́nkou, načrtněte charakteristiky i okrajovou křivku a proveďte
zkoušku:

xux + yuy = 2(x2 + y2), u(1, y) = 2y2 + 1.

Řešeńı:

u = x2 + y2 + C
(y
x

)
, up = x2 + y2 +

y2

x2
.

12. Metodou separace proměnných nalezněte ohraničené řešeńı Laplaceovy
rovnice na vnitřku jednotkového kruhu splňuj́ıćı zadanou okrajovou podmı́nku.
Proveďte zkoušku.

∆u = 0 pro x2 + y2 < 1, u(cosϕ, sinϕ) = sinϕ+ cos2 ϕ.

Řešeńı: u = (1 + 2y + x2 − y2)/2

13. Klasifikujte parciálńı rovnici druhého řádu, převeďte na kanonický tvar,
nalezněte řešeńı a proveďte zkoušku.

x2uxx − 2xuxy + uyy + xux = 0.

Řešeńı: u = yF (y + lnx) +G(y + lnx)

14. Vypočtěte plochu ohraničenou křivkami y = 2x, y = x
2 , y = 2 − x a

y = 1− x.

• jednoduchým integrálem v kartézských souřadnićıch,

• dvojnásobným integrálem s proměnnými mezemi nejprve podle proměnné
x, potom podle proměnné y,

• dvojnásobným integrálem s proměnnými mezemi nejprve podle proměnné
y, potom podle proměnné x,



• dvojným integrálem v pevných meźıch pomoćı jakobiánu a věty o trans-
formaci (zvolte vhodné souřadnice),

• pomoćı Greenovy věty, tj. vypočtěte práci silového pole ~F = (−y, x) po
uzavřené křivce ohraničuj́ıćı plochu.

Řešeńı: 1/2

15. Vypočtěte moment setrvačnosti homogenńı kružnice s jednotkovou hustotou
o poloměru R vzhledem k jej́ımu pr̊uměru.

Řešeńı: πR3

16. Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (0, 0, x2y2z2) plochou zadanou rovnicemi
x2 + y2 + z2 = R2, z ≤ 0 a orientovanou vněǰśı normálou

• př́ımo,

• převodem na objemový integrál pomoćı Stokesovy věty.

Řešeńı: −πR8/96

17. Vypočtěte tok vektorového pole ~F = rot~G, kde ~G = (ky,−kx, 0), kde

k = konst., plochou z = v − x2+y2

a2 , z ≥ 0, orientovanou vněǰśı normálou

• př́ımo,

• pomoćı integrálńı věty.

Řešeńı: −2πka2v

18. Vypočtěte objem, hmotnost, polohu těžǐstě a moment setrvačnosti kolem
osy symetrie pro plný homogenńı (hustota % = konst.) kužel o výšce h a
poloměru podstavyR. Vypočtěte povrch pláště (bez podstavy), hmotnost pláště
(plošná hustota σ = konst.), polohu těžǐstě pláště a moment setrvačnosti pláště
kolem osy symetrie pro tento kužel.

• jednoduchým integrálem (kužel vznikne rotaćı úsečky kolem osy x).

• v́ıcenásobným integrálem (zvolte vhodnou parametrizaci).



Řešeńı: Objem V = πR2h/3, M = %πR2h/3, T = (3h/4, 0, 0) je-li osa syme-
trie x a vrchol (0, 0, 0), J = %πhR4/10. Povrch S = πR

√
R2 + h2, M =

σπR
√
R2 + h2, T = (2h/3, 0, 0), J = σR3

√
R2 + h2/2.

19. Lineárńı zobrazeńı f : C4 → C4 je zadáno ve standardńı bázi (v řádkové
symbolice) matićı:

A =


5 −4 0 0
1 1 0 0
0 0 6 −3
0 0 3 0

 .

a) Určete vlastńı hodnoty a vlastńı vektory f .

b) Určete Jordan̊uv normálńı tvar JA matice A.

c) Určete podobnostńı transformaci, které převede matici A na JA (obecně).

d) Vypočtěte matici A5.

Řešeńı: λ = 3, Lλ = {(t,−2t, s,−s)|t, s ∈ C}

JA =


3 1 0 0
0 3 0 0
0 0 3 1
0 0 0 3

 = TAT−1, T =


T t− 2T s−3S

3 S
t −2t s −s
A a− 2A b−3B

3 B
a −2a b −b

 ,

kde (a, b) 6= k(s, t), (s, t) 6= (0, 0). A5 = T−1J5T. Např.

T =


0 1 0 0
1 −2 0 0
0 0 1 0
0 0 3 −3

 , A5 =


1 053 −1 620 0 0

405 −567 0 0
0 0 1 458 −1 215
0 0 1 215 −972

 .

20. Lineárńı operátor f : C5 → C5 má pětinásobnou vlastńı hodnotu λ = 3,
napǐste všechny možnosti Jordanova normálńıho tvaru matice tohoto operátoru
(bez ohledu na pořad́ı blok̊u). U každé z nich zapǐste př́ıslušný kanonický
tvar charakteristické matice. U všech př́ıpad̊u uveďte dimenzi podprostoru Lλ
vlastńıch vektor̊u a hodnost matice (J − λE).
Řešeńı: Existuje sedm navzájem nepodobných operátor̊u (daľśı Jordanovy
matice se lǐśı pouze pořad́ım blok̊u).

21. Operátor ϕ : P1[x]→ P1[x] (nad R) je zadán předpisem

ϕ(ax+ b) = −ax+ a+ b.



Zvolme skalárńı součin v P1[x] takto:

〈p(x)|q(x)〉 = p(0)q(0) + p(1)q(1).

Dokažte, že operátor ϕ je symetrický a nalezněte jeho spektrálńı rozklad:

ϕ = λ1π1 + λ2π2,

projekce π1(ax+ b) = . . . a π2(ax+ b) = . . . zapǐste předpisem.

Řešeńı: π1(ax+ b) = a/2 + b, π2(ax+ b) = ax− a/2

22. Nechť H = L2[0, π] je Hilbert̊uv prostor kvadraticky integrabilńıch funkćı
se skalárńım součinem

〈f |g〉 =

π∫
0

f(x)g(x)dx.

Ukažte, že operátor A(y) = y′′ definovavý na D(A) = {y ∈ L2[0, π], y′(0) =
y(π) = 0} (tzv. smı́̌sené podmı́nky) je hermiteovský, tj.

〈A(y)|z〉 = 〈y|A(z)〉, ∀y, z ∈ D(A).

Nalezněte jeho vlastńı č́ısla a vlastńı funkce.

Řešeńı:

λn = − (2n+ 1)2

4
, yn = cos

(
2n+ 1

2
x

)
, n ∈ N0

23. Je zadán tenzor ω ∈ T 2
2 (V ), kde dimV = 2:

ω = e1 ⊗ e1 ⊗ e1 ⊗ e1 + 2e1 ⊗ e2 ⊗ e1 ⊗ e1 − e1 ⊗ e2 ⊗ e2 ⊗ e1+

+3e1 ⊗ e2 ⊗ e2 ⊗ e2 + 5e2 ⊗ e1 ⊗ e1 ⊗ e1 − 11e2 ⊗ e1 ⊗ e2 ⊗ e1.

a) Určete dimenzi př́ıslušného tenzorového prostoru.

b) Vypǐste složky tenzoru ω.

c) Antisymetrizujte ω v horńıch indexech.

d) Symetrizujte ω v dolńıch indexech.

e) Úžete ω v prvńım horńım a prvńım dolńım indexu.

f) Úžete ω vektorovým argumentem ξ = e1 + e2 na druhé pozici.

g) Zvedněte prvńı dolńı index na pozici třet́ıho horńıho pomoćı kontravari-
antńı metriky (gij) k metrice kovariantńı (gij), kde g11 = 2, g12 = g21 =
−1, g22 = 1.



Vše zapǐste ve tvaru jako je zadáńı ω.

Řešeńı:

1. urč́ıme dimenzi T 2
2 (V ).

dim T 2
2 (V ) = 24 = 16

2. vyṕı̌seme nenulové složky ω:

ω11
11 = 1

ω12
11 = 2

ω12
21 = −1

ω12
22 = 3

ω21
11 = 5

ω21
21 = −11

3. antisymetrizujeme ω v horńıch indexech:

ω̄ijkl =
1

2
(ωijkl − ω

ji
kl)

Celkem vyjde:

ω̄ = −3e1 ∧ e2 ⊗ e1 ⊗ e1 + 10e1 ∧ e2 ⊗ e2 ⊗ e1 + 3e1 ∧ e2 ⊗ e2 ⊗ e2

4. symetrizujeme ω v dolńıch indexech:

ω̃ijkl =
1

2
(ωijkl + ωjikl)

Celkem vyjde:

ω̃ = e1 ⊗ e1 ⊗ e1 ⊗ e1 + 2e1 ⊗ e2 ⊗ e1 ⊗ e1 −
1

2
e1 ⊗ e2 ⊗ e1 ⊗ e2+

+3e1 ⊗ e2 ⊗ e2 ⊗ e2 + 5e2 ⊗ e1 ⊗ e1 ⊗ e1 −
11

2
e2 ⊗ e1 ⊗ e1 ⊗ e2+

−1

2
e1 ⊗ e2 ⊗ e2 ⊗ e1 −

11

2
e2 ⊗ e1 ⊗ e2 ⊗ e1

5. Zúž́ıme ω v prvńım horńım a prvńım dolńım indexu:

(ι11ω)ij = ωimjm

Celkem vyjde:
ι11ω = −10e1 ⊗ e1 + 2e2 ⊗ e1



6. zúž́ıme ω vektorovým polem ξ = e1 + e2, tedy vyč́ısĺıme toto pole na
druhém vektorovém argumentu. Vyjde:

ι2(ξ)ω =

= e1⊗e1⊗e1 +2e1⊗e2⊗e1 +2e1⊗e2⊗e2 +5e2⊗e1⊗e1−11e2⊗e1⊗e2

7. Zvedneme prvńı dolńı index na pozici třet́ıho horńıho indexu. Metrika je
zadaná jako:

Celkem vyjde:

g ↑31 ω = e1⊗e1⊗e1⊗e1+e1⊗e2⊗e1⊗e1+3e1⊗e2⊗e1⊗e2e1⊗e1⊗e2⊗e1+

+6e1 ⊗ e2 ⊗ e2 ⊗ e2 − 6e2 ⊗ e1 ⊗ e1 ⊗ e1 − 17e2 ⊗ e1 ⊗ e2 ⊗ e1

24. Nechť V = R3. Nalezněte duálńı bázi (ẽ1, ẽ2, ẽ3) k bázi

ẽ1 = (1, 1, 0), ẽ2 = (0, 1, 1), ẽ3 = (0, 0,−2).

(Zapǐste ve tvaru ẽi(ξ) = . . . pro ξ = (ξ1, ξ2, ξ3).)
Určete složky formy

ω(ξ) = ξ1 + ξ2 + ξ3

v této duálńı bázi.

Řešeńı:

e1(ξ) = ξ1, e2(ξ) = −ξ1 + ξ2, e3(ξ) = −1

2
ξ1 +

1

2
ξ2 − 1

2
ξ3,

ω = 2e1 + 2e2 − 2e3.

25. Vypracujte jeden složitěǰśı př́ıklad (popř́ıpadě i d̊ukaz nějakého tvrzeńı) dle
vlastńıho výběru, týkaj́ıćı se některého z témat v sylabu předmětu Matematika
3.


