Pisemka matematika 3 s reSenim

1. Vypoctéte

lim n(v/1+n2—n), lim <(1+71‘)n>

n—oo n— oo

Reseni: 1/2, 1/ /e

2. Urcte hromadné body, limitu superior a limitu inferior posloupnosti:

. nw 1\
an, = sin —, bp=n(—— , méeN.
2 n

Reseni: {0,1, -1}, {o0, —00, —1}

3. Vypoctéte:

i(¢n+2—2m+1+\/ﬁ).

n=1

> 1
2 (Bn—2)3n+1)’

n=1

Resent: 1/3,1— V2

4. Pomoci vhodného kritéria rozhodnéte o konvergenci rad:

= n" =1 Nt n! = 1
— —-1)" .
;n!’ ;nlnn’ ;(3+1)(3+2)...(3+n)’ nz::l( ) n—1Inn

Reseni: diverguje, diverguje, konverguje, konverguje

5. Urcete polomér a obor konvergence:
— —T — 1)t —
) ) ' )
n=1 n n=1 n n=1 n n=1 n+ \/H

Reseni: [~1,1), [-1/2,1/2], (—00,00), (=3, —1]




6. Urcete soucet fady funkei (prvni piiklad) resp. pomoci souctu fady funkei
sectéte ¢iselné fady (druhy a tteti piiklad):

=, pin—3 = n(n +2) > n(n+1)
Z dn —3° Z 3n ) Z 8{n :
n=1 n=1 n=1
Reseni
1 ) 14z L 1 ; 3 128
Tln " 4 Zar °°
T PPt S YT
7. Vypoctéte Taylorovu fadu funkce f(z) = %, v bodé zg = —2 a urcete jeji
obor konvergence. Vypoctéte Maclaurinovu fadu funkce S
Reseni:
1 2 1 n
~3 1+§(1’+2)+*(I+2) +...+27(x+2) ),z e (—4,0),

8. Je dédno zobrazeni f : R? — R2, ovéite, Ze jsou splnény podminky Banachovy
véty a metodou postupnych aproximaci uréete jeho pevny bod, tj. bod (zo, yo)
splﬁujici f(ajo, yo) = (xo,yo).

flx,y) = (—;y—i—Q,;x —4) .

Reseni: [3, 3]

9. Vypoctéte Fourierovu fadu funkce e” na intervalu [0, 27].

ResSeni:
oo

e?m —1 1+Z 1 n .
- —— COSNTr — —(/—— SINn NI
T 2 — n2+1 n2+1

10. Spoctéte Fourierovu transformaci funkei f, g, jejich konvoluci f x g a také
jeji Fourierovu transformaci (ovéite, Ze je to sou¢in Fourierovych transformaci
puvodnich funkef):

f($)={(1) re[-1,1] 7 g(x):{(l)—xQ re-1,1]

jinak jinak



Resenti: 5 A A
F(NHE) = ESinfa F(9)(§) = ?351105 - ?COS&

> 4 _ 9 .
f*g(y)—{ Oyg y2+ 3 j;meal[{ 2,2] f(f*g)(f)zs?f _881n§3€05§

11. Naleznéte obecné feSeni rovnice i partikuldrni feSeni spliujici zadanou
okrajovou podminkou, na¢rtnéte charakteristiky i okrajovou kfivku a provedte
zkousku:

Tuy 4+ yuy = 2(x* + %), u(l,y) =2y° + 1.

Reseni: )
Y

u:ﬂf2+y2+0(%), Up:$2+y2+ﬁ.

12. Metodou separace proménnych naleznéte ohranicené feSeni Laplaceovy
rovnice na vnitiku jednotkového kruhu spliujici zadanou okrajovou podminku.
Provedte zkousku.

Au=0 pro 2°+9° <1, u(cos p, sin @) = sin ¢ + cos? .

Reseni: u = (1+2y+ 2% —y?)/2

13. Klasifikujte parcidlni rovnici druhého Fadu, prevedte na kanonicky tvar,
naleznéte feSeni a provedte zkousku.

x2um — 2TUgy + Uyy + TU; = 0.

Reseni: u = yF(y+1Inz) + G(y +Inx)

14. Vypoctéte plochu ohranicenou kiivkami y = 2z, y = 5,y = 2 -1 a
y=1-—=x.

e jednoduchym integralem v kartézskych souradnicich,

e dvojnasobnym integralem s proménnymi mezemi nejprve podle proménné
x, potom podle proménné y,

e dvojnasobnym integralem s proménnymi mezemi nejprve podle proménné
9, potom podle proménné x,



e dvojnym integralem v pevnych mezich pomoci jakobidnu a véty o trans-
formaci (zvolte vhodné soufadnice),

e pomoci Greenovy véty, tj. vypoctéte praci silového pole F = (—y,x) po
uzaviené kiivce ohranicujici plochu.

Reseni: 1/2

15. Vypoctéte moment setrva¢nosti homogenni kruznice s jednotkovou hustotou
o poloméru R vzhledem k jejimu praméru.

Reseni: 7R3

16. Vypoctéte tok vektorového pole F= (0,0, 22y?2?) plochou zadanou rovnicemi
22 +y? + 22 = R?, 2 < 0 a orientovanou vnéjsf normalou

e piimo,

e prevodem na objemovy integral pomoci Stokesovy véty.

Reseni: —7R®/96

17. Vypoctéte tok vektorového pole F = rotG, kde G = (ky, —kz,0), kde
22 4y?
a2

k = konst., plochou z = v — , z > 0, orientovanou vnéj$i normalou
e piimo,

e pomoci integralni véty.

Reseni: —27ka?v

osy symetrie pro plny homogenni (hustota ¢ = konst.) kuzel o vysce h a
poloméru podstavy R. Vypoctéte povrch plasté (bez podstavy), hmotnost plaste

kolem osy symetrie pro tento kuzel.

e jednoduchym integrdlem (kuzel vznikne rotaci usecky kolem osy x).

e vicendsobnym integrélem (zvolte vhodnou parametrizaci).



Reseni: Objem V = 7R%h/3, M = orR*h/3, T = (3h/4,0,0) je-li osa syme-
trie # a vrchol (0,0,0), J = orhR*/10. Povich S = 7RVR2+h2, M =
onRVRE + 12, T = (2h/3,0,0), J = o R3V/RZ + h2/2.

19. Linedrn{ zobrazeni f : C* — C* je zadéno ve standardni bazi (v fddkové
symbolice) matici:

5 —4 0 0
1 10 0
A= 0 0 6 -3
0 0 3 0

a) Urcete vlastni hodnoty a vlastni vektory f.

)
b) Urcéete Jordaniv normdlni tvar J4 matice A.

¢) Urcete podobnostni transformaci, které prevede matici A na J4 (obecné).
d) Vypoctéte matici A5.

Reseni: A =3, Ly = {(t,—2t,s, —s)|t,s € C}

3100 T t—2T =35 §
10 3 0 0| _ -1 _ t —2t 5 —s
Taz=lo 03 1 [TTAT T=1 4 4 o4 b=85 B |’

0 0 0 3 a —2a b —b

kde (a,b) # k(s,t), (s,t) # (0,0). A> = T~1J5T. Napt.

0 10 0 1053 —1620 0 0
T— 1 -2 0 0 A5 — 405  —567 0 0
0 01 0 |’ 0 0 1458 —1215
0 0 3 -3 0 0 1215 972

20. Linedrni operator f : C® — C® m4 pétindsobnou vlastni hodnotu \ = 3,
napiste vsechny moznosti Jordanova normalntho tvaru matice tohoto operatoru
(bez ohledu na pofadi bloku). U kazdé z nich zapiste piislusny kanonicky
tvar charakteristické matice. U viech piipadn uvedte dimenzi podprostoru Ly
vlastnich vektoru a hodnost matice (J — AE).

Reseni: Existuje sedm navzdjem nepodobnych operdtori (dalsi Jordanovy
matice se lis{ pouze poradim bloki).

21. Operator ¢ : P[x] — Pyi[z] (nad R) je zadédn predpisem

o(ax +b) = —ax +a+b.



Zvolme skaldrni sou¢in v P [x] takto:
(p(x)lg(x)) = p(0)q(0) + p(1)q(1).
Dokazte, ze operator ¢ je symetricky a naleznéte jeho spektralni rozklad:
Y = /\17T1 + )\27‘(’27

projekce w1 (ax +b) = ... a my(ax + b) = ... zapiste predpisem.

Reseni: 7 (az 4+ b) = a/2 + b, my(ax +b) = ax — a/2

22. Necht H = L?[0, 7] je Hilbertiiv prostor kvadraticky integrabilnich funkef
se skalarnim sou¢inem

(flg) = [ f(z)g(z)dx.
/

Ukazte, ze operator A(y) = y” definovavy na D(A) = {y € L?[0,7],%'(0) =
y(m) = 0} (tzv. smisené podminky) je hermiteovsky, tj.

(AW)lz) = (ylA(2)), Vy,z € D(A).
Naleznéte jeho vlastni ¢isla a vlastni funkce.
Reseni:
A\, = —

(2n +1)? I <2n—|—1

1 5 x), n € Ny

23. Je zaddn tenzor w € T2(V), kde dimV = 2:
w=e1®e1®e' @e' +210eRe' @ —e1 e el @e'+
+3e1 ®€2®62®€2+562®61®61 ® el 71162®61®62®61.

Urcete dimenzi piislusného tenzorového prostoru.

Vypiste slozky tenzoru w.

Antisymetrizujte w v hornich indexech.

Uzete w v prvnim hornim a prvnim dolnim indexu.

)
)
)
d) Symetrizujte w v dolnich indexech.
)
) Uzete w vektorovym argumentem & = e; + es na druhé pozici.
)

Zvednéte prvni dolni index na pozici tfettho horntho pomoci kontravari-
antni metriky (¢%) k metrice kovariantni (g;;), kde g11 = 2, g12 = ga1 =
—1, ggg = 1



Vse zapiste ve tvaru jako je zadani w.
Reseni:
1. uréime dimenzi T2(V).

dim T2(V) = 2* = 16

2. vypiSeme nenulové slozky w:

wﬂ =1
Wizt =2
wi =1
wys =3
Wil =5
wil = —11

3. antisymetrizujeme w v hornich indexech:

1 -
@ = 5w — )

Celkem vyjde:
w=—-3e; /\62®61®61+1061/\62®62®61+361/\62®62®62
4. symetrizujeme w v dolnich indexech:
& = Sl + o)
Celkem vyjde:

N 1
w:€1®61®€1®€1+261®62®61®617§€1®62®€1®62+

11
+361®62®62®62+562®61®61®617?62@)61@61@624‘

_1 2 1_L1 2 1
261@62@6 ®e 262®e1®e e

5. Zuzime w v prvnim hornim a prvnim dolnim indexu:

(o) =i
Celkem vyjde:

1w = —10e; @ e' + 2e, @ e



6. zizime w vektorovym polem & = e; + eq, tedy vycislime toto pole na
druhém vektorovém argumentu. Vyjde:

2(§w =

—e1Qe1®e +2e1 Qe et +2e1Rea®@e? +5e Qe Qe —1les Qeq @ e?

7. Zvedneme prvni dolni index na pozici tfetiho horniho indexu. Metrika je

zadana jako:

Celkem vyjde:

g ﬁ‘ w= 61®€1®€1®61+61®€2®61®€1+3€1®€2®61®6261®61®€2®61+

46 ResRea@e? —bea@e; ®ey e —17ea e D ey el

24. Necht V = R3. Naleznéte dudlni bazi (é!,é2,é3) k bazi

é1 = (1a 170)7

=... pro&=(£,¢€%¢%))

(Zapiste ve tvaru ()
Urcete slozky formy

v této dudlni bézi.

Reseni:

é2 =(0,1,1), e3=(0,0,—2).

wE) =¢ +&+¢°

1 1
e (§) = —551 + 552 - %53,

w= 2" + 2¢? — 2¢3.

25. Vypracujte jeden slozitéjs{ pitklad (popfipadé i dukaz néjakého tvrzeni) dle
vlastniho vybéru, tykajici se nékterého z témat v sylabu predmétu Matematika

3.



