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Abstrakt

V praci shrnujeme zakladni poznatky o subriemannovskych varietach a subriemannovskych
geodetikach z hlediska rtznych pristupt. Popisujeme teorii neholonomnich riemannovskych
variet, neholonomnich konexi a hledani neholonomnich geodetik. Uvadime do souvislosti pfistup
neholonomni mechaniky a subriemannovské geometrie a ilustrujeme na konkrétnich piikladech.

Abstract

In this thesis we recall basics about subriemannian structures and subriemannian geodesics
from the different points of view. We subscribe the theory of nonholonomic Riemannian structu-
res, nonholonomic connections and nonholonomic geodesics. We are interested in comparison
of nonholonomic mechanics and subriemannian geometry in examples.
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Pouzita symbolika a oznaceni

Kdykoli mluvime o varieté, mame na mysli hladkou varietu. Kdykoli mluvime o kfivce, mame
na mysli hladkou kfivku, neni-li feceno jinak. V pripadech, kdy neni riziko nedorozuméni,
pouzivame Einsteinovu s¢itaci symboliku (pfes index, ktery se opakuje nahote i dole, se scita).

Symbolem X (f) znacime derivaci funkce f ve sméru vekorového pole X.
Symbolem P(]-,]) znac¢ime projekei Lieovy zavorky na distribuci D, tj. [, -|p.
Symbolem [ znac¢ime interval I = [tq,ts] resp. podle potieby I = [0,1], I = [—¢,¢].
Symbolem C*M zna¢ime mnozinu (redlnych) hladkych funkei na varieté M.
Symbolem I'(B) zna¢ime mnozinu vSech hladkych (lokalnich) fezi bandlu B5.
Symbolem [|...|] znacime linedrni obal mnoziny.

Symbolem 0Jx znacCime Lieovu derivaci podél X.

Symbolem [X,Y] znac¢ime Lieovu zavorku vektorovych poli X a Y.

Symbolem (Y, 7, X) znacime fibrovanou varietu s bazi X a projekci .

Symbolem I'y znac¢ime mnozinu vSech hladkych fezi fibrované variety na U.
Symbolem J"v, (JIv) znacime r-jet Fezu 7y (v bodé z) fibrované variety.

Symbolem J"Y znac¢ime r-té prodlouzeni fibrované variety.

Symbolem A*(J"Y) znacime prostor k-forem na prodlouzeni fibrované variety.
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Uvod

Prace je zaméfena na studium subriemannovskych struktur, neholonomnich riemannovskych
struktur a variac¢nich tloh s neholonomni vazbou na Riemannové varieté. Zabyvame se souvis-
lostmi mezi témito pristupy. V inzenyrské praxi ¢asto vznikd potfeba najit kiivky na varieté
M, jejichz tecny vektor v kazdém bodé x lezi v daném podprostoru tecného prostoru 1Tx M
(tzv. horizontélni kiivky). VSechny tii pfistupy se hledanim takovych kiivek zabyvaji.

Na Riemannové varieté se jednd o varia¢ni ilohu, kde lagrangian (kinetickd energie) je urcen
metrikou, distribuce (podbandl te¢ného bandlu, v némz ma lezet teény vektor k hledané mini-
malizujici kiivce) je ddna neholonomni vazbou. Metrika se pak pfirozenym zptsobem indukuje
na tuto distribuci a soucasné je metrikou jednozna¢né uréena komplementarni distribuce D+.
Varia¢ni tilohy mtizeme Fesit klasickym piistupem, nebo pomoci tzv. Cetajevovych rovnic.

Naproti tomu, neholonomni riemannovska struktura je zadana pouze distribuci D na varieté
(volbou podbandlu teéného bandlu) opatfenou metrikou a zvolenou komplementarni distribuci
D+. Neméame zadanu metriku na celé varieté, nejedné se tedy o Riemannovu varietu.

Subriemannovska struktura je zadana jiz jen distribuci D opatienou metrikou. Kazda Rie-
mannova struktura s neholonomni vazbou tak urcuje svoji podkladovou neholonomni strukturu
a kazda neholonomni struktura urcuje podkladovou strukturu subriemannovskou. Postupy pii
hledani minimalizujicich kfivek (geodetik) jsou vSak odlisné a porovnavame je v konkrétnich
prikladech.

Pocatky studia subriemannovskych geometrii se (v riznych kontextech) datuji od konce
sedesatych let minulého stoleti, ale nékteré myslenky se objevovaly jiz v pracich Carathéodoryho
a Cartana. Samotny koncept subriemannovské geometrie vznikl v roce 1986, kdy ¢lanek [21]
zahajil intenzivni zkouméani téchto struktur. Néktera tvrzeni tykajici se subriemannovskych
struktur vSak byla dokdzana mnohem diive, naptiklad Chow-Rashevskii teorém uz v roce 1938.
Za klasickou je nyni povazovana napiiklad publikace [19] (2002), ze které ¢erpame predevsim.
Nova myslenka definovat délku pomoci tzv. ,minimalni kontroly* pfichazi az v roce 2016 v
publikacich [1] a [4], tento pFistup zminime v odstavci 1.5.

Ackoli je studium subriemannovskych geometrii vice nez padesat let staré, je tato tématika
v popredi zajmu matematikii zejména pro své vystupy do inZenyrské praxe. Nékteré otazky
tykajici se subriemannovskych geodetik zistavaji stale nevyfeseny.

Teorie zabyvajici se dynamikou neholonomnich systémi zacala vznikat mnohem dfive, jiz
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v dobé vzniku Eulerova a Lagrangeova formalismu. Jsou s ni spojena vyznamna jména jako
Lindelsf, Caplygin, Appel, Bobylev, Cenov, Hamel, Hertz, Magii, Voronec, Zukovskij.... V
riznych forméach se objevovala i v pracich Ferrera, Kortewega, Neumanna a mnoha dalsich.
Studium mechaniky neholonomnich systémii je propojeno s problémy mechaniky holonomnich
systému, teorii diferencialnich rovnic, tenzorovym poctem a geometrii a vedlo ke vzniku nového
odvétvi diferencidlni geometrie — geometrie neholonomnich variet (Schouten, Vagner, Vrance-
anu). Mechanikou systémi s nelinearni neholonomni vazbou se zabyvali také Cetajev, Johnsen,
Novoselov a dalsi.

Posledni desetileti minulého stoleti je zacatkem obdobi intenzivniho studia geometrickych
aspektl neholonomni mechaniky. K autorim prvnich praci v této oblasti patii napi. Carienia
a Ranada, Giachetta, trojice de Ledn, Marrero a de Diego, Marle, Massa a Pagani, Sarlet a
Saunders. Nejdilezit&jsi ¢lanky téchto i dalsich autort jsou citovany v pracich O. Rossi (Krup-
kové), kterd v roce 1997 publikovala zdsadni originalni vysledky geometrické teorie mechanic-
kych systémii s neholonomnimi vazbami na fibrovanych varietach a jejich prodlouzenich [13].
Pokud jde o fyzikalni hledisko, vych4zi mechanika neholonomné vazanych systémt z Ceta-
jevovy predstavy vazebnich sil ve tvaru linearni kombinace gradientii nezavislych vazebnich
podminek podle rychlosti, jejiz koeficienty jsou funkce majici vyznam Lagrangeovych multipli-
katorti. Takto zvolené vazebni sily spliuji princip virtualnich praci. Odpovidajici modifikaci
Eulerovych-Lagrangeovych rovnic pak jsou rovnice Cetajevovy. V praci O. Rossi [15] je formu-
lovan neholonomni varia¢ni princip, vychazejici z faktu, Ze neholonomnimi trajektoriemi jsou
prodlouzeni Tezt fibrované variety lezici ve vazebni podvarieté, piipustné variace jsou popsany
tzv. Cetajevovymi vektorovymi poli, nalezejicimi tzv. kanonické distribuci. K praktickym vy-
sledkim geometrické teorie pak patii soustava redukovanych pohybovych rovnic pro hledané
trajektorie, bez multiplikator.

K nejnovéjsim publikacim patii prace D.I. Barretta [5], zabyvajici se izometriemi neholo-
nomnich struktur a jejich invarianty.

Velky prakticky vyznam v technice a inzenyrské praxi maji mechanické systémy, jejichz
neholonomni vazby nepatii mezi klasické. Z hlediska kinematiky jsou takové vazby studovany
také v teorii fizeni, a to jako subriemannovské struktury. Propojeni neholonomni mechaniky a
subriemannovské geometrie se tak jevi jako zajimava myslenka a podnét k dalsimu vyzkumu.

V prvni kapitole zminujeme zakladni definice a vysledky tykajici se subriemannovské geo-
metrie. Vzhledem k tomu, Ze jde o pfehled, uvadime tvrzeni vétsinou bez dikazu (s odkazem
na literaturu). Uvadime do souvislosti také terminologii riiznych autorti. Cerpadme predevsim z
knih [4] a [19], dale jsme pouzili publikace [1], [2], [18], [11], [6]. V odstavci 1.7 ukazujeme, Ze
rovnice pro geodetiky odvozené z kometriky resp. hamiltonidnu ([19]) odpovidaji rovnicim od-
vozenym z normalni konexe ([18]) a odvozujeme jejich obecny tvar pfimo s pouzitim koeficientti
ortonormalnich vektorovych poli generujicich zadanou distribuci.

Druha kapitola se tyka neholonomni riemannovské geometrie, neholonomnich geodetik, ko-
nexe a krivosti a ukazuje souvislost subriemannovské a neholonomni geometrie. Tvrzeni jsou
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uvadéna bez dikazu, ¢erpame z prace [5].

Ve treti kapitole shrnujeme pfistup klasické variacni mechaniky a rekapitulujeme obecny
postup pfi hledani geodetik na Riemannové varieté s neholonomni vazbou. Zminime také alter-
nativni pifstup pomoci Cetajevovych rovnic. Tyto vysledky jsou standardni s notaci pouzivanou
predevsim ve fyzice.

Ctvrtéa a posledni kapitola je ptivodni a je zaméfena na konkrétni priklady. Pro zadané sub-
riemannovské struktury (tj. na varieté M tplné neintegrabilni distribuce D opatfené metrikou
g) sestavujeme kometriku, hamiltonidn a odvozujeme rovnice pro geodetiky. Subriemannovské
rovnice sestavujeme také s pomoci koeficient normalni konexe.

Hleddme r1izné neholonomni riemannovské variety (volbou riiznych dopliikét D), jejichz
distribuce je totozna s ptivodni zadanou subriemannovskou strukturou, pocitdme strukturni
konstanty a koeficienty pro neholonomni konexi a odvozujeme rovnice pro neholonomni geode-
tiky, které fesime. Ukazujeme, Ze rovnice zavisi na volbé doplitku D+, ale nezavisi samoziejmé
na volbé konkrétni baze v ném.

Dalsim pfistupem je vloZzeni neholonomni struktury do vhodné Riemannovy variety (tak,
aby puvodni metrika zadana na distribuci D byla totozna s metrikou indukovanou z této Ri-
emannovy variety). Odvozujeme rovnice pro geodetiky z lagrangianu s neholonomni vazbou
a tyto rovnice fesime. Alternativné miizeme hledat geodetiky pomoci Cetajevovych rovnic.
Vsechny vysledky porovnavame.

Jaka je vzdjemnd souvislost mezi neholonomnimi a subriemannovskymi geodetikami? Je
kazda subriemannovska geodetika soucasné neholonomni geodetikou pro néjaky vhodné zvoleny
doplnék? Existuji takové volby dopliki, ze kazda jejich neholonomni geodetika bude soucasné
geodetikou subriemannovskou? Déavaji nékteré pristupy jednodussi rovnice pro tytéz geodetiky?
Tyto otazky jsme si polozili v nasich prikladech. Nékteré z prikladi maji pfimou vazbu na fyziku
a popsali jsme i jejich fyzikalni interpretaci.
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Zakladni pojmy

V tomto odstavci stru¢né shrneme zakladni pojmy z diferencialni geometrie a definice geometric-
kyjch objekti, s nimiz budeme pracovat. Zejména zminime pojmy tykajici se variet, fibrovanych
bandlii, tenzorovych poli a operaci s nimi.

Necht M je n-rozmérna hladka varieta. Hladkym vektorovym bandlem dimenze (hodnosti) k
nad M rozumime trojici (F,m, M), kde E je hladka varieta a 7 : E'— M je surjektivni hladké
zobrazeni (projekce) takové, ze plati

(i) mnoZina E, := 7 !(x) je k-rozmérny vektorovy prostor, nazjvame ho fibr nad bodem
r e M,

(ii) pro kazdé x € M existuje okoli U C M, x € U, a zobrazeni ¢ : 773(U) — U x R*
spliiujici pry o ¥ = 7, nazyvame ho lokdlni trivializace.

Podbandlem fibrovaného bandlu (F, 7w, M) rozumime trojici (E’, 7', M), ktera je fibrovanym
bandlem a plati £/ C E, n’ = wp.

Necht M je n-rozmérna hladka varieta, v1, v : I — M dvé hladké kiivky spliujici v, (0) =
= 7,(0) = x. Rekneme, Ze kiivky 71, 7o jsou ekvivalentni, jestlize maji stejny Taylortiv polynom
prvniho stupné v néjakém (pak také v kazdém) souradnicovém systému. Tecnym vektorem v
bodé z = v(0) nazyvame tiidu ekvivalence kiivek a znacime

Som| =40

t=0

Mnozina t¥id ekvivalence (teénych vektorti v daném bodé) je pfirozenym zpiusobem opatiena
operacemi sc¢itani vektort a nasobeni vektoru realnym cislem. Tecnym prostorem k varieté M
v bodé x je n-rozmérny vektorovy prostor

T, M = {7(0),v : I — M je hladka, v(0) = =}
a tecnym bandlem na varieté M je vektorovy bandl

TM = U T.M, s projekci m : TM > (z,74(0)) — z= = v(0) € M.
zeM
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Hladkym vektorovym polem na M rozumime hladky fez
X:M>3z— X(x) €T, M.

Mnozinu vSech hladkych vektorovych poli na M znac¢ime Vec(M) = I'(T'M). Alternativné lze
vektorové pole definovat jako operator derivace na algebie C'*°(M) hladkych funkci definova-
nych na M. V soufadnicich znac¢ime

) L of
oz’ X() =X dx’

Zobrazeni 7., : I Dt — 7v,,(t) € M, které je FeSenim 4,,(z) = X (), 74,(0) = o, se nazyva
integralni krivka vektorového pole X. Vektorové pole X nazyvame uplné, jestlize pro kazdé
zo € M je maximalni integralni kiivka ,,(f) definovana na celém R. Pro uplné vektorové pole
soubor zobrazeni

X=X

gZSt:etX:MBI—)qbt(x):’?(t,I) :’7x(t) EM7 tER)

kde 7, (t) je integralni kiivka vektorového pole X s po¢atkem v z (tj. 7,(0) = z) ad : RxM — M,
je jednoparametrickou podgrupou grupy difeomorfismt variety M do sebe a nazyvame jej tokem
vektoroveho pole X.

Necht ¢ : M — N je hladké zobrazeni variet a x € M bod. Diferencidlem neboli tecnym
zobrazenim rozumime zobrazeni

To=wp.:TM > X(x) — ¢.X(z) € TN,

splnujici
d L d
pu(X() = Lo destlize X(2) = T()| 2 =1(0)

t=0 t=0

Lieovou zdvorkou vektorovyjch poli X | Y nazyvame vektorové pole [X, Y| definované vztahem
(X Y](f) = X(Y(f)) - Y (X([)), VfeC"M.

Mnozina vSech vektorovych poli na M s operaci Lieovy zavorky tvoti Lieovu algebru a pro
difeomorfismus ¢ € Difft M je zobrazeni y, homomorfismem Lieovych algeber.
Kotecnym bandlem na varieté M rozumime vektorovy bandl

T"M = U T:M = U (T,M)* s projekcim: T*"M > (z,w) — x € M.
xeM zeM

Hladké fezy kote¢ného bandu nazyvame diferencidlni 1-formy a pro hladké zobrazeni ¢ : M — N
definujeme jeho pullback p* jako zobrazeni kote¢nych bundli

T*N 3> (p(2),w) — (z,9"w) € T*M,



ZAKLADNI POJMY 17

vztahem ¢*w(X) = w(p.(X)).
Analogicky ozna¢me

l k
7'M = | QT.M @ Q) T; M, s projekei 7 : TFM > (x,7) — x € M,

zeM

tenzorovy bandl k-krat kovariantnich a [-krat kontravariantnich tenzort na M. Tenzorovym
polem typu (k, 1) rozumime hladky fez tohoto bandlu.

Distribuci konstantni hodnosti na varieté M rozumime hladky vektorovy podbandl te¢ného
bandlu T'M s konstantni dimenzi fibru.

Distribuce D konstantni hodnosti » = n — 1 na varieté M dimenze n se nazyva kontaktni,
jestlize pro néktery generator w € T*M jejiho anihildtoru (tj. D = ker w) plati w A dw # 0.

Fibrovanym vnitinim soucinem, neboli metrikou na vektorovém bandlu D nad M rozumime
symetrické, pozitivné definitni 2-kovariantni tenzorové pole na D, tj. hladky fez g € T'(S*(D*))
zadévajici v kazdém bodé ¢ € M skalarni soucin na vektorovém prostoru D,.
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Kapitola 1

Subriemannovska geometrie

V tomto odstavci uvadime zékladni definice, tvrzeni a dalsi pojmy tykajici se subriemannov-
skych geometrii, ¢erpame predevsim z publikaci [19], [4] a [1].

1.1 Subriemanovska metrika a geodetiky

Subriemannovskou geometrii na varieté M rozumime distribuci konstantni hodnosti
(tj. vektorovy podbandl D C T'M te¢ného bandlu s konstantni dimenzi fibru) opat-
fenou fibrovanym vnitinim souc¢inem (metrikou) ¢g(-,-) = (-|-) definovanym na D.
Trojici (M, D, g) pak fikdme subriemannovskd struktura nebo sub-Riemannova va-
rieta.

Pozn. 1: Takovou distribuci D pak budeme nazyvat horizontalni, stejné jako kiivky nebo vek-
torova pole na M tecna k D.

Pozn. 2: Obecnéjsi definice uvedend v [1] pfipousti i subriemannovské struktury s proménnou
hodnosti. Tuto definici uvadime v odstavci 1.5.

Pozn. 3: O distribuci D obvykle pfedpokladame, Ze je Giplné neintegrabilni (bracket-generating).
O varieté M obvykle predpokladame, ze je souvislad. Tyto predpoklady nejsou soucasti nasi
definice. Objevi se jako pfedpoklady v tvrzenich.

Hladkou kiivku ~ : I — M nazveme horizontdini (nebo téz D-kiivkou), jestlize jeji tecny
vektor (derivace) #(t) € D pro vSechna t € I.

Pozn.: Absolutné spojitou kfivku « : I — M nazveme horizontalni, jestlize jeji derivace lezi v
D v kazdém bodé, ve kterém existuje.
Pro horizontalni kiivku (D-k¥ivku) v : [t1,ts] — M pak definujeme jeji délku:

to

Liy) = / 14]1dt = / VEOROYL. (L1)

t1
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Predchozi vztah ndm umoznuje zavést subriemannovskou metriku, kde vzdalenost dvou bodt
A, Be M je
d(A, B) = inf,cr, ,L(7), (1.2)

I'4 5 je mnozina vSech (hladkych) horizontalnich kiivek spojujicich body A, B. Je-li T'4 g = 0,
polozime d(A, B) = oo. Metrice také fikdme Carnotova-Carathéodoryho vzdalenost.

Horizontalni kiivka (D- kiivka) realizujici vzdéalenost mezi dvéma body se nazyva
subriemannovskou geodetikou.

Pozn.: Mnozinu I' p lze rozsifit na Lipschitzovské kiivky (viz [4]), resp. na nejvétsi moznou
mnozinu kiivek, tzv. absolutné spojityjch horizontélnich kiivek (viz napt. [19], [4]). Ukazuje se,
ze vzdalenost d(A, B) se timto rozsifenim nezméni ([19], [4]). Otézka, zda existuje vzdy také
néjaké hladkd geodetika spojujici dané body, vSak zistava dosud nevyiesena ([19]). Geodetiky,
kterymi se zabyvame v nasi praci, budou vzdy hladké (véta 1.2).

Priklad 1.1: Minimalizace energie

Definujme energii horizontalni kiivky vztahem
1.9
E() = [ Sll7ll"at.
¥

Ukazeme, ze kiivka 7 : [0, 7] — M minimalizuje energii na mnoziné k¥ivek spojujicich body A, B v ¢ase T préveé
tehdy, kdyz tato kiivka minimalizuje funkcionél délky (vztah (1.1)) na mnoziné vSech kiivek parametrizovanych
s konstantni rychlosti v = ||§|| = d(4, B)/T.

Aplikujme Cauchyovu-Schwarzovu nerovnost [ fg <4/ [ f21/[ ¢? na funkci f =||¥|| a g =1 pro dané T a
kiivku v : [0,T] — M:

T

T T
Liy) = / I4lldt < / i2de - | [ at = 2EGWT.
0 0

0

Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz f = v - g, tj. ||¥|| = v = konst.

Priiklad 1.2: Heisenbergovy geodetiky

Subriemannovska geometrie dana distribuci

D:R*2> A= (2,y,2) > Da={d=(a",a?a®) € T4yR? | o® = (xaz—ya3)}CTAR3,

N | =

spolu s hladkym fezem
(1):R*>A4—(])a€S*D})

zadavajicim skalarni souéin na D4 vztahem

(albya = a'Br +a?B?, pro d=(at,a%a®),b=(8',8% 3% € Da
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se nazyva Heisenbergova grupa. Geodetiky v této subriemannovské geometrii se nazyvaji Heisenbergovy geodetiky
a jsou TeSenim isoperimetrického problému (hleddn{ k¥ivky dané délky ohrani¢ujici maximalni plochu). Jedna
se o horizontaln{ lifty obloukt kruznic (zahrnujici Gsecku jako degenerovany piipad).

1.2 Kometrika

Zatimco Riemannova metrika je zaddna symetrickym kovariantnim 2-tenzorem (tedy Fezem
bandlu S?(T*M)), v subriemannovské geometrii zadny takovy objekt neméme. Podobnou roli
zde hraje tzv. kometrika.

Kometrikou na varieté M budeme rozumét hladky fez H bandlu S?*(TM) C TM®QT M,
tedy symetrickou bilinearni formu na kotecném bandlu variety M.

Véta 1.1: Existuje vzdjemné jednoznacnd korespondence mezi kometrikami kon-

stantni hodnosti v a r-rozmernymi subriemannovskymai strukturami na variete M.

Dukaz: Kazda kometrika H zadava fibrovanou bilinearni formu (-, ) : T*M @ T*M — R, ktera
indukuje zobrazeni 5 : T*M > [q, pr] — [, B4(1)] € TM dané vztahem

v(B(n) = (v.)y pro v e TM. (1.3)

Ma-li kometrika H konstantni hodnost r (tj. dimIm(3,) = r pro kazdé ¢ € M), pak jedno-
zna¢né urcuje subriemannovskou geometrii (D, (-|-)) dimenze r vztahem:

e Im(3,) =D,, Vg€ M,
o (B,(1)|X(q)) = vy(X(q)) pro X € Dyav e Ty M.

Naopak, kazdé subriemannovské geometrii odpovida prostfednictvim predchozich vztahi
pravé jedna kometrika. UkaZeme to. Necht X;, i = 1,...,r je lokdlni ortonormélni soubor
vektorovych poli na D, tj. (X;|X;), = d;;. Pak definujme

(1,0)g = 3 1a(Xi(a)) - 1 (Xi(9):

Dostavame

vo(Bg(p)) = (1, v)g = Zuq(Xi(Q)) ~vy(Xi(9)),
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odtud

r

By(v) = Z vy(Xi(@))Xi(g) €D a (5,(v)|X(q)) = ZXi(Q)Vq(Xi(Q)) = v(X(9))-

=1

Plati Im(f8,) = D,, Vq € M (obraz je generovan napiiklad obrazy dudlni baze k libovolné bazi na
T M, kterd vznikne doplnénim béaze (X;)). Sporem predpokladejme, ze existuji dvé surjektivni
zobrazeni (3, B, : Ty M — D spliiujici podminku

(B, ()X (q)) = vq(X(q)).
Pak plati
(v, 11)g = (Ba(W)IBe (1)) = (BeW)|B5(1)) = v(By(m)) = v(Be()) Vv,p€T"M =

= v(By(1) — By(1)) =0 Vv,ueT"M

q

a tedy By(u) = B; (1) pro viechna p € T M.

Funkce 1
H:T*M > [q,v] — H(q,v) = 5(1/, v), € R, (1.4)

kde (-,), je fibrovana bilinearni forma danéd kometrikou H, se nazyva subrieman-
novsky hamiltonidn nebo kinetickd energie.

Ziskavame tak korespondenci mezi nezdpornymi funkcemi H : T*M — R kvadratickymi na
fibrech s konstantni dimenzi fibru (hamiltonidny) a subriemannovskymi geometriemi (viz [19]).
Hamiltonian je jednoznacné zadan kometrikou predchozi definici a naopak, kometriku mtizeme
zkonstruovat z hamiltonianu néasledujicim zptsobem:

(1.v)a = 5 [Blg.v+ 1)~ Ha,v—p)].

Necht X : M — T'M je vektorové pole na varieté M. Funkce
Px :T"M 3 [q,v] — Px(q,v) =v(X(q)) € R

se nazyva funkce hybnosti pro vektorové pole X.
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Véta 1.2 (O normalnich geodetikach): Necht ((t) = (v(t),p(t)) je Teseni Ha-
miltonovych diferencidalnich rovnic na T*M pro subriemannovsky hamiltonidn H,

t e [tl, t2].’ - -

T = Op;’ pz‘z—%,
a necht ~(t) je projekce tohoto teseni na M. Pak kazdy dostatecné maly oblouk
krivky ~y je (jedind) subriemannovskd geodetika spojujici jeho koncové body.

(1.5)

Dukaz viz napf. [19], [4].

Subriemannovské geodetiky z predchozi véty (tj. takové, které spliiuji rovnice (1.5))
nazyvame normdlni.

Pozn. 1: VSechny normalni geodetiky jsou hladké.

Pozn. 2: Na riemannovskou geometrii mizeme pohlizet jako na specidlni pripad geometrie
subriemannovské, kdy za horizontalni distribuci bereme cely te¢ny bandl. Kometrikou je pak
obvykla inverzni metrika (v soufadniich (g%)).

Pozn. 3: Zatimco vsechny geodetiky v riemannovské geometrii jsou feSenim rovnic odvoze-
nych z hamiltonidnu (tj. norméalni), v subriemannovské geometrii toto obecné neplati. Nékteré
subriemannovské geometrie pfipousti existenci tzv. abnormdlnich geodetik, jez nejsou feSenimi
Hamiltonovych rovnic. Témito geodetikami se v praci nebudeme zabyvat, jejich definici je vé-
novan odstavec 1.4

1.3 Existence geodetik v subriemannovské geometrii

Zminime jesté bez dikazu dilezita tvrzeni tykajici se existence geodetik v subriemannovské
geometrii a definice potifebnych pojmi. (Dtkazy jsou napf. v knize [19].)

Distribuci D C T'M nazyvame involutivni, jestlize pro libovolna horizontalni vek-
torova pole X a Y je Lieova zavorka [X, Y| horizontalni vektorové pole. Distribuce
D se nazyva (uplné) integrabilni, jestlize kazdym bodem prochazi pravé jedna ma-
ximalni podvarieta integralni k této distribuci.

Pozn. 1: Integrabilni a Gplné integrabilni znamena totéz.

Pozn. 2: Kazda integrabilni distribuce je involutivni. Pro distribuce konstantni hodnosti je také
kazdé involutivni distribuce integrabilni — tj. oba pojmy splyvaji.
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Je-li distribuce D # T'M integrabilni, existuji body A, B € M, které nelze spojit horizontalni
kiivkou (Frobenitiv teorém).

Liedv obal souboru {X;}, i € I vektorovych poli je soubor vektorovych poli
Jestlize Lietv obal souboru (X;) generuje cely teény prostor T'M, nazyvame soubor

(X;) zavorkové—generugici (bracket-generating).

Distribuci D C T'M nazyvame upiné neintegrabilni (bracket-generating), jestlize
kazdy lokalni horizontalni soubor vektorovych poli {X;} generujici D je zavorkové—
generujici (nad svym definiénim oborem).

Pozn. 1: Distribuce konstantni hodnosti tedy délime na involutivni=integrabilni a neintegra-
bilni. Neintegrabilni a tplné neintegrabilni neni totéz. Neintegrabilni distribuce nemusi byt
uplné neintegrabilni.

Véta 1.3 (Chow-Rashevskii): Necht (M, D, g) je subriemannovskd struktura na

souvisle variete M, D je uplné neintegrabilni a vzdalenost d je definovdna vztahem
1.2.
(i) (M,d) je metricky prostor.
(ii) Topologie indukovand metrikou na varieté M je totoZnd s puvodni topologii
variety, d : M x M — R je spojitd.
Dukaz viz napiiklad [4].

Dsledek: Je-li distribuce D C T'M uplné neintegrabilni, pak mnozina bod, které
lze spojit s bodem A horizontalni kfivkou, je rovna souvislé komponenté variety M,
v niz lezi bod A.

Souvisla varieta se zéavorkové—generujici distribuci je tedy horizontdlné—cestové souvislda (libo-
volné dva body lze spojit horizontalni kiivkou).

Véta 1.4 (Lokalni existence): Necht (M, D, g) je subriemannovskd struktura s

uplné neintegrabilni distribuci D. KaZdy bod A variety M md okoli U takové, Ze pro
libovolny bod B € U ezxistuje subriemannovskd geodetika spojujici A a B.

Dukaz viz napf. [4], [19].
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Véta 1.5 (Globalni existence): Necht (M, D, g) je subriemannovskd struktura s
uplné neintegrabilni distribuci D, varieta M je souvisla a M je uplny metricky pro-
stor vzhledem k subriemannovskée metrice. Pak kazZdé dva body A, B € M mohou bijt
spojeny subriemannovskou geodetikou.

Dukaz viz napf. [4], [19].

1.4 Normalni, abnormalni, regularni a singularni geode-
tiky

Zopakujme definici subriemannovské geodetiky z odstavce 1.1.

D-krivka realizujici vzdalenost mezi dvéma body se nazyva subriemannovskou geo-
detikou.

Pozn.: Pripomenme, ze kazda geodetika mtze byt parametrizovana s konstantni rychlosti.

Véta 1.6: Necht (M, D, g) je subriemannovskd struktura se souvislou varietou M a
uplné neintegrabilni distribuci D a v : I — M je po castech hladkad subriemannovska
geodetika parametrizovand s konstantni rychlosti. Pak existuje po castech hladkd
krivka ¢ : I — T*M, jejiz projekce je v (tj. mp(0(t)) = ~(t) pro vSecha t € I),
kterd neprotind nulovy Tez a splnuje alespon jednu z ndsledujicich podminek:
(i) ¥ je tesenim rovnic odvozenych z hamiltonidnu (tj. ¥ (t) je integralni krivkou
Hamiltonova vektoroveho pole Xy na T*M se subriemannovskym hamiltonid-
nem danygm vztahem (1.4)). Navic pak plati, Ze kiivky ¢ i~y jsou hladké.

(ii) ¥(t) € KerS, kde zobrazeni B : T*M — D je ddno vztahem (1.3) a pro kaZdou
po cdstech hladkou krivku ¢ spliiugict wp(p(t)) = ~(t) pro vSechna t € I plati

%((w(t))(X(v(t)))) = (¥()([B(£(1)), X]),

pro vSechna X € I'(T'M) a pro vSechna t € I, kde je §(t) definovdno.

Dikaz véty lze nalézt napf. v ¢lanku [18].

Pozn.: Véta tzce souvisi s tzv. Pontryaginovym principem maxima.
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Pozn.

Geodetika se nazyva normadalni, jestlize spliiuje podminku (i) z véty 1.6, resp. abnor-
malni, jestlize spliiuje podminku (ii).

: Odstavec uzavieme piehledem souvislosti pojmii:
Mohou existovat geodetiky, které jsou soucasné normalni i abnormalni.

Normalni geodetiky jsou pravé ty, které jsou projekci feseni rovnic odvozenych z hamil-
tonianu.

Normalni geodetiky jsou pravé ty, které minimalizuji vzdalenost i lokalné (libovolné zi-
zeni normalni geodetiky na podinterval je opét geodetika, tj. ve smyslu definice, kterou
uvedeme v odstavci 2.8.).

Normalni geodetiky jsou hladké.

Abnormélni geodetiky jsou body uzévéru mnoziny normélnich geodetik (viz [1]).

Abnormalni geodetiky nezavisi na subriemannovské metrice, ale pouze na distribuci D
(viz [4], [18]).

Je-li distribuce D silné upiné neintegrabilni (tj. T,M = [| X (x)+[Y.Y'|(z), Y. Y, X € I'(D)|]
pro vSechna x € M, neexistuji abnormalni geodetiky (viz [21]).

Oba typy geodetik mohou byt popsany jako chrakteristické kiivky symplektické formy,
tento popis je specidlnim piipadem Pontryaginova principu maxima (viz [4], [1]).

Geodetiky, které jsou soucasné normalni i abnormalni, jsou ,,degenerované“ v tom smyslu,
ze k nim existuje vice kiivek ¢ : I — T*M odpovidajicich vété 1.6 (viz [18]).

Normalni i abnormélni geodetiky mohou byt popsany také jako autoparalelni kiivky vhod-
nych konexi (tzv. normalnich g-konexi a D-adaptovanych g-konexi, viz a odstavec 1.7. a
[18]).

Kontaktni distribuce nemaji abnormalni geodetiky (viz [19]).

V nasi praci se budeme zabyvat pouze normalnimi geodetikami.
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1.5 Obecnéjsi pristup k subriemannovskym strukturam

Nejobecnéjsi definici subriemannovské geometrie uvadi [1], resp. [4]. Pro ucelenost zminime také
tento pristup.

Necht M je souvisla varieta. Subriemannovskou strukturou na M je dvojice (E, f),
kde

e E je euklidovsky bandl nad varietou M.
e f:E — TM je morfismus vektorovych bandl.

e Mnozina horizontalnich vektorovych poli
D:={f(o) | 0 : M — E je hladky fez}

je uplné neintegrabilni.
Ma-li bandl E globalni trivializaci, nazyvame subriemannovskou strukturu volnd.
Trojici (M, E, f) nazyvame sub-Riemannova varieta. Cislo k(q) = dimD, = dim f(E,)
nazyvame hodnost subriemannovské struktury v bodé ¢. Je-li stejnd pro vsechny
body q € M, hovoifime o subriemannovské strukture konstantni hodnosti.

Pozn.: Klasickd subriemannovské struktura chapané jako trojice (M, D, g) je zahrnuta v této
definici. Staci vzit E=D a f : D — TM jako kanonickou inkluzi.
Lipschitzovska ktivka v : I — M je horizontalni, jestlize existuje méritelna funkce

u:l>t—=u(t) e By, wuel™,
nazyvana kontrolni funkce, tak, ze
V() = F(y(8), ult), Viel.
Na D, je indukovana norma (subriemannovskd norma) vztahem
7] = min{[jul|,u € Eq, v = f(q,u)},

ktera spliiuje rovnobéznikovou rovnost. Mizeme tedy zavést skalarni soucin

1
Wiy = 7 (v + il = v = pll?) . v.p €Dy

Subriemannovskou délku horizontalni k¥ivky definujeme vztahem 1.1 a subriemannovskou vzda-
lenost vztahem 1.2. Necht v : I — M je horizontalni kfivka, definujme pro t €

u* = u(t), pro které u € E ), () = f(7(t),u) a ||u|| je minimalni.
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Rezu u* tikdme minimdlni kontrolni funkce asociovana s krivkou . Minimalni kontrolni funkce
hraje roli pfi popisu extreméal v subriemannovské geometrii.

1.6 Konexe na subriemannovskych varietach

V tomto odstavci formulujeme souvislosti norméalnich geodetik a normalnich g-konexi na sub
riemannovskych varietach. Obecnéji je tato problematika fesena v publikaci [18], zabyvajici se
mj. také abnorméalnimi geodetikami a tzv. D-adaptovanymi konexemi.

g-konexe (nebo téz B-konexe) na subriemannovské varieté (M, D, g) je linearni zo-
becnénad konexe na 7w : T*M — M nad zobrazenim § : T*M — TM, danym
vztahem (1.3). Tj. je to linedrni fibrované zobrazeni V : (I'm)*(T*M) — TT*M
takové, ze Tm oV = S omg, kde my : (Tm)*(T*M) — T*M je projekce pullback
bandlu.

Takovou konexi lze také charakterizovat (korespondence je podrobné popsana v ¢lanku [7])

jako zobrazeni
V I(T"M)xI'(T*M) > [n,v] — V,v e I(T*"M),

splnujici
e V je R-linearni v obou argumentech,
e V je C"°°M-linearni v prvnim argumentu,
e V,(fv)=fVw+ (Bon)(f)v prokazdé f € C°M, n,v e I'(T*M).

Bez ditkazu (viz [18]) uvedeme rovnice pro autoparalelni kiivky g-konexe. Necht ¢ : I — T*M
je takova kiivka, ze jeji projekce v = m o % je horizontalni (tj. D-kiivka). 1) se nazyva auto-
paraleln? vzhledem ke konexi V, jestlize spliiuje Vy1(t) = 0 pro kazdé t € I. Projekce v =
=mo : I — M se pak nazyva geodetikou konexe V. V souradnicich jsou autoparalelni kiivky

P(t) = (2%(t), p;(t)) popsény rovnicemi:
' =g (x(®)p;(t),  Bi(t) = ~TF(x(t))pi()pa(t), (1.6)
kde g* jsou slozky subriemannovské kometriky a I'* jsou koeficienty konexe.
g-konexe V se nazyva normdlni, jestlize pro vSechna n, v € I'(T*M) plati
Vv + Vi = Osmv + 9501 — d((8(n)),

kde zobrazeni 5 : T*M — TM je déno vztahem (1.3).
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Koeficienty normalni g-konexe spliiuji (viz [18]) vztah

r”’+rﬁ—a§ij Vi g k=1 1.7
k R_W7 1,7, =41,...,Nn. ()

Véta 1.7: Necht V je normdlni g-konezxe, pak autoparalelni kiivky konexe ¥V (1j.
krivky o : 1 — T*M takové, Ze Vyip(t) = 0 pro kaZdé t € I) jsou prdvé Tese-
nim rovnic odvozenych ze subriemannovského hamiltonianu. Existuje tedy bijektivni

korespondence mezi normalnims subriemannovskymi geodetikami a geodetikami nor-
malnt konexe V (autoparalelnimi krivkami).

Dikaz viz [18]. Analogickd tvrzeni tykajici se abnormdlnich (singularnich) geodetik a D-
adaptovanych g-konexi jsou formulovina a dokdzéna v ¢lanku [18]. Singularnimi geodetikami
se v této praci nezabyvame.

Pfipometime, Ze Riemannova metrika G' na varieté M je hladky fez bandlu S?(T*M). Jeji

zuzeni na distribuci D zadava subriemannovskou metriku vztahem ¢(X,,Y,) = G(X,,Y;,) pro
vSechna X,Y € D, C T, M.

Véta 1.8: Necht (M, D, g) je subriemannovskd struktura a G Riemannova metrika
na M takovd, Ze jeji zuZeni na D je rovno g. Pak kaZdd D-krivka v : I — M,
kterd je geodetikou Riemannovy metriky G, je zdroven normdlni subriemannovskou
geodetikou.

Dukaz viz [18].

Véta 1.9: Necht (M, D, g) je subriemannovskd struktura a v : 1 — M je normalni

subriemannovskd geodetika. Pak pro kaZdé t € I existuje kompakini okoli J bodu t
takove, Ze krivka v ziZend na J je geodetikou vzhledem k néjaké Riemannové metrice
G na M, jejiz zuZeni na D je rovno g.

Dukaz viz [18].

Pozn.: Rizné Riemannovy metriky mohou dévat stejné subriemannovské struktury (je-li jejich
zZeni na distribuci D totozné). Tyto metriky maji obecné rizné geodetiky. VSechny (které jsou
tecné k distribuci D) pak budou normélnimi subriemannovskymi geodetikami). Naopak, kazda
normalni subriemannovska geodetika mize byt (lokalné) zkonstruovana timto zpisobem.
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1.7 Porovnani rovnic odvozenych z hamiltonianu a rovnic
pro geodetiky hlavni konexe

Necht M je hladka varieta, ozna¢me jako obvykle (z'(t), p;(t)) lokdlni soufadnice na T*M. V
tomto odstavci obecné ukazeme, ze rovnice (1.5) odvozené z hamiltonidnu:

) ) |
_apla pz_ aﬂfi’

j:,i

a rovnice (1.6)

# =g (x(t)p;(t),  Pr(t) = =T} (x(6)pi(t)p; (¢),
kde g% jsou slozky subriemannovské kometriky a I'Y jsou koeficienty normalni konexe spliiujici
i

g 9
i 41y = 7

—%, Vi,j,kzl,...,n

jsou totozné. Odvodime tvar téchto rovnic s pouzitim koeficientd (ortonormalnich) vektorovych
poli zadavajicich distribuci D.

Necht D je k-rozmérna distribuce na 7'M zadand ortonormalnim souborem vektorovych poli
Xy, Xo, ..., Xy, kterd maji v lokalnich soufadnicich vyjadfeni (pouzivame Einsteinovu sumacni
symboliku): 5

X; =X/ (w“)%

)

Kometrika (-, -) : S?T*M — R je déna vztahem
k Ui
(Vﬂ?):<ZXz‘®X¢> (V,n):=<V1 Vn>§ :
i=1

n

a pro matici G = (g*) plati
k

g0 =) XX).

i=1
Hamiltonidan H : T*M — R je pak dan vztahem

k
1 1. 1 .
H(n) = 5(0m) = 59" = 5 <Z X Xf’) Nalh-

i=1

Rovnice (1.5) i rovnice (1.6) tak pfejdou na tvar:
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k

k

: : 0xXe

ra — (Z Xsz?)) Dby, DPe= — Z (WX’Z)) DaPb- (1.8)
i=1 -

=1

Tento tvar mtzeme pouzivat pro sestaveni subriemannovskyjch rovnic dané tlohy pirimo ze
zadanych ortonormalnich generatort distribuce D.






Kapitola 2

Neholonomni riemannovska geometrie

V tomto odstavci se zabyvame pfistupem z hlediska neholonomni riemannovské geometrie, jak

je uveden v praci [5].

2.1 Neholonomni riemannovska struktura

Necht M je n-rozmérnd varieta s distribuci D konstantni dimenze (hodnosti) r. Je-li
distribuce involutivni (integrabilni), budeme ji nazyvat také holonomni. V opaéném
pripadé ji budeme nazyvat neholonomns.

Oznacme A ' o
D! =D, D =D+ [D', D] pro i<,

kde
(€. Flg={[X.Y](q) : X €T(€),Y e (F)}

pro distribuce £, F na M. Ziskdvame tak posloupnost
DPrCD*C...CTM,

pficemz vzdy predpokldadame, %e D! je distribuce s konstantni dimenzi fibrii pro kazdé i.
Jestlize existuje ¢islo n > 2, pro které

D" =TM, D" '+4£TM,

nazyvame jej stupen neholomnosti distribuce D a takové distribuci pak fikame wupiné neholo-

nomni. Je-1i stupen neholomnosti n = 2, nazyvame navic distribuci silne neholonomni.

Pozn. 1: V kontextu pfedchozi kapitoly, je Gplné neintegrabilni (bracket-generating) distribuce

D # TM tplné neholonomni a naopak. Nasledujici vété tedy presné odpovida tvrzeni 1.3.

Pozn. 2: Integrabilni distribuce konstatni hodnosti odpovidaji ve fyzice holonomnim vazbam,

zatimco neintegrabilni distribuce vazbam neholonomnim, odtud nazev.
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Véta 2.1 (Chow-Rashevskii): Necht D je iplné neholonomni distribuce na sou-

vislé variete M. Pak libovolné dva body v M mohou byt spojeny D-krivkou, tj.
krivkou y : I — M, pro kterou y(t) € Dy, Vt € I.

Dukaz viz napiiklad [19].

Neholonomni Riemannova varieta nebo téz neholonomni Riemannova struktura je
¢tvetice (M, D, D+, g), kde M je n-rozmérna (souvisld) varieta, D tiplné neholo-
nomni distribuce dimenze r < n na M, D komplementarni distribuce dimenze
n—rmna M (tj. TM =D ® D) a g je pozitivng definitni metricky tenzor na D.

Pozn.: Znaceni D+ je standardni, ale obecné neznamené ,kolmost“ — ta neni definovana, nebot
metricky tenzor je zadan pouze na distribuci D. Je-li vSak M Riemannova varieta, vznika
neholonomni struktura piirozené zadanim neholonomni vazby (tj. uréenim D), distribuce D
(kolmé k D) je opatiena indukovanou metrikou.

2.2 Geodetiky a konexe neholonomnich riemannovskych
struktur

Necht M je souvisla n-rozmérné varieta a D je r-rozmérna neintegrabilni a Gplné
neholonomni distribuce. Neholonomni (Koszulova) konexe na D je R-linedrni zob-
razeni

V:I(D) xI'(D) — I'(D), (X,Y)— VyxY,
které je tenzorové v prvnim a derivaci ve druhém argumentu, tj.

VixY = fVxY, Vx(fY)=X()Y + fVxY, VfeC®M), VX,Y € T(D).

Symbolem X (f) rozumime derivaci funkce f ve sméru vekorového pole X. Vektorové
pole VxY pak nazyvame kovariantni derivace Y ve smeéeru X.

Pozn. 1: 7 vlastnosti uvedenych v definici vyplyva, ze kovariantni derivace VxY (q) v bodé ¢
zévisi pouze na hodnoté X, = X(q) vektorového pole X v bodé ¢ a hodnotach vektorového
pole Y podél D-kiivky tecné k X (dukaz viz [5]), tj. je-li v(0) = ¢, ¥(0) = X(q), pak

Yi(7(1)) = Yo(7(1)) VI = [VxYi(g) = VxYa(q)].



2.2. GEODETIKY A KONEXE NEHOLONOMNICH RIEMANNOVSKYCH STRUKTUR 35

Pozn. 2: Existuje obecnéjsi definice Koszulovy £-konexe na D:
V:I'(€) x (D) — I'(D),

kde £ a D jsou obecné riizné distribuce na varieté M.

Pozn. 3: Kovariantni derivace mize byt rozsifena na libovolna tenzorova pole, napt. pro f € C*(M),
w e I'(D*):

Vx(f) = X(f),
Vxw(Y) = X(w(Y)) — w(VxY). (2.1)

Neholonomni konexe (na (D, g)) se nazyva metrickd, jestlize pro kazdé X € I'(D)

plati
X(9(Y1,Y2)) = g(VxY1,Y2) + g(Y1, VxY2). (2.2)

Pozn.: Vzorec (2.2) je ekvivalentni pozadavku nulovosti upiné kovariantni derivace metrického
tenzoru Vg = 0, kde Vg € S*(D*) @ D*:

Uvazujme neholonomni Riemannovu strukturu (M, D, D+, g) a oznaéme P : TM — D
resp. P+ : TM — D+ projekéni operatory odpovidajici rozkladu TM = D @ D+, dale oznac¢me
P([,]) = [, -]p projekei Lieovy zévorky a ||-|| normu indukovanou na D metrikou g. Podobné
jako v Riemannové struktufe existuje Levi-Civitova konexe (jedind metricka konexe bez torze),
existuje také v neholonomni Riemannové struktufe jedind metrickd neholonomni konexe bez
torze, pficemz zde torzi rozumime (1,2)-tenzorové pole

T :T(D) x T'(D) — T'(D),

dané vztahem
T(X,)Y)=VxY —-VyX - [X,Y]p.
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Vé&ta 2.2: Necht (M, D, D+, g) je neholonomni Riemannova varieta. Evistuje prdvé

jedna neholonomni konezxe
V:I'(D) x I'(D) — T'(D),

kterd je metrickd (Vg = 0) a bez torze (T = 0). Tato konexe je ddna vztahem
nazyvanym Koszulova formule:

29(VxY,Z) = X(9(Y,2)) +Y(9(X, Z2)) — Z(9(X,Y))
+g([X7Y]177Z) _g([X7 Z]DJY) _g([Y? Z]DvX)

pro X,Y,Z € I'(D).

Dukaz viz napiiklad [5].

Ozna¢me (X;), i = 1,...,n lokdlni soufadnicovy systém vektorovych poli na TM takovy,
ze (X,), a = 1,...,r je ortonormdlni souradnicovy systém na D a (X)), A =r+1,...,n
je soufadnicovy systém na D+. Necht cfj € C*(M) jsou odpovidajici strukturni konstanty

[Xi, Xjlp = ¢}, X), a T, € C°°(M) koeficienty konexe V :
Vx, Xy =15, X..

Plati

c b a

1 c
ab — E(C(zb — Cae — cbc)' (23)

D-kiivku v : [ o t — ~(t) € M nazyvame neholonomni geodetikou struktury
(M, D, D+, g) (geodetikou neholonomni koneze), jestlize je autoparalelni, tj.

V() =0, V tel.

Priklad 2.1: Neholonomni geodetiky v soutradnicich

D-kiivka je neholonomni geodetikou praveé kdyz splnuje v souradnicich systém diferencidlnich rovnic druhého
fadu
F9(8) + Do (v(1) A (£)3°(t) = 0 (2.4)

pro kazdé t € I. Necht ¢ € M a X, € D,. Existuje pravé jedna neholonomni geodetika (az na p¥ipadné
roz§ifeni resp. ztzeni) v : I — M, (0 € I) tak, ze v(0) = ¢ a ¥(0) = X,. Lze-li defini¢éni obor kazdé geodetiky
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roz§irit na I = R, mluvime o geodeticky tupiné neholonomni struktuie. Pro kazdou neholonomni geodetiku plati

[|7(t)]| = konst., ma tedy konstatni rychlost. Dikaz nalezneme napf¥. v [5].

2.3 Krivost

V tomto odstavci zavadime pro neholonomni Riemannovu strukturu dalsi souvisejici pojmy

podle [5].

2.3.1 Geodeticka krivost

Necht v : I — M je D-kiivka v M s jednotkovou rychlosti, tj. ||¥(¢)|| = 1 pro
vSechna ¢t € I. Geodetickou krivosti kiivky v rozumime funkci x, : I — R danou
vztahem:

kiy () = [IV57 (D]

Neholonomni geodetiky tak mutzeme interpretovat jako ,nejpriméjsi“ D-kiivky spojujici
dva body, tj. kiivky s nulovou geodetickou kiivosti. Tento pfistup nazyvame Hertzuv princip
minimadlni krivosti (jde o specialni pfipad Gaussova principu minimalni vazby), neholonomni
rovnice jsou pak odvozeny jako feSeni variacni tlohy.

2.3.2 Schoutenuv tenzor krivosti

Necht (M, D, D+, g) je neholonomni Riemannova struktura s asociovanou neholo-
nomni konexi V. Tenzor K € 7;'D dany vztahem

K(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VixyipnZ — [[X,Y]p, Zlp, X,Y,Z €D

se nazyva Schoutentv tenzor krivosti.

Schoutentiv tenzor kiivosti je antisymetricky v prvnich dvou argumentech, sniZzenim indexu
pomoci metriky g ziskdme tenzor typu (0,4) oznacovany K. Dale pro W, XY, Z € I'(D) plati:

(1) K(X,Y)Z+K(Y,Z)X+K(Z X)Y =0,
2) K(W,X,Y,Z)+ K(X,W,Y,Z) =0.
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Pozn. 1: Vlastnost (1) se nazyva prvni Bianchiho identita, druha Bianchiho identita obecné pro
Schoutentiv tenzor neplati.

Pozn. 2: Definujeme

A

ROW,X,Y,Z) = (K(W, X,Y,Z)— K(W, X, Z, Y)) C C=K-R (2.5)

N | —

Tenzor R splituje stejné symetrie jako Riemanniv (0, 4)-tenzor kiivosti a lze pomoci néj stejnym
zpusobem jako v riemannovské geometrii zavést Ricciho tenzor a skaladrni kiivost. Tenzor C‘,
resp. jeho nulovost bude hrat dtlezitou roli pfi zkoumani souvislosti mezi subriemannovskymi
a neholonomnimi geodetikami.

2.4 Symetricka zavorka a vnéjsi derivace

Necht X,Y € I'(D), symetrickou zdavorkou vektorovych poli X,Y rozumime vekto-
rové pole
<<X 5 Y>> = ny == VyX

Pro libovolna X,Y € (I'D) a f € C*(M) plati

o ViV = %[X,Y]DJr %((X YY),
o ((fX:Y)=Y(f)X+ f(X:Y)).

Vyraz $[X,Y]p je antisymetrickou ¢ésti a vyraz 5 ((X : Y)) symetrickou ¢asti VxY. Vzhle-
dem k tomu, ze %[X, X|p =0, plati:

D-kfivka v : I — M je neholonomni geodetikou préavé tehdy, kdyz 3((3 : 7)) = 0.

Kazda konexe na vektorovém bandlu indukuje operator vnéjsi derivace, budeme jej oznaco-
vat symbolem

dp : (D, T*(D)) — Q"*'(D, T*(D)).

Obecné definice je uvedena v publikaci [5], pro nase ucely postaci definovat vnéjsi derivaci pro
funkci f € C°(M) = QD) a jedna formu w € D* = Q}(D). V tpravach vyuzijeme vztahy
(2.1).

(AR )(X) = Vxf = X(f),
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(dpw)(X,Y) = (Vxw)(Y) = (Vyw)(X) = X(w(Y)) —w(VxY) = Y(w(X)) + w(VyX) =
= Vx(W(X)) = Vy(w(X)) = w([X,Y]p).

2.5 Neholonomni Riemannova struktura a mechanika

Zde uvadime pouze stru¢né srovnani hledani geodetik neholonomni riemannovské struktury a
hledani geodetik ve varia¢ni mechanice na Riemannové varieté s neholonomni vazbou. Pristupu
varia¢ni mechaniky bude vénovana samostatna kapitola.

Necht g je Riemannova metrika na n-rozmérné souvislé varieté M, ozna¢me x* souradnicové
funkce lokalniho soufadnicového systému (U, ), (2%, 2") odpovidajici soufadnice na TM a (9;) =
= (0/0x"). Geodetiky Riemannovy variety (M, g) jsou geodetiky odpovidajici Levi-Civitovy
konexe V. Zaroven tyto geodetiky minimalizuji kinetickou energii danou lagrangianem

L 1
L:TM > (2%, &%) — §gkljvk5vl €R, kde gy =90 0),

jsou tedy fesenim Eulerovych-Lagrangeovych rovnic

iaL B oL
dt ozt Oxt

kde T, € C°°(M) jsou Christoffelovy symboly konexe V:

; 1 . (O0Gmk  OGmi  Ogm
Vakal :Filﬁj, Fi;l = 593 < Ol + oxk o drm |-

0, resp. gi;(# + T4 =0, (2.6)

Pro kifivku v : t — (27(t)) je Vs = (i +T,4%4")0; a podminku (2.6) lze psét jako pozadavek
nulovosti formy

Mé¢jme nyni n — r nezavislych rovnic pro linearni neholonomni vazbu nezavislou na cCase:
k(¢ i\] o k 00
fi@@)i? =0, k=1,....,n—r, fje€C™(M),

ktera geometricky odpovida neintegrabilni r-rozmérné distribuci D na M, predpokladejme, ze
D je tplné neholonomni. Ozna¢me D+ ortogonalni doplnék D vzhledem k metrice ¢ a symbolem
g = gp ziZeni tenzorového pole g na D. Pak ¢tvefice (M, D, D+, ¢') je neholonomni Riemannova
struktura a zobrazeni P a P+ jsou ortogonalni projekce. Neholonomni konexe v této struktuie
je zaroven projekci ptivodni konexe na D, tj.

LY =P(VxY), V X, Y eT(D).
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D-ktivka v : I — M je neholonomni geodetika struktury (M, D, D+, ¢’ = gp) pravée
tehdy, kdyz
Viy(t) € Dyyy ¥V tel

Extremaly lagrangianu kinetické energie s linearni neholonomni vazbou jsou pravé neholo-
nomni geodetiky asociované neholonomni Riemannovy struktury.

2.6 Subriemannovské versus neholonomni struktury

Kazdé neholonomni Riemannové struktufe (M, D, D+, g) odpovida subriemannovskd struktura
(M, D, g). Varieta M spoletné s metrikou d zavedenou vztahem (1.2) tvori metricky prostor
(M, d). Pro tiplné neholonomni distribuci D je topologie indukované subriemannovskou metri-
kou d na varieté M totozna s puvodni topologii variety (dikaz viz napt. [19]).

D-kiivka v : [t1,ta] — M je normdlni subriemannovskou geodetikou, jestlize pro
kazdy interval [a,b] C [t1,ts] plati, Ze zGZeni 7,4 realizuje vzdalenost mezi body
v(a), ¥(b), tj. d(v(a), ¥(b)) = L(Viap)-

2.6.1 Ekvivalence neholonomnich Riemannovych struktur

V tomto odstavci zavadime pojmy neholonomni geodeticka ekvivalence, neholonomni afinita a
neholonomni izometrie podle publikace [5].

Rekneme, Ze neholonomni Riemannovy struktury
R=(M,D,D',g) a R =(M,D,D"¢)

jsou neholonomné geodeticky ekvivalentni, jestlize existuje difeomorfismus ¢ : M — M’,
déavajici vzajemné jednoznac¢nou korespondeci mezi geodetikami obou struktur, tj.

v je neholonomni geodetika R prave tehdy, kdyz ¢ o v je neholonomni geodetika
R’, ¢ pak nazyvame neholonomni geodetickd ekvivalence.

Pro to, aby difeomorfismus ¢ : M — M’ byl neholonomni geodetickou ekvivalenci je nutné
a staci, ze 0. D =D’ a konexe V, ¢©*V maji stejné geodetiky.
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Nésledujici podminky jsou ekvivalentni:

e Dv& konexe V!, V2 : (D) x I'(D) — I'(D) maji stejné geodetiky,
o VL X =V%4X, pro kazdé X € T'(D),
o ((X:Y))1 = ((X:Y))y pro viechna X,Y € I'(D).

Rekneme, Ze neholonomni Riemannovy struktury
R=(M,D,D",9) a R =M D, D" ¢

jsou neholonomné afinné ekvivalentni, jestlize existuje difeomorfismus ¢ : M — M’
tak, ze
o, D=D a V=V,

© pak nazyvame neholonomni afinita.

e Kazda neholonomni afinita je neholonomni geodetickou ekvivalenci.

e Neholonomni geodetickd ekvivalence ¢ : M — M’ je neholonomni afinitou
pravé tehdy, kdyz ©*V’ je bez torze, tj.

(" V)xY — (¢"V)y X = [X,Y]p, VX,Y €T(D).

Rekneme, Ze neholonomni Riemannovy struktury
R=(M,D,D*,9) a R =M D, D" ¢)
jsou neholonomné izometrickeé, jestlize existuje difeomorfismus ¢ : M — M’ tak, ze
pD=T7, @.D'=D" a g=¢',

© pak nazyvame neholonomni izometrie.

Pozn. 1: Neholonomni izometrie zachovava metriku, neholonomni konexi, tenzor k¥ivosti i pro-
jekeni operdtory, tj. K = ¢*K', R = p*R/, C = ¢*C", p,P(X) = P'(p«(X)) a p.PHX) =
= PY(p.(X)) pro viechna X € T(TM).

Pozn. 2: Neholonomni izometrie struktury R do sebe tvori konec¢nérozmérnou Lieovu grupu.
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Kazda neholonomni izometrie je neholonomni afinitou.

2.6.2 Normalni subriemannovské geodetiky

Necht R = (M, D, D+, g) je neholonomni Riemannova struktura. Vektorovy pod-
bandl S C D, § # D se nazyva geodeticky invariantni v D, jestlize pro kazdou
neholonomni geodetiku 7 : [0,1] — M struktury R spliujici ¥(0) € S,) plati
Y(t) € Sy Vt €10, 1].

Véta 2.3: Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

e S je geodeticky invariatni v D,
o VxX €I'(S) pro kazdé X € T'(S),
o ((X:Y)) eI(S) pro vSechna X,Y € I'(S).

Necht (M, D, D+, g) je neholonomni Riemannova struktura a g je rozsifeni metriky g na
Riemannovu metriku na M takové, ze D L ; D+. Zobrazeni ¢ = idys je neholonomni Riemannovo
vloZeni struktuty (M, D, D+, g) do Riemannovy struktury (M, ). Plati nasledujici tvrzeni:

Véta 2.4: Mnozina neholonomnich geodetik struktury (M, D, D+, g) spljvd s mno-
Zinou Riemannovych geodetik struktury (M, g) tecnych k D pravé tehdy, kdyZ D je
geodeticky invariantni v T'M.

Pozn.: Vlastnost byt ,,geodeticky invariantni“ neni vlastnost distribuce D jako takové, tyka se
celé neholonomni stuktury, tj. zavisi také na doplitku D+. Je-li v8ak distribuce néjaké neholo-
nomni struktury geodeticky invariatni, nezalezi na konkrétni volbé rozsifeni g ptivodni metriky
na celou varietu M.

Véta 2.5: Je-li D geodeticky invariantni v T'M, pak kaZdd neholonomni geodetika

struktury (M, D, D+, g) je normdini subriemannovskou geodetikou subriemannovské
struktury (M, D, g).

Na zavér odstavce formulujeme nutnou a dostate¢nou podminku pro to, aby silné neholo-
nomni distribuce D byla geodeticky invariatni.
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Véta 2.6: Silné neholonomni distribuce D je geodeticky invariantni v T M pravé
tehdy, kdyz C =0 (C’ je definovdno vztahem (2.5)).

Dukaz tvrzeni 2.3 az 2.6 viz [5].

Dvé subriemannovské struktury (M, D, g) a (M’', D', ¢') jsou (subriemannovsky) izo-
metrické, jestlize existuje difeomorfismus ¢ : M — M’ tak, Ze

o D=D a g=¢'q,

¢ pak nazyvame subriemannovskou izometri.

Jsou-li dvé neholonomni Riemannovy struktury neholonomé izometrické, pak jejich
odpovidajici subriemannovské struktury jsou subriemannovsky izometrické.
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Kapitola 3

Variaénl mechanika na Riemannové
varieteé

3.1 Zakladni struktury geometrické mechaniky

V tomto odstavci shrneme zakladni pojmy varia¢niho po¢tu na fibrovanych varietach, cerpame
predevsim z knihy [14].

3.1.1 Fibrované variety

Necht (Y, 7, X) je fibrovand varieta s bazi X dimenze n, totalnim prostorem Y dimenze m-+n a
projekci . Dale budeme uvazovat jednorozmérnou béazi, tj. n = 1, jak odpovida mechanice, na
niz se zamérujeme. Mnozinu vSech fezil projekce m definovanych na oteviené mnoziné U C X
ozna¢me I'yy. Trojice (J'Y, 7, X) je r-té prodlouzeni fibrované variety (Y,7, X) a symboly
Mgt J'Y — J°Y kde 0 < s < r, oznafujeme piislusné projekce, J°Y =Y.

Rez § projekce fibrované variety (J'Y, m,., X) nazveme holonomni, jestlize existuje
fez «y variety (Y, 7, X), pro ktery plati § = J".

Necht (Y, 7, X) je fibrovana varieta. Vektorové pole £ na Y nazyvame m-vertikdlni, jestlize je
m-projektabilni a jeho m-projekce &, (tj. vektorové pole na X spliujici Tmof = yom) je nulova.
Forma 1 € A*(J"Y) se nazyva m-horizontdlni, je-li jeji kontrakce libovolnym m-vertikalnim
vektorovym polem nulova..

Forma 1 € A*(J7Y) se nazyvéa kontaktni, jestlize pro kazdy fez v fibrované variety (Y, m, X)
plati J™y*n = 0. Oznac¢ime-li soufadnici na bazi (t), soufadnice na Y (t,z'), 1 < i < m, a
soufadnice na J'Y jsou (t,2', 4" = x{,& = ab,... &L = 2!), kde 1 < p < r, pak maji
kontaktni 1 formy tvar

w'=ds* —i'dt, w,=dr, —z,,dt, 1<qg<r-—-1,
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a spolu s formami d¢ a da’ tvoii bézi 1-forem na prostoru JY adaptovanou ke kontaktni
strukture.

3.1.2 Variac¢ni problém na fibrovanych varietach

Necht (Y, 7, X) je fibrované varieta s jednorozmérnou bazi. Horizontélni 1-forma
A€ AL (JTY), r > 1, se nazyva lagrangidn r-tého vddu a dvojice (m, \) je Lagrange-
ova struktura. Funkce L = L(t,z%,...,2%), kde A = Ldt, je vyjadfeni lagrangidnu v
lokélnich soutadnicich, se nazyva Lagrangeova funkce.

Ke kazdému lagrangianu je jednoznac¢né ptirazena tzv. Fulerova-Lagrangeova forma obecné
na J¥Y, kterd mé v lokalnich soufadnicich vyjadieni

T

A (OLY
E == —1 ]—. - ' .
= (5 )@ na

Jj=0

Pro lagrangian prvniho fadu (se kterym budeme pracovat ve ¢tvrté kapitole) tak plati

oL d (0L\] ,

Rovnice pro extremaly lagrangianu A lze pak jednoduse zapsat ve tvaru

E)\OJQ’}/IO.

Odvozeni nalezne ¢tenaf napiiklad v praci [14].

3.2 Mechanika neholonomnich systémi

Obecny problém neholonomni mechaniky je popsan pomoci geometrické teorie Olgy Rossi
(Krupkové), viz naptiklad [13], [15], [16].

3.2.1 Neholonomni Lagrangeova struktura

Strucneé zrekapitulujeme pouzivana oznaceni z predchoziho odstavce pro pripad jednorozmérné
béaze, uvedeme pojmy a rovnice potiebné pro nase vypocty. Zakladni fibrovany prostor je
(Y, 7, X),dmX =1, dimY = m + 1, vistva 7~ }({t}) C Y nad bodem ¢ € X je konfigu-
racni prostor. Prvni jetové prodlouzeni je (J'Y, 71, X), vrstva 7' ({t}) C J'Y nad bodem
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t € X je fdazovy prostor. Z dalsich prodlouzeni budeme potiebovat jests (J2Y, my, X). Cislo m,
1 <i < m, je pocet stupnu volnosti mechanické soustavy. (V konkrétnich pfipadech v nésle-
dujici kapitole bude obvykle m = 3, soufadnice budeme oznacovat x' = z, 22 = y, 2° = 2.)
Uvazujme lagrangian prvniho faddu (horizontélni forma na J'Y") jako kinetickou energii,

A= L(t, 2', 2")dt, L= §gijﬁx", obecné je L = §gijjc’a'7] —U(t, z*). (3.1)

Eulerova-Lagrangeova forma nevazaného systému je

oL doOL

E\=E(L)w'Adt, E=—— ———
= Bl ad Bi= 55 - Gan

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice, tj. pohybové rovnice mechanické soustavy pro trajektorie (fezy
7 projekce fibrované variety, v : X Dt — v(t) € Y), y(t) = (¢,2'y(t))), jsou druhého Fadu,
E;(L) o J*>y = 0, (jejich levé strany jsou afinni ve zrychlenich &, 1 < i < m).

Neholonomni vazba je obecné dana k vazebnimi podminkami (rovnicemi)

o ofe
fet,x,2) =0, 1<i<m, 1<a<k<m-1, rank(af,):k.
xl

Podminka maximéalni hodnosti umoziuje (lokalné) zapsat vazebni podminku v explicitnim

tvaru '
g — o 2t i), 1<k<m—1, 1<I<m—k 1<a<k (3.2)

Tyto rovnice definuji vazebni podvarietu @ C J'Y dimenze 2m — k + 1 a zobrazeni
L@ 3 (t 2, i) — (t, 2l il (82l 37)) € 'Y

kde 1 <i,5 <m,al<Il s<m—k, je kanonické vlozeni.

Pozn.: Formy @' = 1*w’ generuji na Q indukovany kontaktni idedl I (anihilator vdzané Cartanouvy
distribuce). Plati
=l =ddd —ildt, 1<Ii<m-—k,

omhte = rgmokta — qgmokte _gadqr 1 <a < k.

3.2.2 Kanonicka distribuce

S kazdou neholonomni vazbou je spjata kanonicka distribuce C. Je to jeden ze zdkladnich ob-
jektt geometrické teorie neholonomnich systémi. Konstrukce kanonické distribuce je popséana
napiiklad v [15], [16] nebo [10] a nebudeme se zde zabyvat jejim podrobnym odvozenim. Ob-
sahuje vektorova pole, ktera jsou v neholonomnim problému tzv. pripustnymi variacemia.
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Kanonickou distribuci C rozumime distribuci (kodimenze k vzhledem k varieté Q)
generovanou (2(m — k) + 1) Cetajevovgmi vektorovymi poli:

|

8. 0 (., o, B 9. 0 <=09¢° 0
5_@+;Q%}ﬂwxaw%w%faﬁQjﬁ%ﬁﬁ

O 0. 9
ot’ ozl ozl

}, 1<l<m—Fk (3.3)

Pozn.: Anihilator kanonické distribuce je

m—k
aga *
A (3.4)
— 0%

=gl o= W

Geometricka teorie neholonomnich a semiholonomnich vazeb a vlastnosti kanonické distribuce
je podrobné uvedena napiiklad v praci [15], [16] nebo [10].

3.2.3 Neholonomni variac¢ni problém a redukované rovnice

Nebudeme zde uvadét odvozeni rovnic pro vazany mechanicky systém ani konstrukci zobrazeni
vdzané akce a vdzané Eulerovy-Lagrangeovy formy. Ctenai je opét nalezne v pracich [15], [16]
nebo [10]. Uvedeme jen zékladni vysledek, tj. rovnice, které budou pouzity ve ¢tvrté kapitole
pro hledani neholonomnich geodetik.

Rovnice neholonomné vazaného systému odpovidajici vazbé @) a lagrangianu A (tzv. redu-
kované rovnice) pro trajektorie tohoto systému maji tvar

E,0J?y =0, kde
_ _ u . OL
El = EZ(L) — Laél(g ), L=1Lo L, La = aa‘;m—k—i-a O, (35)
0. d. 0
g = =— — ——.
oxt  dt oz

Na pravé strané predchoziho vztahu vystupuji vdzané operdtory (viz také (3.3)):
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m—k m—k

d 9 R,0 -, 9 L0
a2 gt 2 gt g

9. 0 <=9¢° 0

oxl Ozl « 0zl Ogm—Fk+a’
a=

3.2.4 Alternativni pfistup — Cetajevovy rovnice

Pro ziskani nazorné predstavy o vazanych mechanickych systémech uvazujme nejprve klasickou
situaci s holonomni vazbou a Lagrangeovou funkci L. Holonomni vazba je tvaru fi(t, ") = 0,1 <
< i < 'm, a definuje podvarietu v totalnim prostoru Y. V této podvarieté lezi vSechny pfipustné
trajektorie mechanického systému. Podminka je z fyzikalniho hlediska zajisténa vazebnimi si-
lami ortogonalnimi k vazebni podvarieté, které proto pii pripustnych zménach konfigurace
mechanického systému nekonaji praci (tzv. princip virtudlnich praci). Doplnénim vazebnich sil
do pobybovych rovnic piivodné nevazaného systému ziskdme modifikované pohybové rovnice

oL  d oL  0f
or  atow T F oa (3.6)

kde funkce soutadnic a ¢asu p,, 1 < a < k, jsou Lagrangeovy multiplikatory.
Neholonomni vazba ma tvar

(2" i) =0, 1<i<m,

a jeji rovnice definuji podvarietu v prvnim prodlouZeni fibrované variety, tj. J'Y. Neholonomni
systémy se idi tzv. Cetajevovym principem, podle néjz jsou slozky vazebnich sil uréeny par-
cidlnimi derivacemi funkci f® podle rychlosti. Pohybové rovnice, kterych je m + k, pak maji
tvar

oL dOL  ,0f
or ator TF om (3.7)

jedna se o tzv. Cetajevovy rovnice.
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Kapitola 4
Priklady porovnani vSech pristupu

4.1 Geodetiky v R?

Zvolme na R3 globalni soufadnicovy systém (z,y, z) a vektorovd pole v R?® generujici neinte-
grabilni distribuci:

0 0 0 0
=5z Y3y Xo=+2

X1 oy 0z

Vypoctéme Lieovu zavorku (pfi oznaceni ' = x, 2% =y, 23 = 2):

oxi ~ 0z

L oy 2 Ori

0X3  _,0X]\ 0 0
(X1, X5 = <XZ 2 _ X3 1) 2
Postupné vytesime nasledujici tlohy:

1. Zvolime metriku na D tak, aby vektory X; a X, byly ortonormalni, sestrojime subrieman-
novskou kometriku a hamiltonian, zapiseme rovnice (1.5) pro subriemannovské geodetiky.

2. Sestavime rovnice (1.6) geodetik pro normalni konexi na subriemannovské varieté, jejichz
feseni by méla odpovidat feSenim rovnic (1.5) odvozenych z hamiltonidnu.

3. Zvolime doplnék D+ riiznymi zptisoby, u prvniho z nich navic (pro pouziti druhé a t¥eti
metody) rozlis§ime dvé rizné volby normovaného vektoru podle nasledujici tabulky:

D+ normovany generujici vektor X3 | metody vypoctu
Prvni volba doplitku | X3 = 2 I, II., III.

Prvni volba doplinku X3 = 2% I1., III.

Druhé volba doplitku | X3 =y — xa% +2 I., I, III.
Obecnéa volba dopliiku | X3 = fa% =4+ ga% + h% L.
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4. Metoda I: Vypocteme strukturni konstanty a koeficienty neholonomni konexe (2.3) a
sestavime neholonomni rovnice (2.4), jejichz feSenim budou neholonomni geodetiky, které
nalezneme.

5. Metoda II: Nalezeneme Riemannovu metriku na R3 tak, aby indukovala zvolenou me-
triku na distribuci D a zvoleny doplnék (tj. aby vektory X;, X5 a X3 tvofily vzhledem
k ni ortonormalni bazi). Sestavime lagrangian pro kinetickou energii (3.1) a redukované
rovnice (3.5) odpovidajici minimalizaci kinetické energie na neholonomni vazbé.

6. Metoda III: Alternativné mtizeme vyuzit Cetajevovy rovnice (3.7).

7. Vysledky vsech pfistupti porovname. Ocekavame, ze vysledné geodetiky v zadném pii-
padé nebudou zaviset na konkrétni volbé normovaného vektoru v ramci téhoz doplinku

vvvvvv

neholonomni geodetiky (pro rizné volby dopliiki a s pouzitim rtznych metod vypoctu)
budou splilovat rovnice odvozené ze subriemannovského hamiltonidnu (1.5) (véty 2.5 a
2.6 udavaji dostateénou podminku). Porovname rovnice odvozené z hamiltonianu (1.5) s
rovnicemi geodetik normélni konexe na subriemannovské varieté (1.6).

4.1.1 Subriemannovské geodetiky
Distribuci D = [| X7, Xs|],
0 0 0 0

2= o~ T T

Xl:%_yé’ oy 0z’

miuzeme zadat také jako anihilator formy (pro niz w A dw # 0)
1
w= §(ydx — zdy + dz), (4.1)
tu jsme zvolili tak, Ze soucasné plati

da)(Xl,Xg) = (dy VAN dZL‘)(Xl,XQ) = —1.

(Pozdéji se k ni vratime). Na distribuci D = [| X3, X5|] zvolime subriemannovskou metriku g
takovou, Ze vektorova pole X;, X5 tvori v kazdém bodé ortonormalni bazi, tj.

Disy,z) = {(u*,u? u?) € T(x7y7z)R3 | u? = 2u® —yu'} a g(u,v) = urot + v’
Sestavme subriemannovskou kometriku a hamiltonian H : T*R? — R:

H(n) = (n,n) = %(Xl ® X1+ Xo ® X) (1, 1),
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kde n(x,y, z) = adx + fdy + vdz je forma. Dostaneme

1 1
H(z,y,z,a,8,7) == [(a —y7)* + (B+27)*] = = (& + ¥*¥* — 2ayy + B + 27* + 2B27) .

2 2
Vyuzijeme rovnic (1.5):
. OH ) o0H
= —-— (= ——
oa’ oz’
. OH . oH
Yy = - ﬂ = T3
op oy
o0H . oH
Z = —-— = ——
8y T oz
Po dosazeni do rovnic ziskame soustavu
T = o=y,
y = B+,
= (®+ ")y + (Bz — o),
& = —av' — By,
B =-yv’+oay,
4 = 0. (4.2)

Normalni subriemannovské geodetiky jsou (préavé) projekce feSeni této soustavy, tj. kiivky
vl ot — ()= (z(t),y(t), 2(t)) € R? podle véty 1.2.

Tento systém je ekvivalentni souboru jednodussich rovnic (pfi volbé a = a—yvy, b = 4+ xv
ay=c):

T = a,

y =b,

Z = br —ay, (4.3)
a = —bc,

b = ac,

¢=0.

Pro neznamé funkce a a b ziskdme homogenni soustavu linearnich diferencialnich rovnic
prvniho fadu (kde jsme oznadili ¢ = K):

(1)-( )0
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Jeji feseni mlizeme zapsat ve tvaru
a\ [ —Asin(Kt+ )
b Acos(Kt+¢) |

A
T = a:x:Ecos(Kt—I—cp)—I—C’,

Déle (pro K # 0)

A
Y = b:>y:Esin(Kt+90)+D,

A2
= —ya+ab= "+ DAsin(Kt + ) + CAcos(Kt + ¢) =
AQ

DA CA |
z = ?t—700s(Kt+90)+7sm(Kt+90)+B.

Ptedposledni rovnice odpovida pozadavku na splnéni vazebni podminky (4.1)
yr —ay + 2 = 0.

Subriemannovskymi geodetikami jsou kiivky (budeme jim fikat ,zobecnéné Sroubovice®)
popsané rovnicemi:

A
r = —cos(Kt+ p) + C,

K
A

y = Esin(Kt—i—gO) + D, (4.4)
A? DA A

7= b= ?cos(Kt—l—(p) +%sin(Kt+<p)+E.

Pfimym dosazenim muZeme ovéfit, Ze trajektorie (4.4) spolu s volbou

A K
a=-3 sin(Kt + ¢) + D;,

A K
B = =cos(Kt+ p) — C—,
2 2
K
ry - 2 )
spliiuji soustavu (4.2), tj. funkce xz, y, z, o, 5,y jsou FeSenim soustavy Sesti nelinearnich diferenci-
alnich rovnic prvniho fadu odvozenych z hamiltonianu pro normalni subriemannovské geodetiky;,
vektor p = (a, f,7) mizZeme nazyvat zobecnénou hybnosti.
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Zv1ast nyni vyfesime situaci, kdy ¢ = v = 0. Rovnice jsou trividlni:
1=0, b=0 = a = A = konst., b = B = konst..

Pro tento specialni pripad dostavame dalsi geodetiky — primky

x = At+C,
y = Bt+ D, (4.5)
z = (BC—-AD)t+E.

Tyto pfimky vyhovuji rovnicim (4.2) odvozenym z hamiltonidnu pro subriemannovské geode-
tiky, volime-li zobecnéné hybnosti

a = A,
p = B,
v = 0.

Priklad 4.1: Priklad vypoc¢tu subriemannovské vzdalenosti
Kazdé dva dostatecné blizké body W1 = (21,91, 21) a Wa = (22, y2, 22) lze spojit subriemannovskou geode-
tikou. Tato geodetika je (aZ na parametrizaci) jedind (véta 1.2). Plati-li pro body Wy, Ws

Zg — 71 = T1Y2 — Y1702 (4.6)

jsou spojeny pfimkou (4.5). Jeji délka je T/ A% + B2. Neni-li splnéna podminka (4.6), miizeme spojit body W7,
Wo kiivkou popsanou vztahy (4.4). Jeji délka je AT (geodetiky jsou parametrizoviny s konstantni rychlosti).
Pro prvni situaci (pfimku) vypoéteme délku také pfimo:

T2 —T1 Y2—U

= t =
€ T +331,:l/ T

t+uy, 2= (yz;znml_ $2;$1y1>t+21, te0,T].

Rychlost je pak dana vztahem

N ... T2 —T1 Y2 — Y1 Y2 — Y1 T2 — T1 T2 — 1 Y2 — U1
v (Iayﬂz) ( T ) T ) T T T yl) T ( s Yy y) + T ( ) ,.’17)

T2 — 1 Y2 — 1
X Xo.
T 1+ T 2

/l_]':

Subriemannovska vzdalenost bodd Wy, Wy je

£ 2 2
aw,w) = [ ¢ 2 [ = (a0 ) = TV AT B
0

Konkrétné vypoctéme napiiklad subriemannovskou vzdalenost bodi Wi = (1,0,0) a Wy = (0,1, 5) spoje-
nych geodetikou
~: 0, g} >t = y(t) = (cost,sint,t) € R3,
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us

2

L(y) = / |05 ||dt = /((fsint)z + (cost)?)dt = T
0

5.
0

Bylo by také zajimavé spojit tytéz dva body jinou D-kiivkou a spocitat jeji délku. To asi pfenechame

Ctenari:-).

4.1.2 Geodetiky normalni konexe na subriemannovské varieté

Pro distribuci D = [| X1, X5|], zadanou vektorovymi poli

0_ 0 o 0. 0

X, =2 _ , 92 9
Yo Yo oy 0z’

zapiseme subriemannovskou kometriku a jeji matici G = (g). Necht v = vydz + vody + vadz,
1n = mdx + nody + n3dz. kometrika je dana vztahem

1 0 Y Ui
(1/,77):(X1®X1+X2®X2)(1/,77):(V1 Vs 1/3) 0 1 x n | =
—y x 2?4y 3
Ui
:<V1 Vo 1/3>@ 2
13

Pro koeficienty normdlni konexe plati vztahy (1.7):
v Jr __
bl =g
s jejichz vyuzitim sestavime rovnice (1.6):
@ =g (x(®)p;(t), (1) = =TF(x()pi(t)pa(t),
kde g* jsou slozky subriemannovské kometriky a I'* jsou koeficienty konexe a plati
B 47032 = 1, TP+ =1, B =4, I =y, al'y + T =0 jinak.

Soufadnice na T*R ozna¢ujeme misto (z!, 2%, 23, p1, pa, p3) pismeny (x,vy, z, a, 5,7):
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= o=y,

B+ zy,

—ya + zB8 + (2* + y*)y = —yi + zy, (rovnice vazby)

= — By — 2, (4.7)
= oy -y,

= 0.

2 X L v e R
|

Ziskavame tentyz soubor rovnic, jako jsou rovnice (4.2) odvozené ze subriemannovského
hamiltonianu v predchozim odstavci.

4.1.3 Neholonomni geodetiky
Neholonomni geodetiky — prvni volba dopliku

Zvolme stejné jako v predchozim odstavci na R? globalni soufadnicovy systém (z,y, 2) a vek-
torova pole v R? generujici neintegrabilni distribuci takto:

0 0 0 0
2:—+$—.

x, = 2 _, 9
Yo Yo oy 0z

0

Metriku na D zvolme stejné jako v predchozim piipadé (vektory X; a X, tvoii ortonormalni
soubor) a vyberme dopliiek
Dt =||X;=2—]].
H b0z ]

Poznamenejme, ze pro formu danou vztahem (4.1) pak plati

Lx,dw =0, w(X3) = 1. (4.8)

Pozn.: Vybér doplnku je motivovan tim, Ze pro danou subriemannovskou strukturu na vari-
eté dimenze 3 existuje (aZ na znaménko) jedind forma w, spliujici w A dw # 0, pro kterou
dw(X1, Xs) = £1 a k ni existuje jediné (opét az na znaménko) vektorové pole X3 (Reebovo
vektorové pole) spliiujici vztahy (4.8).

Pro Lieovy zavorky mame

[X17X2] = X37 [X17X3] = 07 [X27X3] =0.

Projekce Lieovy zéavorky [Xi, Xs]p = 0, nebot [X;, X5] € D, . Strukturni konstanty (po pro-
jekei) tedy jsou ¢f; = 0 pro vSechna i, j, k = 1,2. S vyuZitim vztahti (2.3) a (2.4) tak ziskdvame
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koeficienty neholonomni konexe a rovnice pro neholonomni geodetiky v : [ 5 t — ~(t) =
= (7'(1).72(1),7* (1) € R?:

I‘;k =0, pro vSechna i, j, k € {1, 2},

Oznac¢ime-li @ = 41, b = 42, ziskdvame a = A = konst., b = B = konst. a
(,9,%2) = A(1,0,—y) + B(0,1, z),
odtud:
t=a=A=1x=At+C,

y=b=B=—y=Bt+D,
2= —ya+ab=—(Bt+ D)A+ (At+ C)B=BC - AD = z = (BC — AD)t+ E.

Geodetikami jsou piimky

x = At + C,
Bt + D, (4.10)
z = (BC - AD)t+ E.

Tyto ptimky vyhovuji rovnicim (4.2) odvozenym z hamiltonidnu pro subriemannovské geode-
tiky, volime-li zobecnéné hybnosti

a=A,
f = B,
v = 0.

Pozn. 1: Je-li dopln€k zvolen jako nasobek Lieovy zavorky generujicich poli, jsou vzdy koefici-
enty neholonomni konexe nulové a rovnice trivialni.

Pozn. 2: Neholonomni struktura splituje predpoklady véty 2.5, proto je kazda neholonomni geo-
detika soucasné geodetikou subriemannovskou (viz vztahy (4.5)). Splnéni predpokladi ukézeme
v odstavci 4.1.5.
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Neholonomni geodetiky — obecna volba dopliku

Zvolme stejné jako v piedchozim odstavci na R? globalni soutadnicovy systém (z,y, 2) a vek-
torova pole v R? generujici neintegrabilni distribuci takto:
0 0 0 N 0

= — — -, = — xr—.
Y or Yo 2 dy 0z
Metriku na D zvolme stejné jako v predchozim piipadé (vektory X; a Xj tvoii ortonormalni
soubor) a za dopliiek budeme tentokrat povazovat obecny podprostor generovany nezavislym
vektorem

X

0 0 0
1 _ I
D~ = ['X3_f(x7y7z)ax+g<x7yaz)ay+h(x7yaz)az‘:| )

kde funkce f, g, h spliuji v kazdém bodé podminku pro nezavislost

1 0 —y
01 =x|=h+fy—gx#0.
f g h

Matice pfechodu mezi standardni bazi a novou bazi jsou tedy

1 0 —y 1 h—gr —gy y

T = Y A — . 4.11
01 =« |, resp T T— fr  h+fy —x (4.11)
f g h —f —g 1

Ur¢ime nyni (n&jakou) Riemannovu strukturu na varieté R3, do niZ je vloZena naSe neho-
lonomni (i pfedchozi subriemannovskd) struktura. Tj. nalezneme takovou metriku na R?, aby
vektory Xy, X, X3 tvofily ortonormalni soubor vzhledem k ni (tim bude soucasné zaruceno,
ze metrika indukovana na distribuci D bude odpovidat subriemannovské metrice z predchozich
odstavcii). Plati

G=T" (171" = - :
) = G iy —gop
(h—gx)* + (9y)* + v (h—gx)fe—(h+ fy)gy —xy —f(h—gx)+g*y+y
(h—gx)fr — (h+ fy)gy — xy (fx)*+ (h+ fy)* +2° —fPr—g(h+ fy) —x
—f(h—gz)+ g’y +y —frx—g(h+ fy) —= P+ +1
Inverzni metrika je
14 f? fg —y+ fh
Gl=1".T= fg 1+g! z+ gh : (4.12)

—y+ fh x+gh 22 +9*+h?
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Vypoctéme Lieovy zavorky

0
[Xl,X2] — 2&7
0 0 0
[XbXS] = (fx_ny)a_x""(gx_ygz)a_y"’_(hx_yhz"i‘g)aa
[Xo, Xa] = (fy + 0f2) o + (g + 092) o + (hy + 7hs — f) o
2, A3 — Y ZJz O Gy xg: 8y Y Thy 82’

kde indexem znacime parcialni derivaci, napf. f, = % atd.
Nyni vypoéteme projekci Lieovy zavorky. Ozna¢me X = [X7, X5]. Pro projekce Xp1 resp.
Xp plati:

Xpi = (X | X3)Xa, Xp =X — (X | X3)Xs,

kde symbolem (X | Y) jsme oznacili funkci na R3, kterou zadéva skalarni soucin definovany

metrikou G. Plati 5

T ht fy—gzx
2 2
B / X, g ¥
h+ fy—gx h+ fy—gx
pro strukturni konstanty (po projekci) plati

[Xl,XQ]'DL X37

[Xh XQ]D =

o= L :_L A= 2 — _ 29
12 21 ht fy—gu 1 21 h+ fy — gz
a koeficienty neholonomni konexe jsou
2f 29
L, =0, Il =— rl, =0T, =—
11 ) 12 h_l_fy_gm? 21 )+ 22 h+fy—gzv7
2f 29
2 2 2 2
= y F - 0, F - 9 F = 0
11 h_{_fy_gx 12 21 h—i-fy—giﬂ 22
Sestavime rovnice pro neholonomni geodetiky
e yly2 24242 = () 4.13
Ll rr vt bt St et (4.13)
B 2g . 2f -
2 1~2 il —
+ + =0
v h—i—fy—gﬂﬁ77 h+fy—gx77

Pfi oznadeni 4! =a =%, 4> =b =1, 2 = —ay + bx = —iy + yx dostdvame rovnice
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2y

. )
i h+_fy__gx(gy fz)

j =~ (g + f3) (4.14)
i =~y =gz 9yt fo), :
z = —zy + yx.

Pozn. 1: Ptimo z tvaru rovnic i projekci je vidét jejich nezavislost na volbé nasobku doplnujiciho
vektoru X3, tj. rovnice zavisi pouze na neholonomni struktute (metrice zvolené na distribuci D
a volb& doplitku D), nezavisi na vybéru konkrétni Riemannovy struktury, do niZ ji vkladame.
Pro volbu X3 = k(f, g,h), k # 0 budou rovnice geodetik totozné.

Pozn. 2: Zvolime-li dopliiujici vektor X3 pfimo jako Lieovu zavorku [X;, X3] nebo jeji nasobek,
budou rovnice vzdy trividlni (v takovém piipadé bude projekce Lieovy zavorky [X;, Xs]p = 0,
nebot [X1, X5] € Dy a ¢l = 0 resp. I'j; = 0). Situace je vyieena i v piedchozim odstavci.
Pozn. 3: Neholonomni geodetiky obecné zavisi na volbé dopliiku, ale (podle véty 2.3) geode-
tiky dvou neholonomnich konexi V!, V2 splyvaji pravé tehdy, kdyZz splyva operace symetrické
zavorky (pro kazdéa dvé vektorova pole X,Y € I'D), tj.

VY +Vy X = ViY + Vi X.

Pfipomenme, Ze kiivka je geodetika, pravé tehdy, kdyz ((¥ : 4)) = 0.

Pozn. 4: Vratme se k rovnicim (4.2) resp. (4.3) odvozenych z hamiltonianu pro subriemannovské
geodetiky. Dosazenim @ = %, b = {j,c = K ve druhém souboru rovnic (pro prvni mtizeme
postupovat analogicky) ziskdme soustavu tii rovnic druhého radu:

i = —ykK,
y = kK, (4.15)

b= gx — dy.

Porovname-li subriemannovské rovnice (4.15) s rovnicemi neholonomnimi (4.14) pro vSechny
mozné volby doplikt, vidime, Ze pouze pro trivialni pripad K = 0 rovnice splyvaji, jejich
feSenim jsou pfimky (4.5) a v neholonomni situaci to odpovida volbé dopliiku generovaného
vektorem

0 h
X3 = h& = §[X1,X2],

tj. f =0, g =0, h je libovolna nenulova funkce (tento pfipad byl feSen v pfedchozim odstavci).
V ostatnich pfipadech jsou neholonomni rovnice nelinearni, zatimco subriemannovské rovnice
jsou linearni. Néktera reseni si vSak presto mohou odpovidat, pro rizné volby doplnki se feSeni
pokusime hledat.
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Neholonomni geodetiky — druha volba doplnku
Pro volbu dopliku

3= Y T oy + 9 }
vypiSeme konkrétné, jak vypadaji rovnice odvozené z neholonomni konexe, nebof v dalsich
odstavcich tutéz situaci fesime jako tlohu na Riemannové varieté s neholonomni vazbou a
tytéz rovnice odvodime z lagrangianu.

Do rovnic (4.13) resp. (4.14) tedy dosadime f =y, g = —z a h = 1, odtud pii oznaceni
t=a=~,y=b=1% i =xb—ya =y — yi:

Di:[x o o 9

. —29%
=
1+ 22+ y?
2rz
y = ——— 4.16
Yy 1+m2+y2’ ( )

z = xy — yYI.

Dalsi volby doplnku, odpovidajici rovnice a reseni

Pomoci programu Maple jsme se pokusili vyFesit soustavu obecnych nelinearnich rovnic (4.14)
pro rtizné funkce f, g, h zadavajici doplnék D, jak ukazuje tabulka. Reseni porovnavame s
kiivkami (4.4), (4.5), které jsou subriemannovskymi geodetikami pro distribuci D.

Doplnék | f g h W= =
1. 00 1 0 0
2. |y |-=| 1 ey JEw
3. T |y 1 20(yy + xi) | —22(yy + xi)
4. z | y 1| —20(yy + xi) | 2&(yy + xd)
5. 1|0 1—y 2 — 20
6. 1|0 1+ 201 —2y
7. 1|1 |1—y+z| 2@+ —2i(y + )
8. —1| 1 |1+y+z| 295 —1) —2i(y — )

Tteti rovnice je vzdy stejnd, je to rovnice vazby:

Z=yr — 1y. (4.17)
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Priklad 4.2: Konkrétni neoholonomni geodetiky pro rizné dopliky

Pokusime se porovnat neholonomni geodetiky pro rtzné volby dopliikil s geodetikami subriemannovskymi.

1. Prvni doplnék. Prvni doplnék (jak jsme se jiz zminili) je zvlastni tim, Ze dopliiujici vektor je pfimo
nasobkem Lieovy zévorky generujicich vektort, v takovém ptipadé je zfejmé, Ze neholonomni rovnice (2.4) budou
trividlni. Vidime, ze kazda neholonomni geodetika pro volbu dopliku ¢islo 1 je soucasné subriemannovskou
geodetikou (pfimkou) typu (4.5), naopak subriemannovské geodetiky (,,zobecnéné sroubovice®) typu (4.4) nejsou
neholonomnimi geodetikami pro tuto volbu dopliku. Nastava zde tedy inkluze. V odstavci 4.1.5 ukézeme, Ze je
spliiéna dostatecna podminka pro tuto inkluzi — geodetickd invariantnost distribuce.

2. Konstantni FeSeni. Konstantni feseni (bod) x = C, y = D, z = E spliiuje jak neholonomni rovnice pro
vSechny myslitelné dopliky, tak subriemannovské rovnice. Mnozina feSeni subriemannovskych rovnic a mnozinoa
feSeni neholonomnich rovnic tak mé pro libovolnou volbu dopliiku neprazdny prinik. Konstantni feseni vsak
nepovazujeme za geodetiku.

3. Pfimkova feSeni obecné. Jsou-li pro néjaky doplnék generovany vektorem X5 = (f,g,h), kde h +
+ fy — gx # 0, FeSenim piimky (tj. & = § = Z = 0, pak nastane jedna z nésledujicich moznosti

a) f =g =0 (prvni volba doplitku, viz bod 1.).

b) Generator doplitku je tvaru X3 = (—kg,g,h), kde g # 0, h # g(ky + z), a neholonomnimi geodetikami
jsou pouze piimky tvaru

r=At+C, y=Akt+D, z=(ACk—-AD)t+E.

Existuji tak dalsi pfimky (subriemannovské geodetiky) popsané rovnicemi (4.5), které neholonomnimi
geodetikami pro tento piipad nejsou (staéi vzit B # kA).

4. Druhy doplnék. Pfimkové FeSeni rovnic pro doplnék éislo 2 zahrnuji tyto moznosti (doplnéné o trivialni

pripad konstantniho FeSeni):

1. 2=0,y=Bt+D,z=F,

2. t=At+C,y=RAt+ RC,z = F,

3. z=At+Cy=0,2=F,

4. x=C,y=D,z=F.

Mizeme je shrnout do jednotného zapisu:
x(t)=At+C, y(t)=Bt+D, BC=AD, :(t)=0.

Vsechna jsou soucasné specidlnimi piipady subriemannovskych geodetik (pfimek) tvaru (4.5), pro které z = 0.
Dosazenim se lze presvédcit, ze rovnicim vyhovuje naptiklad také reseni

z(t) =cost, x(t) =sint, z(t)=t+C,

které je specidlnim pfipadem subriemannovské geodetiky (,zobecnéné Sroubovice*) tvaru (4.4).
5. Sesty doplnék. Dosazenim se miizeme presvédéit, ze feSenim rovnic pro doplnék ¢islo 6 je napiiklad
kiivka zadana parametricky takto:

1 4et " . .
r= (e ) v=aretg (i), 2= [y -y

Tato kiivka je sice neholonomni geodetikou pro uréitou (nasi Sestou) konkrétni volbu dopliiku, neni vSak ge-
odetikou subriemannovskou. Tj. pro nas Sesty doplnék inkluze ,subriemannovské geodetiky D neholonomni
geodetiky“ nenastéva.)



64 KAPITOLA 4. PRIKLADY POROVNANI VSECH PRISTUPU

Pfimkova feseni rovnic pro tentyz doplnék ¢islo 6 mohou byt popsana vztahem:
r=At+C, y=D, z=-ADt+ FE

a jsou opét specidlnim pfipadem subriemannovskych geodetik typu (4.5).

6. Zavér. Uvedené priklady naznacuji, Ze mezi subriemannovskymi geodetikami a neholonomnimi geode-
tikami pro rtizné volby dopliikl neni zadny obecnéjsi vztah (napfiklad inkluze). Takovy vztah by vyZzadoval
dodate¢né predpoklady (viz véta 2.5): Je-li distribuce geodeticky invariantni, pak kazd4 neholonomni geode-
tika je soucasné normalni subriemannovskou geodetikou (jedné se o dostate¢nou, nikoli nutnou podminku). Je
splnéna pro prvni doplnék (ukdZzeme to v odstaveci 4.1.5).

4.1.4 Geodetiky riemannovské struktury s neholonomni vazbou
Konkrétni vypocet neholonomnich geodetik - prvni volba dopliku

Pouzijeme geometrickou teorii neholonomnich mechanickych systémi z odstavce 3.2 na nas
piijpad m =3 ak =1 (Y = R x R* X = R). Soufadnice oznacujeme misto indext (z*)
pismeny (z,y,2) a u jediné vazby budeme v oznaceni ve vztahu (3.2) index a vynechévat, tj.
misto ¢ piSeme jen g. Vazbu tedy mtizeme zapsat jako

z=g(t, vy, 2, T, ) = Y — TY. (4.18)

Pro tuto vazbu je odpovidajici projekei kanonické distribuce C na Y ze vztahu (3.3) pravé distri-
buce D uvazované v predchozich odstavcich. (V pfipadé linedrni vazby je kanonickd distribuce
vzdy projektabilni na Y.) Zobrazeni ¢ mé tvar

L Q = (ta z, vy, %, jj) y) — (t> z, Y, z, 'C.Ea ya ajy - [IZ’y) (419)

Na D = [| X1, X3]] je zvolena metrika tak, Ze vektorova pole X, X5 jsou ortonormalni (v bazi
X1, X je ddna matici Gop = 0ap, 1 < , 8 < 2). Pro vSechny tii volby doplnujiciho vektoru
X3 postupné najdeme odpovidajici metriku g = (g;;) na R? 1 <i,j < 3 takovou, ze soubor
X1, X5 a X3 bude vzhledem k ni ortonormalni. Ve vSech pripadech ma matice prechodu T od

standardni béze (2, a%’ 2) k bézi (X1, X5, X3) tvar
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treti fadek matice prechodu souvisi s volbou dopliiku. Obecné jsme situaci vytesili ve vztazich

(4.11) az (4.12). Zvolme nyni
0

9z
Odpovidajici metrika G = (g;;) na R? pak je G = T1E (T7) " =

DL:[\X;J,:

1 0 y 1 00 1492 —xy Yy
=101 —=x 0 1 0 |= —zy 1+2° —x
0 0 1 y —x 1 Y —x 1
Lagrangeova funkce méa tvar
1 S|
L= 59,.]@’9;«3 =3 [(1+ y*)d® + (L +2?)g? + 2% — 2aydy + 2yis — 2ay2] .

Pti aplikaci vztahti (3.5) pouzivame symboly ¢, a €, misto ¢, [ = 1,2, a index a nabyva pouze
jediné hodnoty a = 1 (jedna vzebni podminka (4.18)). Ziskdvame tak

_ 1 - L
L:LOL:§(§C2—I—3)2), L1=%OL:O.
Protoze je L; = 0, maji rovnice (3.5) tvar
— oL d.0L
. L) = S — 5= , 4.2
£4(L) dr  dt O =0 (4.20)

_ oL d.0L
L)y= ————=—-y=0. 4.21

Rovnice jsou trividlni a jsou totozné s rovnicemi odvozenymi z neholonomni konexe. Jejich
feSenim jsou primky

x = At+C,
y = Bt + D, (4.22)
z = (BC - AD)t+ E.

A jak uz vime, neholonomni geodetiky (4.22) také spliuji soustavu rovnic (4.2) odvozenych z
hamiltonianu pro subriemannovské geodetiky, volime-li zobecnéné hybnosti

a = A,
6 = B,
v = 0.
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Vezmeme-li generator doplinku

0
Dt =[] X3 =2

1%, =20
a pozadujeme-li, aby soubor (X, X,, X3) tvofil ortonormalni bazi v R3, ziskdme (obdobné
jako v pfedchozim ptipadé) metriku

2 X
e
G=(95)=| -3 1+% -
y _z 1
4 4 1

Lagrangian pro kinetickou energii bude totozny, stejné jako rovnice pro neholonomni vazbu.
Geodetiky budou opét pfimky popsané vztahem (4.22).

Konkrétni vypocet neholonomnich geodetik - druha volba doplnku

: . . o o8 0 (0 o 0 o , .0 o . 0 .
Matice T pfechodu od baze <%, 3y $> k bazi (% —Ygs o9 T %5 Vag — Ty T $> a matice

inverzni jsou

1 0 —y 1+22 ay Y
T=10 1 = Tt = _ ry 14+9y? —x
’ 1+ 22442 ’
y —x 1 — T 1

takze metrika na vychozim prostoru, ktera indukuje euklidovskou metriku na distribuci D, je

1+22 azy O

G _ (TTT)—l — T—l(TT)—l _ 1

- 1 2
raorge | WO

Lagrangeova funkce je

(1 +2?)@? + 2zyiy + (1 +y°)5” + 2],
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vazba je stejna. Plati

— 1 1 2\ + 2 .. 2\ -2 . © N2 1 -2 -2
- Ty — Y
Li=—"———.

Pl a 2

Déle dosazujeme do obecnych vztahi 3.5 a s pouzitim stejné symboliky jako u prvni volby
doplnku dostaneme:

_ o.L d.0L 0O.L d. 0L . - .

L = _ — = _—— = L = —
=) =5 “wor or 0 war b =W=—E

- o.L d.0L O.L d.0L . _

L = _——_——— _— = _—— = L = —

Vazebni funkce je dana vztahem (4.18), proto je ,(g9) = 29, £,(g) = —2i. Eulerovy-Lagrangeovy
vyrazy jsou

Em - gm(L) - Elgz(g)7 Ey = 5y(L) - ngy(g)7

E xy — 1Y
z = —L — )
ity
. Ty — xY
E,=—9y+
Y Y 1+;E2+y2

Ziskavame soustavu rovnic druhého fadu, ktera je (podle ocekavani) totozna se soustavou (4.16),
odvozenou pro tutéz situaci z neholonomni konexe:

. —2yz
F=——
1+a22+42
. 212
y: 2 27
1+a2%2+y

Z = xy — yYzx.

4.1.5 Geodetiky na Riemannové varieté bez vazby a geodeticka inva-
riantnost distribuce

Vidéli jsme, ze pro prvni volbu dopliku byla mnozina vsech neholonomnich geodetik podmnozi-
nou mnoziny subriemannovskych geodetik. V tomto odstavci ukazeme, zZe je splnéna dostatecna
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podminka pro takovou inkluzi (véta 2.5): Distribuce D je totiz geodeticky invariantni. K dikazu
vyuzijeme tvrzeni 2.4.
Zkoumejme rovnice geodetik pro lagrangian z odstavce 4.1.4
1

. 1
L= 592-]-;3255] =3 [(1+ )3 + (1 + 2®)9® + 2* — 2zydy + 2yis — 2xy2]

odpovidajici vlozeni neholonomni struktury do Riemannovy variety s metrikou

10 y 1 00 1+vy*> —zy oy
G=|101 —=x 0 10 |= —zy 1+22 —x
00 1 y —x 1 Y —T 1

Sestavme Eulerovy-Lagrangeovy rovnice bez vazby:

L L

E, = g—x—%%:(1+y2):f—g;ygj+yz+y(z'—xy+aby):0,
L L

By = g_y‘%g_y:—ffwf+<1+x2)y—xé—¢(z'—xy‘+aby)=0,

d
B, = —itaj—yi=—2 (¢ +yi—aj—K)=0.

7 posledni rovnice plyne
Z=uxy—yr+ K, kde K je integracni konstanta.
Dosazenim Z = 2y — y& + K do rovnic E, = 0, £/, = 0 dostaneme
E, =1+ Ky=0,
E,=y—-—Kz=0.

Obecné feseni této soustavy pro K = 0 (tj. vSechna FeSeni soustavy, kterd zéroven spliuji
podminku vazby) je

x = At + C,
y = Bt + D, (4.23)
z = (BC—-AD)t+ E.
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kde A, B, C', D, a E jsou integracni konstanty.
Pro K # 0 jsou fesenim soustavy funkce

x(t) = asin|K|t + bcos |K|t + P,
y(t) = —acos|K|t+bsin|K|t + Q, (4.24)

A0 = [ @i - y0i0) + K)dr,
kde a, b, P,  jsou integrac¢ni konstanty. Plati
xy —yi = |K| [(a® + %) + (bP — aQ) cos | K[t + (bQ + aP)sin | Kt] .
Z rovnice E, = 0 pro pfipad K # 0 plyne Z = xy — y& + K, odtud integraci

K| [(a®+b%) + (bP — aQ) cos | K|t + (bQ + aP)sin |K|t] ,
= |K|(a® + b*)t + (bP — aQ)sin |K |t — (bQ + aP) cos |K|t + R. (4.25)

Dostali jsme tak vSechna feseni Eulerovych-Lagrangeovych rovnic nevdzaného lagrangianu.
Méame-li z nich vSak vybrat jen ta, kterd splnuji podminku vazby, tj. xy — y& = 2, musime
polozit K = 0. Reseni (4.24), (4.25), odpovidajici nenulové hodnoté K, nespliiuji rovnici vazby.
Kdybychom do feseni (4.24), (4.25) dosadili K = 0, dostaneme

z(t)=b+P =B, yit)=—a+Q =D, z(t)=—(aP+bQ)+R=Q, A=C=0,

coz odpovida Teseni (4.23).

Vidime, ze mnozina neholonomnich geodetik neholonomni struktury odpovidajici nasemu
prvnimu doplitku (popsanych rovnicemi (4.22) v odstavci 4.1.4) splyva s mnozinou téch geo-
detik Riemannovy struktury (do niz je nase neholonomni struktura vloZena), jez jsou tecné k
distribuci D (kfivky popsané rovnicemi (4.23)). Distribuce D je proto geodeticky invariantni
podle tvrzeni 2.4.

Na zavér kapitoly se podivame na nékteré priklady s vystupem do fyziky opét pomoci pii-
stupu varia¢ni mechaniky, neholonomni riemannovské geometrie a subriemannovské geometrie
(tentokrat v obraceném poradi).

4.2 Geodetiky fyzikalnich 1loh — rotac¢ni tloha

Uvazujme o zjednodusené situaci pti pohybu brusle. Brusle, na niZ je pripevnén niz, se muize
otacet o libovolny tihel. Brusle se také mtize pohybovat translaénim pohybem po ledové plose,
ale pouze ve sméru noze. Chceme-li tedy zménit smér jizdy, je tfeba otocit niz o vhodny
tihel. Z kinematického hlediska situace odpovida modelu, ve kterém jsme oznadili (z,y) € R?
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Vv

noze vuci ose x. Vazebni podminka pro rychlost tézisté je urcena jako
Q_ =tanz = ycosz—dsinz=0. (4.26)
x

Zvolme bazi na TR?:

X| = cosz— +sinz—

Ox oy’
0
X, = =
2 827
X3 = [ X1, Xy = sinzi —coszg.
x dy

Vektorova pole X; a X, generuji distribuci D na TR? odpovidajici vazbé (4.26). V subrieman-
novské tloze zvolime metriku na distribuci D tak, aby vektorova pole byla X7, X5 byla ortonor-
malni. Pro neholonomni tlohu zvolime neholonomni strukturu tak, aby metrika na distribuci D
ziistala stejnd jako v subriemannovské tloze a doplnék D+ byl generovany vektorovym polem
X3. Pro dlohu na Riemannové varieté s neholonomni vazbou zvolime Riemannovu metriku G
tak, aby vektorova pole X;, X5 a X3 tvorila ortonormalni bazi.

Pro matici prechodu plati

cosz sinz 0

sinzg —cosz 0

Podivame se na problém nyni v opa¢ném poradi: nejprve oc¢ima fyziky jako na neholonomni
ulohu na Riemannové varieté, poté najdeme geodetiky neholonomni struktury a nakonec jako
na subriemannovskou ulohu.

4.2.1 Rotacéni problém jako tloha na Riemannové varieté s neholo-
nomni vazbou

Tuhé téleso (obrazek 4.1) se pohybuje v roviné xy translaénim pohybem rychlosti ¢(¢) (rychlost
t&zisté 1) a otaci se tthlovou rychlosti 2(t) kolem osy kolmé k roviné xy a prochazejici bodem T'.
Rychlost bodu T je stale rovnobézna s osou AT pevnou v télese. Oznacime T = (x, y), 0(t) =
= (2(t),y(t)) a polozime hmotnost m = 2, moment setrvac¢nosti vzhledem k ose jdouci tézistém
a kolmé k roviné pohybu J = 2 (v odpovidajicich jednotkéch). Tuto volbu jsme udélali proto,
aby kineticka energie objektu presné odpovidala metrice, kterou budeme pouzivat v dalsich
odstavcich.
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4 V(t+At) = (X(t+At), y(t+At))
> \z(t + At)

(X(t), y(©)

Obr. 4.1 Rotac¢ni Gloha.

Zékladni fibrovanou varietou je (Y, m, X) = (R x R3, 7, R) se soutadnicemi (¢, z, z, y).
Prvnim prodlouZenim je fibrovana varieta (J'Y, m, X) = (RxR3*xR3, 7, R) se soufadnicemi
(t, z, z, y, 2, &, §). Ve stejné symbolice jako v pfedchozich odstavcich ziskdvame

L=22+i2+9° Lagrangoeva, funkce,
g =gt z xy, 5 i) = itanz  vazba,

L Q3 2z, x,y, 2, %) — Wt z,x,y, 2,8)=(t, 2, x,y, 2, &, Ttanz) € JY,

_ - oL
L=~Lot=#+i(l1+tan’2), L, = ?m:%tam,
Y
Ez = EZ(L) - ngz(g>7
Eac = 5x(L) - ng;t(g)’
E. =0, E, =0, pohybové rovnice.

Déle pouzijeme obecné vztahy (3.5). Dostaneme:

- 242 tan 2 .
5,2([/) - COSQZ - 227
T

€z<g) =

cos? 2’
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242 tan z T
B, =25 95 9itans — 93,
cos? z cos? z
_ 4rz tan z .
e.(L) = Teo?s 2#(1 4 tan? 2),
z
e(9) = cos?z’
43% tan 2 ) 9 . z
E, = ———— —2i(1 + tan” 2) + 2@ tan 2 —
cos? z cos? z
= — T+ xztanz).
cos? z ( )
Resent:
A A
;m X [m/s]
204 .
z [rad] 201 y [m/s]
104 ol Z [rad/s]
0.0
00
- 1.04
2.04 \
-2n in  -n ‘.V( 00 x 3 in In IVD-‘ . v v r r v v
-5 -3 T = 35 3z = 00z 3n 2n
t[s] ts]

v
v

Obr. 4.2 Regeni rotac¢ni tlohy.

z2(t) = At+B A, B integracni konstanty = B = z(0), A= 2(0),
&+ Aztan (At + B) = 0,

T+ zitanz = 0 = E = —Atan(At+B) pro A#0
0
— In|z| = In|cos (At + B)| + konst —

T

7 cos (At + B) ©
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tj.

z(t) = %sin (At +B)+D, y(t) = —%cos (At+ B)+E, =z(t) = At+B (4.27)

nebo (pro A =0)
z(t)=(CcosB)t+ D, y(t)=(CsinB)t+E, =z(t)=B. (4.28)

S dosazenim okrajovych podminek

() = Aif)? _ [sin (At + B) —sin B] + 2(0),
y(t) = _A:f:(o(;)B [cos (At + B) — cos B] + y(0).

Pro A = 0 dostaneme & = 0, tj. () = #(0)t+x(0), y(t) = ©(0)t tan B+y(0). Grafy na obrazku
4.2 jsou sestrojeny v Maple pro A = 7/6rad ™, A = 7/6rad, (0) = 1ms~!, 2(0) = cos7/6m,
y(0) =sin7/6 m.
pfimocare, jeho rychlost stale splituje vazebni podminku, aniz k tomu potf¥ebuje vazebni silu).
Pocateéni podminka pro slozky rychlosti musi samoziejmé odpovidat vazebni podmince. Pro
A # 0 jde o rovnomérny pohyb po kruznici, vazebni sila odpovida sile dostiedivé.

Kontrola rovnic pomoci Lagrangeovych multiplikatorit (Cetajevovy rovnice (3.7)) souhlasi.
Rovnice pomoci multiplikdtoru s vazbou f = 3 — & tan z jsou

oL _doL _ Of . . _._ ..
or  dtor  "oi LT ARRE
oL ddL af

oy dtoy "oy

oL doJL af .

=0 = —j=—p,

Odtud rovnice pro z a x jsou stejné jako pri predchozim postupu, maji tedy stejné feseni.

Pozn.: V souvislosti s rotacni tlohou se ukazuje zajimava analogie. Chapeme-li proménnou z
nikoli jako tihel, ale jako standardni z-soufadnici v R? (v metrech), pfedstavuji neholonomni
geodetiky (4.27) Sroubovice. Tato situace mé dulezitou fyzikalni interpretaci: Vime, Ze Sroubo-
vice jsou FeSenim pohybovych rovnic nabité ¢astice v homogennim magnetickém poli (v nasem
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ptipadé pitjde o situaci, kdy jeho indukce B m4 smér osy z, tj. B = (0,0,B)). Vazebni sila mé
(pro piipad nasi vazby f = ¢ — & tanz) tvar

ﬁzﬂ(af of 6‘f)

37 a—y, 5 )= (—ptan z, p, 0).

Pomoci Cetajevovych rovnic a dosazenim fegeni (4.27) tilohy o rotaci dostaneme

F, = —ptanz =3 = — Ay,
F,=0.

Toto vyjadieni pfedstavuje Lorentzovu magnetickou silu F = e x g, pusobici na castici s
nabojem e v homogennim magnetickém poli o indukei B = (0, 0, B). Konstanta |A| = |e|B (pii
jednotkové hmotnosti ¢astice) predstavuje tzv. cyklotronovou frekvenci. (Poznamenejme jesté,
ze TeSeni (4.27) odpovida specifickému pozadavku 2(t) = A.) Matematicka formulace této tlohy
i jeji feSeni budou stejné, jako v nasem pripadé brusle.

4.2.2 Geodetiky neholonomni struktury pro rotac¢ni tilohu

Zvolme varietu M = R3 s globalnim soufadnicovym systémem (z,v,2) a na ni distribuci D
zadanou jako v predchozim odstavci

0
X, = cosz% +sinza—y, Xy = 5
Zvolme doplnék
D+ = [|sin z2 — COS 22]]
ox dy

Pro Lieovu zavorku plati [ X7, X5] = X3, jeji projekce na D je tedy nulova, stejné tak strukturni
konstanty a koeficienty neholonomni konexe. Rovnice (2.4) jsou trividlni:

=a=0, ¥=b=0= a=0C,b=A
(%,9,2) = B(cos z,sin z,0) + A(0,0, 1),
odtud
=A== z=At+ B,

& = Ccosz = x—%sin(At—i-B)—FD,

C
y = Csinz — y:—ZCOS(At—FB)—l—E.
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Celkem

x(t) = %sin (At+ B)+ D, y(t) = —%cos (At+B)+ E, =z2(t)=At+B

nebo (pro A =0)
z(t) = (CcosB)t+ D, y(t)=(CsinB)t+ FE, =z(t)=B.

Reseni piesné odpovidd geodetikdm Riemannovy struktury s neholonomni vazbou — (4.27) a
(4.28).

4.2.3 Subriemanovské geodetiky pro rotac¢ni ulohu

Zvolme varietu M = R3? s globalnim soufadnicovym systémem (z,y,2) a na ni distribuci D
zadanou jako anihilator formy
w = sin zdx — cos zdy.

Tato situace odpovida vazebni podmince
ycosz — xsinz = 0.
Distrubuce D mitize byt generovana naptiklad vektory
D = [| X1, Xaf],

kde

X1 =cosz— +sinz—, Xo=—.

ox dy

Uvazujme subriemannovskou metriku na D tak, ze vektorova pole X7, X5 jsou ortonormalni.
Spoctéme Lieovu zavorku

(X1, X3] = sin z% — cos Za_y
a plati
cos 2 sinz 0
0 0 1|=1#0.

sinz —cosz 0
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Distribuce je tedy uplné neintegrabilni. Sestavime hamiltonian, ozna¢me n = adx + Sdy + vdz:

1
H('IayazaOQB),}/) = _(X1®X1+X2®X2)(77777) =

5 (oz2 cos® z + 23 cos zsin z + 2 sin® 2 + 72) .

1
2

Ziskavame soustavu Sesti nelinearnich rovnic odvozenych z hamiltonidnu (1.5):

1
y = a?coszsinz — af cos 2z — 2% sin zcos z = §[R2 — S$%]sin2z — RS cos 2z,

& = acos® z+ Bcos zsin z = cos z[R cos z + Ssin 2],
y = Bsin® 2z + a cos zsin z = sin 2[R cos z + S'sin 2],
i = (4.29)

Rovnice v této praci nebudeme fesit. Jejich feSeni vede na elipticky integral (tfeti rovnici
lze substituci pfevést na rovnici matematického kyvadla Z = ¢sin z). Mizeme vSak porovnat
feSeni rovnic pro neholonomni geodetiky, dané vztahy (4.27) a (4.28). Pro volbu zobecnénych
hybnosti v = 0, « =& = Ccos B a f = y = Csin B jsou pifimkové neholonomni geodetiky
popsané vztahy (4.28) feSenim subriemannovskych rovnic. Ostatni neholonomni geodetiky dané
vztahy (4.27) subriemannovskymi geodetikami nejsou.

4.2.4 Geodetiky normalni konexe na subriemannovské varieté pro
rotacni tlohu

Pro ilustraci odvodime rovnice také pomoci normélni konexe (v odstavci 1.7 jsme obecné uka-
zali, Ze ptijde o tytéz rovnice). M&jme distribuci D = [| X1, X»|] z pfedchoziho odstavce, zadanou
ortonormalnimi vektorovymi poli

Xi=cosz— +sinz—, Xo=—

Ox oy’ 0z

zapiseme subriemannovskou kometriku a jeji matici G = (). Nechf v = vida+vopdy+vsdz,
1n = mdx + nody + n3dz. kometrika je dana vztahem

cos’z  coszsinz 0 m
(r,n) = (X1 @ X1+ Xo® Xo)(v,n) = ( v Uy g ) coszsinz  sin’z 0 n | =
0 0 1 73
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Ui
:<V1 Vo V3>G 712
3
Pro koeficienty normalni konexe plati vztahy (1.7):
dg"

T 4T = o

s jejichz vyuzitim sestavime rovnice (1.6):

i = g7 (@()ps(t), pi(t) = =T @(O)pi(£)pe(t),
kde g“ jsou slozky subriemannovské kometriky a Fék jsou koeficienty konexe a plati
DY+ T§ =0, T + T = 0, T2+ T3 = cos2,

I3 =sin2z, T3 = —sin2z, [+ T30 =0, T3 + 32 =0.

Soufadnice na T*R oznacujeme misto (z*, z%, x3, p1, pa, p3) pismeny (z,vy, z, @, 8,7):

&
1
4 = a?coszsinz — afcos 2z — 2B%sinzcos z = §[R2 — 5?]sin 2z — RS cos 2z,
& = acos®z+ Bcoszsinz = cos z[Rcos z + Ssin 2],
y = Bsin® 2z + a cos zsin z = sin 2[R cos z + S sin 2],
z = 1.

Ziskdvame opét stejny soubor rovnic, jako jsou rovnice odvozené ze subriemannovského
hamiltonianu v predchozim odstavci.

4.3 Geodetiky fyzikalnich 1loh — planimetr

Planimetr je pfistroj na méfeni obsahti ploch. Jeho poloha je ur¢ena dvéma soufadnicemi bodu
C' v roving, tj. C' = (z, y), kde C je bod kontaktu kolecka s vodorovnou podlozkou (neni to
kromé neholonomni vazby brat v tuvahu jesté dvé vazby holonomni, ty nebudeme pro tuto
ukazku uvazovat. Jak funguje piistroj je popsano napiiklad v [9].
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Neholonomni vazebni podminku mtzeme zapsat ve tvaru

$ =dsinf — gcosb. (4.30)

4.3.1 Planimetr jako uloha na Riemannové varieté s neholonomni
vazbou

Lagrangeova funkce a neholonomni vazba ve vhodnych jednotkach jsou

L=+ +0*+¢*, ¢ =isinb—gcosh.

Obr. 4.3 Planimetr.

Opét s pouzitim stejné symboliky a rovnic (3.5) ziskavame

_ : _ 0L
L=Lot=d*+ ¢+ 6>+ (isinf —gcosh)?, L, = 55°0= 2(i sin 6 — g cos )
@

eo(L) — Lie,(g9) =0, &,(L) — Lig,(9) =0, eo(L) — L1go(g) = 0.

Redukované rovnice tedy jsou
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#(1 4 sin? ) — jjsin @ cos @ + 0 sin  cos § + yfsin? 6 = 0,
—i sinf cos § + §i(1 + cos® 0) — i6 cos® @ — fsin b cosf = 0,
6 =0. (4.31)

Reseni té posledni je jasné: # = At + B. Po vynasobeni prvni z rovnic (4.31) cos a druhé sin @
a seCteni, resp. po vynasobeni prvni z téchto rovnic sin @, druhé cos 6 a odec¢teni dostaneme

Fcosf + §sinfh =0, (4.32)
(i sin @ — jj cos 0) + 6 cos  + yfsinf = 0.

Derivovanim rovnice vazby dostaneme
(Zsin 6 — jjcos @) + (26 cos O + Hf sin ) = . (4.33)
S uvazenim druhé rovnice (4.32) dostaneme
Zsinf — jjcosf+ p =0. (4.34)
Prvni rovnice sady (4.32), rovnice (4.34) a vazba davaji soustavu

Zcosf + ysinf = 0,

Zsinf —gjcosf = —,

Zsinf —ycosf = ¢,
kde § = At + B. Reseni této soustavy s programem Maple je v piiloze, ale bude ziskano také v
nasledujicim odstavci pomoci rovnic pro neholonomni konexi.

4.3.2 Geodetiky neholonomni konexe pro tulohu s planimetrem

Piikladu s planimetrem feseném v pfedchozim odstavci odpovida distribuce D = [| X7, X5, X3
na varieté M = R*:

0 0 1 0 1 0 1 0 0
X, = 0— +sinf—, Xy =—sinfl— — — 0— 4+ ——, Xz3=—
1 = CoS B ~+ sin 8y’ 2 ﬂsm o7 \/écos oy + \/5 890’ 3 g
a volba doplnku
1 0 1 0 1 0
D, =[|X4]], X4 = —=sinf— — —=cosf—

V2O 0 V2 Oy V208

Soubor X1, X5, X3, X je ortonormalni vzhledem k metrice odpovidajici pouzitému lagrangianu.
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Vypoctéme Lieovy zavorky:

(X1, Xo] =0, [X1,X5]= 8111982 — cos@aa [Xo, X3] = —Q cos@2 - ﬁsmeﬁ.
€ Y

Distribuce je tedy uplné neintegrabilni.
Pro Lieovy zévorky plati:

V2 V2 1
(X1, Xo] =0, [Xy, Xa] = _X2 5 —Xa,  [Xo, Xp] = ——= X1

V2

Vidime, Ze strukturni konstanty (vypoctené z projekci Lieovych zavorek na D) jsou

2 \/§ 2 \/5 1 \/5 1 \/§ i i

37 50 1T T 3T Ty G T o Clp = Cy; = 0.
Pro koeficienty neholonomni konexe plati

V2
2 )
a neholonomni geodetiky jsou popsany rovnicemi

.1 \/5.2.3

V2

2 =- I3, = - Jinak I, =0

7= —77 v
o V2.,
V= S
¥ = 0.

Pfi oznadeni 4! = a, 4% = b, 43 = ¢ mlizeme vyjadfit feseni

a = cos (?Ct—l—w), b = sin <§Ct+w>, c=0,

a=A, b=B ,C=0.
Dosadime-li (, 7, 0, ¢) = aX; + bXs + ¢X3 dostavame:

nebo

& = cos(Ct+ D) cos (?Ct + w) + g sin(Ct + D) sin (?Ct + w) ,

y = sin(Ct + D) cos (?C’t + w) — \/75 cos(Ct + D) sin (?Ct + w) ,
=0 — 0=Ct+ D, (4.35)

1 2
Y = &sinf —ycosh, o= — 5 cos (%ClH—w) .
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Odtud po integraci prvnich dvou rovnic feseni:

12 V2 P V2
T = 2 gn|{l1+—|Ct+D+w|+-2——sin||1-——]|Ct+D+uw|,
2++/2 ( 2 2 — /2 2
V2 V2
241 V2 21 V2
= —-2 cos ||1+—=—|Ct+ D +w| — -2 cos [|1—— | Ct+D+wl,
YT ke ( 2) 2-+2 2
0 = Ct+D,
1 V2
= —=cos | X2 . 4.
") Ccos<20t+w) (4.36)
nebo (pro C' =0)
r = Kt+ L,
y = Mt+ N,
0= P, (4.37)

¢ = (Ksin P — M cos P)t + R.

Pfimym dosazenim lze ovéfit, Ze oboje Teseni (4.36) i (4.37) spliluji rovnice (4.31). Geodetiky
nalezené pomoci lagrangianu jako tiloha na Riemannové varieté s neholonomni vazbou jsou (v
souladu s nasim ocekavanim) opét totozné s geodetikami odvozenymi z neholonomni konexe.

4.3.3 Subriemannovské geodetiky pro tulohu s planimetrem

Ptikladu s planimetrem odpovid4 distribuce D = [| X7, X3, X3|] se subriemannovskou metrikou
g na D takovou, zZe vektorova pole

0 0 1 0 1 0 1 0 0
X =cosf— +sinf—, Xy=—=sinf— — —=cosf— + —=—, X3=—
1 = COS o7 + sin oy 2 \/ﬁsm o7 \/ﬁcos oy + /5 Dp’ 3 00

tvori ortonormalni soubor.

Nyni sestavime subriemannovské rovnice. Mtizeme pouzit hamiltonian a rovnice (1.5) nebo
normalni konexi a rovnice (1.6). My vyuzijeme pfimo rovnice (1.8), sestavené z koeficientt
ortonormalnich generatori distribuce X;, X, X3, které byly odvozeny v odstavci 1.7. Pii
oznaceni souradnic na T*M pismeny (x,y,0, ¢, a, 3,7,) mame:
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in® 0 in 6 cos 6 in 0
i:zacosQQ—l-ﬁcosHsinH—i-ozSH; —ﬁsm ZCOS —1—581121 ,
20 in 6 cos 6 0
§ = Bsin?f + acosfsind + fo L oSV OSY 5EO80
‘ 2 2 2
0 =1,
) sin 0 cosf 1
Y =a 9 _/8 9 +§5a
& =0,
B =0,
.1, o e 1 cos 6 sin 0
7_1[a —5]81n29—§a600529—a5 > — 6 T
o = 0.

Opét nebudeme rovnice fesit, jen zjistime, zda neholonomni geodetiky spliuji subriemannovské
rovnice. Pro specidlni ptipad (4.37) neholonomni geodetiky subriemannovské rovnice spliiuji,
a to pro volbu zobecnénych hybnosti « = &, 8 =9, v =0 a § = ¢. Neholonomni geodetiky
popsané vztahy (4.36) subriemannovské rovnice nespliuji.
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7. aveér

Po tvodni rekapitulaci pojmt a souvislosti tykajicich se subriemannovské geometrie v prvni
kapitole, neholonomni geometrie ve druhé kapitole a varia¢ni mechaniky v kapitole tieti, jsme
se ve ctvrté kapitole zabyvali porovnanim vsech pristuptt a konkrétnimi vypocty subrieman-
novskych a neholonomnich geodetik pro zadané struktury.

Co se tyce subriemannovskych geodetik, ukazali jsme obecné, Ze rovnice odvozené z ha-
miltonidnu a rovnice odvozené z normalni konexe jsou totozné, uvedli jsme novy tvar subrie-
mannovskych rovnic — odvozeny ptimo z koeficientii ortonorméalniho souboru vektorovych poli
generujicich iplné neintegrabilni distribuci D.

Co se tyce neholonomnich geodetik, nase konkrétni priklady ukazuji, Ze i kdyz rovnice pro
geodetiky odvozené z neholonomni konexe (geodetiky neholonomni konexe) i rovnice s neholo-
nomni vazbou odvozené z lagrangidnu daného rozsifenim metriky na celou varietu (geodetiky
Riemannovy struktury s neholonomni vazbou) musi vzdy déavat stejné geodetiky (a stejné geode-
tiky dostaneme také s pomoci Cetajevovych rovnic), mohou byt rovnice z neholonomni konexe
vyrazné jednodussi. Pro jednu ze zvolenych distribuci jsme rovnice neholonomnich geodetik
odvodili dokonce se zcela obecnou volbu doplinku.

Ukéazali jsme, ze v pripadé, kdy na varieté dimenze tii volime doplnék k dvojrozmeérné
distribuci tak, ze je generovan Lieovou zavorkou dvou vektorovych poli generujicich distribuci,
jsou rovnice odvozené z neholonomni konexe vzdy trivialni.

P1i porovnani neholonomnich a subriemannovskych rovnic a geodetik jsme zjistili, ze mezi
nimi pravdépodobneé neni zadna obecna souvislost. Pro nékteré volby dopliki byly neholonomni
geodetiky podmnozinou mnoziny subriemannovskych geodetik. Pro jiné tato inkluze splnéna
nebyla. Pro jeden z ptikladi jsme ovérili, Ze zvolena distribuce je tzv. geodeticky invariantni
(coz je dostateénd podminka pro to, aby kazda neholonomni geodetika byla soucasné geodetikou
subriemannovskou).

Rovnice byly mnohdy nelinedrni a ne vzdy se nam jejich feseni podafilo nalézt. K feseni
nékterych nelinearnich souborti jsme pouzili program Maple, jehoz vystupy jsou uvedeny jako
priloha k praci. Déale jsme zafadili piiklady s fyzikalni tématikou a s fyzikalnim komentarem.
Také pro né jsme odvodili subriemannovské rovnice i neholonomni rovnice a pokusili se je fe-
sit. U fyzikalnich ptikladt jsme rovnice odvozené z neholonomni konexe vyftesili a ovérili jsme,
ze ziskana teseni odpovidaji geodetikdm Riemannovy struktury s neholonomni vazbou. Dale
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jsme zjistili, které z neholonomnich geodetik jsou soucasné geodetikami subriemannovskymi a
které naopak subriemannovské rovnice nemohou spliiovat. Piestoze mezi subriemannovskymi a
neholonomnimi geodetikami obecnd souvislost neni (s vyjimkou geodeticky invariantnich dis-
tribuci), je mozné vyuzit neholonomni konexe pro hledani vhodnych D-kiivek v technickych a
fyzikalnich aplikacich. Neholonomni konexe totiz v nasich prikladech vedla k vyrazné jednodus-
$im rovnicim nez byly subriemannovské a to by mohlo byt v inzenyrské praxi podstatné. Tato
tématika nabizi samoziejmé dalsi nevytesené otazky, vhodné k pokracovani vyzkumu.
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