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RIEMANNOVSKÁ STRUKTURA
(M, g̃)

↓
↓

NEHOLONOMNÍ STRUKTURA
(M,D,D⊥, g)

↓
↓

SUBRIEMANNOVSKÁ STRUKTURA
(M,D, g)



Subriemannovská struktura (M,D, g)

Délka horizontální křivky:

L(γ) =

t2∫
t1

||γ̇||dt =

t2∫
t1

√
〈γ̇(t)|γ̇(t)〉dt.

−→ vzdálenost −→ metrický prostor

Chow-Rashewski theorem

kometrika: hladký řez G bandlu

S2(TM) ⊂ TM ⊗ TM →M

β : T ∗M → TM, ν(βq(µ)) = G(ν, µ)q
hamiltonián:

H : T ∗M 3 [q, ν] −→ H(q, ν) =
1
2
G(q)(ν, ν) ∈ R



Věta o normálních geodetikách: Nechť

ζ(t) = (γ(t), p(t)) je řešení Hamiltonových diferenciálních

rovnic na T ∗M pro subriemannovský hamiltonián H:

ẋi =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂xi
,

a nechť γ(t) je projekce tohoto řešení na M . Pak každý do-

statečně malý oblouk křivky γ je (jediná) subriemannovská

geodetika spojující jeho koncové body.



Subriemannovská konexe:

∇ : Γ(T ∗M)×Γ(T ∗M) 3 [η, ν]→ ∇ην ∈ Γ(T ∗M)

• ∇ je R-lineární v obou argumentech

• ∇ je C∞M -lineární v prvním argumentu

• ∇η(fν) = f∇ην + (β ◦ η)(f )ν

normální:

• ∇ην +∇νη = ∂β(η)ν + ∂β(ν)η − d(ν(β(η)))

Rovnice geodetik normální konexe, tj.
autoparalelních křivek:

ẋi = gij(x(t))pj(t)

ṗj(t) = −Γikj (x(t))pi(t)pk(t)

Γijk + Γjik =
∂gij

∂xk



Moje rovnice:

D = 〈X1, . . . , Xk〉

Xi =
n∑
a=1

Xa
i
∂

∂xa

g(Xi, Xj) = δij

ẋa =

 k∑
i=1

Xa
i X

b
i

 pb

ṗc = −
k∑
i=1

(
∂Xa

i

∂xc
Xb
i

)
papb.



Neholonomní struktura (M,D,D⊥, g)

Neholonomní (Koszulova) konexe:

∇ : Γ(D)× Γ(D) −→ Γ(D)

• ∇fXY = f∇XY
• ∇X(fY ) = X(f )Y + f∇XY
metrická a bez torze:

• ∇g ≡ 0

• ∇XY −∇YX − [X, Y ]D = 0

Rovnice neholonomních geodetik, tj. au-
toparalelních křivek:

γ̈c(t) + Γcab(γ(t))γ̇a(t)γ̇b(t) = 0

Γcab =
1
2

(ccab − c
b
ac − cabc)



Kdy je neholonomní geodetika zároveň
subriemannovskou?

• Je-li distribuce D geodeticky invariantní v
TM , pak každá neholonomní geodetika struk-
tury (M,D,D⊥, g) je normální subrieman-
novskou geodetikou subriemannovské struk-
tury (M,D, g).

• Distribuce D je geodeticky invariantní v TM
právě tehdy, když množina neholonomních
geodetik struktury (M,D,D⊥, g) splývá s mno-
žinou Riemannových geodetik struktury (M, g̃)
(kde g = g̃D) tečných k D.



Riemannova varieta (M, g)
Variační mechanika

neholonomních systémů

El ◦ J2γ = 0 L̄ = L ◦ ι
El = εl(L̄)− L̄aεl(ga)

L̄a =
∂L

∂ẋm−k+a
◦ ι

εl =
∂c
∂xl
− dc

dt
∂

∂ẋl

dc
dt

=
∂

∂t
+

m−k∑
l=1

ẋl
∂

∂xl
+

+
k∑
a=1

ga
∂

∂xm−k+a
+

m−k∑
l=1

ẍl
∂

∂ẋl

∂c
∂xl

=
∂

∂xl
+

k∑
a=1

∂ga

∂ẋl
∂

∂xm−k+a
.

Alternativa — Četajevovy rovnice
∂L

∂xi
− d

dt
∂L

∂ẋi
+ µa

∂f a

∂xi
= 0



Příklad 1.

X1 =
∂

∂x
− y ∂

∂z

X2 =
∂

∂y
+ x

∂

∂z

D = 〈X1, X2〉
g(Xi, Xj) = δij

Subriemannovské rovnice:

ẋ= α− yγ,
ẏ = β + xγ,

ż = (x2 + y2)γ + (βx− αy),
α̇=−xγ2 − βγ,
β̇ =−yγ2 + αγ,

γ̇ = 0.



Subriemannovské geodetiky:

x=
A

K
cos(Kt + ϕ) + C,

y =
A

K
sin(Kt + ϕ) + D,

z =
A2

K
t− DA

K
cos(Kt + ϕ) +

+
CA

K
sin(Kt + ϕ) + E.

x=At + C,

y =Bt + D,

z = (BC − AD)t + E.



Neholonomní struktura s obecnou volbu
doplňku:

D⊥ = 〈X3〉

X3 = f
∂

∂x
+ g

∂

∂y
+ h

∂

∂z
h + fy − gx 6= 0

Neholonomní rovnice:

ẍ=
2ẏ

h + fy − gx
(gẏ + fẋ),

ÿ =− 2ẋ
h + fy − gx

(gẏ + fẋ),

ż =−ẋy + ẏx.



Diskuse:

Doplněk f g h ẍ = ÿ =

1. 0 0 1 0 0

2. y −x 1 −2ẏż
1+x2+y2

2ẋż
1+x2+y2

3. x y 1 2ẏ(yẏ + xẋ) −2ẋ(yẏ + xẋ)

4. x y −1 −2ẏ(yẏ + xẋ) 2ẋ(yẏ + xẋ)

5. 1 0 1− y 2ẏẋ −2ẋẋ

6. 1 0 1 + x 2ẏẏ −2ẋẏ

7. 1 1 1− y + x 2ẏ(ẏ + ẋ) −2ẋ(ẏ + ẋ)

8. −1 1 1 + y + x 2ẏ(ẏ − ẋ) −2ẋ(ẏ − ẋ)

Třetí rovnice je vždy stejná, je to rovnice vazby:

ż = ẏx− ẋy.

Geodetiky Riemannovy struktury s ne-
holonomní vazbou (první a druhý dopl-
něk)

První doplněk — distribuce je geode-
ticky invariantní



Fyzikální úlohy - brusle

 

x 

y 

α 

( ) ( ( ), ( ))v t x t y t  

T  

O 

∆α 

( ) ( ( ), ( ))v t t x t t y t t     

z(t) 

z(t + ∆t) 

A 

A 

T 

ẏ

ẋ
= tanz =⇒ ẏ cos z − ẋ sin z = 0

Distribuce D:

X1 = cos z
∂

∂x
+ sin z

∂

∂y

X2 =
∂

∂z
g(Xi, Xj) = δij

Doplněk D⊥:

X3 = [X1, X2] = sin z
∂

∂x
− cos z

∂

∂y



Neholonomní geodetiky:

x(t) =
C

A
sin (At + B) + D

y(t) =−C
A

cos (At + B) + E

z(t) =At + B

x(t) = (C cosB)t + D

y(t) = (C sinB)t + E

z(t) =B



Rovnice pro subriemannovsté geodetiky:

α̇= 0 =⇒ α = R,

β̇ = 0 =⇒ β = S,

γ̇ =
1
2

[R2 − S2] sin 2z −RS cos 2z,

ẋ= cos z[R cos z + S sin z],
ẏ = sin z[R cos z + S sin z],
ż = γ.



Fyzikální úlohy - planimetr

ϕ̇ = ẋ sin θ − ẏ cos θ

                                                             

A 

B 

C 

θ 

x 

y 
φ 

O 

Rovnice geodetik Riemannovy struktury
s neholonomní vazbou

ẍ(1 + sin2 θ)− ÿ sin θ cos θ + ẋθ̇ sin θ cos θ + ẏθ̇ sin2 θ = 0,

−ẍ sin θ cos θ + ÿ(1 + cos2 θ)− ẋθ̇ cos2 θ − ẏθ̇ sin θ cos θ = 0,

θ̈ = 0.



Rovnice geodetik neholonomní konexe:

γ̈1 = −
√

2
2
γ̇2γ̇3,

γ̈2 =

√
2

2
γ̇1γ̇3,

γ̈3 = 0.

Neholonomní geodetiky:

x =
1−

√
2
2

2 +
√
2
sin

[(
1 +

√
2
2

)
Ct+D + ω

]
+

√
2
2 + 1

2−
√
2
sin

[(
1−
√
2
2

)
Ct+D + ω

]
,

y = −

√
2
2 + 1

2 +
√
2
cos

[(
1 +

√
2
2

)
Ct+D + ω

]
−

√
2
2 − 1
2−
√
2
cos

[(
1−
√
2
2

)
Ct+D + ω

]
,

θ = Ct+D,

ϕ = − 1
C
cos

(√
2
2
Ct+ ω

)
.

x = Kt+ L,

y = Mt+N,

θ = P,

ϕ = (K sinP −M cosP )t+R.



Subriemannovské rovnice:

ẋ = α cos2 θ + β cos θ sin θ + α
sin2 θ

2
− β sin θ cos θ

2
+ δ

sin θ
2
,

ẏ = β sin2 θ + α cos θ sin θ + β
cos2 θ

2
− αsin θ cos θ

2
− δcos θ

2
,

θ̇ = γ,

ϕ̇ = α
sin θ

2
− β cos θ

2
+

1
2
δ,

α̇ = 0,

β̇ = 0,

γ̇ =
1
4

[α2 − β2] sin 2θ − 1
2
αβ cos 2θ − αδcos θ

2
− βδ sin θ

2
,

δ̇ = 0.

Závěr
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