Zoologicka zahrada diferencialnich rovnic

Toto je pomocny ucebni text, ve kterém jsou obsazeny zakladni
pojmy, navody na FeSeni urcitych typd rovnic a priklady. Tento
text si v zddném pripadé nedéld narok na matematickou korekt-
nost, vSechny véty o existenci a jednoznac¢nosti feSeni a jejich dikazy
jsou zameérné vynechany pro zvyseni srozumitelnosti textu. VSechny
uvazované funkce jsou spojité na intervalech, kde jsou definovany.
Délime-li nékde celou rovnici funkci, automaticky predpokladame,
ze tato funkce je ve vSech bodech zvoleného intervalu riizné od nuly.
Také se obavam, ze by v textu mohly byt jesté néjaké preklepy nebo
chyby ve vypoctech.

1 Co je to obycejna diferencialni rovnice?

Obycejnou diferencidlni rovnici n-tého radu budeme rozumét rovnici

F(t2(t), 6(1), -, T2 1) = 0. )

kde F je funkce definovana na néjaké podmnoziné R™*!. Obvykle
jeji defini¢ni obor nezadavame, ale chapeme ho jako mnozinu bodi,
pro které ma rovnice smysl.

Jinymi slovy, diferencidlni rovnice ndm zadavad predpis, ktery
musi spliiovat neznamé realna funkce = jedné redlné proménné t
a jeji derivace do urcitého fadu. Ve fyzice diferencialni rovnice ob-
vykle vyjadiuje néjaky fyzikalni zakon.

Méame-li vice takovych rovnic pro nékolik neznamych funkei (z(¢),
y(t), z(t), ...) hovotime o soustavé obycejniych diferencidlnich rov-
nic.

Resenim diferencidln{ rovnice rozumime kazdou funkei z(t) kterd
vyhovuje této rovnici. Analogicky FeSenim soustavy rozumime sou-
bor funkei (z(t), y(t), z(t), . ..), ktery vyhovuje dané soustavé. Graf
feSeni diferencidlni rovnice nazyvame integralni kiivkou. Soubor vSech
feSeni dané rovnice nebo soustavy nazyvame obecnym nebo uplngm
resenim. Rovnice s nimiz budeme pracovat obvykle maji nekonecné
mnoho FeSeni, zavislych na n libovolnych konstantich (integraéni
konstanty), kde n je fad rovnice.

Jsou-li kromé rovnice 1 zadany navic tzv. pocdtecni podminky ve
tvaru z(ty) = xo,Z(to) = Zo,. .., % = x(()n_l), hovotime o pocd-
tecni uloze. U vSech typu rovnic, kterymi se budeme nyni zabyvat



mé pocate¢ni tloha pravé jedno FeSeni (libovolné konstanty ,nasta-
vime“ na urcitou hodnotu pomoci po¢ate¢nich podminek.)

V dal$im textu se budeme zabyvat pouze rovnicemi prvniho radu,
tj. rovnicemi

F(t,z,) =0,

soustavami linedrnich rovnic prvniho rfadu a linedrnimi rovnicemi
fadu druhého.

2 Diferencialni rovnice v zZivoté

Diferencidlni rovnice se objevuji takika na kazdém kroku. Nalez-
neme je vSude tam, kde se néco méni v zavislosti na jinych velic¢i-
nach. Mize to byt naptiklad mnozstvi latky pii chemickych reakcich,
populace zivocichi, kurz eura, cena akcii na burze, rychlost pohybu,
teplota atd. Ve fyzice a chemii jsou diferencialni rovnice schovany
ve fyzikalnich zédkonech, v ekonomii nebo biologii se objevuji v rtiz-
nych modelech, vice ¢i méné odpovidajicich skute¢nosti. Pro tivodni
motivaci si uvedeme nékolik prikladi.

Fyzika

Druhy Newtontiv zakon pro hmotny bod

—

ma = F
je soustavou tii diferencialnich rovnic druhého radu:

ml' - Fx(x,yazaj’.’y7éﬁt)
my = Fy(x,y,z,fb,y,z',t)
mz = Fz(x;y:zaiayaz:t)'

Regenim této soustavy je Gasova zavislost polohového vektoru 7(t) =
(z(t),y(t), 2(t)) hmotného bodu. Integralni kiivkou je trajektorie
ve ¢tyfrozmérném casoprostoru, jejiz body odpovidaji poloze hmot-
ného bodu v riznych ¢asovych okamzicich. Zadanim pocatecni po-
lohy 7 napf. v ¢ase to = 0 a poc¢atecni rychlosti 7 = (£(0), (0), 2(0))
ziskdme pocatec¢ni ulohu.

Chemie

Uvazujme chemickou reakci, pii které se ze dvou latek A a B
syntetizuje latka tfeti. Na jeden gram vysledné latky je zapotiebi p



grami latky A a 1—p grami latky B. Predpoklddejme, Ze smichdme
mnozstvi a grami latky A s mnozstvim b grami latky B. Na poc¢atku
je hmotnost vysledné latky nulova. Rychlost chemické reakce, tj.
zména hmotnosti vysledné latky s ¢asem je rovna veli¢iné (a—pzx)(b—
(1 — p)x). Vidime, Ze se zvétSujicim se mnozstvim vysledné latky,
se bude rychlost reakce zmensovat. Dale také zavisi na tom, jaké
mnozstvi vychozich latek smichame a jak se tento pomér bude liSit
od ,,idealniho“ poméru l%p. Ziskame rovnici

z(t) = (a — pr(t))(b — (1 — p)z(t)),

s pocate¢ni podminkou z(0) = 0.
Biologie

Uvazujme o vlkovi a zajici. Predpokladame-li, Ze zajic méa vzdycky
co zrat (travy je vSude dost), bude nariist poétu zajici umérny jejich
soucasnému poctu (¢im vice je zajict, tim vice dalSich se narodi),
zaroven jsou zajici pozirani vlky a jejich ubytek je tmérny jak poctu
vlki, tak poctu jich samych (¢im vice je zajici, tim vice jich kazdy
vlk chyti a sezere, ¢im vice je vlki, tim vice zajici sezerou). Co se
vlki tyce, ty nikdo nesezere, ale budou umirat hladem, jestlize ne-
bude dostatek zajicti. Nartst poctu vlki je tedy timérny jak poctu
vlkii, tak poctu zajici, kdezto ubytek je imérny pouze poctu vlkii.
Ziskavame tedy soustavu dvou diferencialnich rovnic

z = az—fPz-v

v = —yv+0z-v.
Konstanty «, 8, v, 6 1ze ur¢it dlouhodobym pozorovanim. Toto je
tzv. Lotka—Volterrova rovnice (soustava nelinearnich rovnic prvniho

fadu), ma uréité trividlni nulové feseni (vSichni jsou mrtvi), ale také
mé TeSeni netrividlni, které si pozdéji ur¢ime.

Ekonomie

Do tohoto textu uvitam dalsi zajimavé priklady na diferencilni
rovnice!!!



3 Obycejné rovnice prvniho radu roziesené vzhle-
dem k derivaci

Jestlize 1ze rovnici zapsat ve tvaru

&(t) = f(t,2), (2)
pak o ni fikdme, Ze je rozresend vzhledem k derivaci. Takovou rov-
nici lze pomérné snadno geometricky interpretovat. Necht funkce
x = z(t) je néjaké FeSeni rovnice 2, pak hodnota funkce f(¢,z) v li-
bovolném bodé [t, z] ndm udava smérnici teény k integralni kiivce
(grafu funkce z(t)). Pfifazenim [t, x] — f(t, z) ziskdme smérové pole
dané diferencidlni rovnice, tj. kazdé dvojici hodnot = a t ptifadime
¢islo, jez je tangentou thlu, ktery svira tecna k integrani kiivce pro-
chajici timto bodem s osou t. Nazorné si miizeme smérové pole na-
kreslit jako kratké tsecky a vime, Ze tyto usecky budou te¢nami k fe-
Senim rovnice prochdzejicim danymi body. MnoZiny bodi (kiivky),
kde je funkce f konstantni se nazyvaji izokliny.

Piiklad 1.: Nakreslime si smérové pole, izokliny a integralni
ki¥ivky rovnice
T = 2t.
Izoklinami jsou mnoziny bodi ¢ =konst., tj. pifimky rovnobézné
s osou . ReSenim je kazd4 funkce z(t) = t> + ¢, kde c je libovoln4
konstanta.

r=1t*+2

x =t

r=1—-2

x
izokliny
N
t

N

Obr.1 Smérové pole, izokliny a integralni kiivky rovnice
T = 2t.



3.1 Rovnice se separovatelnymi proménnymi a rovnice na
ni prevoditelné

Rovnice se separovatelnymi proménnymi
Rovnice
. . dz
&=ft)-9(), 6. o =F()- 9 (3)

je rovnict se separovatelnymi promeénnymai. Je-li na uvazovaném in-
tervalu funkce ¢ rizna od nuly, pak rovnici 3 miZeme prepsat do
tvaru

dx

9()

/% - /f(t)dt

a rozieSenim vzhledem k z ziskdme hledané feSeni, zavislé na jedné
integracni konstanté. Konstantu uréime z po¢ateéni podminky x(ty) =
T, je-li zadana.

= f(t)dt,

naslednou integraci

Piiklad 2.: Na téleso, pohybujici se v tekutém prostiedi, pi-
sobi odporova sila o velikosti /' = C - v? proti sméru pohybu.
Predpokladame-li, ze zadné dalsi sily jiz nepisobi, ziskavame di-
ferencidlni rovnici pro velikost rychlosti télesa

m-v=—C - v

To je rovnice se separovatelnymi proménnymi, budeme ji feSit:

md = - [ cat
v
1
—me = ~Cet+K
. m
YT K+Ct

Zname-li pocatecni rychlost v(0) = vy, uréime integraéni konstantu
K: m m
— = K=—
K Vo

a tim dostaneme jediné feSeni pocatecni ulohy

Vo =

v = l
T

5



Toto Teseni je sice definovavo pro libovolné ¢ # —Cugr Z fyzikalniho
hlediska ma v8ak smysl pouze pro kladné hodnoty t a priblizné odpo-
vida skuteénému pohybu jen v néjakém ¢asovém intervalu (brzdné
sila, kterou jsme predpokladdali v zadani je pouze modelem pro velké
rychlosti). Tyto skute¢nosti je tfeba si vidy uvédomovat, pii FeSeni
konkrétnich problémii!

Priklad 3.: Nyni slibované feSeni vlka a zajice. Ze soustavy

z = az—fPz-v
v o= —yv—+6z-0,
vyjadiime
dz 2z  az—fzv
dv v  —yv+ézv’
Podélenim citatele i jmenovatele vyrazem z - v je
dz  £-0
dv  —2+44

To je rovnice se separovatelnymi proménnymi a jeji feSeni ziskame
integraci

dz(—%—i—é) - dv(%—ﬁ)
/dz(—g+(5) - /dv(%—ﬁ)

—ylnz+6z = alnv—pFv +C
2777 = K.-v*-e P

Konstantu K ziskdme tak, ze zaddme pocatecni pocet zajici a viki.
Rovnice homogenni

Homogenni rovnici nazyvame rovnici typu

_ x
&= f() (4)

t
Kazdou homogenni rovnici miizeme substituci u = % prevést na

rovnici se separovatelnymi proménnymi, kterou jiz umime tesit.

T . .
uz; > z=u-t = c=u+u-t,



a dosazenim

utu-t=f(u) =a= f(u)t—u’
du
Fw—u "

P¥iklad 4.: ReSme rovnici
(t+2z)—ti =0
Podélenim celé rovnice t ziskdme homogenni rovnici
x
1425 =g,
t

substituci
r=tu = T=u-+tu

prevedeme rovnici na tvar
1+2u=u+tu

a TeSime rovnici se separovatelnymi proménnymi

du o dt
1+2u—u t
du dt
1+u t
Inl4+u) = Int+C
1+4u = Kt
1+2 = Kt
t
z = Kt*®—t.

Dosazenim do ptivodni rovnice miizeme provérit spravnost vysledku.
Rovnice prevoditelné na homogenni

Na homogenni rovnici dokdzeme prevést vSechny rovnice typu

. far+ Bt+y
x_f<ax+bt+c)' (5)



e Necht v = ¢ = 0, pak mliZzeme rovnici 5 psat ve tvaru

. (ot BF
an_f<a—i-b%t>’

coz je rovnice homogenni.

e Necht tedy alespon jedno z ¢isel v, ¢ je nenulové a navic ab —
af # 0. Pak soustava dvou linearnich rovnic pro neznama cisla
man

am+pBn+v = 0
am+bn+c = 0

ma praveé jedno FeSeni (pro¢?). Toto feSeni nalezneme a zvolime
substituci
u=t—m, Vv=2I—n.

Pak ziejmé & = & a

dv (a(u+m)+ﬁ(v+n)+’y> _ <M>

du alu+m)+bv+n)+c au + bv

Tim jsme se zbavili konstant ¢ a v a prevedli tak rovnici na
predchozi pripad.

e Necht je opét alespon jedno z ¢isel 7, ¢ nenulové a ab—af = 0.
Ptipadem, kdy o« = a = 0 nebo = b = 0 se zabyvat nemusime,
nebot pak by rovnice méla separovatelné proménné. Bud tedy
alespon jedno z ¢isel «, a a alespon jedno z ¢isel 3, b nenulové.
Predpokladejme, ze b # 0 a ze vztahu ab — aff = 0 vyjadiime
a= % (pokud by bylo b = 0, pak podle pfedpokladu § # 0 a

postupovali bychom obdobné: a = %b) Dosazenim

at + fr+v= %(at—i—bx)-l—’y,

B
j;:f<b(at+bx)+7>
at + bx +c

a pouzitim substituce u = at+bxr mame & = a+bs a prevedeme
rovnici na tvar

%u-ﬁ-’y
u+c )’

%(u—a)=f<

ktera jiz méa separovatelné proménné.



Piiklad 5.: ReSme rovnici
&= (t+z+2)°
Jetedya=1,8=1,vy=2,a=b=c=0. Plati af — ab = 0.
Pouzijeme substituci
t+r=u, = u=14z, = z=u—1,

dostavame

du

———— =dt.
(u+2)2+1

u—1=(u+2)° =

Rovnici integrujeme
arctg(u+2)=t+C, = u=tg(t+C) — 2,

a obecné TeSeni je
r=tg(t+C)—2—t

Piiklad 6.: ReSme rovnici
. t+x—1
= — 7
t—zr+1
Vidime, Ze a = =1,vy=-1,a=1,b=—-1,c=1,a8 —ab =

2 # 0. ReSenim soustavy mz +ny —1 = 0, mz —ny + 1 = jsou &isla
m =0, n =1 a hledana subsituce

, dv .
u=t v=c+1, =2v =—=u1a.
du
Dosazenim ;
, u+tv 14+
v = = u’
uv—v 1-2%
u
po dalsi substituci z = 2 = o' = 2z + US_Z jiz FeSime rovnici se
separovatelnymi proménnymi
dz 14z

z—l—u@— 1=



3.2 Rovnice linearni

Rovnici, kterd ma tvar

&= ft) -z +9(t) (6)

nazyvame linedrni diferencidlni rovnici pruniho Tddu, je-li funkce
g(t) identicky nulové, pak mluvime o rovnice homogenni, v opa¢ném
pripadé o nehomogenni. ReSeni homogenni rovnice hleddme ve tvaru

kde h(t) je néjaka funkce proménné ¢. Zderivovanim ziskdme
i=e" h(t)=h(t)

a odtud .
ht) = 1(t) = h(t) = [ F@)dt.

Reseni nehomogenni rovnice miiZeme najit napiiklad metodou
variace konstanty. Nejprve urcime feSeni zhomogenizované rovnice
(tj. budeme Fesit rovnici tak, jako kdyby funkce ¢ bula nulova): z, =
e"® h(t) = [ f(t)dt. Reseni nehomogenni rovnice piedpoklddame
ve tvaru

x =z k(t) = e k(1)

Dosazenim do ptivodni nehomogenni rovnice dostaneme
O h(t) - k(t) + "D - k(t) = h(t) - "D - k(t) + ¢(¢)
a odtud

k(t) - "D = g(t) = k(t) = / e O . g(t)dt.

Priklad 7.: ReSme rovnici
T = 2tz — cost.
Nejprve uréime feSeni zhomogenizované rovnice
T = 2tzx,
tj-

2
zp = el 2 = ¢

10



ResSeni nehomogenni rovnice hleddme metodou variace konstanty ve
tvaru
2
r=K()-e",

zderivovanim a dosazenim do ptivodni rovnice
K(t) =cost = K(t) =sint+ C,
obecné Teseni je
z = (sint+ C)e’.
3.3 Rovnice Bernoulliova
Bernoulliova rovnice je rovnice tvaru
= f(t)x+g(t)z", r € R. (7)
Podélenim z" muZeme rovnici 7 prevést na tvar
tr "= ft)r' " + g(z),
- 1—r
LA g

a substituci u = x'~" ziskdme linedrni rovnici

w=(1—=r)f(t)u+ (1 —7)g(t).

3.4 Rovnice exaktni

Rovnice
p(z,t)dt + g(z,t)dz =0 (8)

se nazyva exaktni jestlize leva strana této rovnice je tplnym diferen-
cidlem néjaké funkce F' = F'(t,x) dvou proménnych t a z, tj. jestlize
plati % = p(t,z) a % = ¢(t,z). Funkce F se pak nazyva
kmenovd funkce, je urcena jednoznac¢né az na aditivni konstantu a
feSeni rovnice 8 je dano implicitné vztahem

F(t,z) = 0.

Pokud plati g—g = % pak kmenové funkce vzdy existuje a miizeme
ji hledat.

F(t,z) = / pdt + f(z),

11



kde f(z) je funkce pouze proménné z, kterou uréime ze vztahu
oF 0 df
tx) = — = — / dt + ==
alt, ) or ozl 7 * dx

Priklad 8.: Naleznéte feseni rovnice

2tdt + 2a2dx = 0.

Ziejmé % = ‘%’” = 0 a vyraz na levé strané je iplnym diferenciadlem.

F(t,z) = /2tdt+ fla) =2+ f(2),
oF
oz

flx) = /Qxdx =2 +C,
F(t,z) =t*+ 2>+ C.

= 0+ fl(z) =2z

ReSeni je dano implicitné rovnici

2+2+C=0.

4 Rovnice nerozresSené vzhledem k derivaci

4.1 Rovnice typu z = f(t,%) a t = f(x, 1)
4.2 Rovnice Clairautova

4.3 Rovnice Lagrangeova
5 Linearni diferencialni rovnice druhého fadu

Rovnici
Z+at+bxr=f(t), a,beR 9)

nazyvame linedarni diferencidlni rovnict druhého ridu s konstantnims
koeficienty. Je-li funkce f(t) indenticky nulova, hovofime o homo-
genni, v opacném pripadé o nehomogenni rovnici. Kvadratickou rov-
nici

N4ar+b=0
nazyvame charakteristickou rovnici rovnice 9, jeji kofeny A{, Ao na-
zyvame charakteristické koreny. Zabyvejme se nyni feSenim homo-

genni rovnice
T+at+br=0, a,b€R. (10)

12



Rozlisujeme t1i pripady

e Charakteristické kofeny A1, Ay jsou navzajem rtiznd realné ¢isla.
Pak obecné teSeni rovnice 10 mé tvar

.’l?(t) = Cle)‘lt + Cge)‘zt.

e Charakteristické kofeny A;, Ay jsou komplexni ¢isla, navzdjem
komplexné sdruzend, tj. ReA; = Reds = a a ImA; = —Im\, =
(. Pak obecné feseni rovnice 10 ma tvar

x(t) = e (C cos Bt + Cysin Bt).

e Charakteristicky kofen je dvojnasobny A\; = As. Pak obecné
feSeni rovnice 10 ma tvar

z(t) = CreM’ + CyteM’,

Ve vsech tiech pripadech predstavuji ¢isla C; a Cy libovolné kon-
stanty, které miZzeme uréit z pocate¢nich podminek z(ty) = =o,
%(tg) = %o a ziskat tim jednoznacéné feSeni.

Uvazujme nehomogenni rovnici 9, jeji obecné feSeni je souctem
obecného feSeni x;, zhomogenizované rovnice (ziskaného pfedchozim
postupem) a né&jakého partikularniho FeSeni z, pivodni nehomo-
genni rovnice. Partikuldrni feSeni mizeme naptiklad ,,uhodnout®.
Takové juhodnuti“ lze snadno provést, je-li funkce f(¢) na pravé
strané ve tvaru

f(t) = e - (P™(t) cos Bt + Q™(t) sin St), (11)

kde a, f € R a P"(t) resp. @™(t) jsou polynomy stupné n resp. m
proménné t. Oznacmé s vétsi z ¢isel m, n. Partikuldrni feSeni z,
muzeme hledat ve tvaru

z,(t) = e*(ast® + ... a1t + ag) cos Bt + (bst® + ... + byt + by) sin St,

¢isla as, . .., ao, bs, - . ., by, urcime tak, ze funkci x, a jeji prvni a dru-
hou derivaci dosadime do levé strany rovnice 9 a porovname s pravou
stranou.

Priiklad 9.: Tlumeny harmonicky oscilator s budici silou
Uvazujme elektricky obvod, znazornény na obrazku

13
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Napéti na koncenzatoru je &, kde ¢ je ndboj a C' kapacita konden-
zatoru. Napéti na odporu je R-1 = Rq, kde R jeodpora [l = ¢ = %
a konec¢né napéti na civce je L - % = L§. Soucet napéti na vSech
prvcich je roven budicimu napéti zdroje, které predpokladame ve
tvaru U(t) = —Uy cos wt. Ziskavame tak nehomogenni linedrni dife-
rencialni rovnici druhého radu

LG+ Rq + % = U cos wt.

Poznamka: Vsiméte si pfesné analogie s tlumenym oscildtorem
mechanickym, jehoz rovnice je

mi + b + kx = F(t).

Indukénost odpovida hmotnosti a vyraz ;LI? = $L4? je kinetickou
energii, zatimco pfevracena hodnota kapacity odpovida tuhosti pru-
ziny a vyraz %gg je potencidlni energie. Také feSeni této rovnice bude
vypadat tplné stejné.

Nejprve najdeme obecné feSeni zhomogenizované rovnice

.. .4
L R —=0.
q+ q+0

Prislusna charakteristickd rovnice

1
LN+ RA\+ ~ =0
+RA+

m4a kofeny
—R R2 1
= —— 44— — )
M2 =57 42 LC

14



v v v R2 1 - ¥ 17 2 IR .
V piipadé, Ze ;77 > 5 jsou kofeny realné, a feseni zhomogeni-

zované rovnice je
At Aot
qn(t) = Ae™" + Be™?"

kofeny jsou oba zaporné a naboj v obvodé klesi exponencidlné s ¢a-
sem. K vlastnim kmitim vibec nedojde, nebot tlumeni je ptilis
velké.

Nl v v 2
V piipadé, 7e £

B =75 je A2 = —3% a dostavame
an(t) = (At + B)e ™ot

Nejzajimavéjsi je piipad, kdy £ < 7c a kofeny jsou komplexni

—-R 1 R?
M2 =S Y TE T am
1

Oznatme wy = Jic (vztah pro vlastni frekvenci netlumeného osci-

latoru znadmy jiz ze stfedni skoly) a

, 1 R?
Wy =175 — —5-
T VLC 4p?
z 2 _ /2 _ R_2 > A z ’
Plati wy — wy” = 477- ReSeni nyni bude

an(t) = e~ 2t (A cos wet + B sinwyt).

Oscilator kmita s vlastni frekveci, ktera je diky tlumeni pozménéna,
amplituda naboje klesa exponencialné s casem, takze po urcité dobé
jsou jiz vlastni kmity zanedbatelné malé.

Hledejme tedy partikularni feSeni nehomogenni rovnice, které po
dostate¢né dlouhé dobé (az budou vlastni kmity utlumeny na nemé-
fitelnou hodnotu) bude urcovat chovéani oscilatoru. Podle pfedcho-
ziho navodu, bychom méli hledat feSeni ve tvaru

¢p(t) = C coswt + D sin wt.

Pro ulehéeni vypoctu prejdeme k formulaci pomoci komplexnich ¢i-
sel. Tak

q,(t) = Qe

dosadime do puvodni rovnice a mame

— . . 1 . — .
Q[—LwQe“"t + iRwe“"t + 6elwt] — erlwt
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a porovnanim

Q . UO _ UO
O L(s —w?+ifw)  L(wd - w? +ifw)
Modul é&isla Q
— U
Q=yQ-Q = ———
L\/(wo —w?)? + Frw?
a faze a
— ¥
0= arctgwg —

hledané partikularni feSeni je
Uo
L\/(wo —w?)?+ g—;uﬂ

ap(t) = cos(wt + 0) = Q cos(wt + 0).

Vidime, Ze nakonec oscilator kmita s frekvenci budiciho napéti, ale
ma presné danou amplitudu @, kterd kromé parametri obvodu
a amplitudy napéti U, zavisi také na frekvenci budiciho napéti.
Budeme-li frekvenci budiciho napéti ménit, mize dojit k jevu, na-
zyvanému rezonance.

Rezonance amplitudy naboje (u mechanického oscilatoru vychylky)
nastane pro takovou hodnotu budici frekvence, kdy funkce

Uy
L\/(wo —w?)? + f—zuﬂ)

Qw) =

(amplituda ndboje) nabyba svého maxima, tj.

QW) _,
dw 7
Snadnym vypoctem se presvédcéime, ze je to tehdy, kdyz budici frek-
vence je presné rovna vlastni frekvenci netlumeného oscilatoru wy.
Rezonance aplitudy proudu (u mechanického oscildtoru rychlosti)
nastane pro takovou hodnotu budici frekvence, kdy funkce w- Q(w),
kterd odpovidd amplitudé proudu (nebot I = ¢ = —w@ sin(wt + 0))
nabyba svého maxima. Obecné rezonance proudu a niboje nenasta-
vaji pro stejnou hodnotu budici frekvence.

Princip superpozice
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Vsude kde je linearita, mame také princip superpozice, formu-
lujeme ho nésledujici vétou. Zkuste si také vzpomenout, kde vsude
jste se jiz s timto principem setkali?

Véta: Necht z(t), z2(t) jsou néjaka dvé FeSeni rovnice 10, pak
také funkce z(t) = ax1(t) + bza(t), kde a, b jsou libovolné konstanty
je feSenim rovnice 10.

Dusledek: Uplné feSeni nehomogenni rovnice 9 je souétem tpl-
ného feSeni rovnice zhomogenizované a néjakého partikularniho fe-
Seni rovnice ptvodni.

6 Linearni diferencialni rovnice vysSich radua

Linearni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty se fesi po-
dobné jako rovnice fadu druhého, charakteristicka rovnice je potom
také n-tého fadu a jeji koreny se obtizné hledaji. Tyto rovnice se ve
fyzice neobjevuji prili§ ¢asto, nebudeme je proto nyni resit.

7 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic prv-
niho radu

Soustavou n linedrnich diferencidlnich rovnic prvniho Tdadu s kon-
stantnimi koeficienty rozumime systém rovnic pro n neznamych funkci
z1(t), ..., x,(t) proménné ¢ ve tvaru

o = ajxi+...+alz, +bi(t)
: . (12)
in = al4...+a"z, +by(t)
Budeme pouzivat také vektorovy zapis této soustavy
i(t) = A Z(t) + b(2).

Ciselnou matici A = (aj-) nazyvame matici soustavy. Jsou-li funkce
bi(t),...,b,(t) identicky nulové, pak je soustava homogenni, v opac-
ném piipadé je soustava nehomogenni. Nauc¢ime se feSit homogenni
soustavu

& = alxi+...+ad"z,
(13)

: 1
Tp = G, +...+a,z,
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Ke slovu opét prichazi charakteristickd matice a vlastni hodnoty.
Princip superpozice

I zde se nam objevuje princip superpozice:
Véta: Necht systém funkci Z(t) = (z1(t),...,z,(t)) a F(t) =
(@} (t),...,xL(t)) jsou FeSenimi homogenni soustavy 13, pak také

systém o (t) + B2 (t) = (ax1(t) + B2 (1), . .., ax,(t) + Bz, (1)), kde
a, B3 jsou libovolné konstanty, je feSenim soustavy 13.

Disledek: Obecné feSeni nehomogenni soustavy lineadrnich rov-
nic je souc¢tem obecného TeSeni soustavy zhomogenizované a néja-
kého partikularniho feSeni piivodni nehomogenni soustavy.

Obecné feSeni soustavy bude zaviset na n libovolnych konstan-
tach, které mtizeme urcit z pocateénich podminek z;(ty) = Xy, ...,
Zn(to) = Xn, (tj. Z(t) = X). Nejprve uréime vlastni hodnoty matice
A, tj. kofeny polynomu det(A—AF). Ke kazdé vlastni hodnoté nalez-
neme pravé tolik linedrné nezavislych reseni, jaka je jeji nasobnost.
Tato TeSeni nazyvame fundamentdlni Teseni prislusnd vlastni hod-
noté A. Libovoln4 linedrni kombinace fundamentalnich feSeni bude
podle principu superpozice opét feSenim soustavy 13 a soubor vSech
téchto linedrnich kombinacich ndm davéa feseni obecné. Nyni si uka-
zeme, jak urcit prislusnd fundamentalni feSeni.

Rozlisujeme tyto pripady

e Koren A je jednonésobny, redlny, pak fundametnélni feseni pii-
slusné korenu A je
T A= Cu A e’\t,
kde 1 je vlastni vektor piislusny vlastni hodnoté A, tj. A -4 =
A, C' je libovolna konstanta.

e Kofen A = a + ib je komplexni a jednonasobny, pak také cislo
A* = a—1b je kofenem. ReSeni pfislusné témto dvéma navzajem
komplexné sdruzenym korentim je

Ty = e®(Ci cosbt + Dvsin bt),

kde @ + v je vlastni vektor piislusny vlastni hodnoté A, tj.
A - (4 +i0) = M@ + 7), C, D jsou libovolné konstanty.

e Kofen A je k-nasobny, realny, pak reSeni hledame ve tvaru

_',\ = (ﬁk_ltk_l +... ﬁlt + u_f))e’\t.
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Neznamé vektory uy_1, ..., Uy uré¢ime nejsnadnéji tak, ze dosa-
dime hledané feseni zpét do soustavy rovnic 13 a porovnavame
levé a pravé strany.

e Kofen A = a + b je k-nasobny, komplexni, pak také ¢islo \* =
a—1b je k-nasobnym korenem a feSeni prislusné témto korentim
hleddme ve tvaru.

Ty = (Tp 1t 1+ .. it + 1ip)e’ (C cos bt + Dsin bt).

Neznamé vektory uy_1, ..., Uy uré¢ime nejsnadnéji tak, ze dosa-
dime hledané feseni zpét do soustavy rovnic 13 a porovnavame
levé a pravé strany.

U nehomogenni soustavy staci opét uhodnout néjaké partikularni

feSeni. To umime snadno v piipadé, ze funkce b(?), ..., b,(t) maji
specialni tvar 11. Postupujeme podobné jako v ptipadé linearni rov-
nice druhého radu.

Pfiklad 10.: ReSme soustavu rovnic

r—y+=z
y = y—2z
z = y—z

Charakteristicky polynom

det(A — AE) = (1 — \)\2

ma dvojnasobny kofen A; 2 = 0 a jednondsobny kofen A3 = 1. Reseni
soustavy tedy hledame ve tvaru

(Dgt + B,)e® + Cye',
= (Dyt+ B,)e” + Cye',
z = (D,t+ B,)e" +C.et

Dosadime-li zpét do soustavy ziskdme

z

= D, + Cpe’ = (Dyt + By)e® + Cpe’ —
—(Dyt + B,)e” + Cye' + (D,t + B,)e" + C,e*
Dy, + Cye' = (Dyt + B,)e” + Cye' — (D,t + B,)e" + C.e’
D, + Ce' = (Dyt + B,)e" + Cye' — (D,t + B,)e” + C,e.
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Porovnani koeficientti u e, e’ a ¢ ziskdme soustavu Sesti rovnic o de-
viti neznamych

D, = B,—B,+B,,
D, = B,— B,
D, = B,—-B,,
0 = D,—-Dy,+D,,
0 = D,—-D,,
0 = D,—D,,
Cy Cy—Cy+0C,,
y = Cy—0C;,
c, = Cy—0C,.

Odtud Cy = C, = 0, C; = C je libovolné, D, = D, = D je
libovolné, D, = 0, B, = D, = D, B, = By — D, B, = B je
libovolné. Podle ocekavani nam tedy zistanou t¥i volné neznamé
(A, B, C) (integracni konstanty), které mizeme uréit s dodateénych
pocatecnich podminek. Obecné feSeni soustavy je

= D+ Ceé,
y = Dt+ B,
z = Dt+B—-D.

Zpétnym dosazenim provéite spravnost vypoctu. Vidime také, ze
jsme zadny vlastni vektor nemuseli hledat, misto slozek vlastniho
vektoru piislusného A = 1 jsme zvolili nezndmé konstanty C,, Cy,
C, a dosazenim do soustavy ndm vysel vektor @ = (C,0,0)7, ktery
ziejmé spliuje A-4 = 1-4 a je tedy vlastni. Takto budeme vétsinou
prakticky postupovat.

8 Co je to neobycejna diferencialni rovnice?
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Opravenka:

Strana 7, posledni fadek je vzorec

i—f ar + Bt + v
- ar +bt+c |’

. (at+Bx+ry
xf(at—l—bx—kc)'

Spravné mé byt:

Strana 13:

Hledani partikularniho feSeni rovnice druhého fadu se
specialni pravou stranou.

Popsanym zptisobem najdeme partikularni feseni pouze tehdy, jestlize
¢islo z = a + i3 neni kofenem charakteristického polynomu zhomo-
genizované rovnice. V pripad€, Ze z je kofenem, a to k-ndsobnym,
je tfeba hledat partikularni feseni ve stejném tvaru, ale misto ¢isla
s musime vzit s + k.

Dodatek o Wronskianu

Uvazujme obecnou linearni diferencialni rovnici druhého radu:

d dx

— |a(t)— b(t)x = f(t).

i a5 o0 = 100

Rovnice s konstantnimi koeficienty je jejim speciadlnim piipadem.
Necht z1(t) a z5(t) jsou dvé libovolné linedrné nezavisla feseni zho-
mogenizované rovnice

d [a(t)iﬂ +b(t)e = 0.

Definujeme wronskidn jako

W = 1'21.'1 — Ill.'g.

Vypoctem ovérime, ze %V =0, tedy W = konst. Pro lineadrné neza-
visla feseni je W # 0. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice pak

vypocteme takto:
1
Tp = 77 I:l'l/l'g : f(t)dt—a:Q/xl : f(t)dt] .

Skutecnost, Ze x, spliluje vySe uvedenou rovnici si snadno ovérite
primym dosazenim.



