1 KRIVOCARE SOUSTAVY SOURADNIC

1.1 Polarni a valcové soufadnice

Vyznam poldrnich soutadnic pp a @p (radius a azimutdlni ihel) bodu P =
[zp yp] € R? je zfejmy z nésledujiciho obrazku:
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T  ep
T PP
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(@) Zp:4
Co

P=[zpyp]=(4 3)

P =[pp ¢p| =[5 arccos?]
P=C,NC,

Cp, = {[z y] € R’|z = ppcosy,y = ppsiny, ¢ € [0,2)}
C, = {[z y] € R?|z = pcospp,y = psinpp, p € [0,00)}

Cy, C, jsou soutadnicove kiivky prislusné poldrnim soufadnicim. Vztahy
T = ppcosy, y = ppsinp,p € [0 27), resp. z = pcospp,y = psinpp,
p € [0,00) jsou parametrickymi rovnicemi kruznice C, (parametr ¢) resp.
piimky C, (parametr p). Jejich obecné kartézské rovnice jsou z? + y? = p%
resp. ztgpp —y = 0, poldrni rovnice pak p = pp, resp. p = pp.
Plati (viz obrazek):

Tp = ppcospp yp =ppsingp anaopak pp=+/1h+yp tgpp =22

Necht X = [z y] € R? je obecny bod roviny. Jsou-li p a ¢ jeho pol4rni souradnice,
plati

T = pcosy p=+Vz*+y?

. 2,2
y=[%sm<jo arccosﬁ, y>0, 2°+y°#0

p €1V, 00 ¢ =14 27 — arccos ——Z—, <0, z2+92+#0
o € [0,27) Vo Y v 7

neni definovéno prox =y =0
Predchozi vztahy jsou prevodnimi vzorci mezi dvojici kartézskych soufadnic

[z y] a dvojici soufadnic polarnich [p ¢] daného bodu.
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fop = €1 = (cospp singp), fo.p = ppe’s = (—ppsingp ppcospp)
jsou te¢né vektory k soufadnicovym kiivkdm C, a C, v bodé P.

Souradnicové kiivky urcené poldrnimi rovnicemi p = pp,p = pp + Ap,p =
pp,p = pp + Ap vymezuji v okoli bodu P tzv. poldrni plosnyg element o
obsahu

7 (pp + Ap)°

ASP - 27

2
Ay — %Agp (obsah vyseée mezikruzi) .
w

A
AS, = T‘p (20pAp + Ap?) ~ ppApAy,

je-li Ap velmi malé ve srovnani s pp (pak totiz Ap? < 2ppAp a lze tedy Ap?
zanedbat). Obecné je

AS, m pApAp = |f, x fo|ApAgp .

Vilcové (cylindrické) souradnice bodu P = [zp yp zp] € R?® jsou odvozeny
ze soufadnic polarnich: P = [pp ¢p zp], kde pp,p jsou polarni soufadnice
pramétu Py bodu P do soufadnicové roviny z = 0.
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P=S5,NS,N8S., kde
S, ={lzyz]e R®*|z = ppcosp,y = ppsing, ¢ € [027),2 € (—o0, oc) lib. }
... valcova plocha
Sy ={[zy 2] € R®*|z = pcospp,y = psingp,p € [0 00), 2z € (—o0, 00) lib.}
... (svisld) rovina
S.=n={[z y 2] €R*z € (—00,00) lib., y € (—00,00) lib., 2 = zp }

. (vodorovnd) rovina

Uvedené vztahy predstavuji parametrické rovnice souradnicovych ploch prislus-
nyjch vdlcovym soufadnicim.

Pozndmka: Jednodussi vyjadieni ploch S,,S,, S je spojeno pfimo s valcovymi
soufadnicemi: S, : p = pp, Sy, : @ =¢p, S;:2=2zp.



Soufadnicové plochy uréené rovnicemi z = zp,z = zp + Az, = pp,p =
wp+Ap,p=pp,p = pp+Apvymezuji v okoli bodu P tzv. vdlcovy (cylindricky)
objemovy element o objemu AV, = ppApA(pAZ obecné AV, = pApApAz =

|[fp,f<p, fz]|ApAgoAz kde f, = & a fp,f¢ maji stejny vyznam jako v polarnich
soufadnicich.

Vsimnéte si, ze f;, 1S, f:p 1S, LS.
Aplikace: polarni rovnice kuZeloseéek E,H, P

Uvazujme o elipse E s poloosami a,b v zakladni orientaci, jejiz ohnisko je v
pocatku soustavy soufadnic B = (0;z,y) (viz obrazek).

A0, p]
b a
e p
T T > T
E S OS5 F

Jeji kartézskd rovnice mé seminormélni tvar

2 2
(x +2€) s
a b2

Vyjadiime ji v polarnich souradnicich, jestlize dosadime x = pcosy,y = psin .
Pak

=1

cosp + €)* b + pa’sin? p = a?b?
(pcosp +e) P ®
Pro bod A[0 p] plati

tj.
e2b? + a’p? = a’b? , odkud b* = ap?
Upravou dostdvame

p°b? cos? ¢ + 2peb® cos p + e2b? + p?a® — p*a’ cos® p = e*b? + a*p?

pla® — (p2e2 cos® ¢ — 2peap cos p + a2p2) =0
p2—(p6COSQO—p)2:0’ kde (:-:E)
a

odkud
p(lxecosy) = =+p



Prva z moZnosti 1 +ecosy = % pfedstavuje pro 0 < € < 1 poldrni rovnici elipsy
E se stfedem S[—e 0] a osami rovnobéznymi s osami soustavy soufadnic.Polarni
rovnice m4 stejny tvar i pro kuzelosecky H a P, jednotlivé ptipady se lisi pouze
moznymi hodnotami ¢iselné excentricity e:

Ezl—i—ecosgo,
p

kde 0 < € < 1 pro elipsu, € = 1 pro parabolu a € > 1 pro hyperbolu.

Ulohy

(1) Bod P € R? je zad4n svymi kartézskymi soufadnicemi. Urcete jeho sou-
fadnice poldrni, slozky vektori f,, f, vzhledem k bazi (€1, €>) a vyjadiete
polarni plosny element v bodé P.

e P=[zpyp]=[4 3
P=lpppp]= -, ASp, ~ --- ApAgp,
fop= -,  fop= --- vzhledem k (&, ).
L] P=[.’Epyp]=[5 —12]
P=lpppp]= -, ASp ~ .-+ ApAgp,
for= -,  fpp= - vzhledem k (&1,8).

(2) Urcete kartézské soufadnice bodu P € R? na zékladé uvedenych tdajt.

e P=[PP,<PP]=[8 %r] , P=lzpyp]=

o P=pp,pp]=[13 ], P=[zpyp]=

o pp=4r, ASpm~4,5ApAp, P=l[zpyp|=

(3) Zapiste kartézské rovnice soufadnicovych kiivek C, a C, uréujicich bod
P v polarnich soufadnicich pro kazdy z bodt P v Glohach (1) a (2).

® Cp={[xy]€R2|---}, <p:{[33y €R2|"'}
o Co={lzyleR’ -}, Co={lzyleR’ -}
. Cp={[wy]€R2l-"}a w—{[wy]eRzl---}
o Co={lzyleR’|---}, Co={lzy]€R’ -}
o Co={lzyleR?’ -}, w—{[wy]€R2l---}

(4) V nasledujicich pfikladech dopliite chybg&jici idaje.



o P=lzpypzpl=[-4 - 2], P=[ppypzel=[- m

Ava cee .f;,P: cee .f:p,P: cee
fop= -+ vzhledem k (&1, &, &)

e P=[zpypzp|=[ - . - 1, AV, = 2V2ApApAz ,
f;,p = (\/5 - )vzhledem k (€1,85,83), p € [71', %77],
P=[pp op —2, f;)’P: e f';’P: N

(5) Zapiste kartézské rovnice soufadnicovych ploch S,,S,,S. uréujicich bod
P ve vélcovych soufadnicich pro kazdy z bodi alohy (4).

e S,={zy2]eR? }
S, = {[z y 2] € R|
S. ={[zyz] €R?

Se = {[:Uyz] €R3|

}
}
e S,={zy2]eR? }
}
S.={lzyz]eR’ }

(6) Zapiste parametrické rovnice soufadnicovych kiivek C,,C,,C, pfislus-
nych popisu bodu P v polarnich soufadnicich, tj. P = C,NC, N C;, a
ukazte, ze vektory f,, f,, f. jsou te¢nymi vektory k témto kiivkam.

p=¢p,z=zp: Cy={lzyz]€R’ -},
kartézské rovnice:

p=pp,z=zp: Cy={lzyz]€R’ -},
kartézské rovnice:

p=pr,p=vpp: C,={lzyz]eR’ ---},

kartézské rovnice:

(7) Napiste kartézské rovnice soutfadnicovych kiivek C,,C,,C, bodli P z
alohy (4).

e C,={lzyz]eR? }
Co={lzy2]€R’ }
C.={lzy-]eR’ }



e C,={zyz]eR? }
Co={lzy2]€R? }
C.={lzry2]eR’ }

(8) Zapiste polarni i kartézskou rovnici elipsy, pro niz a = 5¢m, € = 0,8 a

jejiz pravé ohnisko F' leZi v pocatku soustavy soufadnic. Osy elipsy jsou
rovnobézné s osami soustavy soutradnic.

e == 5 b == 5 p ==
Poléarni rovnice: . Kartézska rovnice:

(9) Odvodte polarni rovnici paraboly, jejiz ohnisko F' lezi v podatku soustavy
soufadnic a jejiz osa splyva s osou x. Zapiste i jeji kartézskou rovnici.

Polarni rovnice: . Kartézska rovnice:
1.2 Kulové souradnice

Kulové (sférické) soutadnice rp (sféricky polomér), op (azimutdrni ihel) a dp
(sféricky ihel) bodu P = [zp yp zp] jsou definoviany nasledujicim obrazkem:

zp =4V3 T P

dp

TP

V3 4/3]

5]

P =(zpyp2zp] = [2
PI[T’P 1913 (pp]:[s
pp =rpsindp =4
Tp = ppCosypp, Yyp = ppsingp, zp =rTpcosvp

EIEI)

Pro obecny bod X = [z y 2] € R® plati pfevodni vztahy mezi kulovymi a kar-
tézskymi soufadnicemi:



z =rcospsind r=+/1>+y2+ 22

=rsinysind 19 = arccos ——=%——
z =r cos(g . 2 24
- arccos ——2~—, y >0, z°+y 0
r € [0, 00) Va2ty?’ T T
¥ € [0, 7] @Y =14 27 — arccos —== y<0, 224+92#0

fr2 102
¢ €[0,2m) nenf deﬁnovénwo JIr)!llro r=y=0
P =S5, N8S, NSy, kde S;,S,,Sy jsou souradnicové plochy prislusné kulovym
soutadnicim, jejichz parametrické rovnice jsou
S, ={[zy=2] € R3|z = rpcosypsing, y = rpsinpsingd, z = rpcos¥;
¢ € [0 2m),9 € [0 7] jsou parametry},
So{lzy z] € R3|z = rcospsindp, y = rsinpsindp, z =rcosdp,
r € [0 00), ¢ € [02) jsou parametry},
Se{lzy 2] € R*|z = rcosppsind, y = rsinppsind, z = rcosd,
r € [0 00), ¥ € [0 7] jsou parametry}.

S, je kulovéa plocha se stfedem v pocdatku soustavy soutadnic a polomérem rp,
S, rovina obsahujici osu 2z a svirajici s osou = Ghel ¢p, Sy je kuzelova plocha o
vrcholovém Ghlu 29 p, jejiZ osou je soufadnicova osa z.

Velmi jednoduché je vyjadieni soufadnicovych ploch pfimo pomoci kulovych
soutadnic:

Srir=rp, Se:p=pp, Sy:9=49Jp.

A
Sr
Ab
Aa \
\
Voo
— -y
¢p |
'
i
| Fo //
""""""""""""" " \\} A(p
x ’\\
Se 3
/

Soufadnicové plochy uréené rovnicemi r = rp, r = rp + Ar, ¢ = pp, p =
wp+Ap, ¥ =9p, ¢ = Op+ AV vymezuji v okoli bodu P tzv. kulovy (sféricky)
objemovy element o "podstavd” AS, ~ AaAb (v obrizku Srafovino) a ”vysce”



Ar. (Uvozovek je pouzito proto, Ze objemovy element lze p¥iblizné nahradit
elementdrnim kvadrem jen tehdy, jsou-li zmény Ar, Ay, Ad dostate¢né malé.)
Objem kulového elementu je pak

AV, m AS;Ar = AaAbAr = ppAyp - rpAYAT = 1L sindpArApAd |
obecné

AV, = r?sindArAdAe.

Bodem P prochézeji souiadnicové kiivky C,Cy,C, prislusné kulovym souriad-
nicim, jejichz parametrické rovnice maji tvar

C, = {[w yz] € R3|x =rcosppsindp, y =rsinppsindp, z =rcosp,
r € [0 00) je parametr},
Cy={lryz] € R®|lz =rpcosppsing, y=rpsinppsind, z = rpcos,
Y € [0 ] je parametr},
Cy, = {[:c yz] € R3|a: =rpcospsindp, y = rpsinpsindp, z =rpcosp,
¢ € [0, 27) je parametr}.

Vektory
f_;.’p = (cosppsindp sinppsindp cosdp),
ﬁ97p = (rpcosppcos¥p rpsinppcosdp —rpsindp),

f;,’p = (—rpsinppsindp rpcosppsindp 0)

jsou te¢né k souradnicovym kiivkdm C,., Cy,C, v bodé P,
pticems [f,. p, fo.p, fo.p] = 5 sindp (ovéite).

Obecné je [fy, fo, fp] = r2sin®d, tj. AVi & |[fy, fo, fol ArA9A@.

z

A
Cr
frp
fv,P
C
/ ,,,,, i

v fo,p
| \ \
| 0 > Yy

C; ... "paprsek”, Cy ... "polednik”, C, ... "rovnobézka”

Pozndmka: Necht C je kifivka v R® vyjadfena parametrickymi rovnicemi tvaru



z=z(t),y = y(t),z = 2(¢), kde t je parametr. Teény vektor

. (dm(t) dy(t) dz(t))
t=tp

=g ~a a

charakterizuje rychlost zmény polohy bodu na kiivce C v okoli bodu P. (M4-li
parametr ¢ vyznam ¢asu a 7(t) = (z(t),y(t), 2(t)) pfedstavuje zavislost poloho-
vého vektoru hmotného bodu na ¢ase, pak f(t) bude vektorem rychlosti.) Odtud
je ziejmé, ze te¢né vektory k soufadnicovym kiivkdm C,,Cy,C, maji tvar

fi = (2 & &
T or or or
£ el [é] e}

fo = (35 35 35)
foo= & % %)
¥ oy dyp 1)

(cospsind

(rcospcos?

sin @ sin ¥

cosV) ,

rsinpcosy —rsind) ,

(—rsingsind rcospsind 0) .

Poloha bodu na kfivce C, (resp. Cy,resp. C,) je totiz charakterizovana kulovou
soufadnici  (resp. ¥, resp. ¢) jakozto parametrem, ostatni dvé kulové soufad-
nice @, (resp. r,p, resp. r, ) zustavaji konstantni.

Piiklad 1.

P:[ZUPyPZp]:[2 —2\/3 —4\/5]

rp=\1h+yb+2p=V/4+12+48=38

Jp = arccos Zb

Bz | Arecos (‘@) =5
Veptyp+zp

pp = 2w — arccos ””71

2
Tp

Soutadnicové kiivky:

C,: z=rcosppsindp

y =rsinppsindp

z=rcosp
r € [0, o0)

Cy: z=rpcosppsind
y=rpsinppsind

z=rpcost
9 €10, 7]

C,: r =TpCOS SiIll9P
(4
y —7PSin(IDSiI1’l9P

z=rpcosidp
¢ € [0, 27]

=
= y= —4+/3sin?d
=

= z=4cosyp
= y=4singp
= z=-4v3

1 _5
27 — arccos ; = 3T

_1 Fo_ (1 3 V3

T=qr fr,P—(z -7 _T)
V3

y=—7r

z——\/Tgr

for=(-2v/3 6 —4)

r =4sin?d

z = 8&cos

for=(2v3 2 0)

AV = risindpArAdAp = 32ArAdAp

10



1 _¥3 _\3
S 4 o 1 1 2
‘ [fT7P7f19,P7 f‘/’ap] ‘ = |det _2\/3 6 —4 =32
2v3 2 0
Kartézské rovnice soutadnicovych kfivek:
C,: zV/3+y=0 AN 2y—2=0 prisecnice dvou rovin
Co: 22+y>+22=64 A zv/3+y=0 Dprisecnice kulové plochy a roviny
Co: 2°+y*>=16 A z=—4v/3  prise¢nice valcové plochy a roviny
Souradnicové plochy:
Sy: x=rpcospsind r =8cospsing 2% +y?+ 22 =64
y = rpsinpsind y = 8sinysind kulova plocha
z =7rpcost z = 8&cos¥

v €[0,2m),9 € [0,)

Sy: = =rcospsindp z=1rcosyp 3x2 +3y2—22=0
y = rsin@sindp y = 3rsing kuZelov4 plocha
z =rcostp 2= Y3,

2
r € [0,00],¢ € [0,2m)

Syt T =rcosppsing z = irsind z2V3+y=0
y = rsinyp sind Yy = —?r sind svisla rovina
z =rcosd z =rcosd

r € [0,00],9 € [0, 7]

C, =S,NSs, Cp=5,NS,, C, =S, NSy

Ulohy
(1) V nésledujicich pFipadech urdete chybéjici adaje:

e P=[zpyp 2p| = [-V2 V2 23]

P=[rpdppp]= -

C, ={[xy 2] € R?

= o ,y= - ,z= -, 1€[000)}
Cs = {[xy 2] € R?|

g= - y= - ,z= - 90,7}
Cy ={[zy 2] € R|

T= - ,y= - , 2= -, @€l0,2m)}

(parametrické rovnice]

fr,P: cee fﬁ,P: cee f(p’P:

11



AV = - ArAdAyp

Sr={leyz] €R’ -}
So={[zy2]€eR? - }
Sp={lzyz eR’ --- }
(kartézské rovnice)

e S, ={lryz] €R} z?+y?+22=25}
So={lzy2] €R® 22+y?-422=0}
S, ={lzyz]€R? z+y=0}

P=lzpyp o] = -

P=[rpdYp pp|= ---

fop= -, fop= -, fop= -
AV = - ArAdAyp

e P=[zpypzp]=[—-2 3 -]
P=[rpdpep]=[5 - -]

frip= - ,f_;“,: e f"p’P:...

>

P
Ve -+ ArAdAp

C, ={[zry 2] €R?

T= - ,y= - ,2= - ,r€[0,00)}
Cy = {[zy 2] € R?|

T= e Y=, Z= e ,196[0,#]}
C, ={[ry 2] € R?|

T= - ,y= - ,2= - ,pel0,2m)}
(parametrické rovnice)

Sr={lzyzeR’ -}
So={lzyz] €eR’| -}
Sy ={lzyz] eR? --- }
(kartézské rovnice)

1.3 Obecné k¥ivocéaré souradnice

Obecné kiivodaré soufadnice v R?

12



1 Re
o
v .fu,P Cy :V=1vpP
2 =
A R v=uvp + Av
P
v2 yp
M
vp u=up+ Au
o
v v, P Cyv: u=up
u
- -
w1 up us 0 zp

Bod P miuze byt zad4dn bud dvojici kartézskych soufadnic [zp yp] nebo dvojici
kifivo¢arych soufadnic [up wvp]. Pfevodni vztahy mezi kartézskymi a kiivoca-
rymi soufadnicemi maji obecné tvar
z = z(u,v), y = y(u,v),

kde z(u,v),y(u,v) jsou funkce dvou proménnych u, v, pfitemz zp = z(up,vp),
yp =y(up,vp).
Souradnicové kiivky prochézejici bodem P:

Cy = {[m y] € R?| =z = 2(u,vp), y = y(u,vp), u € [ul,ug]}

C'u = {[.’IJ y] € R‘2| T = .CC(UP,’U), Y= y(U/P,U), (S [Ul,’l}2]}

Tecné vektory k soutadnicovym kiivkam v bodé P:

oz 9Oy 7 _ (8z By
fuP <8u ou 0)[up vp]a fv,P_ (81} v 0

Plosny elemen_y v bo@é P:
AS(U‘W),P ~ |fu,P X f’u,P|A’U/A’U

L o 0w
fu,Pva,P: (0 0 det ( Z gz >>
v Bv [up,vp]

er o

oz Oy
x ~ du  Ou
Obecné pak AS(y,v) & |det 0z Oy AulAv
Ov v
dz 9y
Matice D = g;‘ gz se nazyvé Jacobiho matici zobrazen{ uréujiciho
v v

pfevod krlvocarych soufadnic na kartézské, jejiz determinant det D = J(u,v)
je tzv. jakobidn. (Aby byl vektory fu, fv uréen plo$ny element, je tfeba, aby

J(u,v) #0.)

Piiklad 1.

M = [1,2] x [1, 3], pfevod soufadnic je uréen vztahy y = uz?,y = vz~ !. Pro
pevné zvolenou hodnotu u = up piedstavuje rovnice y = upz? soutfadnico-
vou kiivku C, (parabola), pro pevné zvolenou hodnotu v = vp je y = vpz "
kartézskou rovnici soufadnicové kiivky C, (hyperbola).

13



Prevodni vztah mezi [u v] a [z y] ziskdme jednoduchou Gpravou

1 1 1 2
T=u 303, y=u3vs
4 1 2 2
g—“” gﬂ —lu_E'UE lu_§'1}§
D= u u — 3 3
oz By 1, -1 -2 2 1 _1
v Ov 3 v 3 gusvy s
J=|detD|=|—-2ut - Jut[=1u"
As(u,v) ~ %AU,A'U
Yy
A
i
4+ H
| v
/
3T /
Fup
2 4
fu. 3,1
y=3z
1 —+
f f f f > T
0 1 2 3 4
— — 3 vy — 3.1 _ 3 vy — 3.2 _ 3
P—[.’L‘pyp]—[l 5],Cu.y—§x :>Up—§,Cv.y_§x =>’LLP—§
~ 2 P (2 1 P _ (2 2
A_’S(u,'v) ’_‘: §AUAU ) fu,P = (_§ 3 0) ) fv,P = (§ 3 0)
| fu,p X fu,p|--. ploSny obsah rovnobéznika vyznadeného Srafovanim.

Obecné kiivofaré soufadnice v R?

vp
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P = [zp yp zp] nebo P = [up vp wp|, kde up,vp,wp jsou kiivotaré
soufadnice bodu P, vystupujici v pfevodnich vztazich tvaru

z = z(u,v,w) , y =y(u,v,w) , z = z(u,v,w)
kde z,y, z jsou funkce t¥i proménnych u,v,w, pfi¢emz
zp = z(up,vp,wp) , yp = y(up,vp,wp) , zp = z(up,vp,wp) .

Souradnicové kiivky prochéazejici bodem P:

Cu={[z y 2] €R’| = =uz(u,vp,wp), y=y( }
Co={[z y 2]€R?| =z=ua(up,v,wp), y=ylup,v,wp), z=z(up,v,wp)}
sz{[x Y Z]ER3| .Z'Z.Z'(UP,UP,UJ), :y( }

=

Tecné vektory k soutadnicovym kifivkdm v bodé
f — (0z By 0z
uw,P — \3u Bu Bu
f — (2z 8y 0=z
v,P = \8v v Bv
[uP vp wp]

f’_ﬂﬂa_z
w,P = \ 3w Bw dw

)ior oo o

[up vp wp]

Objemovy element v bodé P:

AViw,v,w),p & ‘ [f_;,P, f-;,P, f_;u,p] ‘ AuAvAw =

dz %y Oz
ou u Ou

= det| %z Zu oz AuAvAw

9z By 9z

ow ow ow [up vp wp]
dz Oy 9z
ou Su ou
D=| % 9 2 ... Jacobiho matice
v Ov v
fz OBy 9z
ow ow ow

det D = J(u,v,w)...jakobidn. Obecné je tedy AV(y, y w) = J(u, v, w) AuAvAw.

Ulohy

(1) V nésledujicich pi¥fpadech jsou zadanymi kiivkami vymezeny oblasti v R?,
v nichZ muzZe lezet bod P. Popiste bod P € R? dvojici vhodné zvolenych
k¥ivoCarych soufadnic, zapiSte mnozinu M (defini¢ni obor) kiivocarych
soufadnic, najdéte transformacni vztahy mezi kartézskymi soufadnicemi
[z y] a kffivodarymi soufadnicemi [u v], uréete soufadnicové kiivky, jejich
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te¢né vektory v bodé P, obecny tvar Jacobiho matice a hodnotu jakobidnu
v bodé P.

[ I RS e
@
Il
&0 [
8

12 3 4 5 6 7 8 910

P=[zp yp]=[2 1], P=[up vp]= ---
z=z(u,v)= -+ y=yluv)= ---

M = [uy,ug] X [v1,v2] = ---
Cu={lzy]€eR?| -~}
Co={[zy] €R? --- }

f;,P: - ﬁ’P:
p=( D)
J(u7U) = ) J(uP7UP) -
o y= 122 y =222, =%$’2,y=3w*2,P=[mp yp] =[1 1].

:m(u,v): y:y(u’v):
M = [uy,us] X [v1,v2] = ---
Cu={[zyl€R? --- }
Co={lzyl €R? -}

Fup= -, fop= -
p=( 1 )
J(U71}): e, J(UP71}P)=

el +y’=1,0"+y =4, y=1,y=2z, P=[zp yp] =[1 V2

P=[up vp]= ---
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z=z(u,v)= -+ y=yluv)= -
M:[ul,UQ]X[’Ul,'UQ]=
Cu={lry]€R? -}
Cy={lzyleR? --- }

Fap= ) fop= e
=(0 )
J(u,v): e, J(UP,’UP):

(2) Zobecnéné polarni soufadnice v R?p, ¢ jsou definovany vztahy z = apcos ¢, y =
bpsin g, a,b jsou kladné konstanty, p € [0,00), ¢ € [0,27). Urete p a ¢
jako funkce z,y. Zapiste soutfadnicové k¥ivky (parametrické i kartézské
rovnice), Jacobiho matici a jakobin.

Cp:{[wy]eRzlwz... ’y:... ’tj‘ ...}
C(p:{[l’y]€R2|:L':"' ,y:... ’tj‘ ...}

D= 1) o=

(3) Zobecnéné kulové soutadnice v R? 7, ¢, 9 jsou definovany vztahy
z =arcospsind, y = brsinpsind, z = crcos?
a, b, ¢ jsou kladné konstanty, r € [0,00),p € [0,27),¥ € [0,7]. Urlete r, @
a ¥ jako funkce z, y, z. ZapiSte soufadnicové ki'ivky (parametrické rovnice)
a soufadnicové plochy (kartézské rovnice), Jacobiho matici a jakobidn.

r= .
o= -,
9= -,
C,={lzyz]eRz= - ,y= - ,2=--- }
Co={lzy2]eRz= - ,y=- ,2= -}
O Ay B e g e e ]

Sr={lzyz]eR? ---}
Se={lzyz]eR? --- }
So={lzyz]€R’ -}

Jedna se o tyto plochy (uvedte klasifikaci podle kapitoly 7):
Sp= -+ ,S8,= -+ ,Sg= -
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D= : ' : ) J(’I‘,(p,ﬁ) =

(4) Oblast V' v R? je omezena plochami: 22 +y2 — 22 = 0, 22 +y? — 422 =0,
?+y?’=1,224+y?’=4,y=0,2=0.Bod P =[zp yp 2p]=[1 1 2]
lezi v oblasti V. Charakterizujte jeho polohu vhodnymi kfivo¢arymi sou-
fadnicemi u, v, w a zapiSte jejich defini¢éni obor. Zapiste pfevodni rovnice
mezi kartézskymi a kfivoGarymi soufadnicemi, soufadnicové kiivky (para-
metrické rovnice) a plochy (kartézské rovnice), Jacobiho matici a jakobidn.

y = - v =

M=[ -, - Ix[ -, - Ix[ -, -]
Cu={[wyz]€R3|m=---,y=--- 7z:...}
Cv={[wyz]€R3|x=---,y=---,z=---}
sz{[myz]€R3|m=---,y=--- ,Zz...}

Su = {[wyz] €R3| }
Sy ={lzy ] € R -+ }
Sw={lzryz]€R® -~}

D= . . . ,  J(u,v,w) =

1.4 Aplikace - parametrické rovnice kvadrik

V odstavci 7.2 je klasifikace kvadrik provedena na zdkladé normélnich tvart
jejich kartézskych rovnic. Obrazky, obsahujici sit ”poledniki” a ”rovnobézek”
na kazdé z kvadrik jsou vSak sestrojeny s vyuzitim kf¥ivoéarych soufadnic. Rov-
nobézky a poledniky predstavuji dvé soustavy soufadnicovych kiivek.

Elipsoidalni plocha E:  Parametry ¢, - tzv. zobecnéné sférické tihly.
x = acospsind,y = bsinpsind, z = ccosd; ¢ € [0,27),9 € [0, 7].
Soufadnicové krivky:

poledniky:

» = po; T =acosygsind,y = bsinyg sind, z = ccos? (svislé elipsy)
rovnobézky:

¥ =Yo;2 =acospsindg,y = bsinpsindy, z = ccos ¥y (vodorovné elipsy)
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Jednodilnd hyperboloidailni plocha H; :  Parametry @, 9.

x = acospcoshd,y = bsinpcoshd, z = e¢sinhd; ¢ € [0,27),9 € (—o0,0)
Soutadnicové kiivky:

poledniky:

© = po;x = acos g coshd, y = bsin pg cosh, z = csinh 9 (svislé hyperboly)
rovnobézky:

¥ = Yo;2 = acosp cosh g,y = bsin p cosh g, z = csinh ¥y (vodorovné elipsy)

Dvojdilna hyperboloidalni plocha Hy :  Parametry ¢, 9.

z = acospsinhd,y = bsinpsinh, z = £ccoshd; p € [0,27), 9 € (—o0, 00)
Soufadnicové krivky:

poledniky:

® = po; & = acos g sinh ¥,y = bsin g sinh ¥, z = £ccoshd (svislé hyperboly)
rovnobézky:

¥ = ¥g; 2 = acos psinh g,y = bsinpsinh dg, z = £ccosh ¥y (vodorovné elipsy)

Pozndmka: Funkce sinh9 = 1 (e? —e~?) a coshd = 1 (e? + e~?) predstavuji
tzv. hyperbolicky sinus a hyperbolicky kosinus proménné o. Cislo e je zaklad

pfirozenych logaritmt e = 2.7182....

KuZelova plocha K : Parametry p, ¢ - tzv. zobecnéné poldrni souradnice.
x =apcosp,y =bpsing, z = cp;p € [0,0),¢ € [0,27)
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Soufadnicové krivky:

poledniky:

© = po; T = apcos g,y = bpsin g,z = tcp (povrchové pfimky kuZele)
rovnobézky:

P = po; T = apocosy,y = bpgsinp, z = +cpy (vodorovné elipsy)

Elipticka paraboloidédlni plocha Pg : Parametry p, ¢ (zobecnéné poldrni
soufadnice)

T = \/Ppcosp,y = \/qpsing,z = 5p*;p € [0,00), ¢ € [0, 27)

Soutadnicové kiivky:

poledniky:

© = 0;T = /DPPCOS Po,Y = /qpsinpg, z = %p2 (svislé paraboly)

rovnobézky:

p = po;T = \/PPo COS P,y = \/qposin, z = pi (vodorovné elipsy)

Hyperbolicka paraboloidalni plocha Py :  Parametry p, ¢.
z = \/ppcoshp,y = /qgpsinhp,z = %p2 pro z > 0, resp.

z = /ppsinhp,y = ,/gpcoshp,z = —%pz pro z < 0;

pE (—O0,00), pE (_00700)

Souradnicové kiivky:

poledniky:

@ = wo; & = /ppcosh g,y = \/Gpsinh @y, z = §p?, resp.

z = \/ppsinh g,y = \/gpcoshpg, z = —1p? (svislé paraboly)
rovnobézky:

p = po;* = \/Ppo cosh p,y = \/gpo sinh ¢, z = 55, resp.

T = \/pposinhp,y = \/gpo cosh g, z = —1p2 (vodorovné hyperboly)

Elipticka valcova plocha ¥ : Parametry o, z.

T =acosp,y =bsinp,z =2z;p € [0,27),z € (—o0,0)

Souradnicové krivky:

poledniky:

» = po; T = acosyg,y = bsingy, z = z (povrchové piimky eliptického valce)
rovnobézky:

Z=20;C =acosp,y =bsing, z = zy (shodné vodorovné elipsy)

Hyperbolicka valcova plocha d5 : Parametry ¢, z.

z =acoshg,y =bsinhg, 2z = 2z;¢ € (—00,00),z € (—00,0)

Soufadnicové krivky:

poledniky:

» = ;& = acoshyg,y = bsinh g,z = z (povrchové piimky hyperbolického
vélce)

rovnobézky:
2 = zo;% = acosh g,y = bsinh ¢g, 2 = 2z (shodné vodorovné hyperboly)

Dvojice riznobéznych rovin D; : Parametry ¢, z.
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z=at,y="bt,z = z;t € (—00,00), 2 € (—00,0)
Soufadnicové krivky:

poledniky:

t =to;x = atg,y = btg,z = z (svislé p¥imky)
rovnobézky:

z = 20;¢ = at,y = bt,z = 29 (vodorovné piimky)

Parabolicka valcova plocha ¥p: Parametry z, z.
T=1x,y= %,z =z;x € (—00,00),2 € (—00,00)
Soufadnicové krivky:

poledniky: ,

T = Zo,y = g—%, z = 2o (povrchové pfimky parabolického valce)
rovnobézky:

T=xz,Yy= %, z = 2o (shodné vodorovné paraboly)
Dvojice rovnobéZnych rovin D, : Parametry y, 2.
r==ta,y=y,2=2y€ (—O0,00),Z € (—O0,00)
Soufadnicové krivky:

poledniky:

x = +a,y = yo; 2 = z (svislé pfimky)

rovnobézky:

z = ta,y =y, z = 2o (vodorovné piimky)

Dvojna rovina Dgy: viz Dy proa =0.
Ulohy

(1) Dokazte, Ze parametrickd vyjadieni kvadrik uvedend v odst. 8.4 vedou k
normalnim tvarim z odst. 7.2. Dikaz provedte pfimym vypoctem levych
stran normélnich tvart rovnic kvadrik.

(2) Urcete poloosy poledniku a rovnobé&zky elipsoidélni plochy E o rovnici
2 2 2 v
5=+ —’1/6 + % —1=0, proniz pg = 7,90 = %7‘(’.

polednik ap=--- by=--

rovnobézka a, = --- b, = ---

(3) Dokazte, Ze parametrickd vyjadfeni polednikli a rovnobéZek, které jsou
soufadnicovymi kiivkami na kvadrikach, vyhovuji norméalnim tvarim kar-
tézskych rovnic kuzeloseéek. Ulohu feste nejprve pro soufadnicové kiivky
lezici v kartézskych soufadnicovych rovinach resp. rovinach s nimi rovno-
béZnych, poté obecné uzitim vhodné transformace soufadnic.

(4) Bodem A = [5/3 3 — 8] kuzelové plochy o rovnici % + 99—2 - % =0
vedte soufadnicové kiivky odpovidajici zobecnénym polérnim soufadnicim
pPo =2,p0 = %
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polednik :
rovnobézka :
(5) Soufadnicové kiivky C; = {[zy 2] € R*|z =4,y =1,2= -3 — 2¢,
t € (—00,00)} a Ca = {[zy 2] € R’| 22 = 16y, z = —3} prochézeji bo-
dem [4 1 — 3] kvadriky, jejiz kartézska rovnice mé v soustavé soufadnic
B = (0; z,y, z) normalni tvar. Zjistéte, o jakou kvadriku se jedna a zapiSte
jeji kartézskou rovnici i parametrické vyjadreni.

Jedné se o kvadriku
Normaélni tvar :

Parametrické rovnice :

MO
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