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1 Priklad 3.

1.1 Zadani

Urcete obsah, soutadnice stfedu hmotnosti a moment setrvac¢nosti vzhledem
k ose z homogenni plochy (zakreslete ji!)

2 2 2
x Y Z .
ata m=isest

Momet setrvacnosti vyjadrete jak prostfednictvim plosné hustoty o, tak i
prostiednictvim hmotnosti m plochy.

kde r = va? + b2
1.2 Transformace

x =r-sind - cosy
y=r-sind-siny

z=r1"-cost

v € (0,27)
re (0;vVa?+b=r)

Oz. 9y. 0z
dp? Dp? dp
(—rsind cos @, rsin v cos ¢; 0)

1
1
2 or’ Or’ or

(sin ¥ cos ; sin ¥ sin p; cos )

£
§
§
3

1.3 Jakobyho matice

(a6 &6
G‘(szfl &&)

5151 = T2 . SiIl2 9
§1§2 = &6 =10
§260 =1



1.4 Jakobian

det G = r? - sin? ¥

vVdetG =7 -sind
1.5 Povrch

2T r
g — / / Vet Gdr - di
0 0

2T pr
S:/ / rsinddr - dp
o Jo

2m v
S:/ / rsinddr - dp
o Jo

S = 2mwsind [17"2]
2 Jo

1
S = 27w sin 1957"2

1.6 Stred hmotnosti
1.6.1 Obecné

1
f‘T:(/x-ads;/y-ads;/z-ads>
m \Js S S

o ...plosné hustota
m = warc

1.6.2 X-ova souradnice

2 prr
m-xT:/ / rsindcosp - o -r-sinddr -
o Jo

r 2
m - xp = osin® 19/ 'err/ cos pdp
0 0

J2™ cospdp =0 = xp =0
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1.7 Moment setrvacnosti vzhledem k ose z 5

1.6.3 Y-ova souradnice
2r pr
m-yT:/ / rsindsing-o-r-sinddr - ¢
o Jo

T 2m
m - yr = osin® 9 / r?dr / sin pdp
0 0

JZsinpdp =0 = yp =0
Poznamka: 7 logické tvahy rotaéni symetri¢nosti se dalo zr a yr snadno
uhadnout, ale je to postup matematicky ...Teknéme nekorektni =

1.6.4 Z-ova souradnice
27 r
m-zT:/ /rcosz?~a-r~sim9dr'go
o Jo

2 T
m-zT:acosﬂsim?/ dgo/ dr
0 0

1
m-zp = 27Tsin19(30819§7“3-0

abl 4
m:-zp =27——=1"-0
rr

m-zp = gmmbr

2 1

= — woabr
3 moar

zT

2
Zngb

1.6.5 Zaver

2
f}zz(OJL3b>

1.7 Moment setrvacnosti vzhledem k ose 2z

1.7.1 Obecné

Jz = [ (a*+y?) - ods
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1.7.2 Konkrétni vypocet

2 pr
Jz = / / (r2 sin? 9 cos? ¢ 4 72 sin? ¥ sin’ go) orsinvdrdy
o Jo
r?sin? ¥ cos? p + r?sin? ¥ sin? p = r2sind
2 pr
Jz = O’/ / r? sin® ddrdy
o Jo

T 2m
Jz = asin319/ r3d7“/ dy
0 0

1
Jy=osin®®- 27 - —rt

4

a 3 7“4

JZ“’(J iy
1 3

Jz = §7raa r

1
Jz = §7T0a3\/ a? + b?

1.7.3 ResSeni pro zadané m

m=ma2c = Jz = %ma2



2 Priklad 4.

2.1 Zadani

Urcete obsah, soutadnice stfedu hmotnosti a moment setrvacnosti vzhledem
k ose z povrchu homogenniho anuloidu (zakreslete jej!). Momet setrvacnosti
vyjadriete jak prostfednictvim plosné hustoty o, tak i prostfednictvim hmot-
nosti m plochy.

2.2 Transfomace

r = (R+ rcosa)cosp
y=(R+rcosa)sing

Zz=r-slno

€ (0;2m)
0,2m)
— (9z.0y. 9z
&1 = (W’ dp? 3@)
& = (—(R+rcosa)sing; (R + rcosa)cos ;0)
Oz . 0y. 0z
&2 = (%aa%@?)
& = (—rsinacos p; —rsin asin p; r cos ar)

2.3 Jakobyho matice
_ [ && L&
G‘(@& §2§2>

&6 = (R +rcosa)?
§1§2 = &6 =0
§a2bo = r?

2.4 Jakobian

det G = r*(R + rcos a)?

Vdet G = r(R + rcos «)
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2r 27 2 27
S = / / rRdady + / / r? cos adadyp
o Jo o Jo

S=4r*-r-R

2.6 Stred hmotnosti

Poznédmka: Opét se z ivahy o symetrii télesa dd4 odhadnout, ze stted hmot-
nosti bude ve stfedu télesa, neboli 7' = [0;0;0], ale stejné si provedeme
vSechny potfebné vypocty.

2.6.1 Obecné

1
FT—(/x-ads;/y-ads;/z-ads)
m \Js S S

o ...plosné hustota
m = 47*rRo

2.6.2 X-ova souradnice

2T 27
m-xT:/ / (R+rcosa)cosp-r(R+ rcosa)dadp
o o Jo

m 2T 27
— Ty = / / 7(R + 7 cos a)? cos pdadyp
o o Jo

2 27 2m 27 2 27
m T = / R*r cos <pdad<p+/ / 72 R cos ¢ cos adadgo—i—/ / 3 cos p cos® adadp
o o Jo o Jo o Jo

D r=0+0+0
g



2.7 Moment setrvacnosti vzhledem k ose z 9
2.6.3 y-ova souradnice

2 27
@-yTZ/ / (R+rcosa)sing - (R + rcosa)dadyp
o o Jo

m 27 27
—yr = / / r(R + rcos a)?sin pdadyp
o o Jo

27 2 27 27 27 27
@-yT = / / R%*rsin godozdgo—i—/ / r? Rsin ¢ cos adadgo—i—/ / 3 sin ¢ cos® adadyp
o o Jo o Jo 0o Jo
m
o
yr =0
2.6.4 z-ova souradnice

m 2r 27
— - zp = / / rsinar(R + r cos a)dadyp
o Jo

o
m 2w 27 2T 27

— - 2r = / / Rr?sin adadyp + / / 7% sin a cos adadyp
o o Jo o Jo

@'ZTIO—FO
o

Zr = 0
2.6.5 Zavér
7 = (0,0,0)

2.7 Moment setrvacnosti vzhledem k ose 2

2.7.1 Obecné

Jz = [ (a*+y?) - 0ds
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2.7.2 Konkrétni vypocet
27 27
Jz=0 / / ((R +rcosa)?cos® ¢ + (R + rcos a)? sin® gp) -r(R+r cos a)dady
o Jo

2w 27 2r 27
Jz =0 / / r(R+7 cos a)?® cos® gpdadgo—i-a/ / r(R+7 cos a)® sin” pdadyp
o Jo o Jo
2T
Jz = 2#0/ (Rgr + 3R%*r? cosa + 3Rr3 cos® o + 7"4005304) dov
0

Jz =210 (R3r27r +0+3Rrm + O)
J; = A7 R3ro + 612 Rrio

2.7.3 Reseni pro zadané m

m =4r*rRo = J; =m (7"2 + %7’2)
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