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1.1 Zadáńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Transformace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 Jakobyho matice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.4 Jakobián . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.5 Povrch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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2 Př́ıklad 4. 7
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1 Př́ıklad 3.

1.1 Zadáńı

Určete obsah, souřadnice středu hmotnosti a moment setrvačnosti vzhledem
k ose z homogenńı plochy (zakreslete ji!)

x2

a2
+

y2

a2
− z2

b2
= 0; 0 ≤ z ≤ b

Momet setrvačnosti vyjádřete jak prostřednictv́ım plošné hustoty σ, tak i
prostřednictv́ım hmotnosti m plochy.

kde r =
√

a2 + b2

1.2 Transformace

x = r · sin ϑ · cos ϕ

y = r · sin ϑ · sin ϕ

z = r · cos ϑ

ϕ ∈ (0, 2π)

r ∈ (0;
√

a2 + b2 = r)

ξ1 =
(

∂x
∂ϕ

; ∂y
∂ϕ

; ∂z
∂ϕ

)
ξ1 = (−r sin ϑ cos ϕ, r sin ϑ cos ϕ; 0)

ξ2 =
(

∂x
∂r

; ∂y
∂r

; ∂z
∂r

)
ξ2 = (sin ϑ cos ϕ; sin ϑ sin ϕ; cos ϕ)

1.3 Jakobyho matice

G =

(
ξ1ξ1 ξ1ξ2

ξ2ξ1 ξ2ξ2

)

ξ1ξ1 = r2 · sin2 ϑ
ξ1ξ2 = ξ2ξ1 = 0
ξ2ξ2 = 1
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1.4 Jakobián

det G = r2 · sin2 ϑ
√

det G = r · sin ϑ

1.5 Povrch

S =
∫ 2π

0

∫ r

0

√
det Gdr · dϕ

S =
∫ 2π

0

∫ r

0
r sin ϑdr · dϕ

S =
∫ 2π

0

∫ r

0
r sin ϑdr · dϕ

S = 2π sin ϑ
[
1

2
r2
]r
0

S = 2π sin ϑ
1

2
r2

S = π · a

r
· r2

S = πar

S = πa
√

a2 + b2

1.6 Střed hmotnosti

1.6.1 Obecně

~rT =
1

m

(∫
S

x · σds;
∫

S
y · σds;

∫
S

z · σds
)

σ . . . plošná hustota
m = πarσ

1.6.2 X-ová souřadnice

m · xT =
∫ 2π

0

∫ r

0
r sin ϑ cos ϕ · σ · r · sin ϑdr · ϕ

m · xT = σ sin2 ϑ
∫ r

0
r2dr

∫ 2π

0
cos ϕdϕ∫ 2π

0 cos ϕdϕ = 0 ⇒ xT = 0
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1.6.3 Y-ová souřadnice

m · yT =
∫ 2π

0

∫ r

0
r sin ϑ sin ϕ · σ · r · sin ϑdr · ϕ

m · yT = σ sin2 ϑ
∫ r

0
r2dr

∫ 2π

0
sin ϕdϕ∫ 2π

0 sin ϕdϕ = 0 ⇒ yT = 0
Poznámka: Z logické úvahy rotačńı symetričnosti se dalo xT a yT snadno
uhádnout, ale je to postup matematicky . . . řekněme nekorektńı ¨̂

1.6.4 Z-ová souřadnice

m · zT =
∫ 2π

0

∫ r

0
r cos ϑ · σ · r · sin ϑdr · ϕ

m · zT = σ cos ϑ sin ϑ
∫ 2π

0
dϕ
∫ r

0
dr

m · zT = 2π sin ϑ cos ϑ
1

3
r3 · σ

m · zT = 2π
a

r

b

r

1

3
r3 · σ

m · zT =
2

3
πσabr

zT =
2

3

1

πσar
πσabr

zT =
2

3
b

1.6.5 Závěr

~rT =
(
0, 0,

2

3
b
)

1.7 Moment setrvačnosti vzhledem k ose z

1.7.1 Obecně

JZ =
∫

S

(
x2 + y2

)
· σdS
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1.7.2 Konkrétńı výpočet

JZ =
∫ 2π

0

∫ r

0

(
r2 sin2 ϑ cos2 ϕ + r2 sin2 ϑ sin2 ϕ

)
σr sin ϑdrdϕ

r2 sin2 ϑ cos2 ϕ + r2 sin2 ϑ sin2 ϕ = r2sin2ϑ

JZ = σ
∫ 2π

0

∫ r

0
r3 sin3 ϑdrdϕ

JZ = σ sin3 ϑ
∫ r

0
r3dr

∫ 2π

0
dϕ

JZ = σ sin3 ϑ · 2π · 1

4
r4

JZ = σ
(

a

r

)3

π
r4

2

JZ =
1

2
πσa3r

JZ =
1

2
πσa3

√
a2 + b2

1.7.3 Řešeńı pro zadané m

m = πa2σ ⇒ JZ = 1
2
ma2
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2 Př́ıklad 4.

2.1 Zadáńı

Určete obsah, souřadnice středu hmotnosti a moment setrvacnosti vzhledem
k ose z povrchu homogenńıho anuloidu (zakreslete jej!). Momet setrvačnosti
vyjádřete jak prostřednictv́ım plošné hustoty σ, tak i prostřednictv́ım hmot-
nosti m plochy.

2.2 Transfomace

x = (R + r cos α) cos ϕ

y = (R + r cos α) sin ϕ

z = r · sin α

α ∈ (0; 2π)

ϕ ∈ (0, 2π)

ξ1 =
(

∂x
∂ϕ

; ∂y
∂ϕ

; ∂z
∂ϕ

)
ξ1 = (−(R + r cos α) sin ϕ; (R + r cos α) cos ϕ; 0)

ξ2 =
(

∂x
∂α

; ∂y
∂α

; ∂z
∂α

)
ξ2 = (−r sin α cos ϕ;−r sin α sin ϕ; r cos α)

2.3 Jakobyho matice

G =

(
ξ1ξ1 ξ1ξ2

ξ2ξ1 ξ2ξ2

)

ξ1ξ1 = (R + r cos α)2

ξ1ξ2 = ξ2ξ1 = 0
ξ2ξ2 = r2

2.4 Jakobián

det G = r2(R + r cos α)2

√
det G = r(R + r cos α)
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2.5 Povrch

S =
∫ 2π

0

∫ 2π

0
r(R + r cos α)dαdϕ

S =
∫ 2π

0

∫ 2π

0
rRdαdϕ +

∫ 2π

0

∫ 2π

0
r2 cos αdαdϕ

S = 4π2 · r ·R

2.6 Střed hmotnosti

Poznámka: Opět se z úvahy o symetrii tělesa dá odhadnout, že střed hmot-
nosti bude ve středu tělesa, neboli T = [0; 0; 0], ale stejně si provedeme
všechny potřebné výpočty.

2.6.1 Obecně

~rT =
1

m

(∫
S

x · σds;
∫

S
y · σds;

∫
S

z · σds
)

σ . . . plošná hustota
m = 4π2rRσ

2.6.2 X-ová souřadnice

m

σ
· xT =

∫ 2π

0

∫ 2π

0
(R + r cos α) cos ϕ · r(R + r cos α)dαdϕ

m

σ
· xT =

∫ 2π

0

∫ 2π

0
r(R + r cos α)2 cos ϕdαdϕ

m

σ
·xT =

∫ 2π

0

∫ 2π

0
R2r cos ϕdαdϕ+

∫ 2π

0

∫ 2π

0
r2R cos ϕ cos αdαdϕ+

∫ 2π

0

∫ 2π

0
r3 cos ϕ cos3 αdαdϕ

m

σ
· xT = 0 + 0 + 0

xT = 0
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2.6.3 y-ová souřadnice

m

σ
· yT =

∫ 2π

0

∫ 2π

0
(R + r cos α) sin ϕ · r(R + r cos α)dαdϕ

m

σ
· yT =

∫ 2π

0

∫ 2π

0
r(R + r cos α)2 sin ϕdαdϕ

m

σ
·yT =

∫ 2π

0

∫ 2π

0
R2r sin ϕdαdϕ+

∫ 2π

0

∫ 2π

0
r2R sin ϕ cos αdαdϕ+

∫ 2π

0

∫ 2π

0
r3 sin ϕ cos3 αdαdϕ

m

σ
· yT = 0 + 0 + 0

yT = 0

2.6.4 z-ová souřadnice

m

σ
· zT =

∫ 2π

0

∫ 2π

0
r sin αr(R + r cos α)dαdϕ

m

σ
· zT =

∫ 2π

0

∫ 2π

0
Rr2 sin αdαdϕ +

∫ 2π

0

∫ 2π

0
r3 sin α cos αdαdϕ

m

σ
· zT = 0 + 0

zT = 0

2.6.5 Závěr

~rT = (0, 0, 0)

2.7 Moment setrvačnosti vzhledem k ose z

2.7.1 Obecně

JZ =
∫

S

(
x2 + y2

)
· σdS



10 2 PŘÍKLAD 4.

2.7.2 Konkrétńı výpočet

JZ = σ
∫ 2π

0

∫ 2π

0

(
(R + r cos α)2 cos2 ϕ + (R + r cos α)2 sin2 ϕ

)
·r(R+r cos α)dαdϕ

JZ = σ
∫ 2π

0

∫ 2π

0
r(R+r cos α)3 cos2 ϕdαdϕ+σ

∫ 2π

0

∫ 2π

0
r(R+r cos α)3 sin2 ϕdαdϕ

JZ = 2πσ
∫ 2π

0

(
R3r + 3R2r2 cos α + 3Rr3 cos2 α + r4cos3α

)
dα

JZ = 2πσ
(
R3r2π + 0 + 3Rr3π + 0

)
JZ = 4π2R3rσ + 6π2Rr3σ

2.7.3 Řešeńı pro zadané m

m = 4π2rRσ ⇒ JZ = m
(
r2 + 3

2
r2
)
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