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1 Priklad 16.

1.1 Zadani

Necht 7= (z;y; 2) # 0. Vypoctéte div%.

1.2 Vypocet

0 0 0
div(f) = <6£+6§+8£>
(2,9, 2)

1.2.1 Parcialni derivace %
of _ o (1
or  Ox \r3

o0f_0( a
ox Oz (:L’2+y2—|—22)%

0
ai — (P 4y + ) =322+ P+ D)

of =20 +y*+2°

Or (22 42 + 22)3

1.2.2 Parcialni derivace %5
of _ o (1
dy N oy \r3

3f_3< y >
dy Oy \ (22 + 92+ 22)3
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1.2.3 Parcialni derivace ‘g—

dw(f>_<—2x2+y2+22 =22+ 2+ 222>
@2+ 2 +22)7 (22492 +22)3 (a2 +y?+22)3
dw(f):<—2x2+y2+22+x2—2y2+22+x2+y2 2z2>
(m2+y2+22)g
0
div(f) =
) (a2 + 9% + 22)3
1.3 Zaver
div(f)=0

2 Priklad 17.

2.1 Zadani

Dokazte, ze pro libovolné funkce f, g plati: grad (fg) = (gradf)g + fgradg.
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2.2 Reseni

grad (fg) = (gradf)g + feradg.

grad(fg) = (f9= + f29, fgy + fy9. [9- + [-9)

grad(f) = (fa, Iy, f2)

grad(g) = (9z» 9y, 9-)

Identita tedy je

grad(fg) = (grad(f))g + f(grad(g))
cili:

(f9x + fo9, [9y + f49, 9 + [29) = 9(fur [y, 12) + (920 9y, 92) ]

(fgx _'_ f:pg; fgy + fyg7fgz + fzg) - (fmgafygafzg) + (fgfbu fgy7 fgz)
(f9e + f29, F9y + £49, F9= + f29) = (fo9 + f9u, fyg + f9y, f29+ fgy)

(f9e + fog. fay + f49, f9- + [-9) = grad(fg)

3 Priklad 18.

3.1 Zadani

Piimo i uzitim vhodné integralni véty, je-li to mozné, urcete praci sily F=
(2% + 2y;0) po strandch pravouhlého trojihelnika s vrcholy A = [1;0],
B = 053], C' = [0;0] orientovanym proti sméru pohybu hodinovych rucicek.



3.2 Obrazek
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3.3 Primy vypocet
F = (2% + 2y;0)
W= [ Fdr
/C P

W:/de$+/Fydy+/dez:O
C C C

/ Fodz=0
C

Pricemz:

3.3.1 &

dx
a !
y=0...%=

t €10,1]

r=t...

1 dx dy
We, = /0 (det + Fydt> dt

3 PRIKLAD 18.



3.3 Primy vypocet

1
W51:§
3.3.2 &
sz...‘fl—f:()
y:t...%zl
t €[3,0]
0 dx dy
W, :/ YL RY g
52 3< at " ydt)
0
W&:/—Qtdt
3
2t21°
sz_[]
2 3
We, = =9
3.3.3 &
_ dr __
y=-3t+3...%=-3
te0,1]

0 dx dy
We, = /1 (det + Fydt> dt

We, = /10@2 ~3(t+2(3 - 31)))dt

£3 £2 0

3 1
—2 — 454108
W§3 - 6
61
We, = 6
3.3.4 Vysledna prace W
3
W= Z fk
k=1
1 61
W=--9 —
3 76
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3.4 Pomoci integralni véty

3.4.1 Stokesova véta
%ﬁdf: //rotﬁd§
3.4.2 Vypocet

//rotﬁd§: //(rotﬁ)xdydz—i—//(rotﬁ)ydzdx—l—//(rotﬁ)zdxdy

S s o OF. 0F, OF, OF, OF, OF,
LF— F— z v, z z | y x
ro VX <8y 0z 0z ox ' Ox 8y>

ﬁ:( 22+ 2y,0)
V x F = (0,0,1)

?{ﬁdf: //(rotﬁ)zda:dy:/:/oldxdy
/03/0161$dy:—3

7 obrazku:

3.4.3 Zavér

DO W

4 Priklad 19.

4.1 Zadani

Piimo i uzitim vhodné integralni véty, je-li to mozné, urcete objem télesa
(zakreslete jejl) T = fraynlz = 2 +y%0 < 2z < H.



4.2 Obrazek

4.2 Obrazek

4.3 Primo

r=r-cosp ...p€ (0,2m)
Yy =r-siny
z=z...2€(0,1?)

[ =r

V:///mer

r € (0,v2);p € (0,2m);2 € (0, H)

H 21 p/z
V= / / / rdrdpdz
Jo Jo Jo

H vz
V =2r / / rdrdz
0o Jo

H 4
V:27T/ —dz
0o 2

H
V:7T/ zdz
0
VI}WHZ
2

4.4 Integralni vétou

ffﬁﬁ:///mfwf
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. OF, OF, OF,

divF = —1
v o dy e
Tomuto odpovida naptiklad:
F = (2,0,0)
f f Fds = / / Fodydz
z=Rcosp...r € (0,vH)
y = Rsing ...p € (0,27)
z =2+ y* =r*(cos® p + sin? ) =12
_ <@ 9y i) _ 0.9
v = (55, 5% 52 ) = v1 = (cosg,sin g, 2r)
— (a;w dy 0z (g 0
V2 = a@>a<pva<p):>vl—( sin ¢, cos ¢, 0)
V_/o /0 reosy rcose 0 dipdr

\/ﬁ 27
V = / / —2r3 cos? pdpdr
0 0

e o))

1
V == §7TH2

5 Priklad 20.

5.1 Zadani

Pro spektralni objemovou hustotu zareni absolutné cerného télesa o termo-
dynamické teploté T plati tzv. Planckuv vyzafovaci zakon
8?2 h
NT) = ———5—

pP( ) 3 6% 1
, kde ¥ je frekvence zéreni, h (resp. k) je Planckova (resp. Boltzmannova)
konstanta a c je rychlost svétla. Ukazte, ze pro malé frekvence nebo vysoké
teploty (tj. pro ht << kT') muzeme tento vztah prepsat do priblizného tvaru
(tzv. Rayleighuv-Jeansiv zdkon)

prs(0;T) = konst - 9*T

(Konstantu timernosti rovnez urcete.)
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5.2 Reseni

e’ si rozepiSeme Taylorovym rozvojem na

x
Nésledné misto 2 dosadime % ziskdme:
ho o2 ho (k)
kT kT kT
1—|—1!+2! + ...+ 7l

Jelikoz je ale h?) mnohem mensi nez k7. tak staci brat v ivahu pouze prvni

2
Z—;, protoze (Z—;) je mnohem mnohem mensi nez jedna

(kdyZz uz prvni mocnina je mnohem mensi nez jedna) a dalsi ¢leny jsou jesté
daleko mensi.

, y ) . . ho .
Dosadime tedy do Plancova vyzarovaciho zdkona misto e*7 jen 1+ Z—;’l.
Tedy:

dva ¢leny, tedy 1+

8m?  hd
A 1+

8192 hid
hY
kT
8m9? 1
-
KT

pp(0;T) =

pr(0;T) = —3

pr(0iT) = —3

82
pp(0;T) = —5—kT

8k o
pp(0;T) = s VT

Kde %—3” je konstantou a proménnymi jsou prave ¢ a T
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