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2 – Důkaz mikrostavů

Zadánı́

Pro oba, tj. kanonický i grandkanonická ansámbl, dokažte že pro entropii platı́:

S = −
∑
r

Pr lnPr,

kde Pr je pravděpodobnost, že najdeme systém v mikrostavu |r〉.

Řešenı́

Kanonický ansámbl

Z rovnice (1) vyjádřı́me volnou energii F (2)

Z = e−F/T =
∑
r

e−Er/T (1)

F = −T ln

(∑
r

e−Er/T

)
= −T lnZ (2)

Pravděpodobnost stavu |r〉 je dána rovnici1 (3)

Pr = Ce−Er/T (3)

Nahradı́me konstantu C konstantou Z = 1
C = konst.

Pr =
e−Er/T

Z
(4)

Vyjádřı́me-li z rovnice (4) člen Er tak zjistı́me, že

Er = −T ln (ZPr) (5)

Entropie S je definována

S = −∂F
∂T

Podle (2) je F = T lnZ, proto

S =
∂

∂T
(T lnZ)

1přičemž konstantu C určı́me z myšlenky, žeX
r

Pr = 1,

tedy:
1 =

X
r

Ce−Er/T

Vyjádřenı́m konstanty zı́skáme:

C =
1P

r
e−Er/T
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S = lnZ + T
∂

∂T
lnZ

lnZ =
∑
i e−Ei/T

Z

následně Z vytkneme z derivace:

S = lnZ +
T

Z

∂

∂T

(∑
r

e−Er/T

)

S = lnZ +
T

Z

∂

∂T

(
e−E0/T + e−E1/T + e−E2/T + . . .

)
Po derivacı́ složek zı́skáme:

S = lnZ +
T

Z

(
E0

T 2
e−E0/T +

E1

T 2
e−E1/T +

E2

T 2
e−E2/T + . . .

)
Po přepsánı́ do sumačnı́ho vzorce:

S = lnZ +
T

Z

1
T 2

∑
r

Ere−Er/T (6)

V rovnici (6) snadno najdeme výraz pro Pr z rovnice (4).

S = lnZ +
1
T

∑
r

ErPr (7)

V (7) dosadı́me za výraz Er z rovnice (5)

S = lnZ +
1
T

∑
r

(−T ln (ZPr))Pr

Vytkneme T a součin v argumentu logaritmu rozdělı́me na součet logaritmů a roznásobı́me
s Pr za závorkou:

S = lnZ +
−T
T

∑
r

Pr lnZ + Pr lnPr (8)

S = lnZ −
∑
r

Pr lnZ −
∑
r

Pr lnPr (9)

Vı́me, že
∑
r Pr = 1, tedy prostřednı́ člen v rovnici (9) bude∑

r

Pr lnZ = lnZ
∑
r

Pr = lnZ · 1 = lnZ

čili z (9) bude (10)
S = lnZ − lnZ −

∑
r

Pr lnPr (10)

S = −
∑
r

Pr lnPr
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Grandkanonický ansámbl

Postup je de facto shodný s postupem pro kanonický ansámbl:

Vyjádřı́me si Landauův potenciál Ω:

e−Ω/T =
∑
r

e−(Er−µNr)/T (11)

Ω = −T ln
∑
r

e−(Er−µNr)/T = −T lnZ (12)

Pravděpodobnost stavu |r〉 je dána rovnici2 (13)

Pr = Ce−Er/T (13)

Nahradı́me C za Z = 1
C = konst.

Pr =
e−(Er−µNr)/T

Z
(14)

Vyjádřı́me-li z rovnice (14) člen (Er − µNr) tak zjistı́me, že

Er − µNr = −T ln (ZPr) (15)

Entropie S je definována

S = −∂Ω
∂T

Podle (12) je Ω = T lnZ, proto

S =
∂

∂T
(T lnZ)

S = lnZ + T
∂

∂T
lnZ

lnZ =
∑
i e−(Ei−µNi)/T

Z

následně Z vytkneme z derivace:

S = lnZ +
T

Z

∂

∂T

(∑
r

e−(Er−µNr)/T

)

S = lnZ +
T

Z

∂

∂T

(
e−(E0−µN0)/T + e−(E1−µN1)/T + e−(E2−µN2)/T + . . .

)
Po derivacı́ složek zı́skáme:

S = lnZ+
T

Z

(
E0 − µN0

T 2
e−(E0−µN0)/T +

E1 − µN1

T 2
e−(E1−µN1)/T +

E2 − µN2

T 2
e−(E2−µN2)/T + . . .

)
2přičemž normalizačnı́ konstantu C určı́me z myšlenky, žeX

r

Pr = 1,

tedy:
1 =

X
r

Ce−(Er−µNr)/T

Vyjádřenı́m konstanty zı́skáme:

C =
1P

r
e−(Er−µNr)/T
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Po přepsánı́ do sumačnı́ho vzorce:

S = lnZ +
T

Z

1
T 2

∑
r

(Er − µNr) e−(Er−µNr)/T (16)

V rovnici (16) snadno najdeme výraz pro Pr z rovnice (14).

S = lnZ +
1
T

∑
r

(Er − µNr)Pr (17)

Z rovnice (15) vı́me, že Er − µNr = −T ln (ZPr), proto rovnici (17) přepı́šeme

S = lnZ +
1
T

∑
r

[−T ln (ZPr)]Pr (18)

a roznásobı́me podobně jako v přı́padě rovnice (8)

S = lnZ +
−T
T

∑
r

(lnZ + lnPr)Pr (19)

S = lnZ −
∑
r

(Pr lnZ)−
∑
r

(Pr lnPr)

lnZ
∑

Pr = lnZ

S = lnZ − lnZ −
∑
r

Pr lnPr

S = −
∑
r

Pr lnPr
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