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F7070 — Statisticka fyzika a termodynamika
3 — Dudkaz pro idealni kvantovy plyn

Zadani

Pouzijte vysledku z minulého pfikladu (2) k dikazu, Ze pro idealni kvantovy plyn
plati:

kde vrchni znaménko patfi bosontim, spodni znaménko pro fermiony; 7; je pramérné
obsazovaci ¢islo pro jedno-casticové energiové hladiny i.

Reseni

Pravdépodobnost P, pro Kanonicky a Grandkanonicky ansambl:
P = CeBr/T = (e (Fiii)/ T

kde FE, = ngeg + n1e1 +n9ea+...a N, =ng+ny +ng+...

Prvné vyjadrime prumérné obsazovaci ¢islo 7;

n; = ZmPr (1)

Za n; a P, z rovnice (1) dosadime a vyjadfime sumu pro kazné n. Limity sumy jsou
od O do nekonecna pro bosony, do jedné pro fermiony.

{o0,1} {o0,1} {o0,1} {c0,1}
7 =C' Z e~ (fo—1)no/T Z e~ (E1=p)n/T Z e (e2—pn2/T | Z ne~Ei—mni/T (9)
no=0 n1=0 no=0 n;=0
C' je konstanta volena tak, aby ), P, = 1. Odtud:
1
C' = 3
{o0,1} {o0,1} ( )
Z e—(co—w)no/T . . Z e—(ei—p)ni/T
’I’LD:O 774:0
Dosadime (3) do (2)
{o0,1} {c0,1} {o0,1}
Z e—(eo—p)no /T, Z e—(E1—p)na/T | | Z nie*(ai*#)ni/T
— no=0 n1=0 n;=0
" {o0,1} {o0,1} {o0,1} ( )
Z e—(eo—p)no/T Z e—(e1—p)ny/T .. . Z e—(ei—p)n; /T
’no:O n1:O ni:O
Jednotlivé sumy se vykrati, ziistane pouze:
{oo,1}
Z nief(sifu)ni/T
_ n; =0
= (5)
S e~ (Ei—pwni/T
ni:0
Nyni je mozné pro fermiony (tedy pro sumy od nuly do jedné) dosadit a spocist
B e—(ei—u)/T
N ferm = m (6)
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a po uprave:
1

1+ elei—w)/T (7)

T ferm =

konec¢na geometricka rada, pricemz:

S e lemmm/T 1
- 1— o E—mmni/T

jedna se o soucet S nekonecné rady, pricemz S =
(ao = ¢ = 1) a ¢ je kvocient (¢ = e~ (e=#)ni/T),

Tedy po dosazeni do (5) ziskame:

1‘3’(}, kde a( je prvni ¢len fady

3 nge—(Eimmna/T
=t ®)
[ —e Gm/T

o0

m=3 m (e—(si—lt>/T)"i (1 _ e—(s—u)/T) 9)

Uz =0

Zavedeme substituci pro
e~ E—W)/T — 4

n; = Z n;a™ (1 — a) (10)
n; =0
n; = (1 — a) Z n; a”
ni:()

Tuto sumu nasledné program maple| 1] vyresi! jako

_ a
n; =
1—a
Zpétna substituce a = e~ (€ —1)/T
-yt
[ e e
n; = S (11)

= oE-w/T 1

Pokud tedy dame oba (7), (11) vzorce “dohromady”, ziskdme rovnici pro primérné
obsazovaci ¢islo 77; pro bosony a fermiony
1

[ Y (12)

1Je mozné toto vytesit nejen maplem, ale i ivahou, ze

oo oo
. d "
E n;a"t = a— E a™i
da

n;=0 n;=0

o0
pficemz ). a™ je nekonecna suma
n;=0

> 1
ng __
Za T 1-a

n; =0

proto

(1—21)iniat’“‘i:(l—a)ai L _ 2

a0 dal—a 1—a
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Vyjadrime si P,

b Metmmmor
" A
1 —n;
— - (e—w)/T
b=z H {e ' }
Je-lim; = m (rovnice (12)), poté je
oleimmyr _ LET (13)
n;
1 1+m;
P=—
A=

%

Pro snadnéjsi zachazeni si P, zlogaritmujeme a budeme se drzet pravidla, ze

InAB=InA+1InB.
1 1+n; T

%

InP.=1n

1 1+m] ™
1nP,.:1nZ+1n1:[[ — ]

ng

1 1+m;
lnP,.—an—zi:niln[ = ]
Nyni vyuzijeme dtikazu z prikladu (2), ktery jsme taky fesili (a je v zadani).

S:—ZPrlnPr

S=->"P,

S = ZPT
S=> P> niln(l+m)-> Py nilnm+ Y PInZ
r i T % T
Vélenime ) P, do sum pres i:
S=>"> " Pnln(1+m)-> > Pmlnmi+Y PlnZ
Kdyz se podivame na rovnici (1) zjistime, Ze:
S=> mn(l+m) - milnm+mZY P,

Dale ) P, = 1. Ziskame tak:

1+m;
Zmln< =N > +InZ
i T

Zniln(l iﬁi)—Znilnﬁi—Fan

S=> miln(l+m)—Y mnm+nZ (14)

V rovnici (14) zbyva vyjadrit stavovou sumu Z, resp. jeji logaritmus In Z. Docilime
toho pres rovnost:
Q=-ThnZ
(15)
InZz=-

k=
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Jedna se o idealni kvantovy plyn, proto pro popis celého systému staci popis jediné
Castice.

{o0,1} {o0,1} {o0,1}
e~ UT — Z e~ (Eo—w)no /T | Z e~ (E1—wna /T | Z e~ (e2—pna/T (16)
no=0 n1=0 ny=0

Rovnice (16) je opét jednoduchy soucet pro fermiony a soucéet nekonecné rady pro
bosony; jako tomu bylo uz v nékolika pripadech; nasobeno i:

T (1% e—(si—m/T)j” (17)

i

Vyjadrime si tedy (2 z rovnice (17)

a=-rm]] (1 :Fe_(gi_“)/T)jFl (18)

Q=+7Y"In (1 == e*<€7~,w>/T> (19)

Vyjadfime si tedy, cemu se rovna In Z — rovnice (15). Dale za¢lenime rovnici (13).

mZ=%Y In {w(lﬁnl)] (20)

1
an::lenlztﬁ

InZ=+Y In(l+7) (21)

7

Rovnici (21) dosadime do rovnice (14) a budeme kouzlit. . ..

S=> miln(l+m) - mnm+Y In(l+7,) (22)
VSechny sumy v (22) jsou pres i, proto to napiSeme jen do jedné:
S=> [min(l+7)— 77 +n(l+7)] (23)
s=-%" [ﬁ In7; — In(1 im)(m”} (24)
S==>Y [milnm — (M +1)In(1+7;)] (25)
A konecné:
S==Y [milnmF (1+£m)n(1+m0) (26)
Reference

[1] http://www.maplesoft.com/
licence vydana pro MUNI
instalace na CPS (http://www.muni.cz/ics/services/ups/soft)
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