4 — Popis systému Petr Safafik

F7070 — Statisticka fyzika a termodynamika
4 — Popis systému

Zadani

Uvazujme isolovany systém N neintaragujicich ¢astic, priCemz kazda z nich muze
dosahnout dvou a pouze dvou hladin energie a to pravé O nebo ¢ (pficemz ¢ > 0).
Celkova energie systému je E a ng; jsou obsazovaci Cisla.

1. Najdéte entropii systému
2. Najdéte pravdépodobné hodnoty ng a n;; dale stiedni odchylku — An? = <(n - <n>)2>

3. Najdéte zavislost teploty systému 7 na F a ukazte, Ze mtize dosahovat i zapornych
hodnot

4. Co se stane, bude-li si systém se zapornou teplotou vymeénovat energii se systémem
s kladnou teplotou?

ResSeni
Entropie

Vyjadrime si parti¢ni sumu pro systém, ktery ma jen dvé mozné hladiny energie.

Mmax

Z=> e/ (1)
i=1

Nmax = 2, €1 = 0 a €53 = €. Tyto hodnoty dosadime do (1) a sumu rozloZime na jednotlivé
soucty:
Zy =e /T 4y e==2/T (2)

Zy=e e /T
Pro cely systém tak bude Z = Z{¥

7= (1 + e—a/T)N 3)

F=-TmZ=-TmzY=-TNhZz,

F=-TNn (1 + e_E/T> @
Entropii S spoc¢teme jako zaporné vzatou prvni derivaci F podle 7.
OF
S=—-——
oT
§=Nhn(1+e</T) + TN _ 1 er E
1+ee/T T

a po uprave

S:N1n<1+e_s/T>+N€- (5)

1 _|_eE/T
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4 — Popis systému Petr Safafik

Pravdépodobné hodnoty n, a n; a stfedni odchylky

Spocéteme pravdépodobnost stava P, a P;.

e*EU/T

PO = e—sg/T + e—51/T

1

Po= 7

e*El/T
Pl = e—sg/T + e—sl/T
1

Pi= o

Hodnata ng resp. n; je poté jen Py - N, resp. P, - N:

_ N
"= +e¢/T
N
T T e/
Nejpravdépodobngéjsi hodnoty by meély zaroven byt i hodnotami strednimi.
_ N
0T f T
_ N
M T

Stredni kvadratickou fluktuaci vypocteme podle vztahu:

An? = (n; — ;)" = (n? — 20y, +72) = n? — 2R, + 72

An? = n? — 7} (6)

B

n2 — 2
n; = E n; P,
"

tedy
—5 Z n2e—(nocotniei+...)/T
= Zre*(no€o+n1€1+‘..)/T
pricemz:
1 1
3, e~ (mocotnieit..)/T -7
Proto:

;?: l E nfe*(no€o+n1€1+m)/T
A
T
sumu navic miizeme prevyjadrit:

0 0
§ —(nogo+nie1+...)/T E T T —(noeo+nier+...)/T
- ni® " . ( 851> ( 882> ¢ " -

T

Dale e~ (rofotmiert.)/T — 7 7iskame tedy:

—  T?0%Z
n®—=— ———
v 7 Oe2

Provedeme tedy ¢astec¢nou derivaci (T? nebudeme zatim uvaZovat):
0 107
851- Z 8@-
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Petr Safafik

Ziskame
1 07 07 n 1 8%Z
720, 0e;  Z Oe?

B 1(8Z>2 19°7

ZACE AL
Nyni “vratime” ono 72

) <T2az> T2 (az>2 T2 927

02,0 (102 T2 (07)°
Z 02 Og; \ Z Oe Z2 \ O¢g;
ToZ
Z 8€Z‘ =
T2 0%Z 0 (107
Z 0e? Oe; (Z 8@) T
T2 9%Z o (TOZ\ _,
Z o2~ o (zag) 7
— 0 (TozZ
2 _ _T — 2
i a&i <Z 8&‘1) +nl
W =T () + 2

A konecné tedy:

2 _ .2 =2
An? =n; —T;

An? = —Tai (7;) + 7z — 7y
An? = T
i 8si

- — _ Nexp(—&;/T) .
Dosadime za n; = o0/Tfoc1/T Pro : = Oal

Pripad i = 0 = 7y
8751, e—€o/T + e—€1/T

Ne—co/T . g—e1/T

3 0 Ne—eo/T
8= ~To- (e s e

2
ATLO - e—eo/T+e—51/T
Ne—¢/T
An2 = et 5
(1+ee/T)

Obdobnym postupem ziskame:

Pripadi=1=mn;

0 Ne—¢o/T
2 _ _.n - (__ -~
A’nl = T@a <651/T + esg/T)

Ne—ao/T . e—al/T

2 _
Anl - e—¢co/T +6751/T
Ne—¢/T
Anf= ———
(1+e-e/T)
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Energie jako funkce teploty

Celkovou energii stanovime jako
B=Yem
%
EF=¢ oMo + €11

Tedy jak se ukazalo na strane 2, tak

Vyjadrenim teploty ziskame

Negativni teplota je jev, kdy pri zvysovani energie dochazi ke snizovani entropie
systému. Toto se dé€je v systémech s omezenym poctem energiovych hladin s inverzni
populaci (ng < ny) — pfivadéni energie do systému ma za nasledek, Ze se obsazuji
vyssi energiové hladiny a sniZeni entropie.

Aby byla teplota negativni, je tfeba, aby

e-N
1 -1
n(E )<0

Z pribéhu funkce In plyne, Ze
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Toky energie

Nejvice pravdépodobné rozdéleni energie mezi dvéma systémy A a A’ urc¢ime, pokud
budeme maximalizovat pravdépodobnost vyskytu stavu s energii £

In P(E) oc InT4(E) + InT 4/ (E")
Sa(E) + Sa(EY - E) = SO/(E)

Pro minimalizaci polozime derivaci S(°)(E) =0

o 054 0Sx
oF oF
0= % dSar LE/
oF OF' OF
o _ 054 S
oF OE'
!
Ba(A) = 8S§éE) = 65255) = fa(E)

Musi platit, Ze entropie s pfidanou energii § E musi byt vyssi, nez entropie v predeslém
stavu energie systému
SOE4+0E) > SO(E)

Dale jeden ze systému ma jinou teplotu a tedy se 1iSi i inverzni teploty:
Ba(1/T) # Bar(1/T")
Zderivujeme
0S5
oE
054  O0Sa
OE OFE'
(ﬁA — ﬁA/) 0F >0
Odtud plyne, ze pokud je 54 > B4/, pakje i d(F) > 0 a naopak; pokud je 54 < B4/, pak
jeid(FE) <0
Smeér proudéni energie je vzdy ze systému s nizsi inverzni teplotou § do systému
druhého, tj. s vySsi inverzni teplotou.

OFE >0

>5E>0
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