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F7070 — Statistická fyzika a termodynamika

4 – Popis systému

Zadánı́

Uvažujme isolovaný systém N neintaragujicı́ch částic, přičemž každá z nich může
dosáhnout dvou a pouze dvou hladin energie a to právě 0 nebo ε (přičemž ε > 0).
Celková energie systému je E a n0,1 jsou obsazovacı́ čı́sla.

1. Najděte entropii systému

2. Najděte pravděpodobné hodnoty n0 a n1; dále střednı́ odchylku — ∆n2 =
〈

(n− 〈n〉)2
〉

3. Najděte závislost teploty systému T na E a ukažte, že může dosahovat i záporných
hodnot

4. Co se stane, bude-li si systém se zápornou teplotou vyměňovat energii se systémem
s kladnou teplotou?

Řešenı́

Entropie

Vyjádřı́me si partičnı́ sumu pro systém, který má jen dvě možné hladiny energie.

Z =
nmax∑
i=1

e−εi/T (1)

nmax = 2, ε1 = 0 a ε2 = ε. Tyto hodnoty dosadı́me do (1) a sumu rozložı́me na jednotlivé
součty:

Z1 = e−ε1/T + e−ε2/T (2)

Z1 = e0 + e−ε/T

Pro celý systém tak bude Z = ZN
1

Z =
(

1 + e−ε/T
)N

(3)

F = −T lnZ = −T lnZN
1 = −TN lnZ1

F = −TN ln
(

1 + e−ε/T
)

(4)

Entropii S spočteme jako záporně vzatou prvnı́ derivaci F podle T .

S = −∂F
∂T

S = N ln
(

1 + e−ε/T
)

+ TN · 1
1 + e−ε/T

· e−ε/T · ε
T

a po úpravě

S = N ln
(

1 + e−ε/T
)

+Nε · 1
1 + eε/T

(5)
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Pravděpodobné hodnoty n0 a n1 a střednı́ odchylky

Spočteme pravděpodobnost stavů P0 a P1.

P0 =
e−ε0/T

e−ε0/T + e−ε1/T

P0 =
1

1 + e−ε/T

P1 =
e−ε1/T

e−ε0/T + e−ε1/T

P1 =
1

1 + eε/T

Hodnata n0 resp. n1 je poté jen P0 ·N , resp. P1 ·N :

n0 =
N

1 + e−ε/T

n1 =
N

1 + eε/T

Nejpravděpodobnějšı́ hodnoty by měly zároveň být i hodnotami střednı́mi.

n0 =
N

1 + e−ε/T

n1 =
N

1 + eε/T

Střednı́ kvadratickou fluktuaci vypočteme podle vztahu:

∆n2
i = (ni − ni)

2 =
(
n2

i − 2nini + n2
i

)
= n2

i − 2nini + n2
i

∆n2
i = n2

i − n
2
i (6)

n2
i =

∑
r

n2
iPr

tedy

n2
i =

∑
r n

2
i e−(n0ε0+n1ε1+...)/T∑

r e−(n0ε0+n1ε1+...)/T

přičemž:
1∑

r e−(n0ε0+n1ε1+...)/T
=

1
Z

Proto:
n2

i =
1
Z

∑
r

n2
i e−(n0ε0+n1ε1+...)/T

sumu navı́c můžeme převyjádřit:∑
r

n2
i e−(n0ε0+n1ε1+...)/T =

∑
r

(
−T ∂

∂εi

)(
−T ∂

∂εi

)
e−(n0ε0+n1ε1+...)/T

Dále e−(n0ε0+n1ε1+...)/T = Z Zı́skáme tedy:

n2
i =

T 2

Z

∂2Z

∂ε2

Provedeme tedy částečnou derivaci (T 2 nebudeme zatı́m uvažovat):

∂

∂εi

(
1
Z

∂Z

∂εi

)
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Zı́skáme

= − 1
Z2

∂Z

∂εi

∂Z

∂εi
+

1
Z

∂2Z

∂ε2i

= − 1
Z2

(
∂Z

∂εi

)2

+
1
Z

∂2Z

∂ε2i

Nynı́ “vrátı́me” ono T 2:

∂

∂εi

(
T 2

Z

∂Z

∂εi

)
= −T

2

Z2

(
∂Z

∂εi

)2

+
T 2

Z

∂2Z

∂ε2i

T 2

Z

∂2Z

∂ε2
= T 2 ∂

∂εi

(
1
Z

∂Z

∂εi

)
+
T 2

Z2

(
∂Z

∂εi

)2

−T
Z

∂Z

∂εi
= n2

i

T 2

Z

∂2Z

∂ε2
= T 2 ∂

∂εi

(
1
Z

∂Z

∂εi

)
+ n2

i

T 2

Z

∂2Z

∂ε2
= −T ∂

∂εi

(
T

Z

∂Z

∂εi

)
+ n2

i

n2
i = −T ∂

∂εi

(
T

Z

∂Z

∂εi

)
+ n2

i

n2
i = −T ∂

∂εi
(ni) + n2

i

A konečně tedy:
∆n2

i = n2
i − n

2
i

∆n2
i = −T ∂

∂εi
(ni) + n2

i − n2
i

∆n2
i = −T ∂ni

∂εi

Dosadı́me za ni = N exp(−εi/T )

e−ε0/T +e−ε1/T pro i = 0 a 1

Přı́pad i = 0⇒ n0

∆n2
0 = −T ∂

∂εi

(
Ne−ε0/T

e−ε0/T + e−ε1/T

)
∆n2

0 =
Ne−ε0/T · e−ε1/T

e−ε0/T + e−ε1/T

∆n2
0 =

Ne−ε/T(
1 + e−ε/T

)2
Obdobným postupem zı́skáme:

Přı́pad i = 1⇒ n1

∆n2
1 = −T ∂

∂εi

(
Ne−ε0/T

e−ε1/T + e−ε0/T

)
∆n2

1 =
Ne−ε0/T · e−ε1/T

e−ε0/T + e−ε1/T

∆n2
1 =

Ne−ε/T(
1 + e−ε/T

)2
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4 – Popis systému Petr Šafařı́k

Energie jako funkce teploty

Celkovou energii stanovı́me jako
E =

∑
i

εini

E = ε0n0 + ε1n1

Tedy jak se ukázalo na straně 2, tak

E = ε0
N

1 + e−ε/T
+ ε1

N

1 + eε/T

E = ε1
N

1 + eε/T

Vyjádřenı́m teploty zı́skáme
T =

ε

ln
(

ε·N
E − 1

)
Negativnı́ teplota je jev, kdy při zvyšovánı́ energie docházı́ ke snižovánı́ entropie
systému. Toto se děje v systémech s omezeným počtem energiových hladin s inverznı́
populacı́ (n0 < n1) — přiváděnı́ energie do systému má za následek, že se obsazujı́
vyššı́ energiové hladiny a snı́ženı́ entropie.

Aby byla teplota negativnı́, je třeba, aby

ln
(
ε ·N
E
− 1
)
< 0

Z průběhu funkce ln plyne, že (
ε ·N
E
− 1
)
∈ (0, 1)

(
ε ·N
E

)
∈ (1, 2)

E < ε ·N < 2E
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Toky energie

Nejvı́ce pravděpodobné rozdělenı́ energie mezi dvěma systémy A a A′ určı́me, pokud
budeme maximalizovat pravděpodobnost výskytu stavu s energiı́ E

lnP (E) ∝ ln ΓA(E) + ln ΓA′(E′)

SA(E) + SA′(E(0) − E) = S(0)(E)

Pro minimalizaci položı́me derivaci S(0)(E) = 0

0 =
∂SA

∂E
+
∂SA′

∂E

0 =
∂SA

∂E
+
∂SA′

∂E′
∂E′

∂E

0 =
∂SA

∂E
− ∂SA′

∂E′

βA(A) =
∂SA(E)
∂E

=
∂SA′(E′)
∂E′

= βA′(E′)

Musı́ platit, že entropie s přidanou energiı́ δE musı́ být vyššı́, než entropie v předešlém
stavu energie systému

S(0)(E + δE) > S(0)(E)

Dále jeden ze systémů má jinou teplotu a tedy se lišı́ i inverznı́ teploty:

βA(1/T ) 6= βA′(1/T ′)

Zderivujeme
∂S(0)

∂E
δE > 0(

∂SA

∂E
− ∂SA′

∂E′

)
δE > 0

(βA − βA′) δE > 0

Odtud plyne, že pokud je βA > βA′ , pak je i δ(E) > 0 a naopak; pokud je βA < βA′ , pak
je i δ(E) < 0

Směr prouděnı́ energie je vždy ze systému s nižšı́ inverznı́ teplotou β do systému
druhého, tj. s vyššı́ inverznı́ teplotou.
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