7 — Foton Petr Safafik

F7070 — Statisticka fyzika a termodynamika
7/ — Foton

Zadani

Ukazte, Ze entropie na kazdy jeden foton zareni cerného télesa je nezavisla na teploté
a ze v d dimenzionalnim prostoru muzeme psat:
S ((d+1)

N o (@)

Ukazte také, Ze vysledek by byl d + 1, pokud by se fotony ridily Boltzmannovou —
klasickou - statistikou.

Reseni

Entropii se pokusime urcit ze vztahu (1), Ze entropie je zaporné vzata derivace Lan-
dauova potencialu dle teploty

o0
S=-57 (1)
Idealni kvantovy plyn je mozné popsat stavem jedné ¢astice v tomto plynu
Q=T In(1-elm/T) 2)

Sumu muzeme vyjadrit jako integral pres vSechny jednocasticové stavy s energii v
intervalu (g, e + de). Rovnici (2) tak prepiSeme do integralniho tvaru

0= [ p(e)demn (1) 3)

pricemz p(e) je hustota energiovych stavd.

I\
Pfejdeme do drozmérného prostoru. Pocet stavi1 v objemu d%k = () d?k Takze
™

p(e)de = (’;)ddv

Mame-li drozmérnou sféru, tak jeji objem V je vyjadren vztahem

74/2 Rd
IR

Protoze nepotrebujeme V, ale dV, zderivujeme V' a ziskame:

dn/2pd—1 9d/2pd—1
dV = 7; Td r=2" Z dr
5T (%) r(g)
V naSem pripadé je r = k, proto:
ord/2fd—1
v ="""T"—dk (4)
r(g)
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d
Pro lepsi pocitani vynasobime (4) d—s Navic uvazujeme pouze kladné hodnoty k, proto
3

vydélime (4) vyrazem 2¢. Uvazime-li obé ¢asti, dostaneme

omd/2fd— 1dkd
F( )2d de

b= (2)'av

L\ ¢ 27/2)d-1 4k
de=(2) 2~ Ty
p(e)de (77) NOERD

Fotony povazujeme za ultrarelativisticky plyn (pohybuji se rychlosti svétla). Plati tedy,
ze energie ¢ = hkc. Odtud k = 5 Dale je vyraz potfeba vynasobit poctem polarizaci

(#=2) .
LN\® 2nd/? d-1 1
ple)de=2x <7T> I‘( )24 (hc) hcd5

Matematicky upravime

IN® a4z 7 1\?
p(s)de—(ﬂ) I‘(%)Qda (hc) de

av, =

Vratime-li se k vyrazu

a dosadime

d , d/2
L 4dr
de — d—ld 5
ple)de <2h7rc) r@° “ ©)
Dosadime do rovnice (3) a integraéni meze zvolime v intervalu (0, co)
® L d 4 d/2
Q= T/ il 4 1deln (1 — e(ef”)/T> (6)
2hmc) T (g)
0
Pred integral vytkneme vSe, co je nezavislé na integrac¢ni proménné
47Td/2 ®
Q=T -1 1— (e=m/T 7
() £ [ () ™
0

Integral [;° e~ In (1 — e==#/T) de uréime metodou per-partes:

uw=In (1 - e_(E_”)/T) v =gd-1

, e—(E=W/T 1 1,

U = ——7F""—°-7 V= —¢€
1—e(e—w)/T T d

Nyni zintegrujeme:

1
~ex ~ /s S A = b
Pricemz v’ je mozné prepsat v’ = /T 1T

9]
d—1 1

1 0c e
d—1 —ele=m)/T — e (E=m)/TY Zpd|
/5 In (1 e )ds— {ln (1 e ) 7~ L /e(e—u)/T_leE
0 0

Po dosazeni mezi, zjistime, Ze

{ln (1 — e(e_“)/T) Cllsd] h =0
0

Integral se nam tedy zjednodusi:

-1 IR VE A P
/5 In (1 e )ds— Td/e(a—ﬂ)/T—ldg
0 0
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Dosadime tedy zpatky do vyrazu pro Landautiv potencial (rovnice (7)).

o0

L \%4r%2 11 d
0=-T A T et ®)
2hmc) T (g) Td /| ele=m)/T _1

0

Abychom mohli pocitat dal, je treba zavést substituci pro vyrazy:

Nlo Nix

Z vyse uvedeného plyne, ze ¢ = Ty; ¢¢ = T? a konetné de = Tdy Dosadime tedy
substituce:

oo

L \%4r¥2 11 Tyl
Q=-T — = Td
(27m> T (9) Td/dw) -1
0

a trochu upravime

d 4 _d/2 pd+l d
g (L \‘artrT / v
n 2hme) T (g) d ely—2) — 1 Y
0

ProtozZe se jedna o fotony, je y =0, protoix =0

o0

d , d/2 pd+1 d

L 4 T

0= z / Y_dy

ofime) T(2) d ) e -1
0

d
I i dy jsme definovali jako funkci B;(0)

0 el —1
L d 47Td/2 Td+1
€= (27m) r(g) d Ba(0) ©)
Nyni jiz mtiZeme vypocist entropii podle vztahu (1):
[)9)
5=

Derivaci podle T ziskame z (9):

L \%4r42 441 L \ % 4pd/2 d+1
S = ( > Wd T9B4(0) + ( > Wd Bg_1(0) (_%) (10)

Ackoli jsem napsal, ze x = 0, tak obecné nikoli. Proto je nutné derivovat i toto. Druhy
¢len v souctu se ovSem rovna nule, proto entropie bude rovna pouze:

d 4 _d/2
S:< L ) A7 d+1TdBd(0) (11)

2himc) T'(4) d

Je treba vyjadrit celkovy pocet ¢astic N, abychom mohli vyjadrit pomér % Budeme
jej hledat jako soucet castic v kazdém stavu.

oo

N=>m= /p(e)dam (12)

0

Stejné jako v prikladu 3. si n; vyjadrive jako 7; = ), n;P,. Fotony se chovaji jako
bosony, proto mtizeme prevzit feSeni z tretiho prikladu, rovnici (3:11), zde ji prepisu
jako rovnici (13)

1

i = T (13)
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p(e)d jsme jiz vytesili v rovnici (5). Dosadime-li tedy rovnice (5) a (13) do (12), ziskame:

T 4rc/? 1
™ d—17. .
N= /<2ch) r(9)° de- = 1
0

L N\ ard2 T d-1
N = il / £ d (14)
2hime) T (4) ) ele=w/T —1
0
Zavedeme stejnou substituci jako vySe:
T = %,y:%:szTy; ¢4 = T? a kone¢né de = T'dy

Apd/2 -1 i1
N = Td
(2h7rc> )/ ey—® Y
0

L \%ard2 F i1
N = T d
<2h7rc> T (4) /ey—z—1 4
0

2

A opét integral upravime na funkci By_1(0)

L \"an¥2_,
= (m) @T By-1(0) (15)
Dosadime do vztahu S/N - za S rovnici (11) a za N rovnici (15):

( L )d 47?2 d+leBd(0)

S 2hme F( 2)
N d gpd/
N (2fﬁrc) o TBq-1 (0)

r(s)
S d+1 By(0)

N~ d Bg1(0)

S d+1T(d+1)((d+1)

N d I'(d) ¢(d)

S _d+1,I(d)((d+1)

N d I'(d) ¢(d)

¢d+1)
¢(d)

=(d+1)

Z|w

Boltzmannova statistika

V pripadé, Ze by se fotony fidily klasickym Boltzmannovskym rozdélenim. Zménil by
se vyraz pro Landauuiv potencial — rovnice (8):

d ,_d/2 ® d
L 47 11 €
QO=-T —— [ ————=—d 16
(2m> r(@)Td | s e 1o
0
Protoze (¢ — u) /T je mnohem vétsi jak jedna, je mozné zanedbat jednicku ve~(—#/T _ 1

d 4 _dj2 ®
Q=-T L R 11 /5d e (E=m/T de
2hme
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Protoze =0,

d 4 _dj2 pd+1 F
Q(L) 47rd/T /yde*ydy
2hme F(é) d )

d 4 _d/2 pd+1
Q:—( L ) A P+ 1)

2hime) T'(4) d
L \¢ 47/
Q=—|(7— T+
(2hm> I (%) (@)
. . o9
Entropie je podle rovnice (1) rovna S = 97
L\ 4rd/2
=(—) —<(@d+1)T¢T(d 17
(3is) 1 @+ 0 170@ (17

Pocet ¢astic uréime stejné jak v predchozim pripadé. V rovnici (14) mtizeme opét
zanedbat jednic¢ku - ze stejnych duvodu, jako minule.

L\ ard2 T cd—1
— d
<2h7‘rc) T (g) 0/ ele—m)/T _q 5

Agd/i2 T
N = d—1 76/Td
<2h7rc) r(4) /6 c

0

Udélame substituci & =y

L 4qrd/2 7 a
= (2h7rc) NG / Lemv 1971 Tdy
0

L \%drd2 T
N = <> Td/yd—l eV dy
2hme 1“(%) )
L \%4xd/2
== 7T 1
<2h7rc) I (4) (d) (18)

Koneéné muzZeme vyjadrit pomér S/N — S je vyjadieno v rovnici (17), N je v rovnici
(18):

tak prejde v

(zhﬁm)d 4n'’ (4 4+ 1) T4 T(d)

5 _ r(3)
d gpd/2
N (k) =)
S
N:d+1 (19)
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