
7 — Foton Petr Šafařı́k

F7070 — Statistická fyzika a termodynamika

7 — Foton

Zadánı́

Ukažte, že entropie na každý jeden foton zářenı́ černého tělesa je nezávislá na teplotě
a že v d dimenzionálnı́m prostoru můžeme psát:

S

N
=
ζ (d+ 1)
ζ (d)

Ukažte také, že výsledek by byl d + 1, pokud by se fotony řı́dily Boltzmannovou –
klasickou – statistikou.

Řešenı́

Entropii se pokusı́me určit ze vztahu (1), že entropie je záporně vzatá derivace Lan-
dauova potenciálu dle teploty

S = −∂Ω
∂T

(1)

Ideálnı́ kvantový plyn je možné popsat stavem jedné částice v tomto plynu

Ω = T
∑
i

ln
(

1− e(ε−µ)/T
)

(2)

Sumu můžeme vyjádřit jako integrál přes všechny jednočásticové stavy s energiı́ v
intervalu (ε, ε+ dε). Rovnici (2) tak přepı́šeme do integrálnı́ho tvaru

Ω = T

∫
ρ (ε) dε ln

(
1− e(εi−µ)/T

)
(3)

přičemž ρ(ε) je hustota energiových stavů.

Přejdeme do drozměrného prostoru. Počet stavů v objemu ddk =
(
L

π

)d
ddk Takže

ρ (ε) dε =
(
L

π

)d
dV

Máme-li drozměrnou sféru, tak jejı́ objem V je vyjádřen vztahem

V =
πd/2Rd

Γ
(
d
2 + 1

)
Protože nepotřebujeme V , ale dV , zderivujeme V a zı́skáme:

dV =
dπd/2rd−1

d
2 Γ
(
d
2

) dr =
2πd/2rd−1

Γ
(
d
2

) dr

V našem přı́padě je r = k, proto:

dV =
2πd/2kd−1

Γ
(
d
2

) dk (4)
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7 — Foton Petr Šafařı́k

Pro lepšı́ počı́tánı́ vynásobı́me (4)
dε
dε

. Navı́c uvažujeme pouze kladné hodnoty k, proto

vydělı́me (4) výrazem 2d. Uvážı́me-li obě části, dostaneme

dVk =
2πd/2kd−1

Γ
(
d
2

)
2d

dk
dε

dε

Vrátı́me-li se k výrazu

ρ (ε) dε =
(
L

π

)d
dV

a dosadı́me

ρ (ε) dε =
(
L

π

)d 2πd/2kd−1

Γ
(
d
2

)
2d

dk
dε

dε

Fotony považujeme za ultrarelativistický plyn (pohybujı́ se rychlostı́ světla). Platı́ tedy,
že energie ε = ~kc. Odtud k = ε

~c Dále je výraz potřeba vynásobit počtem polarizacı́
(# = 2)

ρ (ε) dε = 2×
(
L

π

)d 2πd/2

Γ
(
d
2

)
2d

( ε
~c

)d−1 1
~c

dε

Matematicky upravı́me

ρ (ε) dε =
(
L

π

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

)
2d
εd−1

(
1
~c

)d
dε

ρ (ε) dε =
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

)εd−1dε (5)

Dosadı́me do rovnice (3) a integračnı́ meze zvolı́me v intervalu (0,∞)

Ω = T

∞∫
0

(
L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

)εd−1dε ln
(

1− e(ε−µ)/T
)

(6)

Před integrál vytkneme vše, co je nezávislé na integračnı́ proměnné

Ω = T

(
L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) ∞∫
0

εd−1 ln
(

1− e(ε−µ)/T
)

dε (7)

Integrál
∫∞

0
εd−1 ln

(
1− e(ε−µ)/T

)
dε určı́me metodou per-partes:

u = ln
(
1− e−(ε−µ)/T

)
v′ = εd−1

u′ =
e−(ε−µ)/T

1− e−(ε−µ)/T

1
T

v =
1
d
εd

Přičemž u′ je možné přepsat u′ =
1

e(ε−µ)/T − 1
1
T

Nynı́ zintegrujeme:

∞∫
0

εd−1 ln
(

1− e(ε−µ)/T
)

dε =
[
ln
(

1− e−(ε−µ)/T
) 1
d
εd
]∞

0

−
∞∫

0

εd−1

e(ε−µ)/T − 1
1
T

dε

Po dosazenı́ mezı́, zjistı́me, že[
ln
(

1− e(ε−µ)/T
) 1
d
εd
]∞

0

= 0

Integrál se nám tedy zjednodušı́:

∞∫
0

εd−1 ln
(

1− e(ε−µ)/T
)

dε = − 1
T

1
d

∞∫
0

εd

e(ε−µ)/T − 1
dε
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Dosadı́me tedy zpátky do výrazu pro Landauův potenciál (rovnice (7)).

Ω = −T
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) 1
T

1
d

∞∫
0

εd

e(ε−µ)/T − 1
dε (8)

Abychom mohli počı́tat dál, je třeba zavést substituci pro výrazy:

• x =
µ

T

• y =
ε

T

Z výše uvedeného plyne, že ε = Ty; εd = T dyd a konečně dε = Tdy Dosadı́me tedy
substituce:

Ω = −T
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) 1
T

1
d

∞∫
0

T dyd

e(y−x) − 1
Tdy

a trochu upravı́me

Ω = −
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) T d+1

d

∞∫
0

yd

e(y−x) − 1
dy

Protože se jedná o fotony, je µ = 0, proto i x = 0

Ω = −
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) T d+1

d

∞∫
0

yd

e(y) − 1
dy

∫∞
0

yd

e(y) − 1
dy jsme definovali jako funkci Bd(0)

Ω = −
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) T d+1

d
Bd(0) (9)

Nynı́ již můžeme vypočı́st entropii podle vztahu (1):

S = −∂Ω
∂T

Derivacı́ podle T zı́skáme z (9):

S =
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) d+ 1
d

T dBd(0) +
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) T d+1

d
Bd−1(0)

(
− µ

T 2

)
(10)

Ačkoli jsem napsal, že x = 0, tak obecně nikoli. Proto je nutné derivovat i toto. Druhý
člen v součtu se ovšem rovná nule, proto entropie bude rovna pouze:

S =
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) d+ 1
d

T dBd(0) (11)

Je třeba vyjádřit celkový počet částic N , abychom mohli vyjádřit poměr S
N . Budeme

jej hledat jako součet částic v každém stavu.

N =
∑
i

ni =

∞∫
0

ρ(ε)dεni (12)

Stejně jako v přı́kladu 3. si ni vyjádřı́ve jako ni =
∑
i niPr. Fotony se chovajı́ jako

bosony, proto můžeme převzı́t řešenı́ z třetı́ho přı́kladu, rovnici (3:11), zde ji přepı́šu
jako rovnici (13)

ni =
1

e(ε−µ)/T − 1
(13)
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ρ(ε)d jsme již vyřešili v rovnici (5). Dosadı́me-li tedy rovnice (5) a (13) do (12), zı́skáme:

N =

∞∫
0

(
L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

)εd−1dε · 1
e(ε−µ)/T − 1

N =
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) ∞∫
0

εd−1

e(ε−µ)/T − 1
dε (14)

Zavedeme stejnou substituci jako výše:
x =

µ

T
, y =

ε

T
⇒ ε = Ty; εd = T dyd a konečně dε = Tdy

N =
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) ∞∫
0

T d−1yd−1

ey−x − 1
Tdy

N =
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

)T d ∞∫
0

yd−1

ey−x − 1
dy

A opět integrál upravı́me na funkci Bd−1(0)

N =
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

)T dBd−1(0) (15)

Dosadı́me do vztahu S/N – za S rovnici (11) a za N rovnici (15):

S

N
=

(
L

2~πc

)d 4πd/2

Γ( d
2 )

d+1
d T dBd(0)(

L
2~πc

)d 4πd/2

Γ( d
2 ) T

dBd−1(0)

S

N
=
d+ 1
d

Bd(0)
Bd−1(0)

S

N
=
d+ 1
d

Γ(d+ 1) ζ(d+ 1)
Γ(d) ζ(d)

S

N
=
d+ 1
d

d
Γ(d) ζ(d+ 1)

Γ(d) ζ(d)

S

N
= (d+ 1)

ζ(d+ 1)
ζ(d)

Boltzmannova statistika

V přı́padě, že by se fotony řı́dily klasickým Boltzmannovským rozdělenı́m. Změnil by
se výraz pro Landauův potenciál — rovnice (8):

Ω = −T
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) 1
T

1
d

∞∫
0

εd

e(ε−µ)/T 1
dε (16)

Protože (ε− µ) /T je mnohem většı́ jak jedna, je možné zanedbat jedničku v e−(ε−µ)/T − 1.

Ω = −T
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) 1
T

1
d

∞∫
0

εd e−(ε−µ)/T dε
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Protože µ = 0,

Ω = −T
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) 1
T

1
d

∞∫
0

εd e−ε/T dε

Zavedeme substituci ε
T = y

Ω = −
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) 1
d

∞∫
0

ydT d e−y Tdy

Ω = −
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) T d+1

d

∞∫
0

yd e−y dy

Ω = −
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) T d+1

d
Γ(d+ 1)

Ω = −
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

)T d+1Γ(d)

Entropie je podle rovnice (1) rovna S = −∂Ω
∂T

S =
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) (d+ 1) T d Γ(d) (17)

Počet částic určı́me stejně jak v předchozı́m přı́padě. V rovnici (14) můžeme opět
zanedbat jedničku – ze stejných důvodů, jako minule.

N =
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) ∞∫
0

εd−1

e(ε−µ)/T − 1
dε

tak přejde v

N =
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) ∞∫
0

εd−1e−ε/Tdε

Uděláme substituci ε
T = y

N =
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

) ∞∫
0

yd−1 e−y T d−1 Tdy

N =
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

)T d ∞∫
0

yd−1 e−y dy

N =
(

L

2~πc

)d 4πd/2

Γ
(
d
2

)T d Γ(d) (18)

Konečně můžeme vyjádřit poměr S/N – S je vyjádřeno v rovnici (17), N je v rovnici
(18):

S

N
=

(
L

2~πc

)d 4πd/2

Γ( d
2 ) (d+ 1) T d Γ(d)(

L
2~πc

)d 4πd/2

Γ( d
2 ) T

d Γ(d)

S

N
= d+ 1 (19)
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