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8 — Helium

Hodnoty pro tepelnou kapacitu tekutého helia He* jsou dany v tabulce 1

7K | ov L%IJ
0.60 | 0.0051
0.65 | 0.0068
0.70 | 0.0098
0.75 | 0.0146
0.80 | 0.0222
0.85 | 0.0343
0.90 | 0.0510
0.95 | 0.0743
1.00 | 0.1042

Tabulka 1: Tabulka hodnot tepelné kapacity tekutého helia

1. Ukazte, Ze chovani tepelné kapacity se pri velmi nizkych teplotach shoduje s
fononovym plynem

2. Najdéte rychlost zvuku v kapalném heliu pri nizkych teplotach

Reseni

Chovani fononu, stejné jako fotonti, popiSeme Bose-Einstainovou statistikou (jen
chemicky potencial p = 0) pro jednu castici:

F= TZln (1 _ e*"Mi/T)

(1

Pricemz potrebujeme F ve trech dimenzich — proto provedeme integraci pres hustotu
stavil v prostoru vinovych vektort, kde

Z:/p(k)d3k

Vzhledem k tfirozmérnému modelu je pocet stavii 3N, proto

Kmax

/ p (k) d®k = 3N
0

Tedy dosadime za sumu z rovnice (2) do rovnice (1)

F= T/p (k) &k In (1 - e_h“”"/T)

Pohybujeme se v 3 rozmérném podprostoru, proto:

(k) = (2";)

(2)

3)
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\%4
k =
P( ) (271’)3
a také:
A’k = 4nk2dk

Provedeme substituci, kdy kv = w a tedy dk = dTW Tedy ziskame

3 AmV w2 dw
p (k) d’k = (2m)® (v) v
p (k) d’k = Lvduﬂdw (4)
(27v)

Kmax
Vzhledem k jiz vyse uvedené rovnici, ze [ p(k)d*k = 3N vime, Ze integral pfes w z
0
rovnice (4) odpovida 3N (3 — trojrozmeérny model):

Wmax

4
(3 x polarizace) 7TV3 w?dw = 3N (5)
(27v)
A7V
BN = — Wb 6)
(27v)
Vyjadiime, ¢emu se rovna w — pfecemz w/k = v.
3N 1/3
max — | 5 1, 2
w <47TV > [
Dosadime (4) do (3) a urcime limity integralu
Wmax 4
F=T WV3 w?dwln <1 - e*hwi/T) (7)
27v)
Z (7) vytkneme pred integral na w nezavislé ¢leny. Navic jsou 3 polarizace:
4 Wmax
F:3-T7T7V3 / w?1n (1 —e_hw"/T) dw (8)
(2mv)
V rovnici (8) si vyjadfime, éemu se rovna (;‘;‘)/)3 . K tomuto pouzijeme rovnici (6).
dnV 3N
(27TU)3 wlg;lax
F=3.3NT (wmax)_3 / w2 ln (1 - efh”i/T) dw (9)
0
Rovnici (9) budeme integrovat metodou per partes
F=3.3NT (wnﬂax)_3 / w?In <1 — e_h“i/T) dw (10)
0
3 Wmax @ma 3
B 3| |w —hw/T h w
0
F =3NT1 Mo/ T _ gN " R d 12
=3 n(l—e )—3 T /T — 1% (12)
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Wmax = wp. . . bude Debayova frekvence, pficemz iwp = Tp, Debayova teplota...

wp

h w3
— —Tp/T
F=3NTn (1-e 7/ )—SNTTw%/eTD/Tldw (13)
0
Udélame substituci: & =2 =y w =1y

TD/T(Z)?). -
=3NTIn (1 ™/T) —3NT -2 / ) Yy (14)

wy, ey—1 h

w

F=3NT (1 —e—TD/T) ig, (Cg dy (15)
YD

3 T 3 yg
F=3NTh (1 - e—TD/T) ~3NT ( ) () dy

Tp

Pricemz ovSem Tp /T = w:

T\? y3
_ _ _—TpT
F 3NT1n<1 e ) 3NT<TD> /ey_ldy (16)
0
Z rovnice (16) vytkneme 3NT a ziskame
T 3TD/T 3
_ _=-Tp/T\ _ [ L Y
F=3NT 1n(1 e ) <TD) /ey_ldy (17)
0

Helium He! je kapalné pouze pfi velmi nizkych teplotach, kdy 7' — 0. Cleny obsahujici
T se tedy zméni takto: Tp/T — oo a ln (1 —e /7)) — 0.

Z rovnice (17) tedy dostaneme:

300
:—3NT< )/ v’ -dy (18)
ey —
0

(0)

73
F=—3NT ( ) B3(0) (19)
Tp

Tepelna kapacita Cy je zaporneé vzata druha derivace F' nasobena teplotou

82
0? T
o* (T
127
Cy = 3NT—— B3(0)
TD
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4

B3(0) = T(4)((4), pficemz: T(4) =6 a ((4) = .

4 3
Cv = N1257r <;;> (20)

Vyjadrenim Debayovy teploty z (20) ziskame

o) 1274 T3
Tp = {|N — 21
D 5 Oy 21)
Tato rovnice se da prepsat:
1274 T
Tp = {|NT? — 22
D 5 v (22)

Zde nam vystupuje zavislost T'/Cy . Vyneseme si tedy zadana data jako zavislost jako
Cyv/T(T?) do obrazku 1.
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Obrazek 1: Zavislost Cy /T(T?)

Zavislost by méla byt linearni, ovSem jak je vidét, linearni je pouze do T2 ~ 0.75,
tedy az do hodnoty T =~ 0.85. Nad teplotou prave 0.8 K se pravé méni druh excitace (z
fononti na rotony). Prolozime-li pfimku linearni ¢asti (tj. prvnimi ¢tyfmi hodnotami),
ziskame smérnici Cr/T? ~ 54, pricemz Cy je zde v jednotkach J/kg/K.

Cy v pripadé, Ze je vyjadrena v jednotkach J/kg/K odpovida veli¢iné Cy /m, tedy o
tepelnou kapacitu délenou hmotnosti. Abychom zjistili Debayovu teplotu, provedeme

rozmeérovou analyzu. Vyjadrime-li tedy N jako pocet ¢astic na jednotku hmotnosti a
dosadime Boltzmanovu konstantu, tak se vztah (22) zméni na

N1274d T
Tp = ¢kT2 == = 2
b \/k m 5 Cy/m 23)

Prevedeme do tvaru, v némz se bude rozmeérova analyza provadét 1épe

(24)

4 3 q1/3
T) = kﬁl%r T
m 5 Cy/m

A provedeme rozmeérovou analyzu

J1 K Y
:[Kng/Kkg]
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Ze znalosti hustoty (p ~ 145kg - m~?) a jedne ¢astice mpy, ~ 4 x 1,67- 10727 kg spocteme,
ze X ~ 1,497 .10 kg™ ".

Dosadime tedy do rovnice (24) a Debayovu teplotu Tp spocteme jako

Tp =~ 20.8 [K]

Rovnici (21) miZeme upravit do tvaru:

3N 1/3
TD = (47{_‘/> 2mhv (25)

Objem V pirevedeme na podil p/m. Ziskame tak jiz dfive spoctené N/m. Vyjadiime si
rychlost v a dostaneme:

kpT;
V= ——"—"—/%= B 1?3 (26)
(25

4T m

Dosazenim jiz dfive napsanych hodnot ziskame rychlost asi

v~ 250 [m . 371]
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