9 — Tepelna kapacita Petr Safafik

F7070 — Statisticka fyzika a termodynamika
9 — Tepelna kapacita

Zadani

Ukazali jsme si, ze termodynamické chovani pevnych latek je popsano phonony —
vlnami ve strukture pevnych latek. Stejne tak 2dimm viny na rozhrani mezi povr-
chem tekutiny a jejimi parami je popisovan harmonickymi mody, zvanymi ripplony;
pricemz smér jejich polarizace je kolmy na povrch. Disperzni krivka pro tyto excitace
je isotropni a dana vztahem:

e = hw = bk*/?

kde k = ,/k2 + k2. Pro vzorek o dimm L x L je vlnovy vektor k = 2% (n,,n,), pficemz
ng, ny Mmohou nabyvat libovolnych kladnych i zaporchych celych cisel.

Najdéte matematické vyjadfeni prispévku ripplonti ke konstantni oblasti tepelné ka-
pacity, jeji zavislost na teploté a vyneste graficky.

Reseni
Ripplony je mozné popsat B-E statistikou stejné, jako chovani fotonu, kde y = 0 —
stav systému muiiZeme popsat stavem jedné ¢astice s polarizaci 1. Volna energie F' v
tomto pripadé je rovna

F=TY n(1-e"/T). (1)

Abychom vyjadrili F' pro celou plochu, tak sumu nahradime integralem pres hustotu
stavti v podprostoru vinovych vektoru:

Z = / p(k)d’k (2)

Dosazenim (2) do (1) dostaneme
F= T/p(k)koln (1 - e_h‘“i/T> 3)
pricemz
L 2
p(k)d’k = () d%k
21

Prevedeme na sférické souradnice:

A A dk
2 = — = —K—
pk)d“k = g kdkd¢ e kdw d¢ dw

Ze zadani vyjadrime k:

hw = bk*/?
n 2/3
-(5) @
Rovnici (4) zderivujeme podle w
2/3
dk = (h> gw*1/3 (5)
dw b 3

a (5) dosadime do vsechno (3)
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wD2 A ﬁ % h % 2 1 7T/2
F=T 22 (2 z 5w sdwln (1 — e /T /
/0 5 12 (b) (b) w3w 3dw n( e ) | do (6)

Spocteme co se da:

_ P A A —hw/T
F_T/O o (b) dewln(l—e ) (7)
A (R\F [er
F=T——| - / widwln (1 - efh‘*’/T) (8)
1271' b 0

Budeme reSit metodou per-partes:

u=In (1 —e’hw/T) o = w3
u' = Lk v = §w%
e hw/T 1T T4

Po derivaci dostaneme:

4
A h\ 3 3 3 wp 3h w3
F=T— (= Swiln(1—e™/T)| 22
127 (b> [4”4 n( ¢ )L AT Jomor W ©)
0
Udélame substituci pro:
% =a (10)
a hwp = Tp, tedy Debayova teplota.
Dosadime (10) a Tp do (9):
4 3 Tp/T 4/3
_p A (P (Ip)" Tp/T h / (7) "2t
P =" 16r <b) (h) In (1-¢™/7) - 7 o1 n® b
3 b a3 /T g
A (R\® | [(Tp\? To )T T / at/
F=116r (b) ( h) in (1-™/7) = (5 o1 (12
0

Dalsi reSeni je mozné pouze v aproximaci pro nizké ¢i vysokeé teploty.

Pro vysoké teploty

o T'— o0
Tp
T

ec*—1—a

In (1 — e_TD/T) — In (TTD)

— 0

hw
o 7 —0

4 3 4/3
A (BN\E | (Tp\* Tp T 1/3
F_T167T<b> (h) ln<T> <h> /2L da (13
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Spocteme integral:

A dosadime

)4/3

4 4/3
pop A (MY (I
167 \ b h

A (To\' [, (To\ 3
Vzhledem k poc¢tu dimenzi (2), bude pocet stavii 2N. Integral pies hustotu stavi tak
bude

Vytkneme (22

Vykratime &

Tedy:

Zpét k rovnici (14)

F =2NT [ln <1;?> - i] (15)
Tepelna kapacita je
Cy = TaQF (16)
v OT2
Po dvou derivacich F' ziskame T T
= ONT— -2
Cv Tp T2

Konecné tedy pro vysoké teploty je tepelna kapacita Cy rovna

Cy = 2N (17)
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Petr Safafik
Pro nizké teploty
e T'— 0
Tp
* — —
T o0
e In (1 — e’TD/T) — 0
Rovnice (12) prejde do tvaru
A /TN To/T 4/3
s / da (18)
16w \ b e —
0
A
- _ /
167b%/3 v (0) (19)
kde ,
Tp /T
4/3
By5(0) = / e?_ da
0
Tepelna kapacita je
Cy = TaQ—F (20)
VT o

Dvakrat zderivujeme (18) a vynasobime —T

7 4/3
Cv = 7367rb4/3T Byy3(0)

oy - A (Tp)®
160 \ b

28
Cy =2N- 334/3 (0)

Obrazek

2N

Cy]

Cv~2N

T/T,

Obrazek 1: Priblizny graf zavislosti Tepelné kapacity Cy na poméru T/Tp
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