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F1421 Zakladni matematické metody ve fyzice
F1421 — Rednasky

Algebra vektoi v R(3)
Orientované us&ky v R3

AB =[A B

Délka:d(AB)

Smer: dan gimkou, na které lezi
Orientace: je-li imka orientovana

Volny vektor:

u=mnozina vSech vektardané délky, s¥ru a orientace
Nulovy vektor :0

Opany vektor KAB je BA

u;v...volné
AB... libovolné umisgni u
AC...odpovidajici umighiv
Operace:
itani: AD=AB+AC
Nasobentislem

alR

AC =aAB

d(AC)=|ald(AB)

p(AC)= p(AB)
(AC)|*(AB)pro: a > Osouhlass

(AC)H‘ (AB)pro: a < Onesouhlash

u;v...volné
AB... libovoln¢ umisgéniu
AC...odpovidajici umighiv
Vlastnosti:
1. u+v=v+u
2. (u +v)+w =u +(V+W)
3. u+0=u
4. u+u'=0
1-4) Komutativni grupa
5. (aB)i = a(B) = B(au)
6. alli+V)=ati+av
7. (@+p)i=at+pu
8. (-1)i=-d
1-8) Vektorovy prostor
Systém vektar Gy;0,;.....;U
Systénxisel a;;a,;....a, ;

b je linearni kombinace vektibrii ;,;..... ;U s koeficientya,;a,;....;a

g =u,a+u,b+u,C

n !

Pdimifka
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F1421 — Pednasky
V=va+v,b+vge
(u;u;;u,)

(Visv,ivs)

W=G+V= (ulé+u25 +u36)+(vlé+v25 +v36): a(u, +v,)+b(u, +v,)+e(u, +v,)3

U=
V=

W... je linearni kombinace béié;ﬁ;é)
a,, +...a,l, = Otak, z&la, ORplati :a, #0

o o_a, _
je-li a, #0 pak platit, =-—20, —...———"0
al al

n

Systém vektar G,..0, je linearn& zavisly tehdy, kdyZ praa,..a, plati a,i, +...a. G, =0.
V opaném gFipact je systénlinearné nezavisly

Rekneme, #d(,..0, ) je maximal# nezavisly systénjestlize:
1. je nezavisly

2. pridanim jakéhokoli vektoru vznikne vektorovy systinearre zavisly. Resp. systém

(4,..4,) je zavisly pro libovolnéi = BAZE VEKTOROVEHO PROSTORU
Patet prvki baze = dimenze prostoru
R'=

W=w,a+ Wb +w,e
W= (W1;W2;W3)(a;6;5)

...slozkyw vzhledem k bazig;b;c)

W=u+v= (ulé+ u,b + u36)+ (vlé+v26 +v36): alu, +v,)+b(u, +v,)+cu, +v;)
w je linearni kombinace baza;$;c)
W= (ul TV Uy +V,5U; +V3)(a;b;c)

au = (aul; au,,au, )(a;b;c)



F1421 Zakladni matematické metody ve fyzice Pefaita
F1421 — Rednasky

@bic) e paze F=udrubug
CHH) =u,a+u,b+u, ¢

Ortonormalni baze (vektory jsou na sebe kolmé a jejich velikost jely1)

(e,;e,;e,)..baze
i#]
O (ei €, )= 90

ef=1

Prechod z baze garkované naarkovanou

(e1;ez;es) - (él;éz;és)

e,1: Z-1161 + T1262 + T13€3

éz = T21e1 + T22e2 + T23e3

e,3 = T3191 + T32e2 + T3333

de facto jde o to, abychom objevili koeficienty pouzijeme protanatici prechodu kam se
napisSi jednotlivé koeficienty.

z-11 Z-12 T13
T=|7, T, T,]|..matice pechodu
T31 T32 Z-33
Skalarni so&éin vektort u;v
ulv =|u|v|cosO(u;v)
e'1= Z-llel + Z-1262 + T1383 |el
€18 T80 + 71,8, + 1,88
Jsou to viasthtii skalarni sodiny 7,,e.e;7,,6,6,;7T,,.6,8,; plicemz 1,.e,e,; 7,.,6, daji kazdy
nulu. takze namistane posledni skalarni sou 7, .ee,, z nthoz plyne, ze
r,, =cos(€,;e,)... (1;1) je kosinus Ghlu mezZéarkovanym a ngrkovanym vektorem

obecr:
7y =cos] (éi € )

7= %o sina
-sina cosa

3 3
u=>ue =>ue,

i=1 k=1
3 3 3 3 3

u =ZU'19'=ZU'{ZGKGK} =D\, (f,kek)=Z(Zu lrlkjek
=1 =1 k=1 K,j=L k=1

Up =U Ty FU LT, U Ty
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Ortonormalni bazea €
(el;ez;es) D]j - (él;e'z;és)

€,= 1,8 +7,,8, +T,8,;i =123

€ =0,€,+0,,€,+0,€, | =123

i Tl Tpg O, 0O O
T=|Ty Ty Ty S=| 0y 0y Oy
Iyn T3 Iz O3 O3 Oz

7, =cos Uhlu, ktery svira i-tgarkovany vektor s j-tym @@rkovanym.
r; =code ;e )=code; €)= 0,
g; =co ei;e'j)=cos(e'j;ei)= T;

Matice S je transponovana k matici T.

Podminky pro zavislosti koeficiaint:

e U€,= 3 moznosti= 3 podminky

le|=1= 3 vektory = 3 podminky

celkem tedy 6 podminek:

Celkovy p@et tau je 9. Z toho 6 podrémych, takze pouze 3 budou nezavislé.
ulv =|u|v|codu; v)

[u;v] - uvlR

Vlastnosti vektoi
1. ulv=vlu
2. (au)v=(av)u
3. (u+vw=uw+vw
4. uu=0;rovnostuu=0 = u=0

U=ug +U,e, +Us€,
V=ve Ve, Ve,
(e;;e,;e,)..baze.. nemusi byt ortonormalni --> obecn

3 3 3 3 3 .3
uv= (ulel t U8, +uses)(vle1 V.6, +V363)=(Zuiei ][Zujej J - ZZuieiVjej = Zzuivj (eiej):
i=1 j=1

i=1 j=1 i=1 j=1

= ulvl (elel) + ulv2 (e1e2 ) + u1V3 (ele3 ) + u2vl (e2€1) + u2v2 (e2e2) + u2v3 (eleS) + u3V1 (eSel) + u3v2 (e3e2 ) + u3v3 (e3e3)
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Pro ortonormalni bazové vektory plati:
uv =u,v,(ee,)+u,v,(e,e,)+u,v,(ee,) zbytek jsou nuly

€ =178 7,6, +756;
(.,;7,,:75)..SloZky vekoru
€, vbazinetecarkove (el; e,; e3;)

ee, =0=ryr,+r1 +T,

i2j2 i3ij3

> Ty Ty =0=1# ] nebo 2L Ty =l=1=)
k= k=

podminka kolmostig; =0..i # j;J; =1..i = |

Podminky ortogonality:
T... ortogonalni matice

3 3 3 3 3
u=> ue =ZU{Z%EJ=Z[ZM jej
= i \j= 1\
3 -,
u=> ue,
j=1
3
u jzzuiaij =U0,; tU,0,; U0
=

u,lz allul + 021” 2 + 031u3 0-11 0-21 0-31

u,z = JlZUl + UZZU 2 + 0-32u 3 u,: (ul; uz; u3 0-12 0-22 0-32 = (U)S
U,S = 0-13u1 + JZSU 2 + 0-33u 3 0-13 0-23 0-33
u'=(u)s

u=(u)T

Vektorovy sodin

Zobrazeni, které dvojici vektbiu av prifadi vektomw:
[u;v] - w=uOv
Velikost: Iw| =]ulv[sin(u; v)

Smer: w O narovinu vekoriau; v

Orientace: Pravidlo pravé ruky
U nulového vektor® neni definovana velikost, $mani orientace.

Vlastnosti:
1. uOv=-vQu
2. alu)Dv=ud(av)=a(uOv)
3. (u+v)DW:uDW+vDW
4 uD(V+W)=uDv:uDW

Peimiia
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u=ue +u,e, +u,e,

V= Vlel + V2e2 + V3e3

uv = u1V1(el O el) +tuV, (el u ez) + U1V3(e1 u e3) +
+ Uzvl(ez O el) +tUyV, (ez u ez) + uzvs(ez O es) +
+tUzVvy (ea O el) +tUyV, (ea O ez) Uz, (es O es)

e,lle)=e,
e, e, )=¢e
e, e;)=0

u= (uzvs — U5V, )el + (U3V1 —UV; )ez + (U1V2 A )es
u= (uzvs —UsVo  UgVy —U Vi Uy, — u2V1)

Smigeny sotin u(vOw)

ul u2 u3
U(VDW)=U1(VDW)1+U2(VDW)2+U3(VDW)3=de Vv, V,
Wl W2 W3

al(bOc)=(ach-(ab)c

Peimifia
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Diferencialni rovnice

neznama funkce jedné prémé
Pronmeénna t funkce x(t)
X funkce y=f(x)

Rovnice obsahuje nezndmou funkci a jeji derivaezyva se ODR... Oldgjna diferencialni
rovnice (Angl. zkratka je ODE)

Prikladem jsou rovnice Il.Newtonova zdkona

ma=F,(r;v;t)

ma... derivace hybnosti

My = (Xﬁ)? Yir): Z(r))
v = (% ¥:2)
ap) = (X’ y' Z)

X MK = Fgg (xy;zxV;2)
yimy=F (X V2% ¥;2)
z:mz=F,, (xviz%y;2)

to t

m @ FpruZiny=Fp=0yZ2)=(0;-ky; 0]
mg=(0;mg;0)

me=Fg+Fp

my =mg-ky

.k

y+—y=g

m

Obycejna diferencialni rovnice 2adu §ad je uten nejvyssi derivaci), nehomogenni (kdyz se

...=0 homogenni; #0 nehomogenni), linearni (vSechny derivace jsou
v 1.mocnig=>linearni) s konstantnimi koeficienty.

R4&d ukuje paset konstant... peet pasatesnich podminek.

Zahrneme-li tlumeni, pak jsou dva modely.

my = mg-ky- by ... Stokev model... neni reany

my = mg—-ky—Cy?... Newtoriiv model

(ij ... bude pehazovat +/-; jednotkovy vektor ve &my
y
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Rovnice l.radu
Pt.: Rozpad jader

t=0 =>No
t... =>N(t)
dN(t) o o . . . . , ;Y , v .
at =-aNy) Zmena pdtu jader za jednotksasu je pimo Unerny pactu jader
Ny = —aNg,
Ny +aNg) =0

ODR 1.r&du linearni, homogenni, s konstantnimi koeficienty
ReSime pomoci separaci prémych

d_N:—a'N :d_N:—a'mt
dt N

KaZdou stranu integrujeme
d_N = '[—adt
N

J'%dN=—aJ'dt

INN=-at+C

C=InK

N =Ke™

K... predem neufend kladna konstanta
obecné&esSeni diferencialnich rovnic

N(t) = Ke_m
Konkrétnim vykrem K vznikaji PARTIKULARNIRESENI
Patateni podminkat =0; N, = N,

N(O) = e_OK
N(O) =K
K =N,

PartikularniteSeni pro nasi rovnici je
N=N,e™“"

T ... polatas rozpadu

N

2 Ne”
ar=In2
_In2
a
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F1421
F1421 — Rednasky
Pr.2
Zakon absorpce réni (RTG)
N
x(0) X
. . x
- 1<)

osa X

mi... linearni koeficient absorpce

PE.3
Pohyb v odporujicim prosdi
Castice je urychlena a naslédedina sila, ktera na tut@stici pisobi, je sila odporova...
ma = I:odpor
1.) Stakedv model: F,,, = —Bx

2.) Newtoriv model: F,,,, = —CX®

1: Stakes:

H . M b .
mX=-bx= xX+—x=0
m
substituce:
X=V

v+9v=0

n
gl-{-gvzo
dt n

10
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2: Newton:
mx = —Cv?
Substituce:
X=V
nasledd plati:
mv =-Cv?
mdY = —CV
dt
_d_;/ e —Edt
Y, m
1, C
j de— _EJ' dt
j v‘zdvz—E dt
m
-1
V_ = —(Et + Kj
-1 m
1=Et+K 1_ct+mK __m
v m \Y; m ct+mK
pro:t=0 - v =V,
R S
VO
. m _ my
V= =
ct+ M V,Ct+m
-1
VO
Derivaciv ziskdme polohovy vektor, proto:
X = | Vit

nasleduje stejny postup integrace a upravovani...

Line&rni rovnice
-jsou to takoveé rovnice, které jsou prvnifdou a nemaji konstantni koeficienty.

hledana funkce: x(t)

X+ fyX=9gy
X... neznama fce.
f(x) i g(x)... zname funkce

funkci x si rozepiSeme na libovolny s dvou jinych funkci u a v

=Up L
X0 =Y ™0 gosadime do zadané foer fyX =0
X=uv+uv

w+w+ fuv=g
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vytykdme spolénécleny:

vu+ fu)+w=g

Volba x=uv byla natolik libovolna, Ze jsme mohltiirclen u tak, Zze
u=—-fulu+fu=0

Z druhécasti plyne:

du _

—=-fu
dt
W _ ot
u
Inu=~[ fgdt
u= Ce_j ft

dosadime do/(u+ fu)+w =g (prvniclen v(u + fu)je roven nule, prototstavawv = g.
Dosazenim dostavame:

Y
Cexd—j ftdt] Bg—t =0y
dv= %exdj f dt] t)dt
1
V= EJ. g(t) eXF{j ftdt]dt +p

o C
X=uv= W) %J- ) eXF{[ f(t)dt]dt +p

Uvédomime-li si, Ze x=uv, poté: I
B g(t) ede f(t)dt]dt+ P

eX[{[ f(t)dt)

PF .

. B
u=exr{—jtdt)=e 2

1,
V:J’ [tejtdt]dﬁ p:j te2t dt+p=

lt2 =wt
2

dt=dw

e = 2
t

e'dw+p=¢e"+p
J

N

v=e? +p

12
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Diferencialni rovnice 2. Fadu, linearni, s konstantnimi koeficienty

Xy)---hledana funkce
az(t)>2+ By X + 3y X = f()... obeck, s prongnnymi koeficienty (Prorénné funkcetasu)
a,X+a,X+ax= fi).-- obec’ pro konstantni koeficienty

Normovany tvarx+ px+q = g,
Dvé moznosti:1.p) =0

mi=F,+N+G
0 X x:mx=-kx |. k
. . X+—x=0
m y:my=0=y=0 m
—/\/\D Ukol najit vSechnag, ktera vyhovuiji
" 0 ; x+5x=0
m
A " K
— =a’.. kladnékonstanta
N g
0 prui g X X = —aw’X
b i

PredpokladameesSeni ve tvaru:
xt) = g

x=Ae"

x=A%e"

Aet =x

e = -t

e+t = O(: e

A%+’ =0... charakteristicka rovnice [dané diferencialninioe

N ==af - .
p N ...Charakteristické keny rovnice
=tiw
12
Xlt = eia,t ]

L. - fundamentalni systetese
Xy =€

x=Cx(t)+C,x,(t)... C,;C,... libovolné konstanty

13
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(Clxl + CZ):(2)+ wz(clxl + CZXZ) = O

Cl(>:<1 +a;2x1)+C2(>:<2 +w2x2):0

Pricemz: X+ w’x = 0... zakladni rovnice

X, =C,e“ +C,e™“ .. Obecndesdeni a dal3f jiz neexistuji.
Hledame mnozinieSenix, , které jsouealnymi funkcemi.
Podminka je tedi = X(X je komplex® sdruzené k)
Ce“+Ce'™ =Ce' +C,e*

e (Cl - (_32) =g (61 - Cz)

e (Cl _(_;2): ((_:1 _Cz)

c,-C,=0

C,-C,=0

0t=C,-C,

C=a+ib;a,b0R

X = (a+ib)(cosut +isinat)+(a-ib)(cosat +isinat)

X() = 2acosat - 2bsinat Vybrali jsme jen realné
2a=A-2b=B sloZky sodinu

Xy = Acosat + Bsinat

ABOR
Patateini podminky:
X(O) = Xy

V(o) = X(0) = Vo

Xo = A
X =—-Awsin wt + Bwcos wt
X, = ot
A=X,
.
I

V, .
X() = %, COsat +E°sma1

... PartikularnieSeni, které odpovida konkrétnintat®nim podminkam

w... kruhova rychlost
T=21Mw... perioda

1. %, #00v, =0= X, = X, cosat

V, .
9 sinat

2. X% =00V, 20= Xy =—
w

Peimifia

14
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Xr) = A.amplituda
Xq) = Asin(at +68) = (Asing)cosat + Acosd(sinat)
Asing = x,

Acosfd = Yo
w

2
Az(sin2 9+cos€): X5 +(ﬁj
w
Vv 2
A= 24120
vl
at + 46 ...faze pohybu

Priklad 2.)

—

X

F... vyslednice
ma=mg+T

Rozklad na slozky:
Tecny smner:

ma, = -mgsin ¢
Normalovy srér:

ma, = mgcosy +‘ﬂ

tedna

mg

Vztah mezid; &

a;€ 5 = Ex
v=al obecH: ?‘_E
2= 5 =4

15



F1421 Zakladni matematické metody ve fyzice
F1421 — Rednasky

tecna: mg = -mgsing = a, = gsing
normala: ma, = mgcosy +‘f‘ = a, = gcosyp +‘f‘
@l =—-gsing
¢l +gsing =0
¢5+Igsin¢ =0
Prog — 0= sing = ¢grad
g+ =0

Priklad 3.)

—/\/\/E

0 (o

mx = —kx— bx
b>0
bx ... odpor prosedi

. b K
X+—X+—x=0
m m

X+ 2K+ w’x =0
A+A+a =0

y _ 20+ 208 - _
12— -
’ 2

0+ o% -/

1. 0=«

Ad2.0>w
A;;A,...realné pronné
(—5+M?—af)t

x(t)=eM =e :expt(—5+\/52—w2)
x,(t)=e* = NSl expt(— d-Vd* - wz)
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Obecré:

X(t) = C1X1 +C2X2

C,;C,0OR

X = [C1 ex;{tx/ 0’ - )+ C, exy{—t 0’ -of )]exd—td)

Ad3.Jd<a

A, ==0tiVaFf —97 ... komplex® sdruzené kieny
Xl(t):e/llt =e(—5+i wZ—JZ)t =expt(—5+i /wz _52)

X, (t)=e™ = NeaCh expt(— J-iva? - & )
Obecnr:

X(t) = C1X1 + szz

C,;C,0R

Xq) = [C1 exp{t(i\/a)2 -0? ))+ C, exp(t(—i\/af -0? ))]exp(—td)
XyOR=C,=C,

Jar =02 = o

Xq) = exp(~ &) Acosat + Bsinat]

[Acosat + Bsinat] = Asin(wit +6)

Xq) = (Aexy:(— &))sin(cdt + 9)

(Aexp(- &))... amplituda klesajici &asem

1.5

1.25

0,75
0.5

0.2

0,25

A

Pohyb probiha pouze v kladnych sadnicich.

25

Peimifia

17
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Adl.d=u

(1) x(t)=expAt)=exp-tJ)

A, =A, ==0... charakteristicky ki@n rovnice

2) x,(t)=texp-t0)

Owereni (2):
x=e* +te¥(-0)=(1-td)exd-td)
%=-G" +(1-t0)e (- ) =™ (- 25+ 5%)
%, +20%, + aFx, =|(- 20+ 5% )+ (25 - 2% )+ 3%fe ™ =0
6*= @
Obecné&eseni:
X(t) = Clxl + szz

... mezni periodicky pohyb
Xy =€°(C, +tC,) P Y POy

Peimifia

Diferencialni rovnice n-tého rFadu, linearni, s konstantnimi

koeficienty
xW+a xY+ L +ax+ax+ax=0
ODR, linearni, n-téheadu, konst. koeficienty, homogenni
Predpokladanéeseni:x = e™
Charakteristicka rovniced” +a,_ A" +.....+a,2 +al+a,=0
# Charakteristickych keni: n-koreni (v¢. ndsobnosti)
A,..nasobnost k;
Reélné keéeny:
A, ...nasobnost k,

a, +if

nasobnost 2|
a, _|ﬁ1} T

Celkem nasobnost=n
ki +.+k +2,+..+2;=n

dvojic komplexr sdruzenych kieni

as+ipBs

}nésobnost: 2
as-— ':Bs

Fundamentalni systém:

x, =expAt);x, =texp(At)...;x, =t exp(At)
Xeog = exp(/}zt); Xy :texd)lzt);...

expt(a, +if, ) expt(a, =iB,);..

18




F1421

Priklad:

174M 314 M

M

Zakladni matematické metody ve fyzice
F1421 — Rednasky

klo

lo X

Ml

pro:L>L,
L=Xx, —X
F =(-kL;0,0) = (-k(x,

x| {t) x 11 {t)

P );0;0)

Pdimifia
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F1421 Zakladni matematické metody ve fyzice
F1421 — Rednasky

X, _; = explitw)
X,_, = exg-itw)

x, =C, +C,t +(C, explitw)+C, exp-itw)) = C, + C,t + Acostew+ Bsintw
X, =C, +tC, + Acosw+ Bsintw
X, =C, +C,t— Acosat — Bsinat + L,

R4

X, +X

= 5 L=C,+C,t

Vzajemny pohybdes (pohyb&lesa Il vaci I)
X, =X =—2Acostw-2Bsintw+L,

Patateini podminky:
t, =0
1
O:CJ_+A Cl :E LO
x(t): 2
L,=C,-A A=—20

iVO:CZ+Ba) CZ:EV0
v(t ).4 8
o/ \Y/
0=C,-Bw B=—"2%
8w

X, = 1 L, +1vot —icostaﬁhsintw
2 8 2 8w

X, -1 L, +}v0t —icostw—ﬁsintaﬁ L,
2 8 2 8w

Pdimifia
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F1421 Zakladni matematické metody ve fyzice Pefaita
F1421 — Rednasky

Nehomogenni rovnice
ODR,L,KK,Nehomogenni

/\/\/|j—4|
0 0

mx + bx + kx = F, sinQt ...vynucuijici sila, ktera povzbuzuje kmitani
5="0
2m

_\/?
w=.|—
m
W =\ -0°

a>0
Q ... frekvence vynucenych knit

1. Najdeme obecn#&Seni homogenni rovnice
h(t) = (Aexp(-td))sin(at + )
2. Najdeme partikularnieSeni nehomogenni rovnice
%(t)
Obecné&eseni nehomogenni rovnice; (t)=x,(t)+ xp(t)
Predpokladanéesenix, (t):
X, (t) = PsinQt + QcosQt
%, (t) = QPcosQt - QQsinQt
%, (t) = -QPsinQt - Q*QcosQt
Hledame P a Q

X+ 20K + (P X :isith
m

- Q%PsinQt - Q*QcosQt + 2P cosQt — 2AQsinQt + w’PsinQt + w”QcosQt = —isith
m

sith[(wz -Q?)p —Z&Q—%} +cosatf2doP + (o -Q2)Q]=0

Aby rovnost platila, musi byt @élzavorky rovny nule

21



Zakladni matematické metody ve fyzice
F1421 — Rednasky

(af—Qz)P—zde:%

280P +(w? -Q?)Q =0

[(a)z—Qz)2+452Q2]P:%(w2—QZ)
2)2 202 __i

7 -07) +a5°07]0 = © 20

Fo A2
m(“’2 Q)

°F (@7 -Q?) +45°Q°

-Foom
Q= m
(? -Q2f + 4507

Amplituda vynucenych kmit Av

A =P’ +Q*

Pdimifia
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F1421 Zakladni matematické metody ve fyzice Pefaita
F1421 — Rednasky

Hledani partikularniho  FeSeni
X +a x4 polynom
Py - polynom stupaim:

ath+a t"+. . +at+a,

=sinte,costa = X, =acosQt + bsinQt
=expat)= x, = K exdat)

= [, costw+ Qyysintalexp(at)
Py -+~ polynom stupaim
Qp)--- polynom stup&n
M = ma>{m; n]
= X, =|ay costw+ by, sinQt|exdat)
3 by polynom stupa M

y = yH + yp
Specialni typy pravych stran:

=[P, cospx+ R, sinfx|exp(at)
PartikularnireSeni: yp=

1. expax)(S sinfx+Q, cospx)...a + A neni kdenem charakteristické rovnice

2. xexr(ax)(Sr sinfBx+Q, cos,Bx)...a + [ jednoduchym kienem charakter. rovnice

G exr(a'x)(Sr sinfBx+Q, cos,BX) ...a + i dvojnasobny kien charakteristické
rovnice
S,;Q,...polynom stupar
r= ma>{m; n]

= expax)(a, X" +a, X" +...+ a,
PartikularnireSeni: yp=
1. explax)(p,x™ +b, X" +...+by ). neni kdenem charakteristické rovnice
2. xexp(ax)(p,x™ +b, X" +...+b;).a je jednoduchy kien charakteristické
rovnice
3. X exr(ax)(bmxm +b X"+ bo)..a je dvojnasobnym Kenem charakteristické
rovnice

23



F1421 Zakladni matematické metody ve fyzice
F1421 — Rednasky

KFivkovy integral

Urcity Rieman av integral
[, fog0x= iy~ F

Zobecréni Riemanova integralu

C... kivka v prostoru
C:t0[ab] - 1y OR?

Pdimifia

Khivka C A... otewena mnozina R(3), ktera

obsahuje body o séadnicich
X1 Y Z [ proit Dfasb]

Kt)

f:xy:z)0A- freyz) OR

KrAvkovy integral I.druhu z funkce fpo k  FAvce C

f(cy.2) -+ lin€arni hustota dratu (hmotnostpadajici na jednotku délky)
f(r) ... hustota

dl =/dx +dy? +dZ°

dm= fdl

F=(x;y;z)=A
B=(x+dxy+dy,z+dz)

24



F1421 Zakladni matematické metody ve fyzice
F1421 — Rednasky

dm... element hmotnosti

dm=  (xg: Y Zg N3 + V0 + 25y ot

2 .2 =, 2

f(x(t); Yo Z(t)) Xt Yo T2y = 9

b . . .
m=),f (i Yo 20 Wiy + ¥ + it

... kfivkovy integral I. druhu
[ fdi
C

Priklad:
X = Rcost

y = Rsint

t 0[0;277]

dl =+/%2 + y?dt =+ R?sin’t + R? cos’ tdt = Rt
2m 2 .
ifdl = ["1Rdt=R[ " dt=2/(]]

4] R R R
[ F 0= [ iz X + V) + 2yt

C

KrAvkovy integral Il.druhu z funkce fpo k  FAvce C
Hx.y.) -+ linearni hustota (hmotnost dratu vztazena dagu delky)

Ay L iSEné r
—WA](]'A') ... pfimérna linearni hustota elemenf\l umistného vr

lim Am_ K- linearni hustota v bed

A-0 A

Hmotnost:

J',u(r)dl U dl...element hmotnosti dl... element délky
C

v

N
r =izmﬁ N iJ‘/,J(r.)r”dl indexovana progmnari se engni na spojitou .
miz mg



F1421 Zakladni matematické metody ve fyzice
F1421 — Rednasky

Momenty setrva énosti vzhledem k osam

0sa 0
qfi)

m(i)
J, = quf ... Moment setrwmnosti vzhledem k ose o
J, = jv(r)qzdl
C

J vici osam x, y, z.

Obvykle se tyto momenty sestavuji do matice:

'JX DXZ DXZ
D, J, D,,|..tenzor momentu setréosti
sz Dyz ‘]z
Pr:
X =Rcosa X =-Rsina
C_y= Rsina y = Rcogt
‘z=bht z=t

t 00277

M= U, ...konst.
Hmotnost: m= J',udl = /JOJ:”\/ R +b?dt= [/,1O R* +b’t
C

21
=2 R? +Db?

Pdimifia
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F1421

Tezise:

Zakladni matematické metody ve fyzice Pefaita
F1421 — Rednasky

,—2 2 2m
X, -1 ,uoxdl=1/,10 “"Reogty/R? +b2dt = Msint =0
mg m" % m
= RUARI D por
m 0

0

Y; = sintdt=0

2 2
Z ——/Joj btx/R2+b2dt—— PNREHD o — by, —%z

max

Moment setrvanosti Vici ose y:

iy =.[,u(x;y;z)(x2 + zz)dl :‘,u: IZ‘ =.[02”Kbt(R2 cogt +bt W R? +b?dt =
C

= KbV/R? +b? [RZ joz”t co tdt +b? J:”t3dt} -

[["tcogtdt=|" tlJ’COS2t dtzljzntdﬁljzntcosﬂdt:
2% 7 2k
2 2 27T 2
=8 L Lina —1.[2 sin2tdt | =772 -1 - Lcosat| =17
a4l 21277, 2% 2 2,

2 1
0”t3dt =4

2
‘ =4
0

= J, = Kbv/R + b2 [R72% + 4p2 7]
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F1421 Zakladni matematické metody ve fyzice
F1421 — Rednasky

Funkce vice prom énnych

Funkce dvou prom énnych

flx,y)

firy=
flx,y)
rixy)

N

Zobrazeni
f:(xy)OM;(xy) - frey) UR

G, {[X, Y, Z] N Rg‘z = f(X:y)}

il
foxy)
/%ww
¥ s Y

Parcialni derivace
Fs) i

ox  h-o
zn&i se takeé jakdx

x+h;y) - f(x,y)

... parcialni derivace

fzg—f:—arctanzz ! 2—_y: 2—+y2
X OX X X X
1+(yj y
X

Pdimifia
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F1421 Zakladni matematické metody ve fyzice
F1421 — Bednasky
y oy 1+[yj y
X
fxx= o't
fx = of a 6)(2
-5 2
15) ¢ fxy: 0-f
¢ dyox
(x.y) _0%f
=9t v
oy _o°f
fyx= "
oxoy
f =i=i(f)
0xX 0X
of _ 0
=—=—If
Y=oy o\
Jsou-lifxy afyx spojité potonfxy=fyx
. 4
fx= Ny
f __(X2 +y2)_y2y_ 2y2_(X2+y2)_ yz_xz
S 0 B Y
X"ty X"ty X"ty
y
Y=y
(e +y?f
fyx= (Xz + yz)_2X2 _ y2 =X

be+y?f  (e+yf

Parcialni derivace slozené funkce

Vznik slozené funkce:

F: (X’ y) - I:(x,y) =f lu(XVY);V(XvY)J

u
(X’y)} vnitini slozky

x.y)

f... vn¢jSi slozka

i

Predpoklady:

Peimifia
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F1421 Zakladni matematické metody ve fyzice Pefaitia
F1421 — Rednasky
OF (o) — iy o) ™ Fiss) iy FMoconas Vessnon] = F s Voo
ox  h-0 h h-0 h

=%[f [u(x+h,y)'v(x+h,y)]_ 1t|:l'|(><,y)’V(X‘rh,y)]"- f[u(x,y)'V(XJrh,y)]_ 1:[u(x,y)’v(xyy)]] =

_f (U Veeonn) = F e Vieons) Joerny) ~Voy)
Virny) ~Vixy) h
Uxeny) ~Uey) = H

Vixeny) ~Viey) =K

o lim o) ™ Tl i Moony) =V
-0 H-0 H h-0 h K-0 K -0 h
Hﬂo]

K-0
_ aF(X,y) af(
[)4 u

lim :lim f[U+HvV+K] — f[U,V’fK] 0im Utxeny) ~Yix,y) xy) —

=

u, oy

%x,yg [1)¢ ov

X,y

of ou , of ov
= +

ou 0x 0v 0x
:af 0u+6f ov

duady ovaoy

u ,v)

Al
u x,y} [5)4

vEx,y

Priklad:

Foy) = In(cosxysinxy)

Ptimo:

1 -
Fx = —_(— ysin® xy+ ycos xy)
CosXysinxy

Vzorcem:

f :In(uv)

U = COSXy

vV =sinxy

O nfuv)=Ly=
%In(uv)— uVv—
9 =Ly=
Eln(uv)—u u

<|lkh c |k

icosxy =-ysinxy
0X

isinxy = yCcosxy
0X

oF :1(— ysinxy)+1(ycosxy) :L(— ysinxy) +— 1 (ycosxy) = ;(— ysin? xy+ycos xy)
ox u % COSXy sinxy SinXcosxy

Priklad:

f(xy)

X=X 0 =T cosy
Y=Y g) = rsing
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F1421 Zakladni matematické metody ve fyzice Pefaitha
F1421 — Rednasky

F. g = f(rcosp,rsing)

oF, of ox of oy _ of of . :
(rg) _ Fr :__+__y =—cosp +—sing = fxcosg + fysin
or oxor odyor o0x ay ? g
of ox of oy ,
Fp=——+_——=fx|-rsing)+ fylrco
0= oxag Tayag - P Tsing)+ b(rcosp)

Frr = fxxcosp cosg + fxycosgsing + fyxsing cosg + fyysingsing

Frr = fxxcos ¢ + 2 fxysinxcosx + fyysin

Parcialni derivace ve sm éru

z=f(x,y)
(X,y)... pevné body. .(x, y) = (xo; yo)

———

Fio) = Thousiverss)
X=X, +1s,
C: Y=Y, tts, Parametrické vyjaeni Kivky C s parametrerh

z=Fy=f (xo +1S,; Y, +tsy)
C... pranik G(f) s rovinou kolmou k sdadnicovym osdm obsahujidiimku, na niz lezi
vektors.
TecnakC=r1
rlp
F) Shernice te&ny 7
_of ox of oy _of of

(;):d—FIEf(x0+tsx;y0+tsy)———+——— Sct——Sy
dt dt ox ot oJdyodt ox ay
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F1421 Zakladni matematické metody ve fyzice
F1421 — Rednasky
F' - af(xo?)/o) s +af(xo?YO) S jzna:sl'me-af(xo;%)
O ox * gy Y S
Priklad:
1
ZZE(XZ * y2): f(X,y)
ﬂ:ﬂs +ﬂs = S +y S
35 ox * oy oS YoS
of, .
§:?aby%zo

.
P +y2 X+

Gradient
ot
5
Ty
g =(fx fy)
of _of  of

3 oS Ty S90S 108, = B=lglslcodg:s)

Jaky zvolit snar sabyg—;...max
g g...cods;§)=1= % =|g|...gradient

Gradient funkcé je sner nejetSiho spadu funiai hodnoty

Peimifia
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