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Algebra vektorů v R(3) 
Orientované úsečky v R3 
 

[ ]BA;=AB  

Délka: ( )ABd  
Směr: dán přímkou, na které leží 
Orientace: je-li přímka orientována 
 
Volný vektor: 
u=množina všech vektorů dané délky, směru a orientace 
Nulový vektor : 0 
Opačný vektor k AB je BA 
 
u;v...volné 
AB... libovolně umístění u 
AC...odpovídající umístění v 
Operace: 
Sčítání: AD=AB+AC 
Násobení číslem 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ěnesouhlasn0:

souhlasně0:

p

f

α

α

α
α

α

pro

pro

pp

dd

ABAC

ABAC

ABAC

ABAC

ABAC

R

−

+

=
=

=
∈

 

u;v...volné 
AB... libovolně umístění u 
AC...odpovídající umístění v 
Vlastnosti: 

1. uvvu +=+  
2. ( ) ( )wvuwvu ++=++  
3. u0u =+  
4. 0uu =′+  

1-4) Komutativní grupa 
5. ( ) ( ) ( )uuu

rrr αββααβ ==  

6. ( ) vuvu
rrrr ααα +=+  

7. ( ) uuu
rrr βαβα +=+   

8. ( ) uu
rr −=−1  

1-8) Vektorový prostor 
Systém vektorů nuuu

rrr
;.....;; 21   

Systém čísel  ;;....;; 21 nααα  

nnuuub
rrrr

ααα +++= ......2211  

b
r

 je lineární kombinace vektorů nuuu
rrr

;.....;; 21 s koeficienty ;;....;; 21 nααα  

cubuauu
rrrr

321 ++=  
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cvbvavv
rrrr

321 ++=  

 
( )321 ;; uuuu =r  

( )321 ;; vvvv =r  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )332211321321 vucvubvuacvbvavcubuauvuw +++++=+++++=+= rrrrrrrrrrrr
3 

w
r

... je lineární kombinace báze ( )cba
rrr

;;  

0:,0....11 ≠∈∃=+ nnnn platížetakuu αααα R
rrr

 

je-li 01 ≠α  pak platí n
n uuu
rrr

1
2

1

2
1 ...

α
α

α
α −−−−=  

 

Systém vektorů nuu
rr

...1  je lineárně závislý tehdy, když pro nαα ...1  platí 0....11

rrr =+ nnuu αα . 

V opačném případě je systém lineárně nezávislý! 
 
Řekneme, že ( )nuu

rr
...1  je maximálně nezávislý systém, jestliže: 

1. je nezávislý 
2. přidáním jakéhokoli vektoru vznikne vektorový systém lineárně závislý. Resp. systém 

( )nuu
rr

...1  je závislý pro libovolné u
r
⇒BÁZE VEKTOROVÉHO PROSTORU 

Počet prvků báze = dimenze prostoru 

...

3

2

1

3

2

1

etc

=

=

=

R

R

R

 

2dim...2 =R  

( )( )cbawwww

cwbwaww

vwuww

rrr

r

rrrr

rrr

;;321

321

21

;;=
++=

+=

 

 ...složky w vzhledem k bázi (a;b;c) 
 

cubuauu
rrrr

321 ++=  

cvbvavv
rrrr

321 ++=  

 
( )321 ;; uuu=u  

( )321 ;; vvv=v  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )332211321321 vuvuvucvbvavcubuau +++++=+++++=+= cbavuw
rrrrrr

 

w je lineární kombinace báze (a;b;c) 
( )( )cbaw ;;332211 ;; vuvuvu +++=  

( )( )cbau ;;321 ;; uuu αααα =  
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( )
( )´´;´;

;;

cba

cba
... dvě báze  ... 

´´´´´´ 321

321

cubuauu

cubuauu
rrrr

rrrr

++=

++=
 

 
Ortonormální báze (vektory jsou na sebe kolmé a jejich velikost je vždy=1) 
 
( )

( )
1

90;

...;; 321

=

°=∠
≠

i

ji

ji

báze

e

ee

eee

 

Přechod z báze nečárkované na čárkovanou 
( ) ( )321321 ´;´;´;; eeeeee →  

3332321313

3232221212

3132121111

´

´

´

eeee

eeee

eeee

τττ
τττ
τττ

++=
++=
++=

 

de facto jde o to, abychom objevili koeficienty t... použijeme proto matici přechodu, kam se 
napíší jednotlivé koeficienty. 
 

















=

333231

232221

131211

τττ
τττ
τττ

T ... matice přechodu 

Skalární součin vektorů u;v 
( )vuvuvu ;cos∠=⋅  

13131212111111

13132121111

´

´

eeeeeeee

eeeee

τττ
τττ

++=
++=

 

Jsou to vlastně tři skalární součiny 131312121111 ;; eeeeee τττ ; přičemž 13131212 ; eeee ττ  dají každý 

nulu. takže nám zůstane poslední skalární součin 1111 eeτ , z něhož plyne, že  

( )1111 ;´cos ee∠=τ ... t(1;1) je kosinus úhlu mezi čárkovaným a nečárkovaným vektorem 
obecně: 

( )jiij ee ;´cos∠=τ  










−
=

αα
αα

cossin

sincos
T  

∑∑
==

==
3

1

3

1 k
kk

i
ii uu eeu  

( ) ∑ ∑∑∑ ∑∑
= === ==











==







==
3

1

3

1

3

1,

3

1

3

1

3

1

´´´´´
k

k
j

jkj
jk

kjkj
j k

kjkj
j

j uuuu eeeeu τττ  

3132121111 ´´´ τττ uuuu ++=  
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Ortonormální báze ea é  
( ) ( )321321 ´;´;´;; eeeeee →T  

3,2,1;´ 332211 =++= iiiii eeee τττ  
3,2,1;´´´ 332211 =++= jjjji eeee σσσ  

 

















=

333231

232221

131211

τττ
τττ
τττ

T   
















=

333231

232221

131211

σσσ
σσσ
σσσ

S  

cos=ijτ  úhlu, který svírá i-tý čárkovaný vektor s j-tým nečárkovaným. 

( ) ( ) jijjij στ === ii ´;cos;´cos eeee  

( ) ( ) jiiiij τσ === eeee ;´cos´;cos jj  

 
Matice S je transponovaná k matici T. 
Podmínky pro závislosti koeficientů t: 

⇒⊥ ki ée 3 možnosti ⇒  3 podmínky 

⇒=1ie 3 vektory ⇒3 podmínky 

celkem tedy 6 podmínek: 
Celkový počet tau je 9. Z toho 6 podmíněných, takže pouze 3 budou nezávislé. 

( )vuvuvu ;cos=⋅  

[ ] Ruvvu ∈→;  
 
Vlastnosti vektorů 

1. uvvu ⋅=⋅  
2. ( ) ( )uvvu αα =  
3. ( ) vwuwwvu +=+  
4. 0rovnost ; =⇔≥≥ u0uu0uu  

 
332211 eeeu uuu ++=  

332211 eeev vvv ++=  

( ) báze...;; 321 eee ... nemusí být ortonormální --> obecně 
 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )333323231313313222221212313121211111

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1
332211332211

eeeeeeeeeeeeeeeeee

eeeeeeeeeeeeuv

vuvuvuvuvuvuvuvuvu

vuvuuuvvvuuu
i j

jiji
i j

jjii
j

jj
i

ii

++++++++=

===















=++++= ∑∑∑∑∑∑
= == ===
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Pro ortonormální bázové vektory platí:  
( ) ( ) ( )333322221111 eeeeeeuv vuvuvu ++=  zbytek jsou nuly 

 

332211´ eeee iiii τττ ++=  
( )

( );;; énečečárkov bázi  v´

torusložky vek...;;

321

321

eeee i

iii τττ
 

3322110 jijijiji ττττ ++==ee  

ji
k

jkik ≠⇒=∑
=

0
3

1
ττ  nebo ji

k
jkik =⇒∑ =

=
1

3

1
ττ  

podmínka kolmosti: jiji ijij ==≠= ...1;...0 δδ  

 
Podmínky ortogonality: 
T... ortogonální matice 

jjj
i

ijij

j
jj

j
j

i
iji

i j
jiji

i
ii

uuuu

u

uuu

332211

3

1

3

1

´
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1
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1
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1
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3

1

´
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=



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=

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



==

∑

∑

∑ ∑∑ ∑∑

=

=

= == ==

u

eu

eeeu

 

3332231133

3322221122

3312211111

´

´

´

uuuu

uuuu

uuuu

σσσ
σσσ
σσσ

++=
++=
++=

   ( ) ( )Suuu uu =
















=

332313

322212

312111

321 ;;´

σσσ
σσσ
σσσ

 

( )
( )T

S

´

´

uu

uu

=
=

 

 
 
Vektorový součin 
 
Zobrazení, které dvojici vektorů u a v přiřadí vektor w: 
[ ] vuwvu ⊗=→;  

Velikost:  ( )vuvuw ;sin=  

Směr:   vuw ;torůrovinu vek na ⊥  
Orientace:  Pravidlo pravé ruky 
U nulového vektoru 0 není definována velikost, směr ani orientace. 
 
Vlastnosti: 

1. uvvu ⊗−=⊗  
2. ( ) ( ) ( )vuvuvu ⊗=⊗=⊗ ααα  

3. ( ) wvwuwvu ⊗+⊗=⊗+  

4. ( ) wuvuwvu ⊗=⊗=+⊗  
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332211 eeeu uuu ++=  

332211 eeev vvv ++=  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )333323231313

323222221212

313121211111

eeeeee

eeeeee

eeeeeeuv

⊗+⊗+⊗+
+⊗+⊗+⊗+

+⊗+⊗+⊗=

vuvuvu

vuvuvu

vuvuvu
 

 
Přičemž: 
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( ) 0ee

eee

eee

eee

0ee

eee

eee

eee

0ee

=⊗
=⊗
=⊗

−=⊗
=⊗

−=⊗
−=⊗

=⊗
=⊗

33

123

213

132

22

312

231

321

11

 

 
( ) ( ) ( ) 312212311312332 eeeu vuvuvuvuvuvu −+−+−=  

( )122131132332 ;; vuvuvuvuvuvu −−−=u  

 
Smíšený součin ( )wvu ⊗  

( ) ( ) ( ) ( )
















=⊗+⊗+⊗=⊗

321

321

321

332211 det

www

vvv

uuu

uuu wvwvwvwvu  

 
( ) ( ) ( )cabbaccba −=⊗⊗  
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Diferenciální rovnice 
 
neznámá funkce jedné proměnné 
Proměnná  t funkce x(t) 
  x funkce y=f(x) 
 
Rovnice obsahuje neznámou funkci a její derivaci. Nazývá se ODR... Obyčejná diferenciální 
rovnice (Angl. zkratka je ODE) 
Příkladem jsou rovnice II.Newtonova zákona 

( )tm výsl ;;vrFa =  

ma... derivace hybnosti 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( )zyx

zyx

zyx

t

t

tttt

&&&&&&

&&&

;;

;;

;;

=

=

=

a

v

r

 

 
( )
( )
( )zyxzyxzmz

zyxzyxymy

zyxzyxxmx

Zvýsl

Yvýsl

Xvýsl

&&&&&

&&&&&

&&&&&

;;;;;:

;;;;;:

;;;;;:

;

;

;

F

F

F

=

=

=

 

 

gy
m

k
y

kymgym

FpFgma

=+

−=

+=

&&

&&  

Obyčejná diferenciální rovnice 2. řádu (řád je určen nejvyšší derivací), nehomogenní (když se 
...=0 homogenní; ...≠ 0 nehomogenní), lineární (všechny derivace jsou 
v 1.mocnině=>lineární) s konstantními koeficienty. 
 
Řád určuje počet konstant... počet počátečních podmínek. 
Zahrneme-li tlumení, pak jsou dva modely. 

ybkymgym &&& −−= ... Stokesův model... není reálný 
2yCkymgym &&& −−= ... Newtonův model 










y

y&
... bude přehazovat +/-; jednotkový vektor ve směru y 
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Rovnice I. řádu 
Př.: Rozpad jader 
t=0 => No 
t... =>N(t) 
 

( )
( )t

t N
dt

dN
α−=  Změna počtu jader za jednotku času je přímo úměrný počtu jader 

 

( ) ( )

( ) ( ) 0=+

−=

tt

tt

NN

NN

α

α
&

&

 

 
ODR 1. řádu lineární, homogenní, s konstantními koeficienty. 
Řešíme pomocí separací proměnných 

dt
N

dN
N

dt

dN ⋅−=⇒−= αα  

Každou stranu integrujeme 

tKeN

KC

CtN

dtdN
N

dt
N

dN

α

α

α

α

−=
=

+−=

−=

−=

∫∫

∫ ∫

ln

ln

1

 

K... předem neurčená kladná konstanta 
obecné řešení diferenciálních rovnic 

( )
t

t KeN α−=  

Konkrétním výběrem K vznikají PARTIKULÁRNÍ ŘEŠENÍ 
Počáteční podmínka ( ) 00;0 NNt ==  

( )

( )


















=

=

= −

0

0

0
0

NK

KN

KeN

 

 
Partikulární řešení pro naši rovnici je  

teNN α−= 0  

τ ... poločas rozpadu 

α
τ

ατ

α

2ln

2ln
2 0

0

=

=

= − teN
N
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Př.2 
Zákon absorpce záření (RTG) 

 

xeII

dx
I

dI

I
dx

dI

µ

µ

µ

−=

−=

−=

0

 

 
mí... lineární koeficient absorpce 
 
Př.3 
Pohyb v odporujícím prostředí 
Částice je urychlena a následně jediná síla, která na tuto částici působí, je síla odporová... 
 odporm Fa =  

1.) Stakesův model: xBodpor &−=F  

2.) Newtonův model: 2xCodpor &−=F  

 
1: Stakes: 

0=+⇒−= x
m

b
xxbxm &&&&&&  

substituce: 

t
m

b

evv

v
n

b

dt

dv

v
n

b

dt

dv

v
n

b
v

vx

−
=

−=

=+

=+

=

0

....

0

0&

&
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2: Newton: 
2vCxm &&& −=  

Substituce: 
vx =&  

následně platí: 

( )

mCtv

mv

v

m
Ct

m
v

v
K

K
v

vvtpro
mKct

m
v

m

mKct

v
Kt

m

C

v

Kt
m

Cv

dt
m

C
dvv

dt
m

C
dv

v

dt
m

C

v

dv

Cv
dt

dv
m

Cvvm

+
=

+
=

=⇒=

=→=
+

=⇒
+=⇒+=








 +−=
−

−=

−=

−=−

−=

−=

−

−

−
∫∫

∫∫

0

0

1
0

0
0

00

1

2

2

2

2

2

11

0:

11

1

1

&

 

Derivací v získáme polohový vektor, proto: 

( ) ( )∫= dtvx tt  

následuje stejný postup integrace a upravování... 
 
 
 
Lineární rovnice 
-jsou to takové rovnice, které jsou prvního řádu a nemají konstantní koeficienty. 
 
hledaná funkce: x(t) 
 

( ) ( )tt gxfx =+&  

x... neznámá fce. 
f(x) i g(x)... známé funkce 
 
funkci x si rozepíšeme na libovolný součin dvou jiných funkcí u a v 

( ) ( ) ( )

vuvux

vux ttt

&&& +=

⋅=
dosadíme do zadané fce. ( ) ( )tt gxfx =+&  

 
gfuvvuvu =++ &&  



F1421 Základní matematické metody ve fyzice Petr Šafařík 
 F1421 – Přednášky 

 12 

vytýkáme společné členy: 
( ) gvufuuv =++ &&  

Volba x=uv byla natolik libovolná, že jsme mohli určit člen u tak, že  
0=+∧−= fuufuu &&  

Z druhé části plyne: 

( )

∫=

−=

−=

−=

−

∫
dtf

t

tCeu

dtfu

fdt
u

du

fu
dt

du

ln

 

 
dosadíme do ( ) gvufuuv =++ &&  (první člen ( )fuuv +& je roven nule, proto zůstává: gvu =& . 
Dosazením dostáváme: 

[ ] ( )

[ ] ( )

( ) [ ] pdtdtfg
C

v

dttqdtf
C

dv

q
dt

dv
dtfC

tt

t

tt

+∫=

⋅∫=

=⋅∫−

∫ exp
1

exp
1

exp

 

 

Uvědomíme-li si, že x=uv, poté: 
( )( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]
( )( )∫

∫

∫
∫

+∫
=

+∫⋅==

dtf

pdtdtfg
x

pdtdtfg
Cdtf

C
uvx

t

tt

tt

t

exp

exp

exp
1

exp
 

 
 
Př.: 

2

2

1

exp
t

etdtu
−

=




−= ∫  

pev

pepdwe

t

dw
dt

dwdt

wtt

pdttepdttev

t

ww

ttdt

+=

+=+

=

=

=

=+=+








 ∫=

∫

∫∫

2

2

2

1

2

2

1

2

1

  








−+=

=








+==

−

2

2

1

2

1

2

1
exp1

22

tp

peevux
tt
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Diferenciální rovnice 2. řádu, lineární, s konstantními koeficienty 
 

( )...tx hledaná funkce 

( ) ( ) ( ) ( )tttt fxaxaxa =++ 012 &&& ... obecně, s proměnnými koeficienty (Proměnné funkce času) 

( )tfxaxaxa =++ 012 &&& ... obecně pro konstantní koeficienty 

 
Normovaný tvar: ( )tgqxpx =++ &&&  

Dvě možnosti: 1.) ( ) 0=tg  

  2.) ( ) 0≠tg  

 
 
 
 

0
00:

:
=+





=⇒=
−=

++=

x
m

k
x

yymy

kxxmx

GNFam p

&&
&&&&

&&

rrrr

 

Úkol najít všechna ( )tx která vyhovují  

 

konstanta kladná...

0

2ω=

=+

m

k

x
m

k
x&&

 

xx 2ω−=&&  
 

ααα sincos iei +=  
 

Předpokládáme řešení ve tvaru: 
( ) tt ex α=  

tt

t

t

t

t

ete

te

xe

ex

ex

λλ

λ

λ

λ

λ

ωλ
ωλ

λ
λ
λ

:022

22

2

2

=+

−=

=

=
=

&&

&&

&

 

022 =+ ωλ ... charakteristická rovnice dané diferenciální rovnice 

ωλ
ωλ
i±=

−=

2,1

22

 ...charakteristické kořeny rovnice 

ti
t

ti
t

ex

ex
ω

ω

−=

=

2

1 ... fundamentální systém řešení 

 
( ) ( )txCtxCx 2211 += ... ...; 21 CC  libovolné konstanty 
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( ) ( )
( ) ( ) 0

0

2
2

221
2

11

2211
2

2211

=+++

=+++

xxCxxC

xCxCxCxC

ωω
ω

&&&&

&&&&
 

Přičemž: 02 =+ xx ω&& ... základní rovnice 
 

( )
titi

t eCeCx ωω −+= 21 ... Obecné řešení a další již neexistují. 

Hledáme množinu řešení ( )tx , které jsou reálnými funkcemi.  

Podmínka je tedy: xxx (=  je komplexně sdružené k x) 

( ) ( )
( ) ( )

R∈+=
−⇒∀

=−
=−

−=−

−=−

+=+
−

−−

baibaC

CCt

CC

CC

CCCCe

CCeCCe

eCeCeCeC

ti

titi

titititi

,;

0

0

12

21

21

2121
2

2121

2121

ω

ωω

ωωωω

 

( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )

R∈

+=
=−=

−=

+−+++=

BA

tBtAx

BbAa

tbtax

titibatitibax

t

t

t

,

sincos

2;2

sin2cos2

sincossincos

ωω

ωω
ωωωω

 

Počáteční podmínky: 

( )

( ) ( )

ω

ω
ωωωω

0

0

0

0

000

00

cossin

x
B

xA

tx

tBtAx

Ax

vxv

xx

&

&

&

&

=

=
=

+−=
=

==

=

 

( ) t
v

txx t ω
ω

ω sincos 0
0

&
+=  

... Partikulární řešení, které odpovídá konkrétním počátečním podmínkám 
ω... kruhová rychlost 
Τ=2π/ω... perioda 
 

1. ( ) txxvx t ωcos00 000 =⇒=∧≠  

2. ( ) t
v

xvx t ω
ω

sin00 0
00 =⇒≠∧=  

Vybrali jsme jen reálné 
složky součinu 
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( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
2

02
0

2

02
0

22

0

0

cossin

cos

sin

sincoscossinsin

...








+=








+=+

=

=

+=+=

=

ω

ω
θθ

ω
θ

θ
ωθωθθω

v
xA

v
xA

v
A

xA

tAtAtAx

amplitudaAx

t

t

 

θω +t ...fáze pohybu 
 
Příklad 2.) 

 
 
 
Vztah mezi εrr

;a  

la

lv

a

t

t

ε
ω

ε

=
=

rr
;

  obecně: 
la

la

t

t

ϕ
ε
&&

r

rrr

=

×=
 

 

F… výslednice 

Tgmam
rrr +=  

Rozklad na složky: 
Tečný směr: 

ϕsingmma t

r−=  
Normálový směr: 

Tmgman

r
+= ϕcos  
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tečna: ϕϕ sinsin gamgma tt =⇒−=  

normála:  TgaTmgma nn

rr
+=⇒+= ϕϕ coscos  

  

0sin

0sin

sin

=+

=+

−=

ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

l

g

gl

gl

&&

&&

&&

 

 Pro radϕϕϕ ≈⇒→ sin0  

  0=+ ϕϕ
l

g&&  

  

g

l
T

l

g

π

ω

2

2

=

=
 

 
Příklad 3.) 

 

0f

&&&

b

xbkxxm −−=
 

xb& ... odpor prostředí 

22
22

2;1

22

2

2

22

0

02

0

ωδδωδδλ

ωδλλ
ωδ

−±−=−±−=

=++

=++

=++

xxx

x
m

k
x

m

b
x

&&&

&&&

 

 
1. ωδ =  
2. ωδ f  
3. ωδ p  
 
 

Ad 2. ωδ f  

21;λλ ...reálné proměnné 

( ) ( )22
1 exp

22

1 ωδδ
ωδδλ −+−===






 −+−

teetx
tt  

( ) ( )22
2 exp

22

2 ωδδ
ωδδλ −−−===






 −−−

teetx
tt  
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Obecně: 

( )

( ) ( ) ( )[ ] ( )δωδωδ ttCtCx

CC

xCxCx

t

t

−−−+−=

∈

+=

expexpexp

;

22
2

22
1

21

2211

R  

 
Ad 3. ωδ p  

22
2;1 δωδλ −±−= i ... komplexně sdružené kořeny 

( ) ( )22
1 exp

22

1 δωδ
δωδλ −+−===






 −+−

iteetx
tit  

( ) ( )22
2 exp

22

2 δωδ
δωδλ −−−===






 −−−

iteetx
tit  

Obecně: 

( )

( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( )
( )

( ) ( )[ ]
[ ] ( )

( ) ( )( ) ( )θωδ
θωωω

ωωδ
ωδω

δδωδω

+′−=
+′=′+′

′+′−=
′=−

=⇒∈

−−−+−=

∈

+=

ttAx

tAtBtA

tBtAtx

CCx

titCitCx

CC

xCxCx

t

t

t

t

t

sinexp

sinsincos

sincosexp

expexpexp

;

22

*
21

22
2

22
1

21

2211

R

R

 

( )( )tA δ−exp ... amplituda klesající s časem 

 
 
Pohyb probíhá pouze v kladných souřadnicích. 
 



F1421 Základní matematické metody ve fyzice Petr Šafařík 
 F1421 – Přednášky 

 18 

Ad 1. ωδ =  
(1)  ( ) ( ) ( )δλ tttx −== expexp 11  

δλλ −== 21 ... charakteristický kořen rovnice 

(2)  ( ) ( )δtttx −= exp2  
 
Ověření (2): 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] 02222

21

exp1

222
2

2
22

2

=+−++−=++
+−=−−+−=

−−=−+=

−

−−−

−−

δ

δδδ

δδ

δδδδδωδ
δδδδδ

δδδ

t

ttt

tt

etttxxx

teetex

ttteex

&&&

&&

&

 

 
  ωδ =  
Obecné řešení: 

 
( )

( ) ( )21

2211

tCCex

xCxCx
t

t

t

+=

+=
− δ ... mezní periodický pohyb 

 

Diferenciální rovnice n-tého řádu, lineární, s konstantními 
koeficienty 

( ) ( ) 0...... 012
1

1 =+++++ −
− xaxaxaxax n

n
n

&&&  

ODR, lineární, n-tého řádu, konst. koeficienty, homogenní 
Předpokládané řešení: tex λ=  
Charakteristická rovnice: ( ) 0...... 01

2
2

1
1 =+++++ −

− aaaa n
n

n λλλλ  

# Charakteristických kořenů: n-kořenů (vč. násobnosti) 

Reálné kořeny:     

rr knásobnost

knásobnost

=

=

...

...

... 11

λ

λ
 

dvojic komplexně sdružených kořenů 

S
SS

SS lnásobnost
i

i

lnásobnost
i

i

2

...

2 1
11

11

=




−
+

=




−
+

βα
βα

βα
βα

 

 
Fundamentální systém: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( );..exp;exp

;...exp;exp

exp;...;exp;exp

1111

2221

11211

βαβα
λλ

λλλ

itit

ttxtx

ttxttxtx

kk

k
n

−+
==

===

++  

 

Celkem násobnost=n 
nllkk Sr =+++++ 2...2... 11  
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Příklad: 
:0t  

 
:t  

 
 

( ) ( )( )0;0;0;0;

: 0

III

III

xxkkLF

xxL

LLpro

−−=−=

−=
r

f

 

( )
( )

( )[ ]
( )[ ] xMxkMx

k

M

xkx
k

x

klkxxMxk

LxxkxM

LxxkxM

II

IIII

II

IIIII

IIII

&&&&

&&&&

&&&&

&&

&&

−=+

+=

++=

−−−=

−−=

4

4

02

0

0

1

 

 

( )

( )( ) 0

0

0
2

0
2

2

224

24

4

=−+

=+

=+

=+

ωλωλλ
λωλ

λλ

ii

M

k

x
M

k
x II

&&

 

 

4122
1......

2...........0

1
4

3

11

=⋅+=








=




−=
=

==
k

l
i

i
k

ωλ
ωλ

λ
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( )
( )ω

ω
itx

itx

tx

x

I

I

I

I

−=
=
=
=

−

−

−

−

exp

exp

1

4

3

2

1

 
 

( ) ( )( ) ωωωω tBtAtCCitCitCtCCxI sincosexpexp 214321 +++=−+++=  
ωω tBtAtCCxI sincos21 +++=  

021 sincos LtBtAtCCxII +−−+= ωω  

 
Popis pohybu těžiště soustavy: 

tCC
xx III

212
+=+

 

Vzájemný pohyb těles (pohyb tělesa II vůči I) 

0sin2cos2 LtBtAxx III +−−=− ωω  

 
Počáteční podmínky: 

00 =t  

( )
2

2

1
0

:
0

10

011

0 L
AACL

LCAC
tx −=−=

=+=
 

( )
ω

ω

ω

8
0

8

1

4

1

:
0

2

0220

0 v
BBC

vCBCv
tv

=−=

=+=
 

 

0
00

00

00
00

sin
8

cos
28

1

2

1

sin
8

cos
28

1

2

1

Lt
v

t
L

tvLx

t
v

t
L

tvLx

II

I

+−−+=

+−+=

ω
ω

ω

ω
ω

ω
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Nehomogenní rovnice 
ODR,L,KK,Nehomogenní 

 
tFkxxbxm Ω=++ sin0&&& ...vynucující síla, která povzbuzuje kmitání 

δω
δωω

ω

δ

f

22

2

−=′

=

=

m

k

m

b

 

Ω ... frekvence vynucených kmitů 
 

1. Najdeme obecné řešení homogenní rovnice 
( ) ( )( ) ( )θωδ +′−= ttAth sinexp  

2. Najdeme partikulární řešení nehomogenní rovnice 
( )txp  

Obecné řešení nehomogenní rovnice: ( ) ( ) ( )txtxtx pnp +=  

Předpokládané řešení ( )txp : 

( )
( )
( ) tQtPtx

tQtPtx

tQtPtx

p

p

p

ΩΩ−ΩΩ−=

ΩΩ−ΩΩ=

Ω+Ω=

cossin

sincos

cossin

22&&

&  

Hledáme P a Q 
 

t
m

F
xxx Ω=++ sin2 02ωδ&&&  

 

t
m

F
tQtPtQtPtQtP Ω−=Ω+Ω+ΩΩ−ΩΩ+ΩΩ−ΩΩ− sincossinsin2cos2cossin 02222 ωωδδ

 

( ) ( )[ ] 02cos2sin 22022 =Ω−+ΩΩ+






 −Ω−Ω−Ω QPt
m

F
QPt ωδδω  

Aby rovnost platila, musí být obě závorky rovny nule 
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( )
( )

( )[ ] ( )

( )[ ] Ω−=Ω+Ω−

Ω−=Ω+Ω−

=Ω−+Ω

=Ω−Ω−

δδω

ωδω

ωδ

δω

24

4

02

2

022222

22022222

22

022

m

F
Q

m

F
P

QP

m

F
QP

 

 

( )
( )

( ) 22222

0

22222

220

4

2

4

Ω+Ω−

Ω−
=

Ω+Ω−

Ω−
=

δω

δ

δω

ω

m

F

Q

m

F

P

 

 
Amplituda vynucených kmitů Av 
 

( ) ( )

( ) 22222

0

22222

22222

0

22

4

4
4

1

Ω+Ω−
=

Ω+Ω−
Ω+Ω−

⋅=

+=

δω

δω
δω

m

F

A

m

F
A

QPA

V

V

V

 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )θ
δδω

θωδ

θθωδ

+Ω
Ω+−

++−=

+Ω++−=

tm

F

ttAx

tAttAx

t

Vt

sin
4

sinexp

sinsinexp

2222

0  
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Hledání partikulárního řešení 
( ) ( ) ...1

1 ++ −
−

n
n

n xax  ... polynom 

( )tP ... polynom stupně m: 

01
1

1 ... atatata m
m

m
m ++++ −

−  

 

( ) ( )

( ) ( )[ ] ( )ttQtP

tKxt

tbtaxtt

tt

p

p

αωω

αα

ωω

expsincos

expexp

sincoscos,sin

+=

=⇒=

Ω+Ω=⇒=

 

( )tP ... polynom stupně m 

( )tQ ... polynom stupně n 

[ ]nmM ;max=  

( ) ( )[ ] ( )ttbtax ttp αω expsincos Ω+=⇒  

( ) ( )...; tt ba  polynom stupně M 

 

pH yyy +=  

 
Speciální typy pravých stran: 
 

[ ] ( )txRxP nm αββ expsincos +=  

Partikulární řešení: yp= 
1. ( )( )xQxSx rr ββα cossinexp + ... iβα +  není kořenem charakteristické rovnice 

2. ( )( )xQxSxx rr ββα cossinexp + ... iβα + jednoduchým kořenem charakter. rovnice 

3. ( )( )xQxSxx rr ββα cossinexp2 + ... iβα +  dvojnásobný kořen charakteristické 
rovnice 

...; rr QS polynom stupně r 

[ ]nmr ;max=  
 

( )( )0
1

1 ...exp axaxax m
m

m
m +++= −

−α  

Partikulární řešení: yp= 
1. ( )( ) αα ......exp 0

1
1 bxbxbx m

m
m

m +++ −
−  není kořenem charakteristické rovnice 

2. ( )( ) αα ......exp 0
1

1 bxbxbxx m
m

m
m +++ −

−  je jednoduchý kořen charakteristické 

rovnice 
3. ( )( ) αα ......exp 0

1
1

2 bxbxbxx m
m

m
m +++ −

−  je dvojnásobným kořenem charakteristické 

rovnice 
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Křivkový integrál 

Určitý Rieman ův integrál 

( ) ( ) ( )ab

b

a x FFdxf −=∫  

 
Zobecnění Riemanova integrálu 
 
C... křivka v prostoru 

[ ] ( )
3;: R∈→∈ trbatC

r
 

 
( ) ( ) R∈→∈ zyxfAzyxf ;;;;:  

 

Křivkový integrál I.druhu z funkce f po k řivce C 

( )zyxf ;; ... lineární hustota drátu (hmotnost připadající na jednotku délky) 

( )rf r ... hustota 

( )

( )
( )dzzdyydxxB

Azyxr

dlfdm

dzdydxdl

r

+++=
==

=
++=

;;

;;

222

r

r

 

 

( )

( )

( )t

t

t

zz

yy

xx

=

=

=

 

 

( )

( )

( )t

t

t

z
dt

dz

y
dt

dy

x
dt

dx

&

&

&

=

=

=

 

 

A... otevřená množina v R(3), která 
obsahuje body o souřadnicích 

( ) ( ) ( )[ ] [ ]batprozyx ttt ;;; ∈∀  
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dm... element hmotnosti 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) dtzyxzyxfdm tttttt
222;; &&& ++=  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )ttttttt gzyxzyxf =++ 222;; &&&  

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ++=
b

a tttttt dtzyxzyxfm 222;; &&&  

... křivkový integrál I. druhu 

∫
C

fdl  

 
Příklad: 

[ ]

[ ]∫ ∫ ∫ ===

=+=+=

∈
=
=

C

jRdtRRdtfdl

RdtdttRtRdtyxdl

t

tRy

tRx

π π
π

π

2

0

2

0

222222

21

cossin

2;0

sin

cos

&&

 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) dtzyxfdlf tttzyx

C

r ttt

222
;; &&&r ++= ∫∫

β

α
 

 

Křivkový integrál II.druhu z funkce f po k řivce C 

( )zyx ,,µ ... lineární hustota (hmotnost drátu vztažená na jednotku délky) 

 

( )

l

m lr

∆
∆ ∆;r ... průměrná lineární hustota elementu l∆  umístěného v r

r
 

( )r
l l

m
rµ=

∆
∆

→∆ 0
lim ... lineární hustota v bodě 

 
Hmotnost:  

( )∫
C

r dlrµ   ( )dlr
rµ ...element hmotnosti  dl... element délky 

Těžiště (střed hmotnosti): 

( )∫∑ →=
= C

r

N

i
iiT dlr

m
rm

m
r

rrr
rµ11

1

  indexovaná proměnná r i se přemění na spojitou r . 
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Momenty setrva čnosti vzhledem k osám 

 
 

∑= 2
0 ii qmJ  ... Moment setrvačnosti vzhledem k ose o 

( )∫=
C

r dlqvJ 2
0

r  

 
J vůči osám x, y, z. 

( )( )

( ) ( )

( )( )∫

∫

∫

+=

+=

+=

C

rz

C

ry

C

rx

dlyxJ

dlzxJ

dlzyJ

22

22

22

r

r

r

µ

µ

µ

 

 
Deviační momenty (momenty setrvačnosti vzhledem k více osám): 

( )

( )

( )∫

∫

∫

−==

−==

−==

C

rzxxz

C

rzyyz

C

ryxxz

xzdlDD

yzdlDD

xydlDD

r

r

r

µ

µ

µ

 

 
Obvykle se tyto momenty sestavují do matice: 

















zyzxz

yzyxy

xzxzx

JDD

DJD

DDJ

... tenzor momentu setrvačnosti 

 
Př: 

C:

[ ]π

α
α

2;0

sin

cos

∈
=
=
=

t

btz

Ry

Rx

   
tz

tRy

Rx

=
=

−=

&

&

&

cos

sinα

 

  0µµ = ...konst. 

Hmotnost: [ ] 22
0

2

0

2

0

22
0

22
0 2 bRtbRdtbRdlm

C

+=+=+== ∫∫ πµµµµ
ππ
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Těžiště: 

max

2

0

22
0

2

0

22
0

2

0

22
0

2

0

22
0

2

0

22
00

2

1
...

1

0sin....

0sincos
11

zbtdt
m

bRb
dtbRbt

m
z

tdt
m

bRR
y

t
m

bRR
dtbRtR

m
xdl

m
x

T

T

C

T

==+=+=

=+==

=










 +=+==

∫∫

∫
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πµµ

µ

µµµ

ππ

π

π
π

 

 
Moment setrvačnosti vůči ose y: 

  

( ) ( ) ( )

[ ]222222

42

0

42

0

3

2
2

0

22

0

2

0

2
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0
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0
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0

2

0

2

2

0

2

0

322222

2

0

2222222
;;

4

4
4

1

2cos
2

1

2

1
2sin

2

1
2sin

22

1

4

2cos
2

1

2

1

2

2cos1
cos

cos

cos

ππ

π
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µµ

ππ

π
π
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π πππ

π π

π

bRbRbKJ

tdtt

ttdtt
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ttdtt

dttbtdttRbRbK

dtbRtbtRbtKKdlzxj

y

C

zyxy

++=⇒
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=−−=











−+=

=+=+=

⇒




 ++=
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∫

∫

∫ ∫∫∫

∫ ∫

∫∫

 

 



F1421 Základní matematické metody ve fyzice Petr Šafařík 
 F1421 – Přednášky 

 28 

Funkce více prom ěnných 

Funkce dvou prom ěnných 
 

 
Zobrazení  

( ) ( ) ( ) R∈→∈ yxfyxMyxf ;,;,:  

[ ] ( ){ }yxf fzzyxG ;
3,, =∈R  

 
 

Parciální derivace 

( ) ( ) ( )

h

ff

x

f yxyhx

h

yx ,;

0

, lim
−

=
∂

∂ +

→
... parciální derivace 

značí se také jako fx 
 
Př.: 

( ) x

y
f yx arctan, =  

 

222

1

1
arctan

yx

y

x

y

x

yx

y

xx

f
fx

+
−=−








+
=

∂
∂=

∂
∂=  
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222
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1

1
arctan
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x
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x
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y
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f
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






+
=

∂
∂=

∂
∂=  

( )
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2

2

2

2

2

2

,

yx

f
fyx

y

f
fyy

y

f
fy

xy

f
fxy

x

f
fxx

x

f
fx

f yx

∂∂
∂=

∂
∂=

∂
∂=

∂∂
∂=

∂
∂=

∂
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( )

( )f
yy

f
fy

f
xx

f
fx

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂=

 

 
Jsou-li fxy a fyx spojité potom fxy=fyx 
 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )222

22

222

222

222

222

22

222

222

222

22

22

2

22

yx

xy

yx

xyx
fyx

yx

y
fy

yx

xy

yx

yxy

yx

yyyx
fxy

yx

y
fx

+
−=

+
−+=

+
=

+
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+
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+
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+
−=

 

Parciální derivace složené funkce 
Vznik složené funkce: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]yxyxyx vufFyxF ,,, ;,: =→  

( )

( )



yx

yx

v

u

,

,
 vnitřní složky 

f… vnější složka 
 
Předpoklady: 

existuje: 
y

v

x

v

y

u

x

u

v

f

u

f

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

;;;;;  

( )

( )

y

F
Fy

x

F
Fx

yx

yx

∂
∂

=

∂
∂

=

,

,
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H
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,
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Příklad: 

( ) ( )xyxyF yx sincosln, ⋅=  

Přímo: 

( )xyyxyy
xyxy

Fx 22 cossin
sincos

1 +−=  

Vzorcem: 
( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xyyxyy
xyx

xyy
xy

xyy
xy

xyy
v

xyy
ux

F

xyyxy
x

xyyxy
x

v
u

uv
uv

v

u
v

uv
uv

u

xyv

xyu

uvf

22 cossin
cossin

1
cos

sin

1
sin

cos

1
cos

1
sin

1

cossin

sincos

11
ln

11
ln

sin

cos

ln:

+−=+−=+−=
∂
∂

=
∂
∂

−=
∂
∂

==
∂
∂

==
∂
∂
=
=

 
Příklad: 

( )
( )

( ) ϕ
ϕ

ϕ

ϕ

sin

cos

,

,

,

ryy

rxx

yxf

r

r

==

==  
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( ) ( )
( )

( ) ( )

sincossin2cos

sinsincossinsincoscoscos

cossin

sincossincos

sin,cos

2

,

,

fyyxxfxyfxxFrr

fyyfyxfxyfxxFrr

rfyrfx
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y

fx

x

f
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fyfx
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f

r
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∂
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Parciální derivace ve sm ěru 
z=f(x,y) 
(x,y)… pevné body…( ) ( )00;, yxyx ⇒  

 

( )
( )

( ) ( )yx tsytsxt

yx

yx

yx

fF

tsytsxp

sss

ss

s

++=

++=

=

=+

=

00 ;

00

22

;

;

1

1

r

r

 

( ) ( )





++==
+=
+=

yyt

y

x

tsytsxfFz

tsyy

tsxx

C

00

0

0

;

: Parametrické vyjádření křivky C s parametrem t. 

C… průnik G(f) s rovinou kolmou k souřadnicovým osám obsahující přímku, na níž leží 
vektor s. 
Tečna k τ=C  

ρτ ∈  

( )0F ′  směrnice tečny τ  

( ) ( ) yxyxt s
y

f
s

x

f

t

y

y

f

t

x

x

f
tsytsxf

dt

d

dt

dF
F

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=++==′ 00 ;  
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Gradient 

( )
( )sgsgsgsgsgs

y

f
s

x

f

s

f

fyfxg

y

f
x

f

f

yyxxyx

rrrrrr
r

r

;cos

;

∠==+=
∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

=
∂
∂→
∂
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Jaký zvolit směr s aby max...
s

f
r∂

∂
 

( ) gradientg
s

f
gsgs ...1;cos...

r
r

rrrr =
∂
∂

⇒=∠+
 

Gradient funkce f je směr největšího spádu funkční hodnoty 


