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Linearni algebra
Linea=pgimka(ara, linie)
Umeéra --> gfiméa Gnéra
F.: y=kx+q
Linearni algebra — pracuje s teoretickym podklagesktory etc.) pro objektyiimé ungry.

Reseni linearnich rovnic

1.1.1.
Priklady linearity
» Geometricky Libovolny bod gimky x:
Pr. 1.1 ) AX =t0i... t je parametr
Vyjadiete gimku vR(3) X = A+t (i
Zadani pimky: A=Ix-v-z1 X=[xvz
- dva body ﬁ_([ AyA 3*] ey
- bod a snirovy vektor Y7 \Uislz:Us
X =X, +tu,
Y=y, +tu,
Z=1z,+tu,

p={(xy;2)0 R3| X =X, +tu;Y =y, +1U,; Z = 2, +1u,}
Pr. 1.2
Vyjadieni roviny vR(3)
Zadani roviny:
- 3body, které nelezi v jednéipce
- Ptfimka a bod mimo ni
- Bod a 2 nelinearni vektory

A= Xy yaza)i X =[xyiz]s 0= (u5u,0,);9 = (viv55v)
X=A+tli+s/
X =X, +tu, +sv,
Y =y, ttu, +sv,
Z=z,+tu, +sv,;t,slUR
p={0¢y;Z)ORY X =x, +tu, +SW;Y =y, +tu, +5v,;Z = 2, +1u, + Sy
o Fyzikalni
Pt. 1.3 Ohniiv zakon
Pro reékteré prvky v jistych teplotnich rozmezich plag, z
U =RII
R...konstanta G#nnosti = odpor
Pr. 1.4
S=s, +V,t ... draha rovnorrného pohybu
V=V, +a,t... rovnongrné zrychlenia, ...te¢né zrychleni

Pr. 1.5 Rozpad jader
V dany okamzik t mame k dispozici n radioaktivnjatier. Empiricky bylo

zjisténo: AN -AN
At
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1.1.2 Soustavy linearnich rovnic a jejigseni
M¢&jme n-tici neznamych velin a celkem m podminek (linearnich rovnic)

A% FaX, ot X, =b
alel + a22)(2 ... + a2n Xn = b2

Soustava linearnich rovnic pro m neznamyahk (n nebo in=m)
Reseni: usp@dana n-tice{xl; ...... ;xn] po jejimZ dosazeni dostavame identitu.

Zavedeni matic:

Matice: obdélnikové schéma -
m radki
all a12 ain n Sloupﬁ
lay ay, oAy, | . ,
A= =matice soustavy ... matice typu m/n
Ay A e Ay,
Zkraces: A:(aﬁ)
i...fadkovy index
j...sloupcovy index
by

_ |, .
B= ...sloupcova matice typu nt/1

b

m

Rozstena matice soustavy B

& A, .. | b
B= Ay Ay - By b2

a, a, .. a. |by
Ekvivalentni Upravy soustavy rovnic
— jsou to takové Upravy, po jejichz provedeni m@&d@ovnice) soustavagsre totéz
reSeni, jako soustavaymodni...
* Vynésobeni i-téh#adku (i-té rovnice) nenulovyislem
* Prictena i-téhadadku (rovnice) k libovolnému nasobku j-tého (j-o&mice).

! POZNAMKA:
Néasobeni matic (pouze vhodné typy a v danéragid!)

Nech A(a,.j )je matice typu m/n EC(Cjk ) je matice typu n/p. S¢in matic A[C v tomto pdadi je matice

D= (dik) typu m/p, I‘dedikéi & Cix

=1
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Pr. 1.6

Je dana soustava 3 rovnic o 5ti neznamych
X +2X, = X; + X, =5% =0

—2X —4X, + 2X; +4X, +4X; = —6

=X —2X, +X;+5X, = X; =6

1 2 -11-5[0)(12-11-5/0

B=(A|B)=|-2 -4 2 4 4|-6|=|0 0 0 6 -6|-6|=
-1 -2 15 -1/6) |00 0 6 -6|6

12 -11-5/0)(12-11 -5[0

=00 0 6 -6|/-6[=<[0 0 0 1 -1|-1

00000 12/ {00 00 0]1

Ekvivalentni soustava rovnic:

X +2X, = X; + X, —5%;, =0

Xy =X =—1

0 = 1= soustava nemi@Seni
Schodovity tvar matice: kazdy nasledujiailek z&ina wtSim pa@tem nul nez fedchozi.

(vySka ,schodu” = ¥adek; ale mize byt fizna délka)
Hodnost matice: Ret nenulovyctfadki na schodovém tvaru.
Zna&ime: h(A) pro matici A, h(B) pro matici B

h(B)= h(A) <: h(A)=h(B)-1...zadné&egeni

h(A)-h(B)=0= h(A)=h(B)

V¢ta 1.1 — Frobeniova
Soustava n linearnich rovnic o m nezndmychie$éni pra¥ tehdy, kdyZ je hodnost
matice soustavy h(A) rovna hodnosti rée&& matice soustavy h(B) h(A) = h(B)
Kolik ma soustavaéeseni?
X +2X, =X+ X, —5% =0
— 2% —4X, +2X, +4X, + 4%, = —6
=X, —2X, + X; +5X, = X; =—6

1 2 -11-5/0)(12-11-5[0

B=(A|B)=|-2 -4 2 4 4|-6/=|0 0 0 6 -6|-6|=
-1 -2 15 -1/6) (00 0 6 -6/-6

12 -11-5/0)(12-11-5[0

=00 0 6 -6|-6/=<({0 0 0 1 -1|-1

0000 o0[0){00 00 O0]O

Ekvivalentni rovnice:

Dx, +2X, =X, + X, 5% =0
2%, — % =-1

30=0

Reseni ,odzadu®
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Z (2) zvolime za volnou neznamoy = x, =X, + 1

Dosadime do (1)

X +2X, =X+ X, —5(x4 +1):O

X +2X, =X+ X, =5%X,-5=0

X +2X, —X; —4X,-5=0

DalSi volné neznamg,; X,; X,

2X, =Xy =X, +4X, +5-X;

X, :%(5'*'4)(4 X _Xl)

Reseni:

[xl; X, :%(5+ AX, + X = X, ) a5 Xy X, +1} ... nekonéng mnoho
Véta 1.2

Necht’ pro soustavu m-linearnich rovnic o n neznamychi:gigéA)=h(B)=h
PotomieSeni soustavy rovnic obsahuje celkdznd=n-h volnych neznamych.

Dusledek pedchozich dvoudt 1.1 a 1.2

1.) h(A)# h(B)...nemé&eseni

2.) h(A)=h(B)=hOh= y... pra¥ jednoieseni (z4dna volna neznama)

3.) h(A)=h(B)=hOh < 4 ... nekonéng mnohatedeni ¢=n-h volnych neznamych)

M....max{m; n}
A...min{m; n}

I Zvlastni gipad:

b =b,=...=b,=0

Homogenni soustava. VZdy plati h(A)=h(B)

Ma vzdyieSeni!!! Rinejmensimx, =X, =...=x,= 0

Pokudh(A)=h(B)=hOh< u; pak je pouze trivialnieSenix, =x, =...= x, = 0
Pokudh(A)=h(B)=hOh< u; pak nekonéns mnohoieseni vyjateno dikyd=n-h
volnych neznamych.
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Zadani rovinya :
A=[101] X =1+2s-t
0=(2-240) —— a:y=0-x+2t

X=A+4di+tu

X=1+2s-t
y=-s+2t
z=-1l+t=>t=2z+1
x=1+2s-(z+1)
y=-s+2(z+1)
x+2y=1+3(z+1)
a:x+2y-3z-4=0

Najdéte spoleéné body &chto rovin:
a:x+2y-3z-4=0
L:2x-y+z+1=0

X —X+3y—-4z=0

1 2 -3|+4 1 2 -3| 4 1 2 -3| 4
B={2 -1 1|-1|=|0 -5 7 |-9|=|0 5 7|9
-1 3 -4]0 0 5 -7] 4 0 0 O0]-5

Soustava nemi&seni
Nula spolénych bodh
h(A)=2
h(B)=3

Smer rovnokEzny s rovinou
ax+by+cz+d =0

a:x+2y-3z-4=0
X[03]

?XUa?
1+2[0-33-4=-12#£0
XOa
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(5-13)uja?
(Y_ X):(ul;uz;us)
] (Y,_X') = (ull; U'z; U'3

c Cc C
1

)_.shodné

a(xX + xy)+ b(yX + yy)+ c(zX + zy): 0
u:au,+bu,+cu,=0
u:1B-12-3B=-6%0= u|a..nen|

v=(5-11)=5-2-3=0=V|a

a:x+2y-3z-4=0
L:2x-y+z+1=0 u:(x;y;z)
X —X+3y—-4z=0

Homogenizace soustavy:
X+2y-3z2=0

2x-y+z=0
-x+3y-4z=0

1 2 3|0) (1 2 -3|0
B=|2 -1 1 |0|=|0 -5 7|0

-1 3 -4/0) (0 0 0O
h(A)=h(B)=2=h
defekt: n-h=1 --> IPRA¥ JEDEN SPOLENY SMER!
X+2y-32=0

-5y+7z=0
volnaneznamaz

x—iz:O
5

1
X=-z2
5

VSechnaeseni:

(% z;%z; zj ... vSechny vektory rovna@kné s rovinami; S; x ... obecnéeSeni

Pro z=5

u=(175)

a; B; x nemaji zadny spatay bod, podle hodnosti matice jsmeiliy Ze maji jeden
spole&ny sner.
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Vzajemna poloha 2ifmek:
Primka je dand jako pse&nice dvou rovin

aaxtby+cz+d =0

Brax+by+c,z+d, =0
XiaXxtby+cz+d, =0
‘J:a,x+b,y+c,z+d, =0

4.moznosti:

MoZzZnost poetieSeni
TotoZznép=q nekonéné mnoho
RovnotEzné p|q neméaresent:
Raznokezné jednaesSeni
mimobizneé nemdeseni
a bl G _dl
a, bz G _dz
a, bs G _ds
a, b, c,|-d,

Jeden spolay snér= 1 volna neznaméa>

# volnych neznamych Hodnosti
1 volna nezndma h(A)=h(B)=3
1spol.sén

0 spol.séna

Maji-li byt zadany pimky, musi byth(A)= 20h(B)= 2. Pro sntry je h(B)=0
Zadny spoleny sner odpovida trivialnimueseni{ 0,00| = h(A)=30h(B) = 4
h(A)=2

h(B)=3



F1711 Matematika 1
F1711 — Rednasky

Algebra matic
Def.: matice typu m/n nad polem realnych nebo kaxpich¢isel je toto:

a:I.1 a21 a:l.n
A= a21 a22 a2n

Ay A, e A,
a; URLa, UC

1<i < m.radkovyindex
1< j <n..sloupcovyindex

%

m=n...¢..ctve vd matice
M(m/n) = mnozina vSech matic typu m/n => nosna oeati

Zakladni operace:
SEitani matic
A,BOM(m/n)
C=A+B
A= a;
B=b,
C= C;
¢, =a; +by;Lij
Nasobeni skalarem
xOR(C); AOM (m/n)
C=XA
G = X8
Vlastnosti:
1. A+B=B+ A... komutativhost

Petr Skta

2. (A+B)+C=A+(B+C)= A+B+C... asociativita

3. IM(0) |A+O:O+ A= ATJA... nulova matice... univerzalni matice

4. keOM (A)M(A)A+ A= A+A=0; A=(a, } A=(-a, )=-A...opgna matice. Pro
dané A je A" wkena jednoznmé

5. a(BA)=Blar) =(aB)Aa, SUR.. skalary

6. (o+B)A=aA+pA

7. a(A+B)=aA+aB

8. —A=Alf-1)

M(m/n) s operacemicitani a nasobeni skalarem se nazyva VEKTOROVY PRUFRST

6) + 7) ... linearita

10
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Linearni zavislostadka matice
Linearni kombinace:
& a, .. q,

a;, a, .. a,

a, BOR(C)... koeficienty linerani kombinace

aa; +:Bajl

aa;, +ﬁaj2

obecr:

ag, + Ba, kde i,j jsou pevné, pak tatgsla tvdi linearni kombinaci i-tého a j-téfadku.

1<k<n

Rekneme, ze&adky matice jsou lineaérzavislé, jestlize kterykoli z nich je linearni
kombinaci ostatnich:

2 -1 3
374dek=17adek+ 2[27adek
Pi.A=|-1 3 2 =1 =2
0 5 7 Bt

3.tadek je linearni kombinaci 1. afadku.
Kazdyradek lineard zavisly na jinychadcich sniZzuje hodnost matitéA) 0 jedno niz.

V opaném gfipact jsouradky linearg nezavislé.

Maticové nasobeni

&, &; a4,
A..m/n a, & a,
8 8y 8
b, b by
B=n/p b, b b,
D By B

n je shodneé!!

3
C=AB;c, =a,b, +a,b, +"'+aijbjk +..+a.b, :Z(aijbjk)
=1
1<i<m
) ==> C..m/p
1< )<p

Vlastnosti
1. Neplati komutativitaAB # BA
2. Asociativita plati, ale pouze pro A..m/n; B...n(h;.p/s=>ABC=(AB)C=A(BC)

11
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1 0 .. 0
... 0
3. A.mh E-=
.. .. 1 0
0 O 1

Pro AE musi E byt typ n/n
Pro EA musi E byt typ m/m
E=jednotkova matice

Shrnuti pratvercové maticéadu n (A...n/n):
» Plati Asociativita (AB)C=A(BC)
» Jednotka AE=EA=A
.+ [A'DAAAT=ATA=E

Ctvercové matice rozdjeme na
* Regularni... existuje inverzni matice
* Singuléarni... neexistuje inverzni matice

Matice A typu n/n se nazyvé requlgrjastlize k ni existuje inverzni matice.

V opaném gfipact je matice singularni

Determinant pro matici A...n/n

1.)
A.n/n

A.1/1

A=(a,)
detA=a;,

2)
A.2/2

A= (aﬂ.l az1J
& 3y
detA= 8,85, ~ 8,3,

3)
A.3/3
a, &, a
A= a21 a22 a23
By 8 Ay
SARRUSOVG PRAVIDLO

detA = (ay,8,,85 + 8,185,8;; + 85,81,8,3) — (Ay,8,80 5 + 8185,8,; + 8,8,,855)

Petr Skta

12
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4.))
Permutace indegx1,2,3,....n

( 1 2 3 .. n j

o=

g 0, O, .. O,
Permutace se nazyva suda, jestli#sikislo predchazi menSimu v sudémepo
pripadi.

Ox

2X

Jinak je licha.

suda..sgn=1

licha..sgn=-1

detA = z (Sgna)(aialaZJZ " 'anon )

oSn
Sn... mnozina vSech permutaci n prvk

Algebraicky dopin ék prvku
A...n/n

A=l .. g ... i-ty fadek
j-ty sloupec

A, ... determinant maticg&du n-1/n-1, ktera vznikne z matice vygusin i-téhoradku
a j-tého sloupce.

W, = (_1)i+j A

Vypo €et determinantu rozvojem podle  fadku nebo sloupce
Rozvoj podle i-téhdadku

Ay =la, &, a,[detA=a,¥, +a,¥,+..+a,¥,

Rozvoj podle j-tého sloupce

&

ay

. pdetA=a, W, +a,W,, +..+a, ¥,

J

A

-ty =] «es

Priklad:

13
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1 -1/0]|3
0 -1/0|2 .
= Rozvoj podle 3.sloupce
1 31]4|5
4 0]1]|2
detA = a13LIJ13 + a23LP23 + a33qJ33 + a34qJ34 =
1 -1 3 1 -1 3 1 -1 1 -1
=(4)+1)det0 -1 2|+()(-1)'det0 -1 2|=40 -1 2-0 -1 2=
4 0 2 1 3 5 4 0 221 3

=42-(-10)=8+10=18
Vlastnosti determinafit— elementarni apravy
1. nésobeni i-téhtddkucislem k, k£ 0

A=|a, .. a,|=|ka, .. ka, detA'= kdetA
2. Pricteni i-téhoradku vynasobenéhislem k, k£ 0 k j-témuradku
& &y - & &
A=l ... ... .. |= - -
a Q- a; +tka, a;,+ka,
detA=(a, +ka, )W, +..+(a, +ka, )W, =
=(aiijjl+...+ajnkIJjn)+k(aillPil+...a,.anjn):
a; &
detA+kde
a; &
& &
kdet ... ... ..|=0
& &

detA=detA

Matice A...n/n je regularni prévehdy, kdyZ jeji determinant jéany od nuly.
detA£0

if detAz 0= DA™
ATA= AAT=E,

Normalni maticeA=| ...

Diagonalni maticeA=| 0 ... O
0 0

14
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Horni trojuhelnikova maticé =

Dolni trojuhelnikova maticeA=| ...

o :

Matematika 1
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Jestlize je jederadek linearni kombinaci jinych, poté je
Pokud byl determinant O, poté jiMistane i po elementarnich Upravach.

Pokud nebyl determinant 0, poté jiriistane i po elementarnich Upravach.

Matice je singularni pravtehdy, kdyz jejiadky (sloupce) jsou line&frzavislé.

Hodnost matice je get lineari nezavislychradki.

Pokud je matice singularni, potom h<n
Pokud je matice regularni, potom h=n

Necht je A (n/n) regularni

Vypocet inverzni matice:

Petr Skta

a; &, ...
A=l .. g
a, . .. a.
detA#0
— 1+]
=1 1Aj Matice W, je adjungovana R
1) — — i+]
(A )"_mw“ -m(‘l) A
Pr..
1 0 3 1 0 3 1 0 3
A=|-1 2 1|=|0 2 4|=|0 2 4 |=detA=-6
0 21 0 21 0 0 -3
0 3
A=-1 2 1
0 21
g, =(-1)" de@ ﬂ =10=0
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0 3 .
mozdefy =6 v, =6
13 +
mozoefp Jsr v = ()=
10 +
mozoelp Olez v = ()= 2
0 3 .
mdefy =6 v =6
1 3 "
aosoef L Hea v = ()=
1 0 "
amsef 02 w2
0O 6 -6 O -1 1
et e L L AT e
-2 -2 2 2 2 2
6 6 6
O -1 141 0 3 1 00
A‘lA:—% —% g -1 2 1|=|0 1 0
2 2 20 21 0 01
6 6 6
1 030 -1 1 1 00
AA‘1=—121—1 1 ﬂ=010
6 6 6
0 21) 2 2 2 0 01
6 6 6
Jiné vyjad feni elementarnich Gprav
Vyjadieno jako vektorové nasobeni
A=|a; .. a,|=|ka, .. ka,|... nasobeni i-téhiadku realnyntislemk se da napsat:

Ola, ... &, |=|ka, ... ka,
1

16
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Petr Skta

l,(k)... matice, kde jsou skoro samé nuly, jen na diagojsou jedriiky, kroms

pozicei, kde je realnéislok, kterym budeme nasohity radek...
Prictenip-nasobku-téhoradku kj-témuiadku:

1 .. e .. O
01 . Ofa, . & a,
O N I 1 0
a; a, .. a
0P 1 0ja, a; a;,
0 o1
Vektory

Vektor se da napsat jakadkova matice typu 1/n
u=(ug;...;u,)

Vektory baze:

e=(1 0 .. 0

e,=(0 1 .. 0)

=(.. .. 1 .)

e=(000 ..1

Vektor:

u=ue +...+u.e,

u=(u, .. u,)

v:(v1 vn)

utv=(u+v, .. u +v,)

O'U:(O'Ul O'Un)

& .. &)

_ I'n Ty T1n

el = (Tll Tln) T21 Z-22 T2n

é2=(r21 TZn) T =

éI"I = Z-I"I Tnn

( . ) Tnl Tn2 Tnn

T, T, - Iy,
Ty Tpy oo Ty,

(ul u2 un):(ul u2 Un) z * ?
Ty T - I

I (p)... matice, kde
jsou na diagonale
jednicky a na pozici
ij ¢islop.

17
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A=T=matice pechodue - €

& =le+0e,+3
6, =l +2¢, +Ie,
& =08 +2¢, +1g,

6 =6+38
="+ +e
8=26+g

u:(l 3 _2)(q & )
u=g +3e,-2¢e =76 +76 + 7§

0 -1 —21
1 1

u=( 2?2 ?) 4 =04 3 -2) 5 5 3 :(o—
i1 1
3 3 3

Petr Skta

18
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Funkce jedné prom énné

vzor obraz

ROD; :xUODy; x - y=f,0R
Zobrazeni = ke kazdému prvku Aigpudim prvky z mnoziny B.
Ke kazdé hodnétxUD; je pitazena pravjedna hodnotay = f,
Zpusoby zadani funkce:

1. GrafemG, ={[x; y]DRZ‘yz fs X0 Df}

11 2 |3
2. Tabulkou™ D, ={123
y|5[48]2

3. Vzorcemy=x*xOR
Zadani musi obsahovat:

* predpis

» defini¢ni obor

Priklad:
y= i< P77 =)
B) Pri nezadani defigniho oboru se bere §pozeny definéni obor”, coz je

maximalni mozny, aby funkce byladisiitelna

H OR D, :{XD R‘predpislfx) jedefinovzm}:> xD[—];l]
Obor hodnot; '

f :{Y‘—“'( |IXLDg - 1) = Yf

XOR;fix - y="f,=

H ={]

Operace s funkcemi:

Priklad:

1. Souet
f,D;

9.0,
h=1+ghy = fy + 9
prolxtUD; n D,

2. Nasobelktislem
Ky =af()

prolIxUUD,;D, =D;

3. Souin
A = T L9
prolxUD; n D,

xOD; OR;x — | FUNKCE| - f,,OH, OR

19
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Slozena funkce
Vnitni Vnené

> - g(x) =u-
slozka

xOD, OR;x - - fy = flow|OR

slozka

Pouze prau O D, = omezeni fivodniho defintniho oboru

D, =D, \{xOD,|gy 0D }

FunkceF,, definovéna naD, predpisemF, = f|g,| se nazyva slozen4 funkce s it
slozkoug a vrejSi slozkouf.

Priklad:

Fry =Vsinx *

u = g(x) = Slnx \ 3 l2 1 ] :5 1 B z a 5 B /
y — f(x) - \/a 35 25 15 Q05 us 0.5 1.5 25 2.5 4.5 55 6.5
D, =R

D, =R* =[0;+)

Dr =|J[27k; (2k +2)71]

kOz

Priklad:
Fo = Iog(— V1- xz)
u= g(x) =—1- NG

Inverzni funkce

—>f—>

<—f_l<—

£ 2] =x= 1]

xUDy;x

Pro inverzni funkci otas musi otas dojit k omezeni definiho oboru.
X %X, =Y, %#Y,... funkce prosta, vzajerdpjednoznana AL D, , jestlize

UX 5%, DA X # X,

foa) # foa)

Predpokladejme, 7#x) je prosta naAl D, . Ozn@me B :{yD R‘y: (g, X0 A}
Definujeme funkcix=f 0B - y=f jOA = f,,=x

20
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Periodicka funkce
f:D,; pOR, predpokladame, 2éx+ p)ID, - proOxOD, . Rekneme, Ze funkce je

periodicka, jestlizef,,, = f,) = proOxOD;

x+p)

y= f(x) = Sin(X)
sin(x+ p)=sin(x)....p=27
codx)...p=27

tan(x);cot(x)....p= 77

Funkce sinX) je prosta na intervall\ = [—gg} a zobrazujé& na mnozinuB = [— ];1]. Na

mnozirg B = [— ],1] je definovana funkce inverzpi= arcsir(x), ktery nabyvéa hodnot
3
2'2

Limity

Funkce, Seéna
flath)

¥

Teéna

f(a)

a ath=d X

alD,
Bod grafu:[a; f (a)]0G
Rovnice sény:

y-— f(a) = K(X_a)

Tecna... limitni grechod sény h --> 0

21
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Vlastni limita ve vlastnim bod é

Okoli bodu
alR;0>~0

(oteviené) okoli bodu afa-J;a+J)

(otevieng) ryzi okoli bodu da-dJ;a)0 (a;a+d)

nesymetrické okoli(a—d;;a+d,)

Cislo LOR je vlastni limitou funkcef ,) ve vlastnim bodl allR praw tehdy, kdyz ke
kazdémuwislu ¢ > 0 existuje ryzi okoli buda tak, Ze pro kazdé x z okoli bodye funkce
f(x) definovana a fundni hodnota lezi v pés{tf(x) - L‘ <&

Pri zamsné pojmi ,okoli“ -> levé okoli“ : (a—d;a) bude limita zleva
,okoli“ -> pravé okoli“ : (a;a+J) bude limita zprava

L=Ilim f(x)
limita zleva — levé okoli boda.
limita zprava — pravé okoli bodu

Plati funkcef(x) ma v bod a limitu L praw tehdy, kdyz existuji limityL, =L, v boct a
zleva L(L) a zprava L(P) a plati, =L, =L

Predpokladame, Zze mame funkée) ag(x) tak, ze funkcd(x) ma v bod a limitu, stejre tak i
funkceg(x) ma v bod a definovanou limitu, poté plati tato pravidla:

lim| f £ gy | =1lim £ £lim gy,

¢ limf,
im0 =22 Y jim g 20

20y limggy e

fim X =5X 6 e (02X =3) oy

Véta o seveni:
Predpoklady:
lim f(x) =lim g(x) =L
|:Dryzi (a) - f(x) s h(x) = g(x)
Potom:

limhy, =L

22
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Pravidla pro slozenou funkci:

Predpokladejme:
2. limf,=S
uor

3. Ze existuje okolP(a)tak, Ze pro vSechnanaleziciP(a) nenabyva hodnoty
O # L;respIx0] P(a); fgZL

Vlastni limita v nevlastnim bod  é:
Rekneme, ZgisloL je limitouf(x) v nevlastnim boé:i+oo(— oo) jestlize ke kazdémy > O

existujeA tak, Ze pro viechnall(A «);(xO (- w; A)) plati frg = L‘ <&
Pravidla:

. ax'+..._a

lim ==

x-xopx"+... b

. ax" ...

lim =0 m=<n

x-xe XN+

. ax”

lim =400 = m=<n

x-se pX" +

. axT+... .
lim =40 < m<nD(m—n)...sude
x--= px" +

. ax" +... L
lim =-w < m=<nO(m-n).liché
x=-= px" +...

Nevlastni limita ve vlastnim bod é

Rekneme, Ze funkcix) ma v bod a nevlastni limitu+ oo(—oo) , jestlize ke kazdému

M > 0(M <0) existuje ryzi okolO(a) bodua tak, Ze pro vechnal(A; e );(x (- oo; A))
plati fy =M (fy<M)

Nevlastni limita v nevlastnim bod &

Rekneme, Ze funkdiéx) ma v nevlastnim bad+ oo(— o) nevlastni limitu+ oo, kdy? ke
kazdémuM > O(M < 0) existujeA tak, Ze pro viechnall(A w);(x((-o; A)) plati
fg>=M (f(x) <M )

Spojitost vbod é A
Spojita funkcelim f,) = .,
Nespojita funkcelim f,) # f,

Definujeme také spojitost zleva a zprava.

23
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Derivace

Funkce, Seéna
flath)

¥

f(a)

a ath=d

Fam) = Ty _ oo~ fra)
h h

Definuje se i derivace zprava, zleva.

K=

Pravidla pro derivovani

[f(x) + g(x){ =Tt gzx)}linearita

O(okoiix) # O

Pravidlo pro derivovani slozené funkce

Fi = flo)

9y =u

Predpoklady:

L9

Fyiu =0 = K g
pak

Fio = 90 OF 900

Teéna

.. derivace funkcéXx) v bodea. Znai se: f,

Petr Skta

24
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Pravidla pro derivovani inverzni funkce

y="f inverzni funkce:y = f(;)l

Vypocitatx jakoy, nasleda zanmenax zay.
Predpoklad existenceipodni funkce v boéx.

y = fry =Fy
£/ = lim ) =)

() o h
X=a

-1 —_
fo) =Fa =b
fy =2
Fioy =1l P Fpg . 2 _ L _ 1

a h-0 h h at+h-a f(b+k)_ f(b)

Fix) " Fy Flam) ~Fa) k
h-0=>k - O:i,
fo)

L1
fl=——

(a) !

fio)
-1

b - f(a)

—_ -1
a= )
Pr.:

' 1 a _ 1 1

wa [siny] , cosb [i-sin?(h) +1-a?

Uplny diferencial funkce

fix)
fl+h)

chyba

Chyba + pfirtistek= |

- diference pfirlistek na

tecne

X
. a+h

25



F1711 Matematika 1
F1711 — Rednasky

Predpokladame existendi,

f(a)...Zné.mé

fasn)-2???

f(a+h) = f(a) + diference= f(a) +h [f(;) + Cha,h)
diference=pirustek na téné+chyba
ptiristek na tené = hfana = hf

Chyba' Chah = a+h) - f( )~ hf(;)

CI«kah - a+h ()_hfr
h (a)
Char) _
"M h "0 = ch,, 0P Orychlej

hf(a) U E]j) - Olinearng

-

Petr Skta

faen — fa) = f(y = diferencial funkcé v boct a je linearni funkci firiistku h.

/106 = 1+% [(006=102

Primitivni funkce (neur ¢ity integral)
[ - derivacelll — ¢ _ps
"0 g0 29929920 1007

Zname vysledek derivovani, prdme se na vstuifipa kolik vstup existuje.
FunkceF(x) se nazyva primitivni funkci k funkéix) na intervalua,b), jestlize plati

Foo = f proDxD(a b)

Necht’ F(x) je primitivni funkci kf(x) na(a,b), pakF(x)+C je primitivni funkci kf(x) na(a,b)

a libovolnéC je konstanta.

Existuje dalSi primitivni funkce?
G --- dalsi primitivni funkce

26
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Giy = Ty

Fio = T

potom:

Flo =Gin =0

[Fi~Gpo] =0

Frg =Gy =H

H, =0..konst... vlastnost pouze konstant

F(x) aG(x) se mohly liSit maximakkonstantami

U

—_

Je-lif(x) na(a,b) spojita, pak k ni existuje primitivni funkce.

Integra €ni metoda Per Partes
IU{X)V(X)dX =

‘[“(x)"(x) = Ui Vo) * U Ve

= Ve ] =gV =g ~ gV dx

Substitu éni metoda |.

[aiy loJox=|gjdx=d = [oltldt=o,) =Dy

dx:i

!

90
Necht je @ primitivni funkce k¢ . Pak plati, 2ej‘ Jix) W[g(x)]dx= Dy

Substitu éni metoda II.

Pr.
X=sinu
1-x“dx=—=cosu |=|+4/1-sin“(u)jcoqu)du=|cos(udu= —du=—u+-—+C
J-\/—z SL( .[\/72() s() J- 52()d J-1+0c;s(2u) ; serZu)
dx=cosud

[ Fogtx= [ figupgiydu

Odvozeni definice p Arozeného logaritmu
Hledame primitivni funkci k funkdi(ax+b).

27
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1 faxen) = 90| 1 1
— | af i) dX= —F|900]= = Fax:
af @y za  |a o] a (@)
[xdx= X" oz
n+l nz-1
??.[xldx

1 je na(0;+) spojita --> existuje(x)
X
1

lj'l dx=—L, *+konst
a’ X a

1 dx= 1 L *+ konst
ax a

Lag = Lo = Cra)

Volba... volime takovou funkdi, aby L, =0

ax)
Pokudx=1= L(ax) = L(a) = C(a)

Ly = L9 = L) = Ly = L) T Lin

L(x) se nazyvairozeny logaritmus a ziase In(x)

Vyset Fovani pr ubéhu funkce

e

Diskuse:A(A-8)

Petr Skta

Jaké bude znaménko pod odmocninou, resp. existkgeré A, které by nemohlo byt

dosazeno?
(— 00 ;O) 0 8 (8; +oo)
A - 0 + +
A-8 - - 0 +
A(A-8) + 0 0 +

28
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I f =+

M fiy =70

Definice pojni:

Funkce v bod:

rostouci
neklesajici
klesajici
nerostouci
lokalni maximum
lokalni minimum
inflexni bod

O@mMmMoOO®m>

Add A.:

Rostouci

Rekneme, Ze funkcix) jev bod a rostouci, jestlize existuje okdli(a) tak, Zef(x) je
v ném definovana a plati:
fy < fayProlx < a;xtQy,

fry > faprolx>=a;xto,

Add B.:

Neklesajici

Rekneme, Ze funkcx) jev bod a neklesajici, jestlize existuje okdi(a) tak, Zef(x) je
v ném definovana a plati:
fg < foprolx<a;x00,

fy = fprolix>a;x Oy,

Add C.:

Klesajici

Rekneme, Ze funkcix) jev bod a klesajici, jestlize existuje okali(a) tak, Zef(x) je
v ném definovana a plati:
fry = faProx<a; xto,

fy < fyProlix=a;xtQy,

Add D.:

Nerostouci

Rekneme, Ze funkcix) jev bod a nerostouci, jestlize existuje ok@ia) tak, zef(x) je
v ném definovana a plati:
fry = fmprolx<a;xoOy,

fg < foprolx>a;x0,

29
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Na intervalul pro libovolnéx;;x, O1;x <X,
H. rostouci fra) < o)

l. neklesajici  f,y <
J. klesajici fra) >
K. nerostouci  f,, 2

A

tohoto intervalu.
Predpokladame, Ze existuje prvni derivace furfkce
Add E.:

Lokalni maximum
Rekneme, Ze funkce f mé lokalni maximum v &agdpokudexistuje levé okoli boda
tak, Zef(x) je v O, (a) rostouci a zaroveexistuje pravé okoli bodaitak, Zef(x) je v
0O, (a) Klesajici.
Lokalni maximum ostré
Lok&lni maximum
(f(x) je vO(L) neklesajici
(f(x) je vO(P) nerostouci

Add F.:

Lokalni minimum
Rekneme, Ze funkce f mé lokalni minimum v Bag pokudexistuje levé okoli boda
tak, zef(x) je v O, (a) klesajici a zaroveexistuje pravé okoli bodaitak, zef(x) je v
0, (a) rostouci.

Lokalni minimum ostré
Lokalni minimum
(f(x) je vO(L) neklesajici
(f(x) je vO(P) nerostouci

Add F.:

Inflexni bod
Nech’ maf(x) derivaci vl, all
f(x) je v bod a rostouci pray tehdy, kdyz ) >0

f(x) je v bod a klesajici praw tehdy, kdyz ;) <0
v aje stacionarni bod prévehdy, kdyzf; =0

X
Ch X=2

o= 2x(x-2)-x® _2x® -4x-x* _ x(x-4)
(x) (X _ 2)2 (X _ 2)2 (X _ 2)2

30
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Petr Stita
F1711 — Pednasky
(-0:0) 0 (0:4) 4 (4:0)
X - 0 + + +
X-4 - - - 0 +
X(x-4) + 0 - 0 +
Pro x(x-4) je funkce konkavni, kdyg(, =(-).
Pro x(x-4) je funkce konvexni, kdyg = (+).
Tam, kde f;) =0 je inflexni bod.
Kdy jde o inflexni bod?
fa =0 fa =0
fa =0 fa =0
O, ... konkavni O, ... konvexni
O; ... konvexni O; ... konkavni
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Klasifikace stacionarnich bod G
Ostré lokalni maximum:

Ostré lokalni
madrmumm
Kankéyni Kaonkavni

Ostré lokalni minimum:

Warvexni Konvesxni
\4%@
minimurm

Inflexni bod:

Konvexn

Konkawni

Inflexni bod:

Konvexni

Konkéwni

32
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DalSi typ inflexnich bod u:

Tecéna

Teéna

N
N—

iy = E()E)i_z)z
. _ (2x=4)(x-2) -2x(x-4)(x-2) _ (2x-4)(x-2)-2x>+8x _ 8

Ch (x-2) T ke oy

f(ly < 0;xO(=0;2).. konkavni
f

n
X

= 0;x0(2; 00).. konvexni

Hledani asymptoty
y=Kx+Q

y=Kx+Q

Asymptota

Ke Oe > 0 existuje x, tak, ze prolx > x, plati :

f(x) _(KX+QX <&

f f
®W_K =K = lim ¥
X oy X

QLQoimQ=o

X
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X2

f _
K =lim—% = |im X=2 = jjm—X_ =1
Xoo X Xee X Xee X —2
. X2 02X
=limlf.,—KxJ=lim =lim =2
Q X~°°( ) ) Xom X =2 Xew X =2
Asymptota:a:y=x+ 2

...asymptota se sfmici.

Graf

Petr Skta

X2 32
If1 = 2

249

20

\52 a4
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L Hospitalovo Pravidlo

f
lim — =7
X -0 X

f
lim—%) ... mohou vznikat newité vyrazyT =9;T :E;T =M
x-a g(x) 0 0 00

f!
Predpokladame, Ze funkdéerg maji derivaci a Zze existujldm@ =L. Dale pedpokladame,
)
f
ze existujelimﬂ =M. PotéM =L
)
1

jim 20X = jim X i X = jim L =

X-0 X x-0 X' X-0 1 xoo ¥

35



F1711 Matematika 1
F1711 — Rednasky

Reimann av integral
Predpoklad: Spojita funkce na celém defiim oboru.
fix)

P=?

De¢leni intervalu[a; b]---{xo; YSRITIE ;Xn}...D

D" se nazyva zjemémim cEleni D, jestlize kazdy bodkteni D je i bodem &eni D".

Norma dleni Vip = max{x., - x;i0{04,...n-1}

// P=m(x, ~x)

Ozna&ime:
m = mln{f(x)|XD[X| , X|+1]|}
|\/|i = ma){ f(x)|XD[X, ; Xi+1]}

n-1 n-1
Zm(xi+1_xi)s PSZMi(Xiﬂ_Xi)
0 0

1

> m (%, —%)..L(f,D)...doIni sowet

n-1

> M, (%., =% )..U(f,D)...horni sodet
0

Neclt je D" zjemrnim D
L(f,D)<L(f,D)<P<U(f,D)<U(f,D)

Petr Skta

Pro spojité funkce pIat(/:IimoL(f , D):VlimOU(f , D):J'bf(x)dx... Reimanriv (uKity)
(o)~ (o)~ a

integrél zf(x) na intervalu (a,b).
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Newton-Leibnizova formule
f(x) je definovana na intervalu [a,b] a ma rarprimitivni funkceF(x). Pak plati, Ze:

b
J.a ff()dxz F(b) - F(a)

Riemariv integral

Duikaz:
Zvolime ctleni intervalu [a,b] tak, zeg =a< X, < X, <....... <Xx,=b.
F(x) spojita funkce na intervalu [a,b].

Fo = Fo) =[F06) = F O]+ [F (%) = F o+t [F ()= F O+ [F (x) = F ()]

F(X) je spojita na{xi ; xi_l]; prolJi

Lagrangeova v éta o st fedni hodnot &

v

F{x(i+1))-F{xi)

x{i+1)-xi

i x(i+1)

T, (% ek, 26 B —W:[F(m—ﬂmkFcz(m—x)

n-1

Fo) = Fa) = Z Fri) (>€+1 =X )

i=0

F(’Ci) = fq

m < fo <M,

1
rT‘}()(i+1_xi)s

i=0
L(f,D)<F, -F,<U(f.D)

n-—. n-1

o x)< M, (0, x)

i=0
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Aplikace

Geometrické a fyzikalni charakteristiky
Plocha, hmotnost rovinného Utvaru.

Plocha:
fix)
P=?

a b X
Jestli:
f(x) spojita na [a,b]
f(x) nezaporna na [a,b], pak:

P= .[: f(x)dx

ftx)

g(x)
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Hmotnost

)

Matematika 1
F1711 — Rednasky

Petr Skta

fy = 0;naa,b
Oy 20...plosna hustota

dP= f(x)dX

a

¥ x+dx

b x

na intervalux,x+dx)jsou body se stejnou hmotnosti

dm= U(x) f(x)dX
b

m= LJ(X) f(x)dX

Priklad:

125

1

H7Ef(x)=x"2

05

g(x)}-x"3
0,25

0]

0,24 0,75

-0.25

v

Polohat ézisté

O = KX
f(x) = X2
g(x) =X
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Nahradnicastici je gisouzena hybnost celé soustavy
- \VA
v =MV

m
2. mr rr
m

r, =

0 oy, =konst

a X x+dx

J(x) f(x)dX =dm

Petr Skta

1 ¢b
X7 —E aXU(X) f(x)dX
101
=—| =g, fAdx
Yr =590 9
Priklad
11.25
2 _
X" = f(x)
I X =gy
1075 jryj=xn2 Ty = KX
_ 1
los m—z)K

g(x)-x*3
10.25

j 20

075

0.25

1-0.25

¢ = Pl o= 20 ez -4

6

}

1
A =%J':% Kx(x2 - x3)2dx=10j;(x3 - x4)1x=1({x—;—2—)7(7+x—;} =
20

2
3

0

17

21
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Momenty setrva €nosti

fix)

J, =mg’

qi

a X x+dx b x
U(X) >0
g 20
dJ =dmx
b
Jy = L XZU(X) f(x)dm

1.25

1

B8 f(x)=x2

0.5

g(x)-x"3
0,25

Objem a hmotnost rota €niho t élesa

dv = n‘(i)dx
b
0.5 / V= ﬂL f(i)dx

b
m= ﬂJ-ap(x) f(i)dx
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Pt.: Odvafte vzorec pro objem a hmotnost koule:
fix*+y®=r?

y2=r2_xz

V= nj; yZdx

V= 77jc:(r2 - x?)dx 2

34 25

25

-0.48

V, = n_'[or rzdx—'[; xzdx}

V, = 77_r2j0r dx—jor xzdx}

v =n:r2[x]g—[§1]

m= 77:[ ,O(x) f(i)dx

P =K
m=77J'0rKr2—x2)dx
m= KJTJ'_rr (r2 - xz)dx
L 4miy.
m=K=]i]

Moment setrva ¢nosti rota éniho t élesa

b
Hmotnost:m= ﬂj P fydx

b
Moment setrvénost vzhledem ose X, = dex

a
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X X

b
J =de

Matematika 1
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Ploska=27rdr
Objem=27drdx
Hmotnost: o (27zdr)dx

Moment setrvénosti: rz(p(x) 2ndr)dx

f
¢ 1

dJX = ,O(X)lz'[ZH 3dr:|dX: IO(X) ZITZ f(i)dX
0

_ TP 4
3= [P fidx

W N

P 2 0... rotni tEleso

T= [xT ;O;O]

1 1
X = EJ- xdm= r—nJ- Xp(x)n‘(i)dx

H
fl=Rdv
a W
v 2,2 2 2 44
e :ijxpﬂR ;( dx= 7R2,01V4 R
msy v ve 4 4m
v 2,2 2 2 3
m=| prr ;( dx:mzp}ﬁ:—]ﬂ’o‘/
3 3
Rt 3 3
X = 23,V
dm R v 4

Petr Skta
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Povrch rota éniho t élesa

T

_ (Y o .
dl =/(dx)* +(dy)* = 1+(&j dx_,/1+if(x) P dx

S= 27TJ-: f(x)ﬂl"' ( f('x) jz dx

Ptiklad: Povrch koule

f(x) = RZ—X2
fro=—_X
O TR -

R 2 R
S:ZHI\/RZ—XZ 142 dx=2andx=27R[R=2;ﬂ2
LA RZ_XZ -

Petr Skta
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Pravd épodobnost

Definice :
Jev A... p@&et moznych fipadi, které mohou nastatigpokusu, pi némz se niZe realizovat

jevA...n,
Pacet piipad, kdy nastane jev A..m,

n,... patet pipadi moznych
m,... pocet gipadi priznivych

_my
Pa=
Na

Diskrétni gipad, kdynOZ

Priklad:
32 karet; nahodhvybrané 4 karty; jaka je praypodobnost, Ze ve vybu budou 2 damy?

n... kombinace bez opakovatidy 4 z 32 pokus
32) _ 32

n= =
4 ) 4P8

4
Vybér 2 dam ze 4 moinychEzj

28
Vybér zbyvajici karet: [ )
4\ 28
Celkem: m=[ j( j
2\ 2
(4](28]
Pravd@&podobnost: p= 2\ 2
32
Priklad:

32 karet; nahodnvybrané 4karty; Jaka je praymbdobnost a)aspa2damy b)nejvyse 2 damy.
a)

(@
TS

A, ... prav tii damy
A, ... pra ctyii damy
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A1) o

Pa = (BZJ = P2t Past Pag

2
Ps = (32] = Pgo * Per + Ps2

S¢éitani pravd épodobnosti

Jevy A, A, s pravépodobnostmip,,, P,

M, ... mnozina vSechifpadi, kdy nastane jevA\
M, ... mnozina vSechifpadi, kdy nastane je\A,

Sluéitelné jevy:

Jevy A, ..., A a prava@podobnosti jew jSOU Py, Passe-s Pax

Petr Skta

Jev A... NastaneA nebo A, nebo...nebd\, s p(A)=pPu: Pass---»Pa POUZE tehdy, jsou-IA,,

A ,..., A, po dvou neskitelné!!!
M, n M, ={}.

Mnozina prvikk M, [0 M, je mnozina fipadi, kdy nastane je\A nebo A,

m,, ... pacet prvki mnoziny M,

m,, ... pacet prvki mnoziny M,

m,... pocet prvid mnoziny M, O M, =m,, +m,,
:ﬂ:%+ﬂ: +

Pa N, n, n, Pa ¥ Paz

Neslu ¢itelné jevy

My M, #{ }

m,... pocet prvii mnoziny M, O M, =m,, +m,, - paet prviik M, n M,

m
pA:_A;/_- Pa t Paz
Na

Nezavislé jevy
Priklad:

1 kostka; 1 mince; Jaka je prapdobnost, Ze padne na kostce Sestka a na minai. hla
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A... na kostce padne 6... p(A)
B... na minci padne hlava... p(B)
C... nastané\ a zarova B.

n. =12
m. =1

1
Pc _1_2

Pe = P, [Pg ... plati pouze pro nezavisjévy.

Priklad:
A..A..p(A)
B...nonA... p(B)

p(nastane A nebo B):

p(nastane A a zaroxeB) = 0 # p, [p, = p,(1-p,)# 0
jev jisty...p(A) =1
jev nemozny..p(B) =0

Nahodné veli ¢ina s diskrétnim rozd élenim
X... nabyva hodnotx;;...;x, s pravépodobnostip,;...; p,

Priklad:

X... pocet ok, ktery padnetpjednom hodu jednou kostkou.

x =1 X, =2 X =3 X, =4 X =5 Xs =6
1 1 1 1 1 1

pl_g pz_g ps_g p4‘€ ps_g pe_g

Cteme: X je rovno X=1's praédodobnost%, X=2s pravépodobnost%, X=3...

{(xj P, ); j :],...k}... rozckleni nahodné valiny s diskrétnim rozélenim.

Nahodna vetiina... jakakoli veléina, ktera vznika na zaklaanéieni fyzikalni velginy:
N... potet mefeni

X(2)... nangtenon(1) krat

X(2)... nanttrenon(2) kréat

X(K)... namerenon(k) krat

Celkem> ' n =N
pxl =%

n
pxk =Wk

Pokudn - o nastane ,ustalovani“ pravdodobnosti
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Stredni hodnota
zastupuje cely soubdfx;, p; } j =1,..k}

Kk
<x> = vazeny plmér: X * x2n2N+ LRl P +X, P, +...t X Py = ZX]- p;
j=1
Odchylka od sedni hodnoty:
Al =X _<X>
A, =%, =(X)
A, =% = (X)

Nahodnd veli ¢ina se spojitym rozd élenim
X... nabyva hodnot v interval[p(m;xM ]

Ize zobecnit na vice interval

— — I
0 x(m) X kX x(M)

Pravdpodobnost> hustota pravgbodobnosti
Ap, ... pravépodobnost, Ze hodnota nahodnédieyi X lezi v intervalu[x; x+Ax]

A
Ap, = lim 2P _ Wiy ... hustota pravépodobnosti
Ax -0 AX

... rozaétlovaci funkce tohoto spojitého roddni
Rozdleni nahodné valiny se spojitym rozélenim je zadano funkov, na[xm; Xy ]

_ b
Pan = LW(x)dX
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Distribu éni funkce

F(x) = -[n); W(X)dX

Stredni hodnota

Z _)J‘ 2=A

— NA=X—-
(})=22%p =] X =X |- _ X <X>z
p, - dp y Z_(X_<X>
D, =(5) = [ (x~(x)Jwax=x2) - (¥
Median
PRSI j: XWdx
1%
B =ijdx
R =1-F
m ]
. _ 1 1 _ .
Je-li B, 1 = Rum] =5 F) = HE Median

Petr Skta
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