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Uvod

Statisticka fyzika se zabyva studiem mnohacdsticovych, makroskopickych stavi, na

rozdil od termodynamiky je statisticka fyzika mikroskopickou, modelovou teorii pohybu

hmoty souvisejici s teplem. Zékladni metodou statistické fyziky je vytvofeni ptijatelného

dynamického modelu makroskopického stavu (~ 1023 é4stic) s patiiénym "apriornim"

rozdélénim pravdépodobnosti mikroskopickych stavi. Pokud popisujeme izolované, dy-

namické systémy v rovnovaze, potom cilem statistické fyziky je odvodit vSechny rov-

novdzné vlastnosti makroskopického systému ze zdkonu atomdrni ¢i molekuldrni
dynamaiky. Nyni zdlezi, zdali pracujeme v ramci klasické, ¢i kvantové mechaniky, mluvime
o klasické nebo kvantové statistické fyzice (mechanice). Jelikoz statistickd mechanika po-

pisuje dynamické systémy, stejné jako termodynamika, pomoci makroskopickych veli¢in,

kterym nezalezi na konkrétni mikroskopické realizaci, jsou zakladem metody statistické

mechaniky dynamické zakony mechaniky (klasické, kvantové) a teorie pravdépodobnosti
a matematické statistiky.

Kratky historicky prehled chapani a popisu tepelnych déju

Efekty spojené s teplotou a teplem byly znamy mnohem diive, nez se vytvorila moderni
védeckd metoda zaloZend na experimentu a jeho zobecnéni. Dlouhou dobu v8ak trvalo,
nez se pochopily fundamentalni pojmy spojené s projevy tepla a tepelnych jevu.

V prvni fazi fenomenologické teorie tepla nebyl ¢inén rozdil mezi teplotou a mirou
tepla. Jediné, co bylo ziejmé, byla existence ruznych teplot a s ni spojenych stavu
téles. Proto prvni védecké pokusy v teorii tepla byly zaméfeny na konstrukci tep-
loméru, tj. ptistroje na méfeni teploty. Prvnimi prukopniky byli G. Galilei, E. Torricelli
a O. von Gueriche v 17. stoleti. Teprve Joseph Black v roce 1760 zavedl kalorii jako
miru tepelného mnozstvi a odlisil tak teplo od teploty.

Dalsim krokem k pochopeni teplotnich jevii bylo pozorovani S. Carnota v roce 1824,
ze teplo prechazi pouze z teplejsiho na studenéjsi télesa. Tento fakt se stal zakladem
pozdéjsi 2. véty termodynamické zformulované R. E. Clausiusem a W. Thompsonem v
letech 1850 a 1854. Rovnéz vyznamnym krokem k pochopeni tepelnych déju bylo zjisténi
R. Mayera o ekvivalenci tepla a mechanické energie z toku 1842. Toto vedlo na
zobecnéni zékona zachovéni energie (1. véta termodynamickd) formulované R. Mayerem
a J. P. Joulem v roce 1843. Clausius dale rozvinul teorii tepla o pojem tepelné entropie
v roce 1865.

Trebaze ekvivalencce tepla a mechanické energie dava tusit mechanicky puvod, sa-
motna fenomenologicka termodynamika neni schopna nalézt vztah mezi zdkony mecha-
niky (Newton) a zdkony tepelnych jevi. Prvni pokusy vysvétlit tepelné jevy z mecha-
nickych procesu sahaji zpét k Newtonovi a Boylovi. Oba se snazi vysvétlit teplo jako
chaoticky pohyb mikroskopickych ¢astic. Jejich snahy v8ak ztstaly pouze na kvalitativni
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’ udobi ‘ termodynamika mechanika + statistika
17. st. G. Galilei, E. Torricelli I. Newton, R. Boyle
teplomér - linedrni mira tepla korpuskularni teorie plynu
18. st. G. Fahrenheit, A. Celsius D. Bernoulli
teplota jako skdla mezi 2 fixnimi body prvni kinetickd teorie plynu
J. Black J. Dalton, A. Avogadro
kalorie jako mira tep. kapacity atomistickd teorie
19. st. S. Carnot J. C. Maxwell
ucinnost tepelnych stroju statistické rozdéleni rychlosti
zavisi pouze na rozdilu teplot v plynu a tlak plynu
J.R. Mayer, J. Joule, H. Helmholtz L. Boltzmann
teplo ekvivalentni mechanické energii kinetickd teorie plynu
(1. véta termodynamiky) statistickd entropie,
R. E. Clausius rozdéleni energii
entropie (2. véta termodynamiky)
20. st. W. Nerst J. W. Gibbs
nedosazitelnost absolutni nuly teorie fluktuaci, statistické soubory
(3. véta termodynamiky) M. Planck
kvantova statistika

Tabulka 1: Kratky historicky pirehled

drovni. Prvni kvantitativni kinetickou teorii plynu se pokusil vytvofit D. Bernoulli pfi
vysvétleni Boylova zdkona rozpinani plynu v roce 1738. Skute¢na kineticka teorie plynu
se vSak mohla zagit rozvijet az po vzniku atomistické teorie J. Daltona a A. Avogadra
z konce 18. a zacatku 19. stoleti.

Skuteénd kineticka teorie plynu se zacala prosazovat teprve az v druhé poloviné 19.
stoleti. J. C. Maxwell v roce 1860 odvodil rozdéleni rychlosti atomt v plynu s danou
teplotou. L. E. Boltzmann toto rozdéleni zobecnil v roce 1868 na rozdéleni energii. Vrcho-
lem tohoto ranného obdobi kinetické teorie bylo odvozeni kinetické rovnice Boltzman-
nem a hlavné pak zavedeni pravdépodobnostni entropie v roce 1877. Poprvé tak byl
ukéazan vztah mezi Newtonovymi dynamickymi zdkony, fazovym prostorem a teplotnim
rozdélenim energii. Boltzmannova formulace znamend konec fenomenologické termody-
namiky a zacatek statistické mechaniky jako ucelené teorie pravdépodobnostniho cha-
rakteru vyjadirené zdkonem stejnych pravdépodobnosti mikroskopickych stavi v daném
makroskopickém stavu. Fundamentalni objekty - mikroskopické stavy se vSak plné idi
Newtonovskymi dynamickymi zakony. Tzv. teorie tepla nepfindsi zadnou novou dyna-
miku do systému ¢astic.

Alternativni formulace k Boltzmannové atomistické teorii byla teorie statistickych
soubort J. W. Gibbse z roku 1902. Tato teorie plné skloubila teorii termodynamickych
potencidlu s mikroskopickou statistickou sumou L. Boltzmanna. Roli moderni statistické
mechaniky (fyziky) se vztahem k ostatnim mechanickym a polnim teoriim lze schema-
ticky zobrazit do diagramu s parametry ... (vlozit diagram)



Kapitola 1

Zaklady statistické mechaniky

1.1 Matematicka statistika a teorie pravdépodobnosti

Jestlize popisujeme systém, ktery se skldda z velkého poétu elementdrnich objekti,
potom je zapotiebi tyto objekty néjakym zpusobem zapocitavat a klasifikovat. Je-
likoz, jak uvidime pozdéji, makroskopické veli¢iny nezavisi na konkrétni realizaci mi-
krostavu, tj. okamzitych poloh a rychlosti jednotlivych ¢astic, je nutné zavést pojmy
jako jsou pravdépodobnost, permutace, kombinace, stochastickd proménna atd. Témito
elementarnimi jevy se budeme zabyvat v této kapitole.

1.1.1 Permutace, kombinace, pravdépodobnost

Jestlize popisujeme systém s velkym poctem objektl, tak je mnohdy potieba z tohoto
systému vybrat podsystém s urcitymi vlastnostmi, které spliuje jen ¢ast z celkového
poctu objektu. K tomuto tcelu je dobré zavést kombinatorické pojmy jako jsou permu-
tace a kombinace.

Permutace je libovolny, uspoiddany vybér objektt.
Kombinace je libovolny vybér objektu bez zohlednéni usporadéani.

Tzv. permutace a kombinace jsou specificka omezeni vybéru z dané mnoziny prvku.
Co nés bude zajimat je pocéet mozZnych vyjbéri nebo pocet realizaci urcitého typu
vybéru.

Piiklad 1.1.1. Pocet permutaci N prvku
Py=N(N-1)...2= N\
Piiklad 1.1.2. Pocet ruznych permutaci n prvka vybranych z mnoziny o N elementech

N!

PN:N(N—l)...(N—nH):m.

n

Priiklad 1.1.3. Pocet ruznych kombinaci n prvku vybranych z mnoziny o IN elementech

N N!
N _ —
Cn' = (n) (N =)
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Trebaze pojmy permutace a kombinace jsou jednoznacné definovany, nemusi byt v
praxi mnohdy zcela jasné, zda-li se jedna o kombinatoricky ¢i permutaéni vybér.
Ve fyzice, a nejen tam, nas zajima spise nez celkovy pocet moznych realizaci, pomér
mezi moznymi a vSemi realizacemi, tj. dostavame se k pojmu kombinatorické pravdépodobnosti
(existuje jesté také mnozinova, ¢ili axiomatickd pravdépodobnost). Mnohdy také mluvime
o pomeérné cetnosti vyskytu daného jevu. Napf. hazime-li kostkou, pravdépodobnost,
ze padne nékteré ¢islo (pomérnd Cetnost jednotlivych ¢isel) je 1/6.

Pravdépodobnost je ¢islo vyjadiujici pomér mezi pocétem realizaci uréitého jevu a
celkovym poctem moznych realizaci.

To znamend, ze pravdépodobnost 1ze chdpat jako nezdpornou funkci P(A) na je-
vovém poli A (5 A), spliujici nésledujici vlastnosti:

1. A3 A — P(A) € [0,1]

2. Pravdépodobnost jistého jevu se rovna jedné a pravdépodobnost prazdného jevu
se rovna nule.

3. Jestlize se dva jevy vylucuji, tzn. jeden jev nemuze nastat soucasné s druhym, pak
je pravdépodobnost vyskytu jednoho nebo druhého jevu rovna sou¢tu pravdépodobnosti
jednotlivych jevu.

AB =0= P(A+ B) = P(A) + P(B).

4. Jestlize se zajimame o pomérnou &etnost jevu A pii soucasné realizaci jevu B
P(AB), potom mluvime o podminéné pravdépodobnosti jevu A jevem B a plati
pro ni

P(A|B) =
5. Jestlize jevy A, B jsou nezdvislé, pak plati

P(AB) = P(A)P(B).

Mnohdy je uziteéné pouzit mnozinovou charakterizaci jevu, tzn. sjednocent jevi:
A+ B <= AUB a prunik jevi: AB <= ANB.

Casto se tedy pise P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) a P(A|B) = Z559).

Tyto pravdépodobnostni pojmy budeme ilustrovat na nékolika piikladech.

Piiklad 1.1.4. Dokazte, ze P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) .

Mizeme psat AUB = AU(ANB), pticemz A = I'\ A je doplnék mnoziny A (jevu A).
Tedy ANAB = 0a P(AUB) = P(A)+ P(AB). Sou¢asné P(B) = P(ANB)+ P(ANB).
Vzajemnym ode¢tenim dostaneme P(AU B) — P(B) = P(A) — P(AN B).
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Piiklad 1.1.5. Mame n kouli, které mame rozdélit do IV krabic. Je tfeba najit pravdépodobnost,
ze v jedné libovolné krabici bude k kouli za predpokladu, ze

a) koule jsou neekvivalntni (Maxwell-Boltzmann),

b) koule jsou ekvivalentni (Bose-Einstein),

c) koule jsou ekvivalentni, ale v jedné krabici smi byt maximélné jedna koule (Fermi-
Dirac).

Nejdiive spoctéme pocet vSech realizaci rozdéleni n kouli do N krabic:

a) Pro kazdou kouli mdme N moznosti, tj Zyp = N™.

b) Jelikoz jsou koule nerozlisitelné, potom pocet moznych rozmisténi ziskdme tak,
ze mezi n kouli vkladame N — 1 délitek. Pricemz do prvni krabice dame vSechny koule,
které jsou pred prvnim délitkem, atd. Celkem tedy mame Zp = ("HT\[ _1).

c) Jestlize n > N, potom Zpp = 0, jestlize n < N, tak pocet realizaci je dén poctem
moznych vybéru n krabic (obsazenych) z celkového poétu N, tj. Zpp = (]X ).

V dalsim kroku je potfeba najit pravdépodobnost, ze ve vybrané krabici je k kouli.

a) Mame (Z) moznosti vybrat k kouli z n. Zbylych n — k kouli je potifeba rozdélit do
N — 1 krabic.

o= (= ()8 (-4)

b) Jelikoz koule jsou ekvivalentni, tak staéi uvazovat pouze pocet moznosti, kterymi
1ze rozdélit n — k kouli do N — 1 krabic. Tj.

(")
(")

PBE(]{);H, N) =

¢) V krabici muze byt maximalné jedna koule (k < 1) a n < N. Potom analogicky k
predchozimu piipadu ziskame

Nfl)

PFD(l;’I’L,N) = (]7\1[_11) =

n

2l

1.2 Stochastickd proménnd (ndhodnd proménna)

V predchozim piikladé jsm vidéli elementérni aplikaci fyzikélnich rozdéleni (distribu¢nich
funkei). Abychom pochopili 1épe vyznam distribuénéch funkci, je tfeba zavést pojem sto-
chastické (ndhodné) proménné.

Nahodnd proménné je zobrazeni z jevové mnoziny A do realnych ¢isel

X:A5A— R, X ={21,29,...},

pri¢emz inverzni zobrazeni prifazuje kazdému intervalu néjaky jev z A.
Néhodné proménné mohou byt budto diskrétni, kdy hodnoty ndhodné proménné

X jsou diskrétni ¢isla x1, z9,... nebo spojity interval.

Distribuéni funkce Nezdporna funkce f definovana na hodnotach ndhodnych proménnych
s vlastnosti tiplnosti:
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Zf(xz) =1 pfl'padné/dxf(x) =1 (1.1)

se nazyva pravdépodobnostni distribu¢ni funkce.

Momenty distribu¢nich funkcich V dalsim bude vyhodné definovat momenty dis-
tribuéni funkce, nebot vétsinou ty jsme schopni uréit, na rozdil od distribuéni
funkce jako takové.

Zx"f ) piipadné (X") = /x"f(m)dx (1.2)

Pricemz velkymi pismeny ozna¢ujme nahodné proménné, malymi jeji hodnoty.
Zmnalost vSech momenti ndhodné proménné dava dplnou informaci o ndhodném
procesu nebo distribuéni funkeci.

Variance (rozptyl) ndhodné proménné je
o(X) = [(X?) — (X)%'/? (1.3)

Charakteristicka funkce muze byt vhodnéjsi pro popis problému nez distribu¢ni
funkce. Jedna se o Fourieruv obraz distribuéni funkce.

o0 . ’Vl

(1.4)

kde mira u(z) je budto bodové pro diskrétni ndhodné proménné nebo Lebesguova
pro spojité.

Kumulantni rozvoj

d(k)=e ne1 (,2)'71 Cn(m),

kde Cy(x) je n-ty kumulant charakteristické funkce.

Ci(x) = (z), Ca(2) = (2?) — (x).

Jestlize mame dvé ndhodné proménné X, Y, potom lze X x Y opét chapat jako
ndhodnou proménnou, pricemz spoleéna distribuéni funkce bude f(z,y). Muzeme defi-
novat nékolik veli¢in

Kovariance

cov(X,Y) = /dM(X)du(Y)f(x,y)(X—<X>)(Y—(Y>) = (XY) — (X)(Y), (L.5)

piicemz fy(z) = [du(y)f(z,y) a fy(y) = [dp(z)f(z,y).
Korelace je dalsim vyznamnym pojmem, definovany nasledovné
cov(X,Y) (XY) = (X)(¥)
o(@)o(y)  [((X?%) = (X)H)((Y2) - (Y)?)]1/2

Korelace tedy urcuje miru zévislosti mezi veli¢inami X a Y, pficemz cor(X, X) =1
a naopak, jestlize cor(X,Y)=1= X =Y.

cor(X,Y) =

(1.6)
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1.2.1 Binomické rozdéleni

Predstavme si, ze mame sérii N statisticky nezévislych pokusi s dvéma moznymi vysledky.
Tém piifadime nahodnou proménnou X s hodnotami +1. Pfi¢emZ necht pravdépodobnost,
ze pii jednom ziskame vysledek 1 je p a vysledek -1 ziskame s pravdépodobnosti ¢ = 1—p.
Zajimé nas nyni pravdépodobnost, ze z N pokusu ziskdme pravée n vysledku +1. Jelikoz

s jedna o nezavislé pravdépodobnosti, potom hledané ¢islo je

N! n Nen

= . 1.7
nl(N — n)!p 1 (17)

Celkova pravdépodobnost vysledku N pokust musi byt 1, tedy

N
Y Py(n) =
n=0

Snadno uré¢ime momenty binomického rozdéleni:

PN(n)

N
Zin!(N_n)!p”q "=(p+q" =1

n=0

al YNl d d N
<”>:§WPN(H):T;)M(N_R)!]9 q :pCl]?[;PN(n)]:p(Z])(p+Q) = Np
N g X
(n?) = n*Py(n) = (p%ﬂz Py(n)] = (Np)® + Npg
n=0 n=0

Rozptyl tedy je
o% = (n®) — (n)* = Npq.

1.3 Zakon velkych ¢isel a centralni limitni véta

Ve statistické fyzice se zajimame o systémy s velkym poctem Céstic, a tedy s velkym
poctem moznych stavu (jevi). Proto nds zajimaji v prvé fadé pravdépodobnost dis-
tribuéni funkce v limité velkych poc¢ti pokusi N — oco. V této limité budeme vyuzivat
dvou teorém.

Véta 1.3.1 (Zékon velkych ¢isel (Bernoulli)). Jestlize pravdépodobnost vyskytu daného
jevu A je P(A) = p,0 <p < 1ahg(N) je pomérnd cetnost jevu A v posloupnosti N
nezavislych pokusi. Potom

lim ha(N) = p. (1.8)
N—a
Dikaz. Plati N
Pl -l <o= ¥ ()t
k;|k—Np|<Ne
nebot se jednd o nezavislé pokusy. Jelikoz z binomického rozdéleni vime, zZe
N
N _
> (k- Np)2<k>pqu "= Npq
k=0

potom

N _ N _
Npg> > <k>p’“qN F(k—Np)* = N7 Y (k)pquk

|k—Np|>eN |k—Np|>eN



KAPITOLA 1. ZAKLADY STATISTICKE MECHANIKY 10

N k N—k N k N—k pPq
E =1- E >1-— L

|k—Np|<eN |k—Np|<eN

V limité N — oo tedy P(Jha(N) —p| <€) — 1, tudiz ha(N) — p. O

Véta 1.3.2 (Centralni limitni véta). Jestlize ndhodna proménnd X je charakterizovdna
distribu¢ni funkei f(z), potom novd ndhodnd proménnd Yy = + Zf\i1 x; — (x)
(x; maji stejnou distribu¢ni funkci, N je pocet realizaci proménné V') je v limité N — oo
charakterizovana gaussovskou distribuéni funkei

N —N 2 20.2
flyn) = 271'0'26 un/ ) (1.9)

kde (X) = [du(z)zf(z) a (0?) = [ du(z)2 f(z) — [[ du(z)zf()]? = (2?) — (2)*.

Dikaz. Charakteristickd funkce ndhodné proménné yy je

N
Pyy = /dﬂ($1)~--du(SUN)f(ﬁl)---f($N>€1@kZiN_l(mi_<m>) N [¢X <k)] B

~[1- et -] =

zpétnou Fourierovou transformaci ziskdme vysledek. O

Piiklad 1.3.1 (Pfiblizeni binomického rozdéleni gaussovym). Pouzijeme Stirlingovu
formuli, ktera pro n — oo aproximuje faktorial

n! & 27m<n>n (1.10)

e

Tato formule ndm umozni prevést kombinatorickd ¢isla na analytické funkce. Pouzijeme
tedy Stirlingovu formuli ve vztahu pro binomické rozdéleni a dostaneme

1 n —n—1/2 N _—n n—N-1/2 . Nen
Py(n) = \/W<N> < N ) p"(1—p)

coz prepiSeme do exponencidlniho tvaru

PN(TL) _ 1 6—(n+1/2) In & —(N—-n+1/2)in(1—%)+nInp+(N-n)In 1-p (1.11)

vV1rN

Nyni rozvineme tento vztah kolem stfedni hodnoty (n) = Np. Potom

Py (n) = Py({n))e2 Pt aBse

kde e =n — (n) a By =

dnk

d® In V27 N Py (n) ]
n=(n)

Snadno se presvédcéime, ze plati

1 1
BQZ_ 7B 2
Npq
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Pak v pfipadé Npg > 1 (limita velkych ¢isel)

_ 1 (n—(n))?
1 o2 Tz
oV 2T ’

kde o = v/Npq > 1. Tzn. pro velkd N muZeme binomické rozdéleni velice dobte
priblizit normélnim (gaussovskym) rozdélenim. Pficemz N, kde normélni rozdéleni dobie
aproximmuje binomické, mé hodnotu N ~ 10.

Gaussovské rozdéleni je limitou rozdéleni pii velkém poctu realizaci, pokud p je
konecéné a tedy Np — oo . Pokud plati n — oo, p — 0 a zaroven Np = a, pak je
vysledkem pro n < N je Poissonovo rozdéleni

Py(n) (1.12)

Py(n) = —e “. (1.13)



Kapitola 2

Zakladni teoretické pojmy a
formalismus statistické mechaniky

Zékladni reprezentacni prostor pro klasickou a kvantovou mechaniku je ruzny. V této
kapitole zopakujeme zakladni pojmy klasické, hamiltonovské mechaniky a statistického
popisu souboru mnoha ¢astic.

2.1 Fazovy prostor, mikroskopické a makroskopické stavy

Statitickd mechanika (fyzika) se zabyva popisem souboru N hmotnych &éstic, jejichz
dynamika se f{di zdkony budto klasické nebo kvantové mechaniky. I kdyz kvantovd
mechanika je obecnéjsi nez mechanika klasicka, presto z pedagogickych diuvodu nejdiive
rozebereme statisticky popis klasickych ¢astic.

N klasickych ¢astic je popséno 3N soufadnicemi (z1,y1,21,...) a 3N hybnostmi
(P, Py1, P21, - - - ). Tzn. ze stavu N ¢éastic odpovida bod v 6 /N-rozmérném fazovém pro-
storu. Obecné tento bod oznatime X = (qi,...,q3n,p1,-.-,psn) € ROV, Pohybové
rovnice pro tento bod jsou Hamiltonovy rovnice

OH OH
= pp=———,k=1,2,...,3N 2.1
Opk Pr 0qx; 2

dk

Jelikoz Hamiltonovy rovnice jsou diferencidlnimi rovnicemi 1. fddu, potom pohyb
hmotného bodu X v ¢ase t je plné urcéen pocatecni hodnotou X v case t = 0. Fézovy
prostor je tedy geometrickym prostorem transformujicim vyvoj N-¢asticového systému
do geometrické trajektorie. Ve statistické fyzice se budeme zabyvat pouze hamiltoniany,
které vedou na jednozna¢né trajektorie (vylouceny tedy jsou tzv. bifurkace dynamickych
trajektorif).

Nejjednodussim piikladem fazového prostoru je fdzova rovina (qp). Typickymi tra-
jektoriemi zde jsou harmonicky oscilator popsany elipsami pripadné pohyb castice v
potencidlové jame (pravouhelnik).

Bodem v 6 N-rozmérném fazovém prostoru budeme nazyvat mikroskopickym sta-
vem. Tento stav je jednoznaéné urcéen 6N souradnicemi ve fazovém prostoru. V praxi je
vsak nemozné urcit vsech 6N parametru jednozna¢né definujici evoluci N-Casticového
systému. Jelikoz jsme schopni experimentalné uréit pouze nékteré charakteristiky systému
(globélni integraly pohybu jako je napf. energie), potom nemame dostatecny pocet
proménnych, pomoci kterych bychom rozlisili jednotlivé mikroskopické stavy. Proto ne

12
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jednotlivé mikroskopické stavy jsou pro nas dulezité, ale spiSe soubory mikroskopickych
stavu, které vyhovuji uréitym makroskopickym podminkdm (napf. maji stejnou energii,
atd.) a které nazyvame makroskopické stavy. Ukolem fyzikalni teorie je ze zadanych ex-
perimentalnich faktu zkonstruovat dynamické rovnice pro fundamentélni objekty daného
problému. Fundamentalnimi objekty jsou takové veli¢iny, které se daji dostupnymi (ex-
perimentalnimi) prostiedky rozlisit.

Jelikoz v systémech s mnoha ¢asticemi jsme schopni rozliSovat pouze makroskopické
veli¢iny, jsou fundamentalni objekty statistické mechaniky makroskopické stavy.

2.2 Statisticky popis, fazova kapalina, Liouvilletv teorém

Mechanika, kde elementarnimi objekty jsou makroskopické stavy, se stava statistickou
teorii, statistickou mechanikou. Makroskopickymi stavy totiz do mechaniky vstupuje te-
orie pravdépodobnosti, nebot viechny mikroskopické stavy, které odpovidaji jedinému
makroskopickému stavu, jsou z hlediska statistické mechaniky ekvivalentni, a tedy ne-
rozliSitelné. Tzn. statisticky popis mé v mechanice za cil popsat vyvoj neiplné urceného
mechanického systému.

Predpoklddejme nyni, ze makroskopicky stav je popsan souborem makroskopickych
veli¢in, funkei na 6 N-rozmérném prostoru Fi(z),..., F,(x), pficemz n < N. Potom
makroskopickym stavem ® = (f1,..., fn) je ¢ast fdzového objemu 'y dand vzorem
bodu ® € R" |, tj.

To = (F7 (1) N Ey (o) - B ()} (2.2)

Tzn. makroskopicky stav neurcuje mikroskopické soutradnice ve fazovém prostoru
jednoznaéné. Souiadnice ve fazovém prostoru X jsou nahodné veli¢iny a musime pfiejit
na statisticky popis.

Od kazdé fyzikalni teorie ocekavame, ze je schopna determinovat vyvoj elementarnich
objektu. Tak i statistickd mechanika, jakozto fyzikalni teorie, musi nalézt dynamickou
rovnici pro makroskopické stavy nebo funkci na makroskopickych stavech. Touto rovnici
je Liouwvilleova rovnice, kterd je dynamickou rovnici pro fdzovou kapalinu. Jak jsme
vidéli, tak makroskopické veli¢iny jsou ndhodnymi proménnymi. Jevy jsou jednotlivé
mikroskopické stavy, body fazového prostoru. Makroskopickému stavu odpovida ¢ast
(souvisld nebo nesouvisld) fazového objemu. Proto zavedeme distribucéni, rozdélovaci
funkci (z teorie pravdépodobnosti) neboli fdzovou hustotu pravdépodobnosti rozlozeni
mikroskopickych stavi odpovidajicich danému makrostavu ®. Oznacéime tuto hustotu
w(x, t). Liouvilleova rovnice je dynamickou rovnici popisujici ¢asovy vyvoj funkce w(zx, t).
Funkce w(z,t) popisuje geometricky ¢asovy vyvoj fdzové kapaliny s hustotou w(z,t).
Ukéazeme, ze v dusledku Hamiltonovych rovnic je fazova kapalina nestlacitelnd. Vzhle-
dem k makroskopickym stavim vyjadfuje w(z,t) pravdépodobnost, ze mikroskopicky
stav X v Case t realizuje makroskopicky stav ®.

Liouvilleova rovnice je piimym duledkem Hamiltonovych rovnic 2.1. Plati

3N 3N
dw(x,t) owdg; Owdp;| Ow OwdH OwdH| ow ow
_— = _— _— = _— _— = H _—
i L [8% at Top dt | ot ; 9q Ao Opda; | Tar e HI G
(2.3)

kde {} oznacuje Poissonovy zdvorky. V dalsim kroku vyuzijeme nestlacitelnosti fdzové
kapaliny. Tj.
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d ox?t
—|T(¢ ———dX’ = 2.4
dt‘ = dt ro 9Xo 0 24)
kde aXO = det( 8X0) = D(t) je jakobian kanonické transformace z casu to — ft.

Predpokladédme, ze Jednotlivé fazové trajektorie se neprotinaji, tj. kanonicka transfor-
mace je jednoznac¢na. Oznacime

oX! oD

Qi5 = 8XO ; 8&2] ij

Z vlastnosti determinantu vime, ze ), Djiaji = 6;;D. Plati tedy
6N

6N 6N

oD dag d [ox! X! X! oX!

=> Dik—\5v5) =D _ Dikiws =D Dikaviavo

T3 gt S o (55h) - S - S e
6N

X! aXt
:ZDikajkaXt Z(‘)Xlt
ik

7 pohybovych rovnic ziskame

o 3 (o o) S on
0X; = \Oq. Op: 9q10pr,  OprOq

Jj=1 =1

S pouzitim téchto vztahu dostaneme
d d
—|T®)|= | —=Dt)dX°=0.
Fror= [ Eoo

Vztah (2.4) se nékdy nazyva Liouvilleiv teorém o nestlacitelnosti fazové kapaliny.
Hustota na fdzovém prostoru w(zx,t) musi byt normovana na jednotku.

d
- / w(X',Hdxt = & / w(X*,H)dX" = 0
r dt Jr

Posledni rovnici mtzeme jesté upravit
d t t d t 0 d t 0
0=— [ w(X"t)dX"' = —(w(X*,t)D(t))dX" = —w(X"t)D(t)dX".
dt Jp r, dt o dt

Jelikoz fazovy objem I'g muze byt libovolné maly, potom %w(X t.t) = 0. Dostavame
tak Liouvilleovu rovnici charakterizujici dynamiku fazové kapaliny

0

Sw(X't) = {H,w}. (2.5)
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2.3 Rovnovazné stavy a nastin ergodické teorie

Pokud tedy budeme vychazet z toho, ze statistickd mechanika popisuje pouze statis-
tické soubory (fazové kapaliny), potom je oprdvnéné se ptat, co tato teorie muze fict
k vysledkim meéfeni na jednom vzorku, ktery je realizovan jednim fiazovym bodem,
piipadné fazovou trajektorii. Vztahy mezi veli¢inami definovanymi na jedné fazové tra-
jektorii a souborem stavi na fazovém prostoru se zabyva ergodickd teorie. Ta ma
zéroven za cil vysvétlit vznik makroskopické nevratnosti z vratné dynamiky mikrosko-
pickych stavu. Ergodickd teorie je rozsahla a obtiznd matematicka disciplina, ze které
pouzijeme pouze Birkhoffuv ergodicky teorém.

Nejdiive definujeme pojem ergodického toku ve fazovém prostoru. Jestlize mame
6N-rozmérny fazovy prostor, potom fazova trajektorie je definovdna 6N — 1 integraly
pohybu. Ergodicka teorie rozlisuje tzv. izolujici a neizolujici integraly pohybu. Izolujici
integrédly definuji souvislou nadplochu ve fazovém prostoru, kdezto neizolujici nikoliv.
7 pohledu statistické mechaniky jsou dulezité pouze izolujici integrély. Je tézké urcit
pocet izolujicich integrala z mikroskopickych principti. Ergodickd teorie a také statis-
tickd mechanika vychdzeji z postulati, ze existuje pouze jeden izolujici integral — ener-
giel V takovém piipadé je vyznamna energetickd 6N — 1-rozmérna nadplocha Sg pro
stavy fdzového prostoru s danou energii. Ergodickym tokem nazyvame potom takovy tok
X (Xo,t),t € (0,00), pro ktery témét vsechny body X z energtické nadplochy projdou
libovolné blizko kazdého bodu této nadplochy.

Véta 2.3.1 (Poincaré-Zermelo). Systém s koneénou energii omezeny v kone¢ném ob-
jemu se po dostatecné dlouhé dobé vrati do libovolné blizkosti témét kazdého pocateéniho
bodu ve fazovém prostoru.

Diikaz. Necht systém v ¢ase t zaujima ¢ast fazového prostoru I';. Potom necht I' je
sjednoceni I' = J,5,I't. Jelikoz je dany systém uzavien v kone¢ném objemu a ma
konecénou energii, musi mit koneény objem. Vybereme libovolnou malou ¢dst g C T.
Oznacme ¢’ tu ¢ast g, kterd z ¢ uniké za jednotku ¢asu a nevrati se zpét do g. Rychlost
uniku fdzového objemu nezdvisi na ¢ase a zavisi pouze na soufadnicich (diky tomu, ze
rychlost nezavisi explicitné na ¢ase). Potom velikost objemu, ktery unikne z g za ¢as T
a nevrati se zpét je Tg'. Plati

Tg <T = Tw < Q< oo, (2.6)

kde w a Q jsou piislusné fazové objemy. Z 2.6 plyne, ze ' — 0, tudiz ¢ m4 miru
nula. O

Doba, za kterou se stav vrati zpét do stavu blizkého svého vychoziho stavu se nazyva
Poincarého cyklus. Hruby odhad pro periodu Poincarého cyklu pro N éastic je Ty ~ eV
a je tedy extrémné dlouhy. Takze v dobé Zivota vesmiru nelze ocekévat, ze se 1023 éastic
nékdy priblizi svému vychozimu stavu. Takze pozorovand nevratnost je omezena ¢asovou
skédlou Poincarého cyklu.

Pro ergodické systémy dokazal G. Birkhoff v roce 1931 ergodickou vétu vztahujici

statistické stfedovani s casovym.

Véta 2.3.2 (Ergodicka véta). Jestlize S je energetickd nadplocha ergodického sytému
jejiz "plocha" je > (F) = fSE dSE, potom oznacime statistickou stfedni hodnotu libo-
volné integrovatelné fazové funkce f(x)

1 1
N)s =55 . 1955 = sz /F 5(H(z) — E)f(x)dz. (2.7)
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Pro ergodicky systém potom existuje casova stfedni hodnota

to+T
=g 3 [ s (28)

T—o0 T tO
pro skoro vSechna X. Jestlize existuje, pak je rovna statistické stfedni hodnoté.

Presny dukaz této véty zde nebudeme uvadét, pouze uvedeme, Ze za predpokldu
existence jediného izolujiciho integralu (energie) plyne z Poincarého-Zermelova teorému,
ze ergodicky tok vyplni téméf celou nadplochu Sg. Netrividlni je pak dokazat, ze jestlize
Tr je doba, kterou ergodicky tok stravi v oblasti Rg, potom

R _ 2.(RE)

AT T S )

(2.9)

Odtud plyne, ze béhem dlouhého casu stravi ergodicky systém v kazdé oblasti energe-
tické nadplochy stejnou dobu. Tudiz vSechny body energetické nadplochy jsou stejné
pravdépodobné v béhu ergodického toku. Tzn. fyzikalné, ze opakovand méfeni na jed-
nom vzorku vedou statisticky na stejny vysledek jako jedno méfeni na ruznych vzorcich
se stejnymi makroskopickymi vlastnostmi. Tim je statistické fyzice dana potiebnd re-
produkovatelnost vysledki.

Na zaveér tohoto paragrafu uvedeme jesté uzitecnou reprezentaci invariantni miry na
energetické nadplose dSg. Z (2.7) plyne

B dQ(E) B B dAg
2B =45 = /s 45p = /s [ Vx BX) e’ (2.10)

kde dAg je projekce dX na energetickou nadplochu H = F.



Kapitola 3

Klasicka statisticka mechanika

Nyni vybudujeme statistickou mechaniku vychazejici ze zdkoni klasické mechaniky. Sa-
moziejmé takto vybudovand teorie nemtuze byt uplnd a bezesporné platnd, nebot ne
klasicka, ale kvantova mechanika musi byt zakladem uplné statistické mechaniky. Jed-
nak z historickych ale i pedagogickych duvodu volime cestu pies klasickou statistickou
mechaniku k uplné kvantové statistické mechanice.

3.1 Postulat klasické mechaniky a mikrokanonicky soubor

Jak jsme jiz uvedli, statistickd mechanika nema za cil urcit jednoznacné a iplné stav N ~
1023 &astic statistického souboru. Vzhledem k moznostem experimentéalniho rozliseni se
naSe znalost statistického souboru redukuje na nékolik makroskopickych veli¢in jako
jsou pocet castic, energie, objem atd. Tzn. jednomu makrostavu odpovida cely soubor
mikrostava a fyzikalni, métitelné veliciny se stavaji ndhodnymi proménnymi. Statis-
tickd mechanika ma k dispozici neiplnou informaci o mikroskopické realizaci makrosko-
pického stavu. Tento nedostatek je tfeba ke konzistentnimu popisu nahradit novym po-
stulatem o rozlozeni pravdépodobnosti realizace daného makroskopického stavu. Tento
postulat nemuze byt chapan jako novy fundamentélni fyzikalni zdkon. Je to spiSe odraz
nasi zkuSenosti se statistickymi soubory. Jedinym motivem zavedeni tohoto postulatu
je umoznit kvantitativné popsat s dostupnym poctem méfitelnych veli¢in statistické
soubory, jejichz mikroskopické realizace se fidi vyhradné budto klasickou nebo kvan-
tovou mechanikou. Jedinym kritériem pro piijeti nebo odmitnuti postulatu statistické
mechaniky je souhlas nebo rozpor s pozorovanymi piirodnimi jevy.

Statisticka mechanika je teorie, ktera se zabyva idealizovanymi izolovanymi systémy
v rovnovaze. Statistickd mechanika nezkoumd, jakym zptsobem se systémy do rov-
novahy dostanou a zda se vubec do rovnovahy mohou dostat. Statistickd mechanika
pouze urcuje, jaké vlastnosti méa rovnovazny stav daného systému.

Ve statistické formulaci na fazovém prostoru potom rovnovazny stav odpovida rozdéleni
pravdépodobnosti, které nezavisi explicitné na ¢ase. Tj. z Liouvilleovy rovnice plati pro
rovnovazny stav

ow
& = (Hw}=0. (3.1)

Tzn. ze rozdélovaci funkce w(X) na fazovém prostoru je integralem pohybu, respek-
tive funkci pouze integrali pohybu.

17
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Postulat stejnych pravdépodobnosti Jestlize je makroskopicky, izolovany systém v
termodynamické rovnovaze, potom vSechny jeho mikroskopické realizace, které vy-
hovuji podminkam charakterizujicim dany makroskopicky stav, jsou stejné pravdépodobné.

Standardné ve statistické mechanice volime jako makroskopické paramtery N — pocet
castic tvoricich makroskopicky soubor, V' — objem, ktery tyto ¢astice zaujimaji a F —
celkové energie systému. Tzn. zabyvame se pouze ergodickymi systémy. Pro tyto systémy
je prakticky postulat stejnych pravdépodobnosti piimym dusledkem ergodi¢nosti, tj.
predpokladu, ze existuje pouze jediny izolujici integral pohybu, totiz energie. N,V, F
jsou extenzivni veli¢iny, tj. imérné N.

7 postulatu stejnych pravdépodobnosti plyne, Ze izolovany systém v termodyna-
mické rovnovaze je tzv. mikrokanonickym souborem. Takovy soubor je definovan
pravdépodobnosti w(X) vztahem

; (3-2)

w(z) = konst jestlize E < H(X) < E+ A
10 v jinych pripadech

kde X := (¢i,...,qn;P1,---,PN), A < E je jednotka energetické skély (nezdvislé na N).
Vztah (3.2) vypovidd, ze v mikrokanonickém souboru jsou vSechny stavy v energetické
slupce E' € (E,E 4+ A) stejné pravdépodobné a stavy s energi{ mimo tento interval
nepiispivaji do mikrokanonického souboru vubec.

Jelikoz rozdélovaci funkce mikrokanonického souboru w(x) nezévisi na definici ener-
getické skaly, lze tuto funkci zapsat ve tvaru

b
>.(E)

pricemz » (F) = d%SEE),Q(E) = fH(x)<E dX; tj > (F) je plocha energetické nadplochy
ve fazovém prostoru, Q(F) je fazovy objem. Budeme jesté pouzivat znaceni I'(E)

w(X) = §(E — H(X)), (3.3)

T(E) = QE + A) — Q(E). (3.4)

Jelikoz statistickd mechanika je mikroskopickou teorii fenomenologické termodyna-
miky, musime najit veli¢inu, kterd nam zprostfedkuje spojeni mezi termodynamickymi
veli¢inami a fazovym prostorem. Touto veli¢inou je entropie. Budeme ji definovat nésledujicim
zpusobem

S(E,V)=kIln(T'(E)/AT), (3.5)

kde AT' = (27h)3"N je elementarni fazovy objem a k je Boltzmannova konstanta (uni-
verzalni) k = 1,38 - 10723 JK 1.

Funkci S(FE, V) muzeme nazvat entropii teorie pravdépodobnosti rovnou logaritmu
poctu realizovatelnych stavi. Abychom ji mohli polozit rovnu termodynamické entropii,
musime ukazat, ze S(E, V') z rovnice (3.5) spliiuje nasledujici vlastnosti:

a) je extenzivni a aditivni veli¢ina

b) vyhovuje podmince maximality z druhé hlavni véty termodynamiky.

Ukéazeme nyni, ze tyto podminky jsou splnény v termodynamické limité, tj. N — oo,
tj. pro dostate¢né velké soubory.

Uvazujme dva izolované systémy S; = (N1, V1, E]) a Sy = (N, Vo, EY), piicemz
E{ € (E1,E1 + A) a E} € (Ey, Es + A). Potom z definice entropie (3.5) plati

Sl(Eiu‘/l) == klnFl(El)/AF
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So(ES, Vo) = kInTo(Ey)/AT.

Sloucenim téchto podsystému ziskdme novy systém S(N; + No, Vi U Vs, E'), piicemz
nové energie systému E’ spliiuje nerovnosti

Fi+ Ey < E < B+ Ey + 2A. (36)

Vnitini stavy podsystému se viak diky vzajemné interakci zméni, energie muze plynout
jak se systému S7 do systému So, tak obracené. Pouze celkova energie musi byt zacho-
vand. Jestlize systém S mé energii F{ a systém S energii F), potom diky vzdjemné
nezavislosti bude fazovy objem stavu s energii E € (E) + Fy, E1 + Es + 2A) sou¢inem

1 (E)Ty(Es).

Dale, jestlize A je jednotka energie, potom fazovy objem pro mozné stavy vzniklé
slouc¢enim systému S; a So bude

E/A
T(E) =) Ti(E)Ty(E - Ey), (3.7)
i=1

kdyz predpoklddame, ze systémy S; i So maji zdola omezenou energii Eni, = 0. Stavy
v sumé 3.7 jsou vSechny mozné a rozlisitelné stavy podsystému S a So ve vzdjemné
interakci. Entropie slouceni systému S7 a S potom z 3.5 a 3.7 je

E/A
S(E,V)=kln Y Ty(E)T2(E — E;)/AT*. (3.8)
=1

Nyni ukédzeme, ze v limité velkych ¢isel N1, No — oo do entropie S(E, V') prispiva
pouze ¢len T'(Ey)T9(Es), By + Eo = E, ktery je maximem ze s¢itancu v 3.8. Plati
nasledujici nerovnosti

P(F)T2(By) < T(E) < ZT(FTa(E),
coz pro entropii znamena
kIn [D(B)T2(Ey)] < S(E) < kIn [[(Ey)Ta(Bs)] + kIn %. (3.9)
Plati nasledujici tmérnosti
o=l Ny (I =VEY?),
Ty I? =Ty Ny (Ip = VEY?), (3.10)

EO(N1+N27

odkud odvodime princip aditivity entropie

S(E,V) :Sl(El,Vl)+SQ(E2,V2)+O(IDN). (3.11)
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Podminka na uréen{ energii £, a By = E — E; dostaneme z maximality sou¢inu
Fl(El)FQ(E — El), tj.

0 0
oD (E)9(E — FE = =0= — Il (F = —1Inly(FE
[ 1( 1) 2( 1)] Er=E 8-El 1( 1) Ei1=F; 8E2 2( 2) E>=F>
(3.12)
Nyni muzeme definovat absolutni teplotu T
1 IS(E,V)
— = 1
T oOF (3.13)

Takze dva rovnovazné systémy, které jsou ve vzajemném kontaktu si vymeénuji energii
tak dlouho, az se jejich teploty vzajemné vyrovnaji. Tzn. rovnovazny stav dvou systému
v kontaktu je

Ty =Ts. (3.14)

3.2 Vztah statistické mechaniky a termodynamiky

Tim, ze jsme definovali absolutni teplotu 17" pomoci charakteristik fazového prostoru,
tj. statistické mechaniky, otevieli jsme cestu k odvozeni termodynamickych zakonu z
postulatu statistické mechaniky. Je t¥eba si uvédomit, ze statistickd entropie S(E,V)
koresponduje termodynamické entropii pouze v limité velkych souboru (N — o0), kdy
plati princip aditivnosti a princip maximality. Jenom tehdy jsme totiz schopni zavést
pojem absolutni teplota, ktera je parametrem urcujicim rovnovahu mezi ¢astmi izolo-
vaného systému. Jenom v limité N — oo lze zanedbat ¢leny In N, které narusuji principy
aditivnosti a extremality entropie vyjadiené vztahy 3.11 a 3.12, limita N — oo, ktera se
z vySe uvedenych duvodu nazyva termodynamickd limita, umoznuje v8ak ruzné ekvi-
valentni definice entropie. Napf. nasledujici definice jsou termodynamicky ekvivalentni,
tj. lis{ se maximélné ¢leny typu O(ln N) z energetické slupky S = klnT'(E)/AT | z
energetické nadplochy S = klnX(E)/AX, kde AX = AT'/A nebo z fazového objemu
S=klnQ(E)/AT.

Dukaz ekvivalence v8ech téchto definic vyuziva stejnych krokiu, jako jsme uzili pii
odvozeni aditivity entropie.

Pro definice entropie je jesté navic podstatné, ze takto definovana entropie je ne-
klesajici funkei objemu. Nebot jen tak muze vyhovét druhé hlavni vété termodyna-
miky, Zze entropie konetného stavu rovnovazného procesu nemuze byt mensi nez ent-
ropie pocatecniho stavu. V minulém paragrafu jsme ukazali, ze entropie je neklesajici
funkei pii interakci dvou systému. Jestlize uvazujeme jediny izolovany systém, potom
kvazistaticka termodynamickd zména muze vést pouze k objemové expanzi, tj. k ndrustu
fazového objemu. Druhd hlavni véta termodynamiky je tedy spliiena. Prvni hlavni vétu
termodynamiky 1ze odvodit z nasledujici diferencidlni rovnice:

03 aS
AS(B,V) = o5 dE+ o0 AV, (3.15)

pricemz vychazime z predpokladu, ze N = konst. Definujme jesté tlak

pi= T<§§>E (3.16)
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a s jeho pomoci prepiSseme 3.15 do znamého tvaru prvni hlavni véty termodynamiky pro
izolovany systém
dE =TdS — pdV =d@Q — pdV. (3.17)

7 predchozich argumenti muzeme zapsat i druhou hlavni vétu termodynamiky pro
kvazistatické procesy

dsS >0 nebo T7dS > dE + pdV. (3.18)

Pricemz kvazistatickym procesem rozumime pozvolnou zménu energie a objemu daného
systému diky interakci s termodynamickou ldzni, pficemz systém zustavd v kazdém
okamziku v termodynamické rovnovaze. Reversibilni proces je potom takovy kvazista-
ticky proces, ve kterém nedochézi k narustu entropie (dS = 0).

3.2.1 Konstrukce termodynamickych funkci ze statistické mechaniky

1. Najdi hustotu stava X(E) na energetické nadplose S daného hamiltonianu.
2. Definuj entropii (az na aditivni konstantu) ze vztahu S(E,V) = kInX(E)/AX

3. 7 této rovnice najdi energii E jako funkci S a V. Vysledna funkce je vnitini energie
systému U(S,V) := E(S,V)

4. Ostatni termodynamické funkce se urci z relaci:

absolutni teplota T = (g—g)v

tlak p= _(g*g)s

volna (Helmholtzova) energie F =U — TS

Gibbsuv potencidl G=U+pV -TS=F+pV
mérné teplo C, = (%)V

V dalsich krocich je mozné pouzit postupu rovnovazné termodynamiky.

3.3 Idealni klasicky plyn, Gibbsuv paradox

Jako piiklad konstrukece termodynamickych funkei ze zdkonu statistické (hamiltonovské)
mechaniky uvedeme idealni klasicky plyn. Hamiltonidn idealniho plynu je

1 N
H=—"Y p? 1
Qm;p (3.19)

Nyni vypocteme fazovy objem plynu, ktery je uzavien v objemu V. Abychom vsak
mohli definovat entropii, musime zavést fyzikalni konstantu h, kterd ma rozmér [hyb-
nost|x[vzdalenost]. Jeji vyznam vyplyne pozdéji z kvantové statistické mechaniky. Tedy

d3q1 .. d3qu3p1 . d3pN
QE) _/ n3N

(3.20)
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Jelikoz E' = o, potom se vypocet fazového obJemu redukuje na vypocet objemu
3N-rozmérné koule K3pn, s polomérem R = /2 FE. Napiseme

N
O(F) = (,‘;) Kan(R), (3.21)

kde
Ks3n(R) :/ dp1..dp3n.
Zz 1 p2 RQ

Je jasné, ze K3y (R) = O3y R3N. K uréeni konstanty Csy vyuzijeme nésledujicich vztaht

oo o0 ( 5 9 ) 3N/2
—(z{++zx —
/ d$1.../ dzsy e \*1 3N = ,

—0o0 —00

San(R) = 86]%K3N(R)

/ dl’l .. / d.’L'gN ef(z%erergN) = / dR SgN(R)efRQ = 3NC3N/ dR RSNeiRZ
0

—00 —00 0

3N o0 3N _ 4 _ 3N
= 2031\// dt t2 le —C’3NF( )-
0
Odtud pak
3N/2 3N/2
Csn =

TN 1)~ VBaN(EE)sN2

QE) = \/T[;; <4W$\7Ee>3/2] ) (3.22)

7 3.13 dostaneme vyjadieni pro entropii idealniho plynu

Fazovy objem tedy je

47rmE>3/2] 3

S(E,V) = Nkln [V< T N + 5Nk, (3.23)

Uvédomme si, z E/N je konecn4 veli¢ina v termodynamické limité. Vnitini energie je

3h2\ N s _
U(S, V) = < > V2/3 3kN 1, (3'24)
Absolutni teplota
oUu 2U
T=|—) =— 2
(35), = e 329

mérné teplo

oU 3
Cy = (8T>V = SNE, (3.26)
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nakonec jesté stavova rovnice

p= —(8U) _ U NRT (3.27)

). "W v

Mikrokanonicky soubor nemé velky prakticky vyznam pro statistickou mechaniku,
nebot idedlni plyn je prakticky jediny systém, pro ktery lze odvodit vechny termody-
namické veli¢iny. Vyznam mikrokanonického souboru spoé¢iva v jeho roli pfi koncepénim

odvozeni teoretickych konceptu statistické mechaniky.
Entropii idedlniho plynu v mikrokanonickém souboru lze tedy zapsat ve tvaru

S = NkIn(Vu*/?) + Nso, (3.28)

3 4
kde u = E/N a sy = > (1 + In $> jsou energie a entropie vztazené na jednu

Céstici. Nyni si predstavme, ze mame dva plyny s N1 a Ny ¢asticemi uzavienymi oddélené
v objemech Vi a V5 pii stejné teploté a hustoté. Nyni uvedeme oba plyny do kontaktu
a objemy obou plynu sjednotime, tj V = V; + V5. Jelikoz se michanim teplota nezméni,
potom hustota energie se nezméni a entropie smési bude

S =8 + 8 = NikIn(Viv*?) + NokIn(Vou®/?) + Nsg =
= NkIn(Vu*?) + Nsg + NikIn % + Nok1In % (3.29)
Vztahy 3.28 a 3.29 pro entropii idealniho plynu a smési idedlnich plynt se od sebe
ligi. To by samo o sobé nebylo nic zvldstniho, pokud by se jednalo o smési ruznorodych
(rozlisitelnych) plynu. Formule 3.29 vsak plati i pro stejné (nerozlisitelné) plyny. Jelikoz
v8ak libovolny plyn uzavieny v objemu V si lze predstavit jako smés plynu s objemy Vi a
V —V1, potom dospéjeme k tzv. Gibbsovu paradozu. Totiz definice entropie 3.28 nemuze
byt fyzikdlné spravnd, nebot odporuje myslenkovému experimentu s délenim na smés
plynt s mensimi objemy. Situace neni zase az tak zla. Entropie je, jak vime, definovina
az na aditivni konstantu. Toho vyuzil J. W. Gibbs a nalezl empiricky vychodisko z to-
hoto paradoxu. Gibbs navrhnul, aby se fazovy objem pfislusejici N-¢asticovym staviam
s energii mensi nez E, Qx(F) normoval s konstantou N, tj. Qn(E) — 1/N!Qn(E). Lo-
giku tohoto kroku lze pochopit z toho, ze plyn slozeny ze stejnych ¢astic musi povazovat
vSechny permutace jednotlivych ¢astic beze zmény fyzikalnich parametru za ekviva-
lentni, nebot se stav systému nemuze zménit. Tzn. plyn slozeny z velkého poétu édstic
musi byt povazovan za plyn nerozliSitelnych ¢astic, coz snizuje pocet realizaci mikro-
skopickych stavi o pocet v8ech permutaci. Jestlize pouzijeme Stirlingova vzorce, potom
pro opravenou entropii dostaneme

S = Nkln <xu3/2> + gNk: (g +1In gg‘) . (3.30)

Tento vzorec se ukéazal experimentalné spravny, kdyz za konstantu h se dosadi Planc-

kova konstanta h = 6,6260755 - 10734 Js. Formule 3.30 se nazyva Sackurova-Tetrodova

rovnice. Vazena sumace s (N!)~! se nazjva spravné Boltzmannovo zapocitdvani mik-

roskopickych stavi. Jak jiz vime, zédkladem dynamiky ¢éstic neni klasicka, nybrz kvan-

tova mechanika. Jak uvidime pozdéji, spravné Boltzmannovo zapoc¢itavani vychéazi jako
spravna klasicka limita kvantové statistické mechaniky.
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3.4 Ekviparti¢ni a viridlovy teorém

Nyni uvedeme dva teorémy uvadéjici do vztahu stiedni hodnoty specidlni kombinace
kanonickych proménnych a teploty.

Uvazujme nésledujici stfedni hodnotu na fdzovém prostoru (z; = ¢; nebo p;,
i =1,...,3N) v mikrokanonickém souboru

<xA8H(x)>_ 1 / d:z:maH(m)— A 0 dxmaH(:c)
" O L(E) Je<n@<pia  0zj L(E)OE Jy@y<p  Oxj

kde jsme prevedli integraci po nadploSe na integral po fizovém objemu. Jelikoz FE je
konstanta, potom %E = 0 a muzeme psat

A 0 0
_—— drzi — (H(z) — E) =
L(E) OF Ju(g)<E Oxj( (@) )

A0 0 A0
IO Dy ™ 32y 74~ P FEYIE 230 16 = )

Pfitom prvnf integrdl je nula, nebot jej lze pfevést na povrchovy integrdl s H(z) = E.
Do stfedni hodnoty piispiva tedy pouze druhy integral, tj.

(%) 08 Jyes =% (%) UE) =

-1
5 imQ(E) L B B (3.31)
7| OF (aggﬂ)) /

Toto je zobecnény ekvipartiéni teorém. Tento vztah je zobecnénim systému po-
psanych kvadratickym hamiltonianem

f/2

H(z) = Z [Aiq? + Bip?],
i1

v tomto pripadé totiz plati

Z (3.31) potom dostaneme
1
(H(z)) = 5 fkT. (3.32)

Tento ekviparticni teorém iikd, ze energie je rozlozena stejnomérné mezi vSechny
stupné volnosti. Na kazdy stupen volnosti pfipadne energie 1/2 kT'. Pro mérné teplo to
znamend, ze

o [

= (3.33)

Tepelnd kapacita systému je v piimé souvislosti s poCtem stupia volnosti systému.
Ve vztahu (3.33) je opét skryt paradox klasické mechaniky, kdy neexistuje nejmensi
kvantum energie. V klasické mechanice muzeme totiz zjemnovat déleni energie az do
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nekonecna a tudiz dospéjeme v kazdém systému k nekonetnému poctu stupiniu volnosti.
(3.33) je tedy experimentdlné platné pouze pro vysoké teploty, kdy kvantové teorie
prechdazi na klasickou.

Ze vztahu (3.31) muzeme odvodit i viridlovy teorém. K tomuto dcelu pouzijeme
Hamiltonovy rovnice (2.1) s jejichz pomoci z (3.31) ziskdme:

3N 3N
> aipi) =D (g Fi(x)) = —3NEKT, (3.34)
=1 =1

kde F; je zobecnéna sila. Z klasické mechaniky vime, ze ¢; F; je tzv. viridl.
Dfive nez pristoupime k popisu kanonického a velkého kanonického souboru, uvedu
dva fyzikdlni piiklady aplikace zobecnéného ekvipartiéniho teorému.

e Mérné teplo pevnych ldtek

Atomy v pevné latce se nachédzeji v uzlech mtize a jejich pohyb je omezen pouze
na kmity kolem svych rovnovaznych poloh. Hamiltonidan krystalu mtuzeme potom
v harmonické aproximaci zapsat

3N 2
Py 0 0
k§:1 oy / ;k aik(¢i — ¢; ) (qk — qr) (3.35)

kdyz ¢ je rovnovazna poloha atomu (jeho soufadnice). Tento hamiltonidn jeste
zdiagonalizujeme pifechodem do normaélnich souiadnic pficemz dostaneme novy
tvar

3N

1
H=35> [P+t Qi].
k=1

7 viridlového teorému potom dostaneme, ze stfedni energie

E=3NkgT = (C,=3Nkp=23R, (3.36)
coz je Petituv-Dulonguv zakon, ktery dobfe plati ve vyssich teplotdch.

e Rayleighuv-Jeansuv zdkon

7, Maxwellovych rovnic ve vakuu

. . 10E Lo

VxH--""=0 , V-E=0,
c Ot

. . 10H -

VxE—--""=0 , V-H=0,
c Ot

dostaneme vlnové rovnice pro elektrické a magnetické pole

1 0%E 2 i 1 9%H

2 _ —
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Dale budeme predpokladat, ze elektromagnetické pole je uzavieno v krychh o hrané
L. Jestlize stény krychle jsou dokonalym vodi¢em, potom 77 X E=0aVH=0na
hranici. Reseni vinovych rovnic mizeme napsat ve tvaru:

E, = A, cos (wt — @) coskyx sinkyy sink, z,
E, = Ay cos (wt — @) sinkzx coskyy sink,z,
E, = A, cos (wt — ) sinkyx sin kyy cosk,z,
H, = B, sin (wt — ¢) sink,x coskyy cosk,z,
H, = Bysin (wt — ¢) cos kyx sinkyy cosk,z,
H, = B, sin (wt — ¢) cos kyx cos kyy sink,z,

kde A, B, k jsou vzéjemné ortogondlni vektory a k, = [ 7/2, ky =mmn/2, k, =
n /2. Pficemz [, m, n jsou libovolna celd ¢isla a frekvence w spliiuje disperzni relaci

W= Wimn = cg\/ 12 +m? +n2 (3.38)

Bez 1jmy na obecnosti muzeme vektory E, E a H zvolit tak, ze k= (0,0, k),
E = (E,0,0) a H=(0,H,0). Energie takto uzavieného pole je:

G |
E= > 5 [(OBn)? + CRLEL + (0,Hn)® + R HY) (3.39)

n=—oo

coz je opét soubor harmonickych oscildtoru, w, = ck, = cn /2. Stfedni hodnota
energie pro jeden stupen volnosti je z viridlového teorému E = kT a tedy hustota
energie potom je

E(w)dw = 2kTdN (w), (3.40)

kde N(w) je pocet oscildtori s energii £ < w. Piicemz E = c/k2Z +k2+kZ a
pocet stavil se urcuje pouze z kladnych hodnot hybnosti. Jeden oscilator zaujima
objem (c5)?. Tudiz

1 %mu?’ B w3V
8(c5)? 6w

kde V' je objem, ve kterém je pole uzavieno. Pro hustotu energie z (3.36) muzeme
psat

dw, (3.41)

coz je presné Rayleighuv-Jeansuv zdkon. Jak zndmo, tento vede na tzv. ultrafia-
lovou divergenci, tj. neomezeny rust stfedni energie s frekvenci, coz je v rozporu s
experimentem.
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3.5 Kanonicky a velky kanonicky soubor

A7 dosud jsme se prakticky zabyvali pouze "mechanickymi" soubory, tj. soubory izo-
lovanymi. Skute¢nd termodynamika se dostava ke slovu az u systému, které intera-
guji s okolim, neboli tepelnou lazni. To jsou vSak prakticky vSechny redlné systémy.
Pravdépodobnostni, nebo termodynamicky efekt vstupuje do hry tim, ze néas stav a
zmény tepelné ldzné nezajimaji. Zajiméame se vyhradné o stav ndmi zkoumaného systému
v termodynamické rovnovaze s okolim.

Pti popisu takovéto situace musime nejdiive vyjit z vétsiho systému slozeného ze
zkoumaného systému popsaného hamiltonidnem Hj(x1) a tepelnou lazni s hamiltonidnem
Hjy(x2). Budeme piedpoklddat nevyrovnanost systému, tj. Ny > Ny, Eo > Ej. Tento
slozeny systém muzeme chépat jako izolovany, tudiz muzeme ho popsat mikrokano-
nickym rozdélenim v celkovém fdzovém prostoru. Pro celkovou energii muzeme tedy
pséat

E < (E1+ E2) < E+2A.

Systémy 1 a 2 kdyz jsou v kontaktu si budou vyménovat energii, nepfedpokladame
zatim, ze by si vyménovaly také ¢astice. V termodynamické limité, jak vime, hraji roli
pouze energie E1 a Fy = E — Ey, které jsou uréeny z principu maxima entropie (3.12).
Plat{ pro nas specialni piipad Ey > E1. Fazovy objem obou subsystémi podle (3.7)-(3.9)
bude I'y (E1)2(E — E4). Jelikoz pouze energie Ey je dilezitd a By < F miizeme zavést
maly parametr F7/E. Bude nds zajimat, s jakou pravdépodobnosti se bude systém 1
nachdzet v nékterém ze stavu s energii E;. Tato pravdépodobnost (nenormalizovand) je
umérnd I'o(E — Eq). Nyni

0S52(E»)

]{ZIHFQ(E — El) = SQ(E — El) = SQ(E) — E1 —
0FE>

+ ...
Ey=FE

Jelikoz systémy 1 a 2 jsou v termodynamické rovnovaze, 177 = T», potom

E
kInTy(E — Ey) = S3(E) — ?1 + ... (3.42)
odkud

To(E — Ey) =~ ex52(B) ¢=BE1 (3.43)
kde jsme oznagili 3 = (KT)~!. Z (3.43) dostaneme rozdélen{ energif pro systém 1, jestlize

pouzijeme E; = Hj(z). Potom

1
wi(z) = TNe—ﬂHl<w>, (3.44)

kde Z je normalizacni hustota. Tato normaliza¢ni hustota se nazyva partiéni suma a
je definovana

dx _
ZNTV) = [ pawe BH(z) (3.45)
kde dX = Hfivl dg; dp;, N! je faktor spravného zapocteni ekvivalence Castic a h je
normaliza¢ni konstanta. Zavedeme jesté termodynamicky potencidl Helmholtzovy volné
energie F'(V,T)

Zn(T, V) = e PFTV), (3.46)
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Pomoci tohoto potencialu zapiSeme jesté rozdélovaci funkci kanonického souboru
w(z)

w(z) = PETV)-H @), (3.47)

V nasi ivaze o kontaktu fyzikdlniho systému s tepelnou lazni jsme predpokladali, ze
systém a lazen si nevymeénuji ¢astice. Nyni si pfedstavme, ze umoznime nejen vymeénu
energie mezi systémem a ldzni, ale i vyménu Céstic. Trebaze se muze jevit Zze vyména
energie systému s tepelnou ldzni je pfirozend, je vymeéna Cdstic se systémem méné
pravdépodobnd a méné realistickd. Jestlize vSak nepfipustime vymeénu ¢éstic s rezervoarem,
musime vychdzet z toho, Ze pocet Castic systému je pfesny a pro srovnani experimentu
tedy neménny. Coz ovSsem uz realné zaru¢it nemuzeme, a proto umoziujeme fluktu-
ace 1 v pocCtu c¢astic. Takovy systém potom nazyvame velkym kanonickym souborem,
narozdil od kanonického souboru, kde fluktuuje pouze energie.

V piipadé velkého kanonického souboru je tieba povazovat fazovy objem I' za ex-
plicitni funkci energie E, objemu V' a poctu ééstic N, tj. I'(E, V, N). Opét nds nebude
zajimat stav teplotni lazné, nybrz vyhradné vnitini stav zkoumaného systému. Upln}’f
soubor slozeny se systému S; a S9 je opét mikrokanonicky a tedy rozdélovaci funkci na
uplném prostoru lze psit

1

w(e) = Fopy oy © (H@) —F) 0 (B +A—H(). (3.48)

7 této funkce chceme odvodit rozdélovaci funkci pro zkoumany systém se soufadnicemi
X1. Tudiz pres souiradnice X9 preintegrujeme. Jestlize se systém Sy pravé sklada z N;
Castic, potom

1

N @) = F / dpu(2) © (H(x) — F) © (E+ A — H(x)).

I(N—N1)
Jestlize jesté energie systému Sp je E1, potom

F2 (E_E17‘/27N_N1)
I'(E,V,N)

WN, (1’1,E1) = (3.49)
Dale jiz muzeme postupovat stejné jako v pripadé kanonického souboru, pficemz vSak
rozvijime ve dvou nezavislych proménnych E; a Nj.

9S5(Es, N 9So(Es, N
k InTo(E—Ey, N—Ny) = So(E, N)—FE> <2<8E22)> —N, <2(az\2/2)>
2 E2=E ,Ny=N 2 Ey=E ,Ny=N

E
= S5(E,N) — ?1 +N1%,

kde jsme oznacili

(3.50)

(652(}32, No) >
ONy E>=E ,No=N

Veli¢ina p se nazyva chemicky potencidl. Analogicky k (3.43) a (3.44) dostaneme:

NI=

1
wy, (a1) = e e 7, (3.51)
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kde opét Z je normalizacni konstanta a nazyva se wvelkd kanonickd partiéni suma.
Tuto sumu ziskame s¢itanim pies vSechny ¢asticové realizace N; a integraci pies vSechny
mikrostavy systému. Tj.

|
z=3" TN /dX e AHL@)=pN), (3.52)
N=0""" Ty

Jestlize jesté zavedeme unikovy koeficient (fugacity)
z =M (3.53)

potom lIze velkou kanonickou parti¢ni sumu zapsat

Z=> N2ZNE,V), (3.54)
N=0

kde Zn(E,V) je kanonicka partiéni suma.
Analogicky jako v ptfipadé kanonické partiéni sumy lze zavést tzv. velky kanonicky
potencial Q(T,V, u) tak, ze
7 = e PUTVm) (3.55)

a tedy rozdélovaci funkce velkého kanonického rozdéleni ma tvar

w(z) = Z o N BTV, ) =HN (2)) (3.56)
N=0

3.6 Vztahy mezi termodynamickymi potencialy

O zptisobu jakym lze z veli¢in na fazovém prostoru zkonstruovat termodynamické po-
tencidly jsme se zmitiovali v paragrafu o mikrokanonickém rozdéleni. V tomto rozdéleni
byla entropie hlavnim termodynamickym potencidlem, z kterého jsme pak byli schopni
odvodit dalsi termodynamické veli¢iny jako je vnitini energie, mérné teplo atd. Nyni
uéinime prakticky totéz pro kanonicky a velky kanonicky soubor. Vychozimi vztahy bu-
dou (3.47) a (3.56) definujici rozdélovaci funkce jednotlivych rozdéleni ve fazovém pro-
storu. Podobny vztah existuje samozirejmeé i pro mikrokanonické rozdéleni. Tam muzeme
psét

w(z) = Z:m@ (H(z)— E) ©(E+A — H(x)), (3.57)
kde opét
1
Zomic = 1w /dX O (H(x)— E) ©(E + A - H(x)) = I(E).

Parti¢ni suma se vyjadii opét pres termodynamicky potencial
Znie = exSEV), (3.58)

odkud dostaneme, ze S(FE, V) je préavé entropie. V (3.58) pochopitelné nevystupuje tep-
lota. Tzn. v analogii s (3.47) a (3.56) muzeme uzavtit, ze entropie je pro mikrokanonicky
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nonicky soubor.

Nyni néds zajima vztah mezi jednotlivymi termodynamickymi potencidly ruznych
statistickych souboru. Aby statistickd mechanika byla konzistentni, je nezbytné, aby
mezi jednotlivymi potencialy platily vztahy, které zndme z termodynamiky. Tj. aby
jednotlivé potencidly nezavisely na konkrétnim statistickém souboru, ve kterém byly
vypocteny. Tzn. jednotlivé statistické soubory musi byt v termodynamické limité ekvi-
valentni. Dukaz ekvivalence statistickych souboru provedeme v kapitole 5 vénované teorii
fluktuaci.

Nejdiive ozna¢me stiedni hodnotu libovolné funkce f(z) na fizovém prostoru s
rozdélovaci funkei w(x):

(f() = / dpa () w(z) (), (3.59)

kdyz jsme pouzili definice dun(z) = WdX na N-casticovém fazovém prostoru.

Pficemz w(z) je rozdélovaci funkce statistického souboru. Ekvivalence soubort znamena,
ze stFedni hodnoty vech mocnin funkce f(x) jsou stejné ve vsech souborech.

Pro nalezeni vztahu mezi S, F' a Q vyjdeme z (3.57) jako definice. Potom Zy z (3.45)
lze zapsat

Z(IL,V,N)

/dMN(ﬂf) e P H()
= / dE / dpn (z) 6(H(z) — E)e PH@)

= / dE Zpic(E)e PP = / dEe PE-TS(EV.N)), (3.60)
0 0

Jak jiz vime z paragrafu 3.2 do integralu (3.60) pfispiva pouze clen, ktery minima-
lizuje vyraz v exponentu, tj. pro energii U(N, S, V), kterd spliuje rovnici

1 (OS(N,E,V)
oF B=U

T

Jestlize pouzijeme tento fakt, v (3.60) a srovndme vysledek s (3.47), potom dostaneme
F(T,V,N)=U(S,V,N) - TS. (3.61)

Tzn. potencidl F(T,V,N) z (3.47) je skutecné Helmholtzova volna energie. Tzn.
jestlize entropie S je funkce urcend z mikrokanonického rozdéleni, potom F' je volna
energie z kanonického rozdéleni.

Analogicky pro velky kanonicky soubor plati

OOOO

Z(T,V, 1) = l/dEe*m}T&EMN%WW- (3.62)
N=0}

Do parti¢ni sumy prispivéa pouze sedlovy bod, tj.

" as> 1 (as>
_E (=2 =2 (3.63)
T <aN sy T \9E )y,
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coz vede na velky kanonicky potencial

pricemz opét veliciny N, V, S, T jsou ur¢eny z mikrokanonického rozdéleni. Opét jako
v kanonickém rozdéleni nabyva velky kanonicky potencidl minima v termodynamické
rovnovaze. Vyuzijeme-li jesté dalstho defini¢niho vztahu

ou ou
@), (), e

dostaneme termodynamické potencidly v diferencidlnim tvaru

dF = —SdT —pdV + pdN,
dQ = —SdT — pdV + Ndp. (3.66)

V dalsim kroku vyuzijeme jesté homogenity termodynamickych potencialt. Z definice
entropie na fazovém prostoru v termodynamické limité plati

S(E,V,aN) =aS (f,z,]\f) (3.67)

o Cemz se snadno presvédéime v piipadé idealniho plynu. Muzeme tedy psét
S(E,V,N) = Ns(u,v), (3.68)

kde s = S/N, u = E/N, v =V/N jsou hustoty entropie, energie a mérny objem. Tyto

veli¢iny jsou intenzivni a nezavisi na poctu ¢éstic. Z (3.68) tedy dostaneme
dS(E,V,N
(d’N’) = s(u,v). (3.69)

Jestlize nyni rozepiSseme tiplnou derivaci na levé strané (3.68) pomoci parcidlnich derivaci
a uzijeme diferencidlnich tvaru termodynamickych potenciali, tak dostaneme

ﬁ— @ + @ @+ @ ﬂ—l(_ +u+ U)_S
dN “\oN ), T\OE )y, N T \OV )y pdN T TN por==

odkud srovnanim levé a pravé strany a vynasobenim N dostaneme
pV =-U(S,V,N)+ TS+ uN =—Q(T,V, i) (3.70)
Déle muzeme zavést Gibbsovu volnou energii
G(T,P,N)=U(S,V,N)—TS +pV = uN, (3.71)

coz je Gibbs-Duhamova relace z termodynamiky. Z homogenity termodynamickych po-
tencidlu (3.68) ziskdme jako dusledek Gibbsovo-Duhamovo tvrzeni, ze termodynamické
potencialy nemohou byt funkci pouze intenzivnich veli¢in.

Ukazovali jsme, Ze v termodynamické limité N — oo, kdy do termodynamické
parti¢ni sumy pfispivaji pouze sedlové body (maxima nebo minima termodynamickych
potencialu) jsou termodynamické potencidly jednotlivych statistickych souboru ekviva-
lentni. Tzn. termodynamické veli¢iny jsou nezéavislé na volbé souboru a tudiz vSechny
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tTi statistické popisy vedou na jedinou termodynamiku. Jednotlivé termodynamické po-
tencidly jsou svazany Legendreovymi transformacemi souvisejicimi se zménou nezavislych
proménnych v jednotlivych potencialech.

Pro urceni parti¢nich sum jednotlivych statistickych soubort jsme pouzili metody
sedlového bodu. Pricemz jsme vzdy predpokladali, ze ziskané rovnice sedlového bodu
vedou na patiiény extrém, at maximum nebo minimum. O tomto piedpokladu jsme se
az dosud neptesvédcili, ze skuteéné plati. Nyni ukdzeme, ze k tomu staci, aby mérné
teplo C'y bylo kladné. Jestlize definujeme mérné teplo

oU oU O] 08
Gy <8T>N,V <85>N,v(aT>N,V <8T>N,v’ (3.72)

potom entropie nabyva maxima jestlize
0?S 0 (1 oT oE\ "'
= () =T ) =T 2
0> 982 = o (T) <8E> <8T> ’

9’s 1

9E ~ T2Cy
Odtud ziskame vyznam mérného tepla pro stabilitu termodynamiky popsané aparatu-
rou statistické mechaniky. Jestlize entropie nabyva maxima, potom volné energie a velky
kanonicky potencial nabyvaji minima v sedlovém bodu. K problému ekvivalence statis-
tickych soubort se jesté vratime v kapitole 5, kde se budeme vénovat studiu fluktuaci
fyzikalnich veli¢in v ruznych statistickych souborech.

tzn.

0. (3.73)

3.7 Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni a zredény realny
plyn

Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni je fundamentalnim statistickym rozdélenim kla-
sické mechaniky. Je prakticky jiz obsazeno v rozdélovaci funkci kanonického rozdéleni.
Jestlize uvazujeme idedlni plyn v potencidlovém poli (napf. gravitaénim), potom

N p_,Q N
k .
H(z) = om T > " U(Gh), (3.74)
k=1 k=1

potom rozdélovaci funkce uzavieného plynu v termodynamické rovnovaze ma tvar

N -2
-y <’2’fn + U(qz)>] } . (3.75)

k=1

w(qi,- -, qN, Pl - - - PN) = €xp {ﬁ

Jelikoz se jedna o plyn vzajemné neinteragujicich ¢astic, lze distribuci na celém 6N-
rozmérném fazovém prostoru napsat jako soucin "jednocasticovych" distribuci:

N
w(di,...,q% P, o8) = [[W (@, 5), (3.76)
=1

kde

W((Zﬁ)—eXp{ﬁ [f—fn—U(qﬂ”.



KAPITOLA 3. KLASICKA STATISTICKA MECHANIKA 33

O funkci W (g, p) se nékdy mluvi jako o rozdélovaci funkei v tzv. p-prostoru (6-rozmérném),
ktery vystihuje rozlozeni pravdépodobnosti jednocasticovych stavii. Na rozdil od rozdélovaci
funkce w na 6N-rozmérném I'-prostoru, neni rozdélovaci funkce W(q, p) na p-prostoru
vézana na celkovou energii, a proto normaliza¢ni konstanta tohoto rozdéleni je

3,43 =2
o5 _/d ‘2? pexp{—ﬂ [2];1 —U(q")]}.

Ze znalosti funkce W (g, p) potom uréime stiedni hustotu ¢éstic se soufadnici ¢'a hybnosti
p v idedlnim plynu

v(q,p) = NW(q,p),

neboli

5= Wexp {_5 [Qﬁ; _ U@] } , (3.77)
" h
kde

1
J— V/d3qe—6U(€T)_

Rozdéleni v(q,p) z (3.77) se nazyvd Maxwell-Boltzmannovo rozdéleni. Urcuje
hustotu ¢astic v jednocasticovém fazovém prostoru. V situacich, kdy fyzika nezavisi
na prostorovych soufadnicich ¢ mizeme pres né integrovat a dostaneme Maxwellovo
rozdéleni rychlosti, pokud je§té pouzijeme vztahu p'= mv

} ho \*? mi®
p(U) =N (QkaT> exp {—2ka} . (3.78)

Toto je zcela univerzalni rozdéleni rychlosti v klasické statistické mechanice a plati i pro
neidedlni plyny, pokud interakce nezavisi na rychlostech.

Analogicky v situacich, kde nezalezi na rozdéleni hybnosti dospéjeme k Boltzman-
novu rozdéleni

N/V

o) = ~LLexp (=0U(@)} (3.79)

Klasickym ptikladem Boltzmannova rozdéleni je tzv. barometrickd formule, kterd
urcuje, jak klesd tlak s vyskou v idedlnim plynu v gravitaé¢nim poli. Tam totiz

U(q) =mgz , ¢=(,y,%),
Jestlize n = N/V tak potom
n(z) = n(0)exp {~Bmgz}
7 Clapeyronovy stavové rovnice pV = NET potom dostaneme
p(2) = p(0)exp {—PBmgz} . (3.80)

Na zavér tohoto paragrafu se jesté stru¢né zminime o popisu klasického neidealniho
plynu. V neidealnim plynu jiz ¢astice mohou vzajemné interagovat. Typicky hamiltonidn
neidedlniho plynu mé tvar

N -2
Di - 1
H=Hy+H =) {2;1 + U(Qi)} t3 > P, (3.81)
=1 ik
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kde ®;;, = ®|¢; — gi| je dvoucésticova interakce. Typickym reprezentantem dvoucésticové
klasické interakce je tzv. Lennardtv-Jonestiv potencial

ai a2
Druhy piispévek se tady nazyva van der Waalsovym potencidlem. Parti¢ni sumu obecného
neidealniho plynu nelze najit, 1ze vSak minimélné v ptipadé ziedéného plynu pouzit tzv.
viridlového rozvoje k ziskani korekei ke stavové rovnici idealntho plynu. Celkovou parti¢ni
sumu lze zapsat ve tvaru

1 D5
Z=20Z1=Zy— [ ddi... | dqg¥ ex L
041 OVN/ qn / gN €Xp Z%BT )
% % 7]
kde Zy je partiéni suma idedlniho plynu. Pfitom muZeme exponencidlu s interakcemi
pfepsat do tvaru soucinu

o
exp ZQkBJT = JI a+fy

i£j 1<i<j<N

o—®ij/kpT

s funkef f;; = — 1. Pomoci tohoto soucinu lze psit poruchovou fadu pro Z;

1 .
Z = 1+V22/dqi/dqu(|qi—q]‘\)
i<jv v
1 - 15 1= 1> g - = T
+1+WZZ /dqidekodQlf(\qz'—qj')f(\qk—QZ\)+--(3-83)
1T R ) (kv

Odtud je vidét, ze rozvijime Z; v mocninach hustoty ¢astic (N/V'). Omezime-li se pouze
na prvni ¢len rozvoje, potom suma pies vSechny dvojice vede na %N (N — 1) stejnych
piispévku tvaru

/ 4G g, f(G — @) =V / F(r)dmr dr,
0

V2

e~/

N(N-1) [ 2N? [
Z1:1+(m/)/f(r)47rr2dr:>F1%—k:BT z /f(r)err.
0 0

%

Funkce f(r) ma pro Lenndrduv-Jonesuv potencidl tvar

JPEG file obr1.jpg’ needs PostScript Level 2!
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Pouzijeme proto priblizeni

/Oof(r)r2dr A —/err—l—]O[—m] r?dr
0

0 o
o0
o3
= —5 - g [ ®(r)r*dr
g
Oznacme jesté
2 (o.9]
b= g 3 a= —27r/<I>(7“)r2d7".
g
Odtud voln4 energie vyménné interakce je
N2
F[ = 7 [kaTb—a/]

a stavova rovnice

0 N N?
p=———Fo+ Fi] = kyT— + — [kgTb —a],

oV vV o V2
neboli LT .
b a
=—|1 b——)—|. 3.84
p="0 10 1] (3.5)

Snadno se presvédéime, ze (3.84) je prvnim ¢lenem rozvoje van der Waalsovy stavové
rovnice realného plynu
N2
Vypocet vyssich viridlovych koeficientli rozvoje stavové rovnice do mocnin v~! je

vvvvvv

kapitole 8, kde budeme studovat klastrové rozvoje.

Stavova rovnice pro Maxwelliv-Boltzmanniv plyn
Stavova rovnice plynu vyjadfuje zdvislost tlaku na objemu, teploté a poCtu Castic.
Odvodit stavovou rovnici mtizeme dvéma zpusoby.

1. Najdeme explicitné vztah pro entropii
S(E,V,N)=kpInI'(E,V,N)

a pouzijeme definice

a8
p—T<av>E,N'

Takovyto postup je prakticky pouzitelny pouze v piipadé idedlniho plynu bez
pusobeni vnéjsiho pole, kde

V [ E s/2

¥ (%)

pV = Nka.

S(E,V,N) = kN In

)

odkud pfimo dostaneme
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v e

Duhemovy rovnice. Pficemz pracujeme v kanonickém rozdéleni a s Helmholtzovou
volnou energii. Jestlize vyuzijeme vztahu

OF\
ON )y 1

Potom stavova rovnice z Gibbs-Duhemova vztahu je

oV = <6F(T, V,N)

TN >T,VN_ F(T,V,N).

Pokud ovSem plyn je umistén ve vnéjsim poli, tj. globalni tlak nemé termody-
namicky vyznam. Tj. ani globalni Gibbsova-Duhemova rovnice neplati. Jedina
moznost zavedeni tlaku v nehomogennim prostiedi je lokdlni zdvislost. Objemova
zavislost se redukuje pouze na ty proménné, které nevystupuji explicitné v po-

tencidlu. Z defini¢ni rovnice
of(T,v
r=-(*5")
v T

NkgTe PU@
() = -
[dge=0U@

obdrzime

Alternativné odvodime stavovou rovnici idedlniho plynu v nehomogennim po-
tencidlu primo z velkého kanonického potencidlu. Nejdfive si rozdélime cely objem
na miniobjemy AV;, uvnitt kterych je vnéjsi potencidl konstantni, tj U(q) = Uj,
g € AV;. Tim rozbijeme cely systém na soubor podsystému v termodynamické
rovnovaze. Tyto subsystémy si mohou mezi sebou vyménovat energii i ¢astice. Tj.
jako celek musi byt popsany velkym kanonickym souborem se stejnym chemickym
potencidlem a stejnou teplotou. Z Gibbsovy-Duhemovy relace pro jeden element
celého systému plati

AV = kTl Y o [/ B dPp et 2m+U)
N=0
o0 N N
z AV
= ? —BNU;
_kaIHE:N!<)\3> ¢—ANU:
N=0

n=Ui) AV;

A3
Abychom uzavieli stavovou rovnici musime jesté vyloucit chemicky potencidl po-
moci poCtu ¢astic. Z definice

pAV; = k:bTeﬁ(

0% _ AVi

N = —
ou A3

Celkovy pocet ¢dstic potom je

N = ZNi:eﬂ“)\lSZAVie_ﬁUi

1
= eﬁ“)\g/d?’qe_ﬁU".
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Dosazenim této rovnice do rovnice pro tlak dostaneme

Ne=PUi

B [ —

Analogicky dostaneme Boltzmanntv vztah pro rozdéleni ¢astic

AV; e Pl

Nj=Netif
> AV e b



Kapitola 4

Kvantova statisticka mechanika

4.1 Postulat kvantové statistické mechaniky a matice hus-
toty

Kazdy systém v kvantové mechanice se nachazi v néjakém stavu |¥), ktery je vektorem
ze stavového Hilbertova prostoru. Tomuto stavu odpovida vinova funkce ¥(q) = (¢|¥),
kde g je zobecnénd soutadnice. Jestlize |®,) je uplny ortonormélni systém na stavovém
prostoru, potom lze |¥) vyjadrit

U=>cn|®y),
n

kde ¢, jsou ¢asové zdvislé konstanty, které uréime z feseni odpovidajici Schréodingerovy
rovnice. Fyzikdlnim, méfitelnym veli¢indm potom odpovidaji samosdruzené operdtory

O na stavovém prostoru. Jestlize provadime laboratorni méfeni, potom neméiime okamzitou
hodnotu, ale ¢asové vystredovanou, tj.

A (UIO1) X (00 0n) (@0]O]Bm)
(0) = = : (4.1)
(V]w) >0 CniCn
pricemz casova stfedni hodnota je brana pres ¢as mnohem mensi, nez je rozliSovaci ¢as
méficiho aparatu, ale mnohem delsi, nez typické ¢asy molekuldrnich procesu.

Tzn., kazdému kvantovému stavu pfifadime soubor projekei {¢,}, které tiplné popi-
suji dany stav a jeho casovy vyvoj. Proto fazovy prostor klasické mechaniky nahradime
stavovym prostorem H, kde souradnicemi jednotlivych stavu jsou préavé koeficienty {c,}.
Jelikoz se statistickd mechanika zabyva soubory s 1023 ¢astic, musime i v kvantové me-
chanice zformulovat postulat o rozlozeni pravdépodobnosti izolované soustavy. Lze jej
shrnout do dvou predpokladu:

Postulat stejnych pravdépodobnosti :

konst. pro (E' < E, < E+s)
(Cn,ycn) = (4.2)
0

Postulat nahodnych fazi
(cnycm) =0 pron #m. (4.3)

38



KAPITOLA 4. KVANTOVA STATISTICKA MECHANIKA 39

kdyz jsme stavy ®,, vybrali jako vlastn{ stavy odpovidajictho hamiltonidnu H, ktery je
nyni samoziejmé samosdruzenym operatorem. Tzn., Ze kvantové statistické soubory lze
popsat nekoherentni smési vlastnich stavii operdatoru hamiltonidnu. Stfedni hodnoty
operatoru méfitelnych veli¢in 4.1 potom lze zapsat

A Y leal” (24]0]0,)
0O) = n . 4.4
(0) SRE (4.4)

Kvantové stavy odpovidajici statistickym souborum lze vyhodné zapsat v invari-
antni formé, tj. nezdvisle na vybéru ortonormélniho systému {|®,,)}, pomoci operatoru
matice hustoty p. Tento operator je definovén v ortonormélnim systému vlastnich stavu
hamiltonianu

p= ch@n)@)n‘, (4.5)
n
Pomoci tohoto operatoru lze zapsat stfedni hodnoty méritelnych veli¢in vztahem

>, (@.50/2,) _ Tp0]
Zn (@] p|Pr) Trp

V analogii s klasickou statistickou mechanikou 1ze definovat statisticky operator zo-
becnujici rozdélovaci funkci w(z) na fazovém prostoru

(0) = (4.6)

1

p. 4,
Ty’ (4.7)

w =

Stejné tak jako klasickd rozdélovaci funkce spliiuje Liouvilleovu rovnici, tak kvantovy
operator hustoty splnuje von Neumannovu rovnici

m‘;’: - [ﬁ ﬁ} , (4.8)

ktera je dusledkem Schrédingerovy rovnice. Kvantova statistickd mechanika popisuje tzv.
smiSené stavy, které jsou nekoherentni superpozici ¢istgjch stavu, neboli vlastnich stava
uplného systému méritelnych velic¢in. Tj. Cisté stavy jsou charakterizovany operatorem
hustoty s projekci do jediného stavu, tj.

pu = W) (¥, (4.9)

kdezto smiSeny stav je popsan matici hustoty s projekcemi do vice néz jednoho stavu.
Jestlize zménime bdzi stavu {|®,)} na jinou, napf. {|x,)}, potom matice hustoty jiz
nemad diagonalni tvar

p= ch,m|Xn><Xm" (4.10)

Cisty stav se poznd podle faktorizace Cnm = C;Cpy.
4.2 Kvantové statistické soubory a treti véta termodyna-
miky

Stejné jako v klasické statistické mechanice definujeme i v kvantové mechanice statistické
soubory. Vyjdeme nejdfive z izolovaného systému, tj. mikrokanonického souboru. Jestlize
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se zkoumany systém nachdzi v koneé¢ném objemu, vlastni energie hamiltonidnu jsou
diskrétni.
Plati R
H‘(I)TL> :En’(bn>v (4.11)

<(I)n|(1)m> = Onm.
(B, H|®,) = Endpm.
Vime, zZe operator matice hustoty je diagondlni v energetické reprezentaci, tj.
(Pn|p|Prm) ~ Onm, neboli
p= me’q)m><q)m|' (4.12)
m

7 postuldtu stejnych pravdépodobnosti dostaneme p,, = konst pro £ < E,, <
E,,+A. Piicemz tuto konstantu uréime z normalizace, kterou na operator matice hustoty
nalozime, tj.

Trp=) pm=1, (4.13)
m

kde p,, > 0 jsou pravdépodobnosti.
Oznac¢ime "fazovy objem"

E<Em<E+s E<Em<E+s

pocet stavi s energif
A®(E) = Tr ( > |c1>m><<1>m\> = > 1= N (B T
m

m

Z 4.12 a 4.14 dostaneme

1 E<En<E+s
Pmicro = X305 > B (Doml. (4.15)

m

Pomoci této matice hustoty muzeme opét definovat termodynamické funkce. Kvantova
partiéni suma a entropie jsou

Zmic(E) = AD(E), (4.16)
S(E) = kgln A®(E). (4.17)

Entropii v termodynamické limité muzeme jesté definovat ekvivalentnim zptsobem
) X T AD(E)
pomoci hustoty stavit D(E) = ima o =z

S(E) = kpln D(E), (4.18)

Zmicro = D(E)Eo, (419)

kde ¢j je jednotka energie.
Entropii také muzeme definovat pomoci poctu stavu s energii mensi nez F, ®(FE),
tedy
S(E)=kpn®(FE). (4.20)

Jestlize statisticky soubor neni tplné izolovan a je v termodynamické rovnovaze s
tepelnou lazni, potom je operator hustoty determinovan kanonickym rozdélenim, tj.

1 ~
p=—=e P (4.21)
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Tento vztah muzeme odvodit Uplné analogicky jako v klasické statitické mechanice.

Jestlize jesté pripustime vymeénu ¢astic mezi zkoumanym systémem a lazni, potom
je potieba rozsifit stavovy prostor s N ¢asticemi na direktni sumu stavovych prostoru
s libovolnym poctem ¢éstic. Na tomto prostoru zavedeme jesté operator poctu ¢astic N
a statisticky operator velkého kanonického souboru je

o—B(H—pN)

T e B (4.22)

ﬁ pu—
Pro termodynamické potencialy a veli¢iny plati potom v kvantové statistické mecha-
nice iplné stejné relace jako v klasické teorii (paragraf 3.6).
Na zavér tohoto paragrafu jesté ukdazeme platnost tieti hlavni véty termodynamiky,
kterd tvrdi:
Entropie termodynamického systému pii absolutni nule (7' = 0) je univerzalni kon-
stanta, kterou je mozné polozit rovnu nule.
je p = |Po)(Pg|. Pokud mé systém diskrétni energie, tak
S(E,T=0)=kplnl=0

a tieti véta je explicitné splnéna. Potize nastavaji v systémech s degenerovanym zakladnim
stavem a v systémech se spojitym spektrem. Tam jiz zaddny rigorézni argument neni
mozné pouzit. Zde ma jiz tfeti véta termodynamiky empiricky charakter z extrapolace
existujicich systému. Podstatné zde je, ze degenerace zakladniho stavu ma asymptotiku
g = N tj.

S(E,T=0)=kplng=akpln N < N (4.23)

a opét hustota entropie je opét rovna nule. Jediné mozné naruseni tieti véty termody-
namiky by byla degenerace g = e!V, kterd zatim nebyla v pifrodé pozorovéna.

4.3 Kvantové idealni plyny, Bose-Einsteinovo a Fermi-Di-
racovo rozdéleni

V kvantové statistické mechanice stavovy prostor nahrazuje fazovy prostor. Fazovy ob-
jem je nahrazen poctem kvantovych stavi. Jednotlivé kvantové stavy se rozliSuji po-
moci uplného systému komutujicich operdtoru. Jestlize zkoumany kvantovy systém je
uzavien v koneéném objemu a mé kone¢nou energii, potom mozné kvantové stavy jsou
nedegenerované a jsou charakterizovany diskrétnimi kvantovymi &isly. Oznacme sou-
bor kvantovych ¢isel popisujicich jednocasticové stavy jako «; = (E,n,l,my,ms,...).
Jednocasticova Schrédingerova rovnice na vlastni stavy ma tvar

HOp®) = ¢, D). (4.24)

Uvazujeme-li nyni idedlni plyn, tj. systém neinteragujicich ¢astic, potom celkovy
hamiltonian je

N
Hy =Y H0, (4.25)
i=1

kde H° je jednocasticovy hamiltonian i-té ¢astice plynu.
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N-¢asticové stavy jsou direktnim produktem jednocasticovych stavi

loN) = [Pay -+ Pan) = [P @ 10D @ -+ @ |y, (4.26)

Takto zkonstruovany N-¢asticovy stav ovSem nebere do uvahy nerozliSitelnost ¢astic.
Tzn. |pn) odpovidd stav N rozlisitelnych ¢dstic. Kvantovd dynamika vSak neni schopna
sledovat "trajektorie" jednotlivych ¢astic, ale pouze vnimat Gastice jako nerozlisitelné
objekty. Spravnym kvantové mechanickym stavem N ¢astic musi byt vektor nerozligujici
poradi v direktnim soucinu. Vytvotime tedy dvé mozné permutace v direktnim soucinu
4.26

o) = FZ PP (o) e@) . 1)) (4.27)

kde P je permutace ¢initeli v direktnim sou¢inu a p je fdd permutace. Symetrické
permutace a vektor \@S\?L)> popisuji tzv. bosony, kdezto antisymetrické permutace a
vektor ]cpg\;)) fermiony. Z definice 4.27 ihned plyne Pauliho princip, totiz ze identické
fermiony se nemohou nachézet ve stejném kvantovém stavu, tj. kdy |<pg3 ) = |<p((jf])>
Potom ]@5@) = (. Pauli odvodil z principu unitarity a kauzality vétu o vztahu spinu a
statistiky. Plati, Ze ¢astice s celo¢iselnym spinem jsou bosony a #{di se Bose-Einsteinovou
statistikou. Céstice s polociselnym spinem jsou fermiony a idi se Fermiho-Diracovou
statistikou. Mezi bosony patii fotony, fonony, intermedialni bosony a slozené ¢astice
(a-castice). Mezi fermiony patii elektrony a nukleony.

Kvantové mnohocésticové stavy je vhodné reprezentovat na tzv. Fockové prostoru.
Formaélné lze napsat, ze

Hrock = Z ®HN, (4.28)
N=0

kde Hn jsou N-¢asticové stavové prostory. Stavy ve Fockové prostoru jsou tzv. Slaterovy
determinanty, které lze zapsat v nédsledujicim tvaru:

) 1 901(111)> ’gp&?) ’90((1]1[)>
N ') = —| : (4.29)

VN @ ™)

loan) lpan) - lpan’)

Jednotlivé N-césticové stavy lze charakterizovat pomoci tzv. obsazovacich ¢isel ng,
vyjadiujici pocet ¢astic v daném kvantovém stavu «;, tj.

(+) i (+) _ )P (nay)
&) = [Ny, - ays ) FZil 73(|%1> ]t >) (4.30)

kde vyraz ]gogyl)> se na pravé strané vyskytuje ng,-krat.
Normaliza¢éni konstanta C'y je uréena poctem ekvivalentnich vybéra ¢astic s danym

poctem obsazovacich ¢&isel, tj.
N -1/2
L= (H n'> . (4.31)
i=1
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Tato konstanta je vybrana tak, aby stavy |N;nq,, ..., Na,, -..) byly ortonormélni, na rozdil
od Slaterovych determinantt, tj.

(NG nag - IN ) = O Hanain&i. (4.32)

Vyznacnou charakteristikou Fockova prostoru je tzv. cyklicky vektor. Tento cyklicky
vektor je néco jako pocatek soufadnic v klasické mechanice a je to stav bez ¢astic, ne-
boli vakuum. Uvédomme si, ze v kvantové mechanice i vakuum obsahuje tzv. nulové
kmity a tedy jakousi zbytkovou energii, takze vlastné i vakuum je netrividlnim stavem.
Zvlasté pak v interagujicich systémech. Ortonormaélni bazi Fockova prostoru lze genero-
vat pomoci tzv. krea¢nich operatoru, ktery je definovan pro bosony

al, [Ny gy ) = g, 1IN+ Lo ng, + 1,000 (4.33)
a pro fermiony

N g ) = ()N, o N+ 15 ng, + 1)), (4.34)

pficemz ny, = 0,1 a NV; = Z = 1 na,. Hermitovsky sdruzené operatory k nim se nazyvaji
anihilaéni operatory a plati pro né

G, |N; . gy VT = ma IN =150 ng, —1,..)F), (4.35)
Car Ny ooy, ) = (=16, ol N =15 ng, — 1,00 (4.36)

Jestlize |0) je Fockovo vakuum, tak definitoricky
aa,|0) = cq,]0) = 0. (4.37)

Pro tyto krea¢ni a anihila¢ni operatory plati fundamentdlni komutaéni relace

T

[aar’ a’as] = [aar’ aas] - O [aar’ aas] 5

{Car7 Cas} {Car7 CLG} =0 {Car7 Cas} - 5

kde {a,b} = ab+ ba je antikomutétor.

Zapis stavi na Fockové prostoru pomoci obsazovacich ¢isel a krea¢nich a anihila¢nich
operatoru se nazyva druhé kvantovani a je fundamentalnim teoretickym prostfedkem po-
pisu kvantové statistiky mnoha ¢astic. Kvantova statistika (druhé kvantovani) popisuje
stavy pomoci slaterovych determinantii a mefitelné veli¢iny pomoci operdtoru slozenych
vyluéné z krea¢nich a anihila¢nich operatori. Napf. operator poctu ¢astic je

(4.38)

1.
G Qo

Nay=>_ , (4.39)
‘ Ca; Cay;

kinetickd energie

h2k2 a;r(a Ak,

ﬁkin = Z m ; (440)

ko Ck,, Cka

Fockuv prostor je fundamentalnim stavovym prostorem kvantové statistické mecha-
niky. Explicitné vychdazi z proménného poctu ¢astic a proto fundamentalnim kvantovym
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statistickym souborem je velky kanonicky soubor. Partiéni suma na Fockové prostoru
potom je

[ee]
Z(T,V,p) =Y Tre PHN=uN), (4.41)
N=0
V ptipadé idealniho plynu méame

Z HOv g0 = ¢, (4.42)
a, a;
kde m; = . Tudiz
CICZ'
x an—
Z(TVp) =Y Y ePmimlamm NN e fnimlan)
N=1 {n;} ni ng
_ H (Z ni(éi#)) ) (4.43)
Nyni dostaneme rozdilné vysledky pro bosony n; =1,2,...,00
1
(+) - -
ZUNT,V, ) H [1 — eﬁ(q“)] (4.44)
a fermiony n; = 0,1
2O, v,m) =] [1 n e—ﬁ@'—“)} . (4.45)
Odpovidajici velké kanonické potencialy jsou:
QT V, 1) = +kpT > In [1 - G_B(Ei_“)] , (4.46)
QT V,u) = —kpT S In [1 n 6_’8(“_“)} . (4.47)

7 velkého kanonického potencidlu ziskame stiedni pocet ¢astic

(N)H) = L8 2T, V) = 3, et

gl

10
B
(4.48)

(N = Z I ZONT,V,p) = 3, -

eBlei—n) 11

Q=

Z téchto rovnic nalezneme p jako funkei <N ) a dostaneme stavovou rovnici idedlniho
kvantového plynu:

pV = kpTIn ZE(T((V), w(T, V, (N)¥)). (4.49)

Stejné jako v klasické statistické mechanice bylo mozné piejit u idedlnich plynu od

N-¢asticového fazového prostoru k "stfednimu" jednocdsticovému, je i kvantové statis-

tické mechanice mozné idedlni plyny popisovat pomoci stredniho obsazovaciho c¢isla
jednoéasticovych kvantovych stavu «, s energii €,. Z 4.48 dostaneme

E : +
= V’I”
r
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kde

1
)L
R ey (4.50)

1/£+) jetzv. Boseho-FEinsteinovo rozdélent, kdezto ) je Fermiho-Diracovo rozdélent.

V piipadé velkych energii (¢, — p > kpT) se obé kvantové rozdéleni redukuji na Bol-
tzmannovo rozdéleni. Rozdily mezi klasickou a kvantovou mechanikou se stavaji pa-
trnymi teprve az pii nizkych teplotach a malych energiich (e, —u ~ kgT). Z 4.50 rovnéz
plyne, ze pokud €, > 0, potom p < 0, abychom dostali konzistentni pravdépodobnostni
rozdéleni. Kriticky bod u = 0 odpovidd Boseho-Einsteinové kondenzaci, kterou se
budeme zabyvat v kapitole 6.



Kapitola 5

Teorie fluktuaci a obecné
vlastnosti statistickych sum

V paragrafu 3.6 jsme ukazali, Ze termodynamické potencidly odvozené z ruznych statis-
tickych soubori jsou v termodynamické limité stejné, tj. ze existuje pouze jedind rov-
novazna termodynamika odvozend ze statistické mechaniky. Timto postupem jsme vSak
nedokazali iplnou ekvivalenci statistickych soubort, nebot jsme dosud nemluvili o fluk-
tuacich fyzikalnich veli¢in v jednotlivych souborech. Napf. energie je pevné dana v mi-
krokanonickém souboru kdezto je neuréena v kanonickém rozdéleni. Dosud vime, Ze nej-
pravdépodobnéjsi energie kanonického rozdéleni je energie mikrokanonického rozdéleni.
K tplné ekvivalenci ruznych statistickych souboru potfebujeme ukazat, ze fluktuace
fyzikalnich veli¢in jsou zanedbatelné v termodynamické limité. Navic pii odvozeni ka-
nonického a velkého kanonického souboru z mikrokanonického jsme vychézeli z koneéné
energie tepelné lazné Ey,, pfesto vSak jsme v rozdéleni energii kanonického souboru inte-
grovali i pfes energie £ > FEp. Totéz plati o poctu ¢astic ve velkém kanonickém souboru.
Tyto ptrispévky jsou vsak stejné zanedbatelné jako fluktuace téchto veli¢in pro dostatecéné
velky pocet Céstic.

5.1 Gibbsova metoda vypoctu kvadratickych fluktuaci

Mirou fluktuaci veli¢in ve statistickych souborech jsou korelaéni momenty, pripadné
korelaéni funkce. Korelace jsme definovali v kap. 1. Obecné korela¢ni momenty (funkce)
1ze psét

XL ) = (B = (F) L (B = (Fa)*). (5.1)

Néas budou nejvice zajimat kvadratické korelace (k; = 2) popisujici fluktuace fy-
zikdlnich veli¢in. Pro libovolnou fyzikalni veli¢inu oznac¢ime

AF = {(Fy = (F)})'/?, (5:2)

coz je variance veli¢iny F'. Relativni fluktuace je potom

AF
ATCZF = W (5.3)
Fyzikdlni veliciny nezavisi na vybéru statistického souboru, pokud jejich stiedni
hodnoty jsou stejné a relativni fluktuace zanedbatelné.

46
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Budeme uvazovat kanonické rozdéleni s hamiltonidnem H(z). Budou nds zajimat
fluktuace fyzikdlnich veli¢in Ag(z). Z tohoto duvodu rozsifime puvodni hamiltonidn o
tyto "zobecnéné sily" Ay:

dH(z;a) = dH(x) + Z Arday. (5.4)
k

Volna energie s timto novym Hamiltonidnem potom je:

—BF(N,T,V;a) = ln/d,uN(x)e_ﬁH(x?a). (5.5)
Nyni snadno zjistime, ze
OF(N,T,V;a) 0H(x;a)
AL = = . 5.6
Za predpokladu, ze veli¢iny Ay nezdvisi na {a;}, potom
192F(N,T,V;a)
ARA) = —= e 5.7
cov(Aed) = 55 P (5:7)

Zcela obecné plati nasledujici lemmata:

916 _
D — o~ (ot - i) 65:5)

2. Gibbsovo lemma: ‘85? _ <‘;‘2> — 3 < (‘ZZI _ <%{j>> (6— <¢>)>k5.9>

Obé lemmata ziskdme piimym derivovanim stfedované veli¢iny (¢). Druhé lemma
5.9 je zobecnénim vztahu 5.7. Tato lemmata muzeme vyuzit na vypocet fluktuaci fy-
zikalnich veli¢in. Vypocet korelaci a fluktuaci pomoci derivaci a vztahu 5.7-5.9 se nazyva
Gibbsova metoda a je ekvivalentem vypoctu momentu distribuéni funkce z generujiciho
funkcionalu. Z 5.8 snadno vypoc¢teme fluktuace energie v kanonickém rozdéleni:

1. Gibbsovo lemma:

AW, 8, v) (dU) <dS)
H—(H 2 — _ N 2= _
<( (H)) > d3 ds NV dg N
= —T(kBT2) (dS> = ]ﬁBTQCV = NkBTZCv.
dT NV

Tudiz relativni fluktuace energie je

1 kpT?
oA
Tzn. Ze energie v kanonickém souboru podléhd normdinimu rozdéleni se stfedem
E = (H) =U a sitkou rozdéleni AE = \/2NkgT?cy.
Voln4 energie kanonického souboru je pak ddna FF ~ U —TS —1/2kgT In(Ncy ), kde

S je entropie mikrokanonického souboru. Posledni ¢len je imérny pouze In N, kdezto
prvni dva N. Tzn., ze piispévek od fluktuaci volné energie je zanedbatelny.

ArelE = TCV. (510)
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Analogicky odvodime fluktuace poc¢tu ¢éstic ve velkém kanonickém rozdéleni. Z 5.9

a z vlastnosti <%—Jl> = 0 dostaneme

9%p

10Ny 1% 8%
ou?’

— =———+-=—kpTV
B ou B ou?

kdyz jsme jesté pouzili vztahu 3.70. Nyni od proménné p piejdeme k proménné v = V/N.
Plati nasledujici vztahy

(N — (N))? (5.11)

b= (gﬁ,)” = 1) 22,

kde f = F/N, P = — (%)TN. Odtud dostaneme

)

) ov ov

ou_ o op_owor_(or\op_
ov ow?’ o Opov v

Dale potom

P _ 0 (1\__Llov_ L ou\"'_ 1 (2/\"
o2 op\v/)  v2op w2 \Ov 3\ Ov? '

Oznac¢ime izotermickou kompresibilitu:

172\ 1 /dp\7!
K = — _— = —— _
= \dv? v \dv ),y
kterd pro fluktuace Castic hraje stejnou roli jako mérné teplo na &astici pro fluktuace
energie. 5.11 miZeme pomoci 5.12 zapsat (N?) — (N)? = (N)kpTry/V, tzn.:

AvalN = —— JkpT L.
VN) v

Veli¢ina fv = /@% je kompresibilita idedlniho plynu. Stejnym zptusobem jako v ptipadé
kanonického souboru jsou fluktuace poc¢tu ¢astic ve velkém kanonickém souboru v termo-
dynamické limité zanedbatelné a korekce k termodynamickym potencidlim a méfitelnym
veli¢indm vymizi jako N~Y/2 viéi jejich stfednim hodnotdm.

Jiz diive jsme uvedli, ze princip maximality entropie (minimality volné energie)
vyzaduje, aby Cy > 0 a kp > 0. Obdobné pii existenci dalsich zobecnénych sil (magen-
tické pole atd.) musi byt odpovidajici druhé derivace (susceptibility) kladné, aby vy-
slednd rovnovazna termodynamika odpovidala stabilnimu tesSent!

(5.12)

(5.13)

5.1.1 99a-99f...
5.2 Darwinova - Fowlerova metoda

V minulém paragrafu jsme dokazali matematickou ekvivalenci statistickych souboru v
termodynamické limité pomoci Gibbsovy metody fluktuaci. V tloze 5 a cviceni 2 jsme
vidéli, ze napt. kanonické rozdéleni energii 1ze odvodit z nejpravdépodobnéjsiho rozdéleni
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pii urcité vedlejsi podmince (zachovéani celkové energie). Pti tomto odvozeni bylo potieba
pouzit Stirlingovu formuli. V tomto paragrafu ukizeme, 7e at klasické ¢ kvantové sta-
tistické rozdéleni (kanonické) lze odvodit zcela obecné tzv. Darwinovou - Fowlero-
vou metoda z nejpravdépodobnéjsiho rozdéleni energii s vedlejsimi podminkami, aniz
bychom uzili metody Lagrangeovych multiplikdtoru (dloha 5, cviceni 2) a Stirlingovy
formule. Toto nové odvozeni nam v trochu jiném svétle objasni pravdépodobnostni cha-
rakter rovnovazné statistické mechaniky a vyznam termodynamické limity, kterd vede
na tzv. metodu sedlového bodu pro analytické funkce.

Predpokladejme tedy, ze mame M ekvivalentnich, ale rozlisitelnych soubort, z nichz
kazdy se muze nachdzet v néjakém z energetickych stava Fy, E1,..., Fg,.... Budeme
vychézet z toho, ze Ey = 0 a Fj jsou piirozena ¢isla bez spolecného délitele. Toho je
mozné dosdahnout jestlize mdame koneény systém na vhodné energetické skale. Potom
je nasim tdkolem najit nejpravdépodobnéjsi rozdéleni {my} nezdpornych celych ¢isel,
kterda udavaji ¢etnost obsazeni energetické hladiny Ej, pricemz mame splnit:

o0
Y my = M, (5.14)
k=0
o]
> Bymy = MU, (5.15)
k=0

kde jak M, tak U jsou pfirozena cisla. Pocet realizaci jednoho rozdéleni je

M!
= 1
W{mk} mo!m1! e (5 6)
a stfedni hodnota )
>ty MEW{my}
(my) = = ,
Z{mi} W{my, }

piicemz Zl{ml} oznac¢uje odpovidajici sumaci pfes rozdéleni {m;} s podminkami 5.14 a
5.15. V dalsim kroku zobecnime W{my} na

mo .mi
Wi{mp, g} = M12_ 9L (5.17)
’ m()! m1!

tak, abychom dostali vytvorujici funkci

O(M,U) = M!Z/W{mk,gk}. (5.18)
{mi}

Stredni hodnoty sou¢int proménnych mj potom jsou

0 0

=09y 5~ ---9i —7T M,U
1agil lagil ( )

, (5.19)
gi=1

<mi1 .. .mil>

o ¢emz se snadno presvédéime z 5.17 a 5.18. Co je pro vypocet vytvorujici funkce obtizné
jsou omezeni 5.14 a 5.15. Proto pfejdeme k nové funkci

G(M,z) = i MUT(M, U, (5.20)
U=0
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kde pfirozené U je nezaporné celé ¢islo a z € C.
Jestlize vyjadiime G (M, z) pomoci sumaci pres konfigurace, potom

M! >
G(M, z) = > oo e B [(g0z"0) 0 (gr2")™ . ] = O awz™)M.
S SH VLU pa

Omezeni na celkovou energii je identicky splnéno a neomezuje sumace pies obsazovaci
¢isla! Oznacme dale

flz) = grz". (5.21)
k=0

Z Laurantovy véty komplexni analyzy dostaneme zpétnou transformaci od G(M, z)
ke I'(M,U)

1 fEM 1

F(M, U) = 277“ fdz ZMU+1 = Tm dZI(Z), (522)
pricemz integracni kiivka obepind z = 0 a lezi v oblasti analyticity integrandu I(z).
Pro z = z € R! je f(x) monoténé rostouci a 2~ MU~1 je monoténé klesajici. Proto na
intervalu (0, R) m4 integrand I(x) minimum. Jestlize uvazujeme I(z), z € C v okoli

xg, kde I(x) mé minimum, potom zjistime, ze I(z) je analytickd funkce, tj. d(irz(f) = 0.
Odtud ziskdme Cauchyho - Riemannovy rovnice (z i{i(;*) =0)
0? 0? 0? 0?

=5+ 55 )1(2)=0 = =1 >0 =1 <0 5.23

(8372 + 8y2> (Z) 22 (.’I]()) ayg (x(]) ) ( )

nebot I(z) nabyvd v xy minima! Tudiz 2 = o je pro integrand I(z) sedlovy bod.
Zavedeme jesté funkei g(z):
I(z) = eM9(2),

.
g(z) =Inf(2) = Ulnz, (5.24)
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kdy?z jsme zanedbali ¢leny timérné 1/M, nebot nds zajimd pouze termodynamickd limita
M — 0. Sedlovy bod z( je feSenim rovnice

Epxl*
g(r)=0 = 2By, (5.25)

E
D kTo"

Navic v limité M — oo

0?1 "
W = Mg («TO) exp{Mg(wo)} —M—o0 OO,
T—T(

nebot g(zg) > 0 a ¢g”(x9) > 0. Vzhledem k analyti¢nosti funkce g(z) v okoli bodu z = x

ji miizeme rozvinout do mocninné fady g(z) = g(zo) + 1/2(z — x0)2g" (w0) + . . ..

Vyssi ¢leny mizeme zanedbat, nebot v pifpadé M — oo funkce g(z) nabyva v xg
nekone¢né ostré minimum podél redlné osy. Vytvorujici funkce I'(M, U) potom je
1 1
D(M,U) = Moo _— 7{ dzexp{=Mg" (x0)(z — z0)*}
27 2
1 1
= M) Ly exp{—3 My (wo) (),
i

kde jsme zdeformovali integracni kiivku na imaginarni osu z — xg = iy. Tzn.

eMg(xO)

r(M,U)= ——
( ) 2nMg" (x0)

(5.26)

al/MInT(M,U) =~ g(xo)—1/(2M) In[27r M g" (20)], z ¢ehoz vyplyva, ze v limité M — oo
se vytvorujici funkciondl exaktné redukuje na g(z¢). Plati

g(zo) = Inf(xg) —Ulnxo,

" _ fﬂ(ﬁﬂ) N U(U - 1)
glen) = f (o) I

Jestlize oznacime |xg = 4|, potom

g(z0) = In [}, gre PFr] + BU,

9" (v0) = €2 (E —U)2). (5.27)

Pro stfedni hodnotu rozdéleni a jeji fluktuace dostaneme (go = 1)

TR

(m}) — (m)? 1 (my) {1_ (mi)  (my) (B, —U)? }

M? M M

M M ((E,-U)?)

Tudiz nejpravdépodobnéjsi rozdéleni iy, je rovno statistické stfedni hodnoté (m), v
termodynamické limité M — oo.

kanonické rozdéleni véetné fluktuaci z metody sedlového bodu v komplexni roviné bez
pouZiti priblizné Stirlingovy formule! Darwinova - Fowlerova metoda neni omezena
na klasickou nebo kvantovou statistiku a plati zcela obecné.
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5.3 Klasicka limita parti¢cni funkce

Dosud jsme oddélené vysSetiovali piipady klasické a kvantové statistické mechaniky. Jak
ale vime, kvantova statistickd mechanika je fundamentalni a klasicka z ni musi byt od-
vozena z principu korespondence. Proto nyni ukazme, ze kvantova statistickd mechanika
prechézi v klasickou (Boltzmannovu) v limité vysokych teplot. Z duavodu piehlednosti
provedeme toto odvozeni pouze pro idealni plyn. Zobecnéni na interagujici ¢astice lze
najit v knize K. Huanga.

Operétor hamiltonidnu pro idedlni (homogenni) plyn ma tvar

N

. . h? o ,
H(Qh,QN):%ZV?T/’(QMAN)
i=1

Parti¢ni suma kvantového idealniho plynu je
ZINTV) = (6n |7 6. (5.28)
n

kde sumujeme ptes viechny kvantové stavy |¢,) "Slateruv determinant" daného kvan-
tového stavu n. Jestlize je plyn uzavien v koneéném objemu V = L3, potom hybnosti
p; mohou nabyvat pouze diskrétni hodnoty p; = 27rh . kde 71 je vektor s celoGiselnymi

soufadnicemi. Hamiltonidn H diagonalizujeme pomom Slaterova determinantu slozeného

z jednocasticovych funkci
o5(q) = \F exp { 7D q} (5.29)

tzn.
L | (71) o (TN)
<FN\¢p>=ﬁ e (5.30)
Pon (Tl Pon (TN)

piicemz 1]g,) = (1/(2m) =X, %) 16,).

Parti¢éni funkci Z(N,T, V) z 5.28 vypoéteme pomoci funkei 5.30 v termodynamické
limiteé N — oo, tj. V — oo plati

R L A L

{ph 7PN}

kde 27h = h. Tedy

P VN P
Tre P = N / B3Np d3N gy (q)|Pe PP, (5.31)

Na soufadnicich ¢ zavisi pouze norma Slaterovych determinantu
[9p(a)l” = 5 Z 1) 05 (§1)¢rs, (@) - P (@), (@)
kde P a P’ jsou permutace souradnic ¢astic. Dosadime vyjddreni 5.29 a dostaneme

1 i, . . i, o
|6p(@)]* = VNN > (£ exp {hpl(fh —Pq)+ -+ o DN(dy - PQN)} :
p



KAPITOLA 5. TEORIE FLUKTUACI A VLASTNOSTI STATISTICKYCH SUM 53

Dosadime toto vyjadieni do 5.31 a dostaneme
NN <

2 .
1 Pty | [ dBpe—Bhm enP (@ PI)

= Wz(il)P/d3qu3Npe_ﬂ = 2mp f pe e 172 (532)
: P fd3pe_5%

1 N
= N!th/qudeexp {_27671 ;p?} STEW (G — Pqy) ... f(Gy — Pa).

P

Pricemz funkce f(q) je definovéna:

_pa 2mh?
f(@) =e", Az\/kaT. (5.33)

Konstanta A je de Broglieova teplotni vinovd délka, kterd vznikne integraci v po-
slednim Fadku v 5.32. Jelikoz nyni 7' — oo, potom A — 0 a f(§) ~ 1lprog=0a f(7) =0
pro |gq| > A, tj. ¢ # 0. Tzn. z uplné sumy preziva v klasické limité pouze "diagonalni"
element Pg = §; a partiéni suma je

R 1 ?
Ty o—BH ~T e W /dqu dnge_Bzil %7 (5.34)

coz je diive odvozeny vztah pro parti¢ni funkci klasického idealniho plynu.
Na zaveér jesté uréime prvni kvantovou korekci ke klasické particni sumé. Tj. jestlize
¢ — q; > A, ale A je konec¢né, potom z tiplné sumy do kvantové partiéni sumy zistanou

prvni dva ¢leny
1£Y A [[a£f) =exp{-B> i} (5.35)
Kj Kj Kj

kde v;; je efektivni dvoucdsticova interakce

27|q; — 45|
bij = —kpTIn(1+ f5) = —kpTn [1 te W } . (5.36)



KAPITOLA 5. TEORIE FLUKTUACI A VLASTNOSTI STATISTICKYCH SUM 54

Tzn. prvni kvantova korekce ke klasické partiéni sumé mé za efekt vznik efektivni
dvoucasticové interakce a je tedy ekvivalentni klasické teorii s dvoucasticovou interakei.
Tato je pritazlivd pro bosony a odpudiva pro fermiony. Kvantovd dynamika vede na
efektivnt klasickou interakci.



Kapitola 6

Boseho-Einsteinuv plyn

6.1 Chemicky potencial a Boseho-Einsteinova kondenzace

V kapitole 4, vztahy 4.48 a 4.49 jsme formalné zapsali stavovou rovnici idealnich kvan-
tovych plynu. Nyni v této a nasledujici kapitole se budeme vénovat disledkim téchto
rovnic v konkrétnich piipadech. Nejdiive se budeme zabyvat Boseho plynem hmotnych
nerelativistickych ¢astic. Energie ¢astic je ddna kinetickou energii, tj.

€p = —, (6.1)

pricemz sumace pfes mozné stavy je sumace pres mozné hybnosti pro plyn uzavieny v
objemu V = L3. V termodynamické limité nahradime sumaci integraci

> % | dp (4mp), (6.2)

nebot energie nezavisi na sméru hybnosti. Plati

3
‘/ e ) ﬂlkfﬂr 2
[ dpmp?e Ay (2]
h3A p( 7Tp)€ 27Th2

2mh?

22h)1/2. Grandkanonicky potencidl idedlniho

De Broglieova vinovéa délka je A\ = (
Boseho plynu je

4 oo
0+ — hgk:BTV/ dpp?In (1 — ze_ﬁp2/2m) ; (6.3)
0

z = ePF. Objemova hustota ¢astic potom je

A7 [°° 9 1
n = h3/0 dpp B =) 1 (6.4)

Z rovnice 6.4 uréime chemicky potencidl p jako funkci hustoty ¢dstic n. Z davodu kon-
zistence musi byt chemicky potencidl zaporny. Jak vime z Gibbsovy-Duhemovy relace
(3.71), chemicky potencidl odpovida energii jedné ¢astice pii daném tlaku a teplote.
Jestlize je chemicky potencial zaporny, pak jeho absolutni hodnota udava energii, kte-
rou je tieba systému dodat, abychom pii daném tlaku a teploté pocet ¢astic zvysili o

95
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jednu. Jestlize je chemicky potencial roven nule, potom se pocet ¢astic v systému ne-
musi zachovdvat, nebot bez ztraty energie mohou ééstice prechdzet z ldzné do systému
a naopak. Toto je situace typickd pro "nehmotné" bosony, fotony a fonony.
V piipadé hmotnych ¢astic uréime p z 6.4. Z 6.4 je ziejmé, ze v limité nizkych teplot
B — oo musi p — 0, abychom rovnici 6.4 mohli splnit. Musi dokonce platit §|u| < 1,
tzn., ze pocet ¢astic v zdkladnim stavu € = 0 je
L N1 (6.5)
no~ —— =7 . .
Blul
Tzn. pii nizkych teplotdch bude zdkladni stav makroskopicky obsazen, prestoze jeho
"mira" v parti¢ni sumé 6.3 je nula. V piipadé nizkych teplot je tedy tieba vyrazy 6.3 a
6.4 korigovat tak, ze zdkladnimu stavu ptripiSeme makroskopickou vahu. Budeme psat

4 o0
Q) — hngTV/ dpp’In (1 — ze—ﬁf/?m) +kpTIn(1—2z),
0
(6.6)
A7 o8] 9 1 1 z
"= h3kBTV/o dpp S —1 V1o

Pfti nizkych teplotach prechézi stdle vice vahy na dodateény pfispévek ze zdkladniho
stavu, kam "zkondenzuji" vSechny Céastice pfi teploté absolutni nuly, 8 = co.

Z rovnice 6.6 muzeme nyni odvodit stavovou rovnici idealntho Boseho plynu. K tomu
Gcelu rozvineme logaritmus do mocninné fady a integrujeme ¢len po ¢lenu. Oznacime

jesté x = hk %, p = hk a pouzijeme Gibbsovu-Duhemovu relaci 3.70
kBLT :—47r13/000dxx21n(1—ze_w2)—éln(l—z)
= 477)\13/000dx$2gi6m2 - %ln(l —z)
= 471_)\13%2: <_8an> /OoodmemQ — %In(l —2)

1 > 2" 1 1 1
:Fzm_vln(l_z):FQE)/Q(Z)—VlH(l—z)

Tzn. stavova rovnice idedlniho Boseho plynu ma tvar

p_ 1 S lna-
(6.7)
o [1 1 1 1 =z
n=za- [/\395/2(2’) TV In(1— Z)] = ﬁgg/g(z) + Viea

Funkce g(z) je tabelovand funkce se zndmym chovanim v komplexni roviné. Nyni si
specidlné viimneme druhé rovnice v 6.7. Proménnd z = % € (0, 1), aby hustota ¢éstic

zustala pozitivni. Déle A = 4/ T?LZZQT — 00 pro T — 0. Funkce g3/5(2) je viak na intervalu




KAPITOLA 6. BOSEHO-EINSTEINUV PLYN o7

(0,1) omezend, pricemz

2,2
93/2(2)2’:’02 + W + ...

g32(1) = > 0¥ =((3/2) ~ 2.612. .
n=1

kde ((z) je Riemannova (-funkce. Tudiz graficky lze gs/o(x) schématicky znazornit

Trebaze g3/5(1) je koneéné éislo, de-
rivace g3/ v krajnim bodé z = 1
diverguje.

z

V dalsim kroku oznacime Ny = 1%

stavu. Potom lze psat

bude pocet ¢astic, které se nachazeji v zdkladnim

N N
34Y0 3
A vV o A v 93/2(2)- (6.8)

Odtud vidime, ze pocet ¢astic v zdkladnim stavu bude nenulovy, jestlize )\3% >
max g3 /2(2) = g3/2(1). Jelikoz g3/5(1) je koneéné &fslo, tento pifpad nastane pii konecné
teploté. Tato teplota je definovana

27h?

kpTe= ——
m(vgsa(1))?/3

(6.9)

kde v = % = % Tato teplota se nazyva Boseho-Einsteinovou a proces makroskopické
kondenzace ¢astic do zdkladniho stavu se nazyva Boseho-Einsteinova kondenzace.
Tato kondenzace je prvnim piipadem fazového prechodu, se kterym se ve statistické
fyzice setkavame. Tento pfechod je indukovan kvantovymi fluktuacemi a realizuje se
i pro idedlni, neinteragujici plyny. V nasledujicim rozebereme vlastnosti Boseho plynu
pod kritickou teplotou. Z podminky 6.9 na kritickou teplotu dostaneme podminku na
kriticky objem
)\3

93/2(1)’
ktera nam tika, ze ¢astice Boseho plynu zaé¢nou kondenzovat, kdyz tepelna vinova délka
doséhne fadove velikosti stiednf vzdalenosti mezi ¢asticemi (d ~ v!/3). V kritické teplote
dochézi ke zlomu v teplotni zavislosti chemického potencialu

Ve (6.10)

(6.11)

S D
_ { feSenirovnice 5~ = g3 /2(66'“)
0
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coz lze graficky znazornit

V oblasti pod kritickou teplotou prestava chemicky potencial hrat roli. Jeho roli
prakticky prebira pocet ¢astic kondenzovanych v zakladnim stavu. V blizkosti kritické
teploty se tento "parametr uspordadani" chova

N T 3/2
0 v
—x~l—| = =1-— 12
N <Tc> Ve (6.12)

Opét grafické znazornéni vyvoje parametru Ny je

Jelikoz chemicky potencidl a tedy i
proménna z jsou bezvyznamné pro
T < T, potom je tfeba i nové de-
finovat stavovou rovnici pro Boseho
idedlni plyn. Plati

P { %95/2(2) T>Te(v>ve) (6.13)

kpT | 33952(1) T <Te(v<we) ’
piicemz gs/5(1) = ((5/2) ~ 1.342.... Ze stavové rovnice 6.13 vidime, ze tlak plynu
nezavisi na objemu pro T < T.(v < v.).
Typické izotermy Boseho plynu maji tvar

kde jsme kritické hodnoty tlaku
urcili z kritického objemu pfes te-
pelnou délku A.

Oblast konstantniho tlaku muzeme interpretovat stejné jako v piipadé prechodu
kapalina — péra, tj. ze systém se nachdzi ve smiSeném stavu s fazi B (plyn) a fazi A
(kapalina) s jednotkovymi objemy v, a 0. Zména objemu mezi kapalinou a plynem je s
v = v, a latentni teplo z Clapeyronovy rovnice

dP. _ 5kpgspp(1) 1 15 g5p()y I
dT 2 A3 - Tv.L2 B 93/2(1) N T,
je
1
_ 95/2( )§kBT. (6.14)

©og32(1)2
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Vnitini energie bosonového plynu je

B,
o

Toto je tzv. kalorimetricka stavova rovnice.

Kompresibilita
i 1 (av) 1 <6n>
T = "% \| 5 ==\ 5 .
V\ op oy " ou .

)

U

o) 2mh? N\ —3/2 3 kgT 3
BTV, = =55 V(T58) asa2)] = 5V g asale) = SV

Ze stavové rovnice 6.13 muzeme spocitat dalsi termodynamické veli¢iny. Zajimavé
jsou hlavné mérné teplo a kompresibilita.

cy :{ 175,\%95/2(2)—%3;28 (6.15)
Nkp Taes/2(1 ’
91/2(2)
e Dhh (6.16)
ga2(D)

Graficky lze tyto funkce znazornit

Tzn. ze v kritickém bodé Bose-Einsteinovy kondenzace izotermicka kompresibilita
diverguje a mérné teplo vykazuje ostry peak v T,.. Na zavér je dobré jesté pfipomenout,
ze Boseho-Einsteinova kondenzace je atributem pouze hmotnych ¢astic, jejichz pocet se
zachovavéa. Nehmotné bosony jako fonony a fotony se chovaji jinak.

6.2 Fonony v pevné latce

Jak vime jsou atomy v pevné liatce pravidelné rozmistény v nékteré z tzv. Bravaicovich
m7izZek, pricemz diky interakci s okoli tyto atomy osciluji kolem svych rovnovaznych
poloh. Ukazuje se, ze dobrym popisem téchto oscilaci je tzv. harmonickd aproxi-
mace, kterd popisuje okamzité vychylky atomu jako harmonické oscildtory. Jestlize
u; = Xz(t) — R je okamzitd vychylka soufadnice i-tého atomu z rovnovazné polohy
R;-, potom

1 1
H= §MZ ul (t) + Z pialia = 5 > 0t uiauig + O(277). (6.17)
1,0 1,

Z’?j
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Prejdeme-li jesté od soutadnic miizkovych bodu R; k Brillouinovym impulsim ¢
pomoci Fourierovy transformace a v néasledném kroku provedeme transformaci k tzv.
normdlnim mddum, dostaneme diagondlni reprezentaci hamiltonidanu harmonické apro-
ximace

- fMZ QU@ D@1 +2@QHE QD). (6.18)

Vnitini indexy r oznacuji jednotlivé oscilacni médy. Tyto mddy jsou dény jednak
smeérem oscilace, ale taky poc¢tem oscilujicich atomu v elementarni cele; tj. v nejmensi
oblasti miizky, ktera se periodicky opakuje. U fononu rozliSujeme dva typy frekvenéni
zavislosti, disperzni relace w,(q), tj. zavislost charakteristické frekvence na hybnosti.
Jednak jsou to akustické fonony, které jsou charakterizovany w,(q) ~ ag pro |q] — 0.
Optické fonony maji nenulovou frekvenci pro ¢ = 0. Jestlize je v elementarni cele p-
atomu, potom z 3p nezavislych médu vzdy jsou vzdy 3 akustické a 3(p — 1) optické
fonony.

Fonony jsou kvantové stavy harmonického oscildtoru s charakteristickou frekvenci
a disperzni relaci w,(q). Proto je vyhodné v reprezentaci hamiltonidnu 6.18 prejit ke
krea¢nim a anihilaénim operatorum. Definujme

Qr(@) = \/ st (bar + 1),

~ N (6.19)
P (@) = —iy/ 5 Mhw, () (bgr — b(—}_’r)a

pricemz

Ly (6.20)

H= ZthQ) qr+2

q T
Termodynamika atomovych oscilatora v pevné latce je tedy popsdna fononovym
plynem, tj. plynem bosonu s nulovou klidovou hmotou, tj. & = 0, a velky kanonicky
potencial takového plynu je

T, V) =kpT» In(1— e Prer@)), (6.21)
q:"‘
Jelikoz pouze energie jsou vyznamné pro 6.21, 1ze od sumace pies ¢ piejit na sumaci
(integraci) pres energii. Z kapitoly 3 vime, ze toto lze provést pomoci invariantni miry
na energetické nadplose, tedy

QL V) = k:BTZ/dEDT(E) In (1 - e—ﬂE) ,

kde D,(E) = # Jpronst % je hustota stavi a vflf)E = Iy je grupova rychlost
B Vaq

Sifeni vln v pevné latce. Tzn. hustota stavi D(E) je rozhodujici pro termodynamiku
atomovych oscilaci. K ziskdni konkrétnich vysledku je tfeba tuto funkci specifikovat.

Debye vychézel ve své predstaveé z nizkoteplotni limity a pfedpoklddal existenci pouze
akustickych fonont s izotropni grupovou rychlosti pro kazdy méd. Tzn.

hw, (q) = hv |cﬂ (6.22)
V takovém piipadeé je hustota stavii ddna vztahem
Vo4 v E?
D, (E) = B = 55— (6.23)
(2m)% polr ™ (hol)3



KAPITOLA 6. BOSEHO-EINSTEINUV PLYN 61

Nyni mame 2 transverzalni médy a 1 longitudalni. Oznaé¢ime
3 2 n 1
3w o

Pak jiz snadno ziskdme vztah pro celkovy pocet atomu v pevné latce

hwp Vv
3N = / (Dy(E) + 2Dy(E))dE = ———(hwp)?, (6.24)
0 27T27L U?’
odkud dostaneme vyjadieni pro tzv. Debyeovu frekvenci
N
D= (6772113V)1/3, (6.25)

kterd je charakteristikou pevnych latek, ktera souvisi s grupovou rychlosti zvuku v pevné
latce. Pro Debyetdv model muzeme psat:

9N _ 12
E ro 0 < F < hw
D(E) = { mleg s PIOT= &= WD (6.26)
0 jinak
Velky kanonicky potencial pro Debyetv model potom je
9N th B
QT,V) = (h)ngT/ dE E*In(1 — e PF). (6.27)
0

P1i vypocétu termodynamickych veli¢in v Debyeové modelu vystupuji nasledujici in-
tegraly

y 43 y
D(y)zofdxﬁ, {dx:c In(1—e™%),
Bt
fdl‘ (ez—1) = 157 (628)

fd et — I_F( )C( )7

4(2)=”6, (M=%  6)=gs

Velky kanonicky potencial potom lze zapsat

AT,V) = G5 (ko) J(z;?) (6.29)
kde Tp = hwp/kp je Debyeova teplota. Dalsi veli¢iny lze zapsat
SIV) = ~TR TP IR) - DR,
Cy(T,V) = 9NI<:B(;;)3 /OTD/T dx@f_@j)?, (6.30)
U=Q+TS = (mijz)?)(kBT)‘lD(z;?).

7 6.30 dostavame v limité nizkych teplot Debyeuv zdkon

1274 T\?
6.31
oy =12 @5)’ (6.31)
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ktery fika, ze fononovy prispévek do mérného tepla pevnych latek v nizkych teplotach
je imérny T, coz je podstatnd odchylka od klasického Petitova-Dulongova zikona
platného pro T' > Tp. Tehdy totiz plati

Cv ~ 3Nk [1—i ) 2+ ] (6.32)

6.3 Fotonovy plyn a zareni cerného télesa

Fotony jsou stejné jako fonony kvanta vinového pole, tj. nehmotné bosony se spinem
s = 1. Fotony se tidi linedrnim disperznim zakonem s grupovou rychlosti rovnajici se
rychlosti svétla. Tj.

E(k) = helk|. (6.33)

Jestlize je elektromagnetické pole idedlné uzavieno v koneéném, nezaiicim objemu
(Gerné téleso), potom jednotlivé stavy jsou popsény systémem harmonickych oscilatort.
Velky kanonicky potencial fotonového plynu je stejné jako u fononu determinovan od-
povidajici hustotou stavii. My jiz vime z kapitoly 3 (viz 3.41), ze

—V_E?2 E>0
D(E) = { 612(716)3 [ (6.34)

Tzn. lisi se pouze faktorem 2 za pocet transverzalnich médu od fononového vyrazu
6.23. Navic neméme zde omezeni na Debyeovu frekvenci. Velky kanonicky potencial ma
explicitni vyjadreni,

AT, V) = 2kgT» In(l—e ) =
3

14 -3 I 2 —x 14 4
oksT(Bh) / daa?In(1 = %) =~ (bpT) (). (639
0
Integral J(oo) se dé jesté spocitat pomoci integrace per partes explicitné,
J(o0) = —Z—;. Méme tedy explicitné
w2V
QT,V) = — kpT)*. :
Pro tlak fotonového plynu z 6.36 dostaneme
1 w2k} J
=—aT? =— B _~7. — .
p=gal” a 15(hc)? 7.578 KA (6.37)

kde « je Stefanova-Boltzmannova konstanta. Stfedn{ pocet fotontii v ¢erném télese je

o0 o0

N = /dED(E)b(E)= /dED(E)(eﬁE_l)lz
Vv 7 E2 174 7 72
- 7r2(hc)3/dEeﬂE1 ~ 72(Bhe)? /dxeml- (6.38)

— 00 —00
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Posledni integrél lze provést explicitné s pouzitim Riemannovy (-funkce

3
N (kBT) ¢(3), (6.39)

72\ hec

kde ¢(3) ~ 1,202.
Analogicky muzeme spocitat entropii a vnitini energii fotonového plynu
_ o0\ _ 4 3

Ur,v) = T dE D(E)Eb(E) = aVT4. (6.40)

Stejné jako tlak, tak i hustota energie

U(T,V)

e(T) = v

=aT? (6.41)
zévisi pouze na teploté. Vztah 6.41 nazyvame Stefanuv-Boltzmannuv zdkon. Pro fo-
tonovy (ultrarelativisticky) plyn plati vztah mezi tlakem a energif
1
p(T) = ge(T). (6.42)
Jestlize jesté za energii E dosadime frekvenci ze vztahu E = hw, dostaneme Planc-
kovu formuli pro spektrum zafeni absolutné ¢erného télesa

U=V [ ew,T)dw, (6.43)
/

kde
hw3 1

e(w,T) = 203 e 1"

(6.44)

Z této formule plynou limitni Rayleighuv-Jeansuv (hw < kpT) i Wienuv zdkon
(hw > kBT).



Kapitola 7

Fermiho-Diracuv plyn

7.1 Stavova rovnice idealniho plynu

Podobné jako v ptipadé idealniho Boseho plynu i zde budeme vychéazet z formalni stavové
rovnice 4.49 a 4.50. Pro homogenni systém piejdeme od sumace k integrélu pies hybnosti
a dostaneme nasledujici rovnice

_ 4m r _8p?
0 — —hgk:BTV/dpr In(1 + ze™ zm) (7.1)
0
a oo
47 1
n=-3 dpp* ——7— (7.2)
: 2z le7am +1

Na rozdil od bosonti, chemicky potenciél u, z = e®* muze nabyvat libovolné hodnoty
8

z redlné osy. V rovnicich 7.1 a 7.2 prejdeme k bezrozmérnym proménnym x = py/5 - a
dostaneme
Voo W T )
p 2 —T
— — = — d In(1 7.3
T — kT NG zxfln(l+ze ™), (7.3)
0
o0
1 9 1
n= e [ (74
0

Obé pravé strany rozvineme do Taylorovy fady v mocninach z. Potom

/ deaIn(1+ze~ ™) = Y (-1 = / doa?e " =

n
0 n=1 0
> n+1 2" 9 —nx? _ ﬁ o - n+1 z" T
Zl<—1> > ( - an) /dxe - VT Zl(_l) 2= fale).
n= d e

Stejné tak jako funkce g¢,(z) z bosonového plynu, tak i funkce f,(z) je funkce se
zndmym analytickym chovanim v komplexni roviné. Analogicky pro hustotu ¢astic do-
staneme

0 _ 1

64
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Stavova rovnice idedlniho Fermiho plynu mé tedy tvar

1
k:BLT = ﬁf5/2(2)7 (7.5)

n = %fsm(zﬁ (7.6)

pricemz A = \/27rh2/kaT, z = eM/*8T K rovnicim 7.6 je tfeba poznamenat, ze
plati pouze pro bezspinové castice, tj. pro ¢astice, které kromé hybnosti nemaji zadné
jiné stupné volnosti. Jelikoz diky vété o spinu a statistice vime, ze fermiony musi mit
polociselny spin, tj. nenulovy, je tieba rovnice 7.6 modifikovat viaé¢i spinové proménné.
Pocet stavu s danou velikosti spinu s je 2s + 1. Tzn. obecné plati

2 1
kBLT = S+ —5 f52(2), (7.7)

25 + 1
n o= —5f3(2). (7.8)
7 této teplotni stavové rovnice muzeme odvodlt jesté kalorimetrickou stavovou rov-
nici udavajici vztah mezi tlakem a vnitini energii

U= (BQ( (z,T,V)| (7.9)
/6 2,V

odkud dostaneme 5 1 3
U= kaTV ° + fsya(z) = 5pV. (7.10)

V pripadé Fermiho plynu, pro ktery platl Pauliho vyluc¢ovaci princip, nemuze nastat
Boseho-Einsteinova kondenzace. Pti nizkych teplotdch bude chemicky potenciél kladny,
tj. bude lezet nade dnem energetického spektra. V piipadé nulové teploty hraje pak che-
micky potencidl vyznanou roli, totiz urcuje tzv. Fermiho energit vymezujici obsazené
energetické stavy.

Hodnota Fermiho energie je ddna poc¢tem fermionu v systému. K urceni velikosti
Fermiho energie musime nejdiive najit asymptotiku funkce f3/5(2) v limité z — oco. K
tomu tucelu pouzijeme vyjadieni 7.2, odkud dostaneme v limité g — oo

A 6m2n\ /3
= = =h
gh3/ pp g3h3pF PF < g > ’

kde pr je Fermiho hybnost. Fermlho energie je
1, n? [ 6m2n %3
7.11
v =gt =5 () (7.11)

kde jsme oznacili g = 2s 4+ 1. Tzn. ze pti nulové teploté jsou vSechny energetické stavy
obsazeny fermiony az do Fermiho energie 7.11.
Radovy odhad Fermiho energie elektront

h=1,05-10"*Js

me =9,11-10"3kg

g=2

er o 10737n2/3(J) o< 10718n2/3(eV)
0% er ~ 1072V
pro kovy m ~ (10 — 100)m, ep ~ 1eV

pro plyn n~1
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7.2 Teorie elektront v kovech a Sommerfeldiv rozvoj

Vlastnosti pevnych latek jsou urcovany nejen ionty a jejich dynamikou, ale hlavné dyna-
mikou elektronového plynu vytvoreného z valen¢nich elektront. Napi. jak elektricka, tak
i tepelnd vodivost, magnetismus jsou odrazem elektronovych vlastnosti pevnych latek.
Jestlize jsou elektrony v pevné latce dostateéné ziedény, n. ~ 107 ~ 104 cm™3, potom
je lze povazovat diky stinéni za témeér volné. Jelikoz nés zajimaji hlavné nizkoteplotni
vlastnosti pevnych latek, elektronovy plyn je vysoce degenerovan, tj. z < 1. V tomto
pripadé je plyn podstatné ovlivnén Pauliho vylucovacim principem zpusobujicim od-
chylky od klasické teorie plynu. V tomto paragrafu budeme chtit odhadnout chovéni
degenerovaného Fermiho plynu, které je charakterizovano chovanim funkci v blizkosti
Fermiho energie. Prakticky nds budou zajimat pouze integraly a funkce zavisejici na

energii, tj.
o0

(1) = [ AEUB(E)(E) (7.12)
—00
kde v(E) je hustota energetickych stavii, f(E) = (27 'eF + 1)~ je Fermiho funkce
a g(E) je néktera fyzikdlni funkce. K vypoctum integrala typu 7.12 potfebujeme jesté
urc¢it hustotu stavi v(FE). Pro volné elektrony mame

gV d 4n (2mE\*?
UE) = oy dE[ 3 < n? ] (7.13)
odkud
gV [ 2 G 1/2
W(E) = 47r2<7‘12> BV pro >0 . (7.14)
0 v ostatnich ptipadech

Je tieba si ale uvédomit, Ze obecné 7.14 pro hustotu stavu elektronu v pevnych
latkéch neplati, hlavné diky periodické krystalové mrizi. V pripadé kovu, kdy v(Ep) >
0, ovSem lze 7.14 povazovat za relativné dobré ptiblizeni pro malé energie E, tj. pro malé
hodnoty Fermiho energie Ep. V dalsim budeme predpokladat, ze v(Er)g(Er) # O.
Nasim cilem je ziskat rozvoj integralu I4(T) v teploté pro T' — 0, neboli tzv. Sommer-
felduv rozvoj.

Oznaé¢ime sou¢in G(E) = v(E)g(E) a budeme dale predpoklddat

1. G(E) — 0 pro E — —o0,

2. G(E) ~ E® pro E — o0,

3. G(F) je hladkd funkce v okoli Fermiho energie.

Oznac¢ime I'(E) = ff’oo dz G(z), coz ndm umozni zapsat integral 7.12 ve tvaru

1,(T)=T(E)f(E)|"_ - / dEF(E)ag(EE). (7.15)

—0o0
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Diky podminkdm 1) a 2) je vyintegrovana ¢ast nula. Jelikoz nyni derivace Fermiho
funkce v nizkych teplotach je koncentrovéana kolem Fermiho energie, rozvineme I'(E)do
Taylorovy fady v bodé E = Ep =

o0

T(E)=T(u)+ . (E;f‘yld(gnr(z@) L (7.16)
—1 : =i

Jelikoz
of eB(E—p) -3

oF ﬁ[eﬁ(E_“) + 1]2 B 4cosh®(3B(E — p))

je sudé funkce proménné (E — p), potom z rozvoje 7.16 mohou prispivat pouze sudé
¢leny. Mtzeme tedy psét

d2n71 "
1,(T) = 1O(T, 1) +BZ i (apm=rGB) 1T, @
kde
12T, ) = 7dE(E— T /ooda::c%em =
g y ) = M [eﬁ(E—#) T 1]2 - (ex + 1)2 =

—00 — 00

oo [e.e] [ee]

) b q :L.anl _ —9 o o q y2n71 _ 4n q y2n71
ﬁ2n+1 % xea:p +1 - ﬁ2n+1 %a yey +1 o ﬁ2n+1 yey 1
0 a=1 0 a=1 0

Déle jesté vyuzijeme integralni reprezentace Riemannovy (-funkce

e}

1
;pn 1—21 n) 0/ ev+1’ (7.18)
tzn. pro n > 1 dostaneme
I2M(T, ) = 2(1 — 2'72m) 3= (2n)1¢ (2n). (7.19)
Piispévek do n = 0 spoc¢teme piimo
"
IO, p) = =T () / dEg]]; () = / dz G(z). (7.20)

Po dosazeni téchto vyrazu do integralu I,(7") dostaneme

i q2n—1
I,(T) = /dEu +Z —21=2m) )(kBT)Q”[dE%lu(E)g(E) e (7.21)

coz je Sommerfeldiv rozvoj v nejobecnéjsim tvaru. Vyznam Sommerfeldova rozvoje
spoc¢iva v aproximacich, kdy napi. pro g(E) = 1 lze psat
dn
dEm

v(E)g(
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a potom pii vypoctu limitnich vyrazu pro termodynamické veli¢iny pii T — 0. Prakticky
nas bude zajimat prvnich par ¢lent rozvoje

) w )
/ dE G(E)f(E) = / 4B G(B) + == (kTG (1 )+§E(k VG () ... (7.22)

Nejdiive najdeme zavislost chemického potencidlu na teploté.

00 0o
2

Vn = /dEu(E)f(E)va /dEu(E)~|—7r61/(,u)(kBT)2 (7.23)

S pouzitim 7.14 a 7.11 dostaneme

2.9 (2m\3/2 5, 29 82 1
312 (7) # +*<’fBT> (hz) ik

=n<£)3/2[1+2<T)2}-

S uvazenim, ze u/Er — 1 < 1, tj. (u/Er)®? ~ 1+ %“E’FEF ziskame

kgT
o EF[“E(TFH (7.24)
Vnitini energii ziskdme z vyrazu
00 I 2
ur) = /dEV(E)Ef(E)% /dEl/( )E—l— (k‘BT) (uv/ (u) +v(p)) =
= = kT =
52E3/2M ( 5T) 2E3/
5/2  5r? kTN\2 / p \1/2
- *NEF[(EJ (5 (&) -
kpT\?2
— U(0) {”ﬁ(fp) ] (7.25)
Odtud ziskdme mérné teplo
1
Cy(T)=~T, ~= gwk%V(EF) (7.26)

Vztah 7.26 je univerzalnim zdkonem pro chovani mérného tepla kovu pfi nizkych
teplotach. Ruzné kovy se odliguji prakticky pouze koeficientem timérnosti . Spojenim
tohoto vysledku s prispévkem od fononu dostavame ve vedoucim radu

Cy =~T + aT3. (7.27)

Na zaveér tohoto paragrafu muzeme jesté uvést stavovou rovnici degenerovaného Fer-
miho plynu

pV ~ NEF[ (kgj)} (7.28)

kterou jsme snadno ziskali z kalorimetrické stavové rovnice pV = %U .
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7.3 Spin a magnetismus

Magnetismus je vlastnost latek, kterd mé c¢isté kvantovou povahu. Jestlize bychom
uvazovali pouze klasickou teorii, potom parti¢ni sumu s elektromagnetickym polem lze
zapsat

N
2y = vy / d*Nqd™p exp{ — ] 212;] A@) V@] (1.29)

coz lze jesté substituci @; = pj — ejff((j'j) zapsat

N N
1 , 1
ZIN = 135 ,/d3Nq exp{~5) V(qj)}/d?’Nu exp{—BY =@} (7.30)
h3V N = = 2m;

Nyni magnetizace latky je dana
(m) =figln Zn(T,V) =0, (7.31)

nebot Zx (T, V') nezavisi explicitné na elektromagnetickém potencidlu. 7.31 je vyjadfenim
tzv. Bohrova-van Leeuweuova teorému o neexistenci magnetismu v klasické teorii.
Tzn. projevy magnetismu v pfirodé jsou disledkem kvantové povahy latek.

Magnetismus muze byt zptisoben budto orbitdlnim momentem nebo spinem elek-
tronu v latce. V piipadé orbitalniho magnetismu, tj. magnetického pole generovaného
orbitalnim pohybem elektronii kolem jadra, se nazyvd Landauuv diamagnetismus. V
pifpadé spinového magnetismu mluvime budto o Langerinové ¢ van Vleekové paramag-
netismu, pokud se jednd o neinteragujici, interagujici totdlni magnetické momenty a o
Pauliho paramagnetismu, pokud jsou magnetické vlastnosti zptisobeny spinem elektront
degenerovaného Fermiho plynu. Tam je zdrojem magnetismu Pauliho princip.

V tomto paragrafu uréime nizkoteplotni piispévek Pauliho paramagnetu. Z Diracovy
teorie elektronu plyne, zZe se spinem je spojen trvaly magneticky moment

. guB g eh
=BG = 7.32
fi : pB =5 (7.32)

kde pup je Bohrav magneton, g = 2s + 1 je gyroskopicky faktor a m je klidovd hmota
Castice. Magnetickd energie spinu ve vnéjsim magnetickém poli je

N N
() B qUB 2
N i) By = 5B Y s .
K 0 7 0 v Sz ) (7 33)

=1

kdyz magnetickou indukci By jsme zvolili ve sméru €,.
Jestlize nyni pouzijeme druhé kvantovani, potom lze celkovy hamiltonian zapsat pro
elektrony (s =1/2)

H =Y (e + 2enpBo)CE Cr,. (7.34)

Je dobré si vS§imnout, ze magneticky moment je obracené orientovan nez vektor spinu,
viz znaménko v 7.32, tzn. Ze spin je antiparalelni magnetickému poli.
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Paramagnetismus vyjadiuje odevzu nezmagnetizovaného systému (tj. celkovd mag-
netizace je nula) na zménu magnetického pole H, kdyz By = uoH. Mirou odezvy je
magnetickd susceptibilita definovana vztahem

1 /0M om
= (=) =(=) . 7.35
X V(@H)T <8H>T (7.35)
Nyni vyjadiime velky kanonicky potencidl Fermiho plynu ve vnéjsim magnetickém
poli vazaném pouze na spin elektron

Qu, T,V,H) = —kpT Y / dE vy (E) In(1 4 e®H=E) =zannboy) (7.36)
70
3/2
Nyni v,(E) = $v(E) = % <2h%> E'/2 a pocet astic se spinem o je dan
1 oo
No =35 / dE D(B)f(E + zoppBo). (7.37)

Jelikoz déle pup ~ 0,579-107% eV - T~ a By ~ 10°—10' T, potom celkova magneticka
energie je ~ 1072 eV a tudiz ji lze chapat jako poruchu viéi kinetické energii dominované
Fermiho energii Er ~ 10° — 10! eV. Tzn.

Ny =~

N =

/ dy (f(y) + zauBBogfwaw).
0

Magnetizace je potom rozdil

o0

of
M = pp(Ny = Np) = =g Bo [ dy 3y P W)
0
Paramagneticka susceptibilita tedy je
1 T ofy
Xp = ~7-Ho0B /dy 8;)D(y)- (7.38)

0

Na tento integral mtizeme pouzit Sommerfeldiv rozvoj 7.22
u

7T2
= b [ D' (0) + (kT Dut), (7.39)
0

coz po dosazeni za hustotu stavu vede na vztah

3N uE [1_ H(kBT)Q]

Xp(T) = §VM0E7F 12 g, (7.40)

Susceptibilita x, z 7.40 je Paulitho paramagnetickd susceptibilita, ve které mé
hlavni piispévek x,(0) = % popsv(ER). Prvnf teplotnf korekce je tmérna az T2, coz je
typické pro Fermiho plyn.
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7.4 Relativisticky Fermiho plyn, bili trpaslici

Klasicka astrofyzika pouziva empirické pravidlo pro vztah jasnosti hvézdy a jeji barvy
(dominantni vlnové délky vyzarovaného svétla), ktery vede na téméf univerzalni kon-
stantu imeérnosti pro vsechny hvézdy. Z této "klasické fady" (Hertzsprunguuv-Russe????
zakon) se vymykaji atvary, které nevyhovuji klasickému zdkonu budto, ze odchylky diky
Finsteinové gravitaci nebo kvantové mechanice jsou vyznacné. Jednim z takovych ob-
jektu jsou bili trpaslici, jejichz jas je mnohem mensi, nez by podle klasického zdkona
odpovidalo barvé svétla. U téchto hvézd hraje vyznacénou roli kvantova teorie degene-
rovaného Fermiho plynu elektronu.

Jadro bilych trpaslikil je tvoteno prevazné heliovymi jadry, kterd jsou hlavnim zdro-
jem gravitacni sily hvézdy. Tyto ionty jsou "vnofeny" do degenerovaného Fermiho plynu
elektronu. Typické hodnoty jsou

Hustota p ~ 107g-cm ™3 = 107pg
Hmota M ~ 10%3g ~ M,
Vnitini teplota T ~ 10K ~ T (~ 103%eV) (7.41)

Toto jsou hodnoty, které se tykaji heliového jadra hvézdy. Elektronové plazma je

charakterizovano hustotou elektronii 10° cm™3, coz odpovidé Fermiho energii (teploté)

2
P

R T 20MeV (101 K).
v

Odtud plyne, ze Tp > T, tj. bily trpaslik lze dobie aproximovat relativistickym
Fermiho plynem pii nizkych teplotdch (v idedlnim piipadé T' = 0). Disperzni relace
relativistického plynu je

e5s =V (p0)? + (mec?)?. (7.42)

Celkové energie (volime T' = 0) je

oV
=2 Z V(pe)? + (mec?)? = Ve dp47rp2\/(pc)2+(mec2)2.
Pl <pr

Fermiho hybnost je dana poctem elektront
V4 372\ 1/3
2h337TpF—N = pF:h<—) .

Celkové energie je
Ey micP

vf(zp), (7.43)
1/3
kde zp = 2E- = —mzc(—i”f) / a

322 1) ap <1

j—i-) zp > 1

2
F

—

1+
1+

8

e 1.3
X
flzp) = dxx2\/1+x2:{ i f(
itp
0
Jestlize celkovd hmota bilého trpaslika je M a polomér je R, potom

M =~ 2m,N,
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a bezrozmérna Fermiho mez

ho1 <97r M)1/3 M1/3
TR — ’
mecR 8 my R

kde jsme oznaéili: M = %mﬁ R= /m . Tlak Fermiho plynu potom je

B 8E0_m4c5 of Oxp _m4c5 1 4 5
Po=""%y ~ 2h3[_f($F)_893F08v]_ 2h3[ 1+xF_f(mF)]' (7.44)

Tento vyraz lze zjednodusit v nerelativistické limité xp < 1

4.5 75/3
mgc ) 5 4 M
| ——=rr=-K— 7.45
po= ()t = 55 7 (7.45)
a v ultrarelativistické limité (zp > 1)

4,5 MAB g2/
Me® ) (7.46)

4 2
~|——=|er—ap) =K (77 - —
mec? [ mec
1272 h
Bily trpaslik je v rovnovaze, jestlize tlakova energie Fermiho plynu elektronu je
kompenzovana gravitacni energii heliovych jader. Tlakova energie je

kde jsme jesté oznacili konstantu K =

o0

Etlak = /p047T7"2d7“ (7.47)
R
a Newtonova gravitacni energie je
ayM?
R
kde « je gravita¢ni konstanta a « parametr zavisejici na vnitini strukture hvézdy a

je umérnd jednotce. Rovnovaznou hodnotu poloméru hvézdy ziskdme z minimalizace
celkové energie, tj.

E,=— (7.48)

R
_ 8 2 Yy, 2
@ /p047r7" d?“ + M i|

tzn.

(7.49)

o yM? a <8mp>2<mec)4M2
Po = By =i

i RY 47 '\Uor h R4

K uréeni R musime za levou stranu dosadit z 7.44 obecné a v nerelativistické a
ultrarelativistické limité potom z 7.45 a 7.46 dostaneme hodnotu poloméru jako funkci
hmoty hvézdy

Tuto zévislost lze jesté explicitné
vyjadrit v obou krajnich limitach.
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V piipadé fidkého Fermiho plynu (zp < 1)

%KM5/3 B M2
)

B R
odkud LK
g A |
R E K (7.50)
V piipadé ultrarelativistické limity dostaneme
Wk - N72/3 - @
RT T R )TN ERD
coz lze prepsat do tvaru
- M
R=M?*31- =, 7.51
T (751)

_ 3/2 3/2 5/2
kde My = (g) _ (2”) ( he ) . Fermiho relativisticky plyn dévé tedy hornf

64a 8m2
omezeni na hmotu bilych trpasliki, ktera je priblizné hmota slunce.



