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Predmluva

Text vznikl jako ucebni pomiicka pro potieby posluchaci kurzu statistické
termodynamiky pro obor fyzikalni chemie na ptirodovédeckych fakultach Ma-
sarykovy univerzity v Brné a Palackého univerzity v Olomouci.

Nasim cilem je motivovat posluchace ke studiu literatury, z niz nékteré
tituly jsou uvedeny v zavéru skript, a k vlastni tviréi ¢innosti fesenim rady
prikladi a cviceni.

Soucasné trendy vyzkumu jsou soustiedény zejména na popis tekutin a
roztoki, pro néz tento text predstavuje pouze zakladni ivod. Dalsi podrobnosti
je pak tieba hledat v casopisecké literature.

Text byl vysazen systémem IKXTEX 2¢.






Kapitola 1

Historické koreny

Zéklady statistické mechaniky polozili na konci 19. stoleti J. C. Maxwell a
L. Boltzmann. Po pfichodu kvantové mechaniky ve dvacatych letech 20. stoleti
se zacalo i jinak pohliZet na statistickou mechaniku. Za zaklad moderni statis-
tické mechaniky je pak chapana postkvantova interpretace Gibbsova. Statis-
tickd mechanika se snazi urcit vlastnosti makroskopickych soustav na zakladé
znalosti chovani mikrosystémii, jimiz je tvofena.

Statisticka termodynamika, u jejihoz zrodu stali osobnosti jako A. Einstein
a P. J. W. Debye (krystaly), P. J. Flory, Guggenheim a I. Prigogine (kapaliny),
pak urcuje rovnovazné termodynamické funkce systému na zakladé chovani
¢astic, tvoricich systém. Statistickd termodynamika tak poskytuje novy pohled
na termodynamiku klasickou.

Dnes je statistickd mechanika a jeji aplikace prudce se rozvijejici oblast,
ktera zasahuje do nemalé fady disciplin. Mezi soucasné progresivni témata stu-
dovana aparatem statistické mechaniky patfi napi. ziskdvani ropy z poréznich
hornin, molekulové simulace, skladani proteini, struktura DNA, morfogeneze,
molekulové motory a kooperativni chovani zivych bytosti. Tim vSak vycet sou-
¢asnych aplikaci ani zdaleka nekon¢i, nebot aplikace zasahuji od financ¢nictvi,
ekonomiky, sociologie az po dopravu ¢i politiku. Soucasny vyvoj se dale ubira
ruku v ruce zejména s vyvojem nerovnovazné fyziky a mezi soucasné predni
védce v dané oblasti patii I. Prigogine, H. Haken, M. Fisher a rada dalSich.
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Kapitola 2

Postulaty a vaha stavu

Danému termodynamickému stavu soustavy vzdy odpovidad obrovsky pocet
kvantovych stavi soustavy. Naptiklad celkova vnitini energie systému miize
byt realizovana rtiznymi kombinacemi kvantovanych hodnot translac¢ni energie
jednotlivych atomt (molekul). Souboru jednotlivych kvantovych stavi odpo-
vida urcitd hodnota libovolné mechanické (a tedy méfitelné) velic¢iny (p, U, .. .).
Jelikoz méfime v case, méfime casové zprimeérovanou hodnotu mechanické ve-
liciny. Tyto predpoklady miizeme spojit do prvého postulatu .

Postulat 1 Casovy primér mechanické vlastnosti termodynamického systému
je roven souborovemu primeéru této vlastnosti

(M) = D psMj, (2.1)

kde (M;) je Gasova stfedni hodnota mechanické veliciny M, p; je pravdépodob-
nost a M; mechanicka veli¢ina kvantového stavu j.

Platnost tohoto postuldtu pro rovnovazné systémy byla dokézana [1]. Sil-
néjsi postulat (tzv. ergodicky teorém), ktery by platil i pro nerovnovazné sys-
témy se doposud nepodatilo dokazat, i kdyz byl vysloven jiz Maxwellem a na
jeho dikazu se podileli nejvyznamnéjsi matematici 20. stoleti (J. von Neu-
mann, B. G. Birkhoff, B. O. Koopman a A. N. Kolmogorov). Je vSak t¥eba
podotknout, ze na tomto poli jiz bylo dosazeno znac¢nych tspéchii.

Jak jsou kvantové stavy molekul v latce rozdéleny? Populace stavu vyja-
diuje primérny pocet molekul, které stav obsazuji. Za predpokladu ze molekuly
navzajem neinteraguji (idedlni plyn) plati, Ze celkova energie systému je rovna
souctu energii jednotlivych molekul. Dale plati princip stejné apriorni pravdé-
podobnosti moznosti rozdéleni, tedy ze napr. vibrac¢ni stavy dané energie jsou
stejné Cetné (pravdépodobné) jako rotacéni stavy stejné energie.
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Uvazujeme-li systém, ktery ma konstantni pocet castic N, konstantni ob-
jem V a konstantni energii £/, potom budou mit i jednotlivé kvantové stavy
stejnou hodnotu vlastni energie, z ¢ehoz vyplyva druhy postulat statistické
termodynamiky:.

Postulat 2 V souboru se stalym poctem castic, stalym objemem a stdlou ener-
git (mikrokanonicky soubor) maji vSechny mozné kvantové stavy stejnou prav-
dépodobnost.

Di = Dy [Na V, EL (2-2)

kde p je pravdépodobnost stavu, veli¢iny v hranaté zavorce zlistavaji konstantni
(N pocet ¢astic, V objem a E energie)

2.1 Konfigurace a vaha stavu

Okamzita konfigurace je definovana jako soubor populaci s danou energii. Po-
jem konfigurace a vaha necht oziejmi nasledujici priklad.

Méjme N molekul, kde ny molekul méa energii ¢y, n; molekul energii €;
atd. Plati, ze ), n; = N. Soubor populaci {n,,ni,...} se nazyva okamzita
konfigurace soustavy. Konfigurace {N,0,0,...} mize byt realizovana jedinym
zpusobem. Konfigurace {N —2,2,0, ...} miZe byt realizovina w riznymi
zpusoby: nebot do hladiny ¢y miZe byt vybrana kazda z N molekul; druhé
molekula do této hladiny se vybira jiz jen z (N — 1) molekul a kazda dvojice
molekul se pfi tomto zptsobu vybéru vyskytne dvakrat. Vyskyt systému ve
druhé z konfiguraci je mnohem pravdépodobnéjsi nez v prvni konfiguraci, ma
tedy vétsi vahu.

Véaha je rovna poctu zptsob1, jimiz lze danou konfiguraci realizovat

NI

W pu—
IT; ni!

(2.3)

Priklad 2.1 Vypoctéte pocet zptsobt rozdéleni 18 identickych objekti do 6
boxt s obsahem 1,0,3,5,8,1 objektll a srovnejte tuto vahu s konfiguraci, kdy
je kazdy box obsazen tfemi objekty. Ktera konfigurace dominuje? ReSeni:

2,2054.10%; 1,3722.10'%. Plati, Ze 0! = 1. O



Kapitola 3

Boltzmannovo rozdéleni a
molekularni partiéni funkce

Stirlingova aproximace Jelikoz jsou hodnoty W velké, je vyhodnéjsi pra-
covat s InW i proto, ze funkce In W je monoténné rostouci a jejimu maximu
odpovida i maximum statistické vahy. Pro velka n také plati vztah umoznujici
dobfe aproximovat vyraz Inn! tzv. Stirlingova aproximace’

Inn!=nlnn —n. (3.1)

Pouzijeme-li Stirlingovu aproximaci na rovnici pro vdhu konfigurace W dosta-
neme

InW=(NInN—N) — Z(nilnni —n;)=NInN — Znilnni. (3.2)

)

Dominantni konfigurace (s nejvétsi vahou) urcuje vlastnosti soustavy, proto
se ptejme, ktera konfigurace je v latce dominantni? Matematicky se tento pro-
blém formuluje jako hledani maxima W (n;) za dvou omezujicich podminek:

e konstantni hodnoty celkové energie: E = ) n;e;
e konstantniho celkového poctu ¢astic: N = ). n;.

Jde tedy o tlohu podminéné minimalizace, kterd se fesi Lagrangeho metodou
neurcitych multiplikatorta

dnW =" (ag;W) dni+a) dn;— B edn; = 0. (3.3)

Ltuto rovnici lze nalézt i v piesnéjsi podobé Inn! =nlnn—n+ %(ln 27 +Inn), avsak pro
velkd n plné postacuje uvedeny vztah
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Rovnici (3.3) lze upravit na tvar

dlnW = Z ((91811;/1/ +a— 561) dn; =0, (3.4)

jelikoz jsou jednotliva n; nezavisla musi platit podminka extrému pro jednotliva
n;

OlnW
on;
Nyni dosadime za In W, pouzijeme Stirlingiiv vzorec a zdiferencujeme vyraz
podle n;, dostaneme tak rovnici

+a— fe;=0. (3.5)

() oo
pi = "N — ela—pei), (3.6)

a ddle urcime koeficienty o a 3. Jelikoz N =} . n; = Ne* e P plati, Ze

1

€' = —=4———. 3.7
> e &7)
Vysledek celého snazeni se nazyva Boltzmannovo rozdéleni populaci a ma

konecny tvar
—Be;

e 1
Di = =5 b=,
>_jer kT

kde k je Boltzmannova konstanta (k = 1,3806.10723 JK~!, v literatufe se nékdy
také znaci kp) a T je termodynamické teplota.

Vztah [ = % odvodime pozdéji (kap. 5.1). Vztah g = Zj e~P¢ budeme
nazyvat molekularni partiéni funkci (sc¢itdme pfes vSechny energetické
stavy j).

Molekularni parti¢ni funkce byla odvozena za predpokladu, Ze jednotlivé
molekuly v systému spolu vzajemné neinteraguji a chovaji se jako idealni plyn.
Zavery zde odvozené pak budeme moci prenést i na kanonicky soubor a ka-
nonickou parti¢ni funkci, ktera bude zobecnénim molekularni parti¢ni funkce i
pro interagujici systémy. Jednotlivymi ptispévky k molekularni parti¢ni funkci
a jejim vztahem ke kanonické particni funkci se budeme zabyvat v dalSich ka-
pitolach (3.1, 5.7).

Piiklad 3.2 Napiste vyraz pro parti¢ni funkei linedrni molekuly (napf. HCI),
povazujeme-li ji za tuhy rotor. ReSeni: Energetické hladiny tuhého rotoru jsou
kvantovany vztahem: €; = heBJ(J + 1), kde J =0,1,2,... a kazda J-t4 hla-
dina sestdva z (2J + 1) degenerovanych stavii>: molekularni parti¢ni funkce

(3.8)

2energeticky stav je J-krat degenerovany, jestlize ma J-stavil stejnou energii
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nabyvé tedy tvaru ¢ = >_ (2 + 1)e #reBIJ+D), O
Piiklad 3.3 Napiste partic¢ni funkci systému se dvéma hladinami energie, dolni
stav (€9 = 0) neni degenerovany, horni stav (¢) je dvojnasobné degenerovan.
Reseni: ¢ =1+ 2e 7. O

VysSetfeme nyni chovani molekularni parti¢ni funkce v zavislosti na teploté.

limq = goe "+ gie 7 =gy (eo =0)

T—0 -
fma = 3 oo,

kde go, g; jsou degenerace stavu (viz dale).

Existuji-li v soustavé pouze 2 stavy (napf. energetické spinové hladiny radi-
kalu v magnetickém poli my = j:%), pak je ¢ = 1+e77¢. Tato funkce je rostouci
od 1 do 2, coz lze ukézat na grafu (viz obréazek 3.1).

2.0 —
] 0,001 eV
18-
- 0,01eV
1.6 -
o i
14+ 0,03 eV
12
1-0 1 I 1 I T I T I T I
0 100 200 300 400 500

Obrazek 3.1: Parti¢ni funkce pro dvouhladinovy systém pri riiznych hodnotach
energie €.

Molekularni parti¢ni funkce udava primérny pocet stavii termalné dosazi-
telnych molekulou pfi teploté systému. ,Vysoka“ a ,nizka“ teplota ve smyslu
parti¢ni funkce se rozlisuje podle vztahu k (ek™1): T > ek™! resp. T < ek~ .
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3.1 Separace energetickych prispévku
Molekularni parti¢ni funkci odvozenou v predchozi ¢asti

g=> e’ (3.9)
J
miizeme prepsat do tvaru, kde nebudeme scitat pres energetické stavy, ale pres

jednotlivé hladiny. Bude-li energeticka hladina €; degenerovana g;-krat, pak pii
souctu pres energetické hladiny piSeme

q= Zgje_ﬂﬁj. (3.10)
J

Budeme-li studovat chovani dvouatomové molekuly od teploty 0 K, zjis-
time nejprve, ze pii této teploté vykonava jediny pohyb, a tim je vibrace, ktera
odpovid4 zakladnimu vibra¢nimu stavu®. Budeme-li teplotu postupné zvyso-
vat, udélime molekule translacni pohyb a rotaci, posléze budeme aktivovat
vyssi vibra¢ni médy, nato molekulu elektronové excitujeme . . .. Budeme-li nyni
predpokladat, ze se jednotlivé formy pohybu neovliviiuji,* mizeme jednotlivé
energetické prispévky k celkové energii separovat

€=¢co+ €+ € + € + €q, (3.11)

dosadime-li tento vyraz do vztahu pro parti¢ni funkci, mizeme vyjadrit parti¢ni
funkci jako soucin jednotlivych prispévku

—Beo

q =€ "°qq,quger- (3.12)

V nésledujicich podkapitolach se budeme blize zabyvat jednotlivymi pfispévky.

3.2 Partiéni funkce harmonického oscilatoru

Vibrac¢ni energetické hladiny dvouatomové molekuly v priblizeni harmonického
oscilatoru predstavuji nekonec¢né mnozstvi eqvidistantnich nedegenerovanych
energetickych hladin, nebot plati E,, = hv(n + %) Muzeme tedy ocekévat, ze
parti¢ni funkce bude nabyvat hodnot od 1 (pro 7' = 0) do oo (pro 7" — 0).
Energetické hladiny budou mit energie 0, ¢, 2¢, 3¢...% Pak lze parti¢ni funkci
napsat ve tvaru:

g=1l+e P pe g =1+e P (e, (3.13)

3srov. s Heisenbergovym principem neuréitosti

4coz neni tplné pravda, nebot je zndmé spiazeni napft. rotadnich a vibraénich pohybt
Senergie hladin s¢itame od Ey zakladniho stavu
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coz je geometricka fada, kterou lze secist®

1

q

Zéavislost 1ze opét ukéazat v grafu (viz obréazek 3.2), kde ¢ roste s rostouci tep-
lotou od 1 do oo.

4.0 —
0,01eV
3.0 —
o -
0,02 eV
2.0 —
0,03 eV
1-0 T I T I T I T I T I
0 100 200 300 400 500

Obrazek 3.2: Parti¢ni funkce pro harmonicky oscilator pfi rtiznych hodnotach
energie e.

Podle Boltzmannova rozdéleni mtizeme vypocitat podil molekul, které jsou

ve stavu s energii ¢;
eiﬂei

pi = = (1 —e e P, (3.15)

q

Zavislost tohoto podilu molekul na teploté je rovnéz mozno ukazat na grafu
(viz cvifeni 3.1). Za nizké teploty ma vyznamnou ¢etnost pouze zékladni stav
a populace stavil s vyssi energii pak rostou s teplotou. Soucasné parti¢ni funkce
roste od 1 a jeji hodnota ukazuje rozsah populace stavi, tedy jak je celkovy
pocet molekul rozdélen do dostupnych stavi. Dilezity zavér je, ze pro T — oo

6soucdet geometrické fady S = 1+ 422 +. .. se ziska nasobenim obou stran vyse uvedené
1

rovnice (1 — x), Gipravou pak dostaneme S = =—
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maji vSechny stavy stejné populace. Lze totiz nahlédnout, Ze

(3.16)

I T
im p; = lim 77— = —.
T—00 pi B—0 Z? e~ P¢ n

CvicCeni 3.1 Vytvoite graf zavislosti podilu molekul I, (pf. 3.5) p; ve stavu
s energil ¢; na teploté T podle Boltzmannova rozdéleni; p; = f(7T'), rovnice
(3.15). O
Priklad 3.4 Napiste vyrazy pro podily molekul ve stavech pro systém s pouze
dvéma hladinami energie a znizornéte. ReSeni: p, = e = ljr;—[_’;e. O
Priklad 3.5 Vypoctéte podil molekul I v jejich zadkladnim, prvnim excitova-
ném a druhém excitovaném vibra¢nim stavu pfi 25 °C. Vibracni vinocet & byl
zmé&Fen hodnotou 214,6 cm™!. P¥i 298,15 K je hodnota kT /hc = 207,223 cm ™.
Reseni: Nejprve vypoéteme vyraz’ Be = heir /kT = 2(2)#2’23 = 1,0356. Populace
jsou dény vztahem: p, = (1 — e #)e P = 0,6450e" 193" pak pron = 0,1,2
jsou py = 0,6450, p; = 0,2290, py = 0,0813. O
Priklad 3.6 Pii jaké teploté bude populace prvniho excitovaného stavu n = 1
z pr. 3.5 a) poloviéni nez v zdkladnim stavu n = 0, b) stejna jako v zdkladnim

stavu n = 0. ReSeni: a) T'= 445 K, b) T = o K. O

3.3 Translac¢ni partiéni funkce

Vypocteme parti¢ni funkci pro ¢astici, ktera se pohybuje ve sméru osy x. Hla-
diny energie molekuly hmotnosti m v kontejneru délky X jsou dany vztahem
znamym z kvantové mechaniky

n2h?

E,=— —1,2,...). 1

Nejnizsi hladina mé energii F; = h?/8mX? a energie miizeme vztahnout k této
energii tak, ze

h2
T 8mX?
Parti¢ni funkce ve sméru osy x tedy nabyva tvaru

o=y e DA (3.19)

n

(3.18)

en = (n* — 1)e, €

Jelikoz jsou rozmeéry kontejnerti, o nichz uvazujeme v makrosveté velké, jsou
jednotlivé translacni kvantové hladiny od sebe malo vzdaleny a je jich témér

Tplati, ze v = ci
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neomezené mnozstvi, lze sumu v rovnici (3.19) aproximovat integralem

qw—/ e~ (=D, (3.20)
1

Vyraz upravime tak, Ze dolni integra¢ni mez rozsiiime k nule, ve vyrazu (n?—1)
zanedbame 1 oproti n a integrujeme®. Vysledek rozsifime na pohyb molekuly ve
vSech tfech smérech, délky ve smérech os oznac¢ime X, Y, Z a objem kontejneru
V = XY Z. Celkova energie molekuly ¢; je dana souctem translac¢nich energii
molekuly ve vsech tfech smérech

€ =€, + eZy +e, (3.21)
kde n,,n,,n. jsou kvantova ¢isla pro pohyb ve smérech os. Parti¢ni translacni
funkci lze psat jako

q= Z e Per = Z e P Z e Peny Z e el = 02qyq-- (3.22)
Ty N,

Nz Ny ,Nz Ny

Je-li energie souctem nezavislych prispévki, pak je particni funkce souc¢inem
particnich funkci kazdého médu pohybu. Parti¢ni funkce pro molekuly, pohy-
bujici se ve vSech tfech smérech nabyva tedy tvaru

2mm 3/2
q= (hZﬁ) XY Z. (3.23)

Jelikoz je parti¢ni funkce bezrozmérna, musi mit vyraz pred soucinem XY 7,
ktery vyjadiuje objem, rozmér reciprokého objemu. PfepiSme rovnici (3.23)

V

kde A = hy/(8/2mm) mé rozmér délky. A nazyvame tepelnou vlnovou délkou
molekuly. Prepise-li se tepelna vilnova délka molekuly do tvaru

h
P — 3.25
V2mmk T ( )

ihned pfipomind de Broglieho vztah A = h/p, odtud také plyne vyznam veli-
¢iny.

Priklad 3.7 Vypoctéte translacni parti¢ni funkci molekuly Hy v nddobé o ob-
jemu 100 cm?® pii 25 °C. ReSeni: Dosazenim zakladnich konstant dostaneme

Splati, ze [° e’ dy = v (%)
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hodnoty: A = 7,12.107' m, ¢ = 2, 772.10%® (¢ vyjadiuje pocet termalné dosazi-
telnych kvantovych stavi molekuly, tepelnd vinova délka molekuly je mnohem
mensi nez rozméry nadoby). O
Priklad 3.8 Vypoctéte translacni parti¢ni funkci molekuly D, za stejnych
podminek. ReSeni: 7,83.10%° (¢p, = qu,.2%/?). O
Priklad 3.9 Vypoctéte tepelnou vinovou délku atomu jHe pii 1 K a srovnejte
ji s meziatomovou vzdélenosti p¥i této teploté. ReSeni: A = 8,7.1071° m,
r 2 (mye/p)? = 3,6.107° m, kde p = 145 kgm>. P¥i takto nizkjch teplo-
tach lze ocekavat, vzhledem k blizkosti vypoctenych veli¢in, podivné chovani
helia, nebot se za¢nou uplatiiovat kvantové efekty. Toto chovani bylo u 3He pod
2,18 K opravdu pozorovano. Ctenaf je jisté s pojmy supratekutost a supravo-
divosti jiz obeznamen. Vyklad téchto jevi z hlediska statistické mechaniky, 1ze
nalézt v knize Kvasnicové [1]. 0

3.4 Vnitfni energie

Celkova energie systému je dana vyrazem F = > n;e;. Vzhledem k tomu, Ze
nejpravdépodobnéjsi konfigurace tak silné dominuje, miizeme pouzit Boltzman-
niv vztah pro populace a psat

o B
€;e
E=N Z— (3.26)
q
Tento vztah lze prepsat tak, aby obsahoval pouze parti¢ni funkci ¢ s tivahou,
ze plati &g—gei = —¢;e 7% tedy na tvar

N Oq
EF=————= 3.27
o5 (3.27)

Priklad 3.10 Uvazujte systém se dvéma hladinami energie, kde lze partiéni
funkci napsat ve tvaru ¢ = 14+e%¢. Vyjadfete celkovou energii tohoto systému.
Reseni: £ = Ne/(1 + 7). Priibéh této zavislosti lze ukazat graficky (viz
obr. 3.3). O

E je vnitini energie vzhledem k jeji hodnoté pfi 7' = 0 K (nejnizsi dostupna
energetickd hladina). Vnitini energii dostaneme jako U = U(0) + E. Coz lze
prepsat na tvar

OJlng
U =U(0) N( 93 )V. (3.28)
Je tedy ziejmé, ze znalost zavislosti parti¢ni funkce na teploté dostacuje k vypo-
¢tu vnitini energie a s ni souvisejicich dalsich termodynamickych charakteristik
systému.
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Obrazek 3.3: Celkova energie pro dvouhladinovy systém jako funkce teploty pii
riznych hodnotach energie e.

3.5 Tepelna kapacita

7Z klasické termodynamiky je znam vztah pro tepelnou kapacitu za konstant-
niho objemu Cy = (%)V' Dosadime-li za celkovou energii z rovnice (3.28)
s uvahou, ze jde o jednoatomovy plyn a tedy tvar parti¢ni funkce vezmeme ze

vztahu (3.23), obdrzime
3
Cy = EnR. (3.29)
Odtud je vidét, Ze molarni tepelna kapacita bude Cy,, = 3R/2 Jmol 'K~
Priklad 3.11 Vypoctéte a znazornéte (viz obr. 3.4) tepelnou kapacitu N sys-
témil, majicich pouze dvé energetické hladiny. ReSeni: Cy = Nk(Be¢)?e? /(1 +
eP)2. O

3.6 Entropie

Lze ukazat, ze ze vztahu pro vnitini energii

U =U(0)+ > ne; (3.30)
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Obrazek 3.4: Molarni tepelna kapacita za konstantniho objemu jako funkce
teploty pfi riznych hodnotéach energie e.
pri ohfevu za konstantniho objemu s vylouc¢enim jinych zmén plati

U =dgre, =TdS. (3.31)
Odtud po tpravach dostaneme Boltzmanntv vztah pro entropii

S =klnW (3.32)

a s pouzitim Stirlingovy aproximace pak ziskame

_ U-U(0)

o T

+ Nklng. (3.33)



Kapitola 4

Soubor

Koncepci souboru zavedl J. W. Gibbs v roce 1902, tedy jesté diive, nez zde
prezentovany kvantové mechanicky (postkvantovy) pfistup. Soubor je kolekce
myslenych systémi, které maji urcité vlastnosti. Byly zavedeny tii zakladni
soubory: mikrokanonicky, kanonicky a grandkanonicky, které se lisi nezavisle
proménnymi veli¢inami, charakterizujicimi termodynamicky stav ptivodniho
systému.

4.1 Mikrokanonicky soubor

Mikrokanonicky soubor mé konstantni pocet ¢astic (napt. molekul, iontt, atp.),
konstantni objem a konstantni energii. Stény, kterymi je systém ohranic¢en (ne-
musi byt viibec reélné), nedovoluji vymeénu ani energie ani ¢astic. Tento soubor
je tvofen jen jedinym systémem, nebot o opakovéani jednotlivych systémt nemé
smysl uvazovat. Nékdy se soubory oznacuji trojici proménnych, které jsou pro
né konstantni. Mikrokanonicky soubor pak nese oznaceni [N, V, E|. Tento sou-
bor nema v termodynamice valné uplatnéni, avSak napf. pri simulac¢nich meto-
déch, kde se konstantnost energie pozaduje, se ho hojné pouziva [2]. Je t¥eba
pfipomenout, Ze pro mikrokanonicky soubor plati druhy postulat (2.2).

4.2 Kanonicky soubor

Kanonicky soubor je charakterizovan konstantnim poctem castic, objemem a
teplotou [V, V, T]. Stény takového souboru jiz dovoluji vyménu energie, ale ni-
koliv ¢astic. Kvantovy stav kanonického souboru je dan kombinaci kvantovych
stavi jeho systému. Celkova energie souboru je dana souctem energii jednot-
livych systému. Parti¢ni funkce kanonického souboru se odvozuje stejné jako

19
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molekularni particni funkce. Budeme ji znacit () a vyjadrovat ve tvaru
Q = Z eiﬁEja (41)
J

kde £ jsou vlastni energie jednotlivych systémai.
Z prvého postulatu plyne, ze vnitini energii systému U (¢
muzeme vypocitat jako souborovy priamér energie souboru (E)

U =(B) = YonEs = 5 3 B (1.2)
J J

asovy prumeér)

kde p; je pravdépodobnost stavu. Nyni se ndm tedy otevira cesta spojujici
aparat statistické termodynamiky s fenomenologickou termodynamikou a tedy
s méfenim.

Kanonickou parti¢ni funkci lze chapat jako zobecnéni molekularni parti¢ni
funkce. Pro kanonickou parti¢ni funkci uz neni nutny predpoklad nezavislosti
molekul a proto se hodi na popis redlnych systému, jako napft. realny plyn,
kondenzované faze atp.

Vzhledem k tomu, ze se vétsina laboratornich experimentt provadi za izo-
baricko-izotermickych podminek (napf. kddinka ponofena v termostatu), nebot
se snéaze realizuji nez podminky izochoricko-izotermické (napf. autoklav, kalo-
rimetrickd bomba), je vyhodné zavést soubor izobaricky [N,P,T]. V takovém

pripadé€ je
Qnpr =Yy e BT, (4.3)
J
Takto zavedend parti¢ni funkce je vyhodna z toho divodu, Ze jejim logaritmo-
vanim se dostaneme piimo na Gibbsovu volnou energii (srovnej 5.9).

4.3 Grandkanonicky soubor

Je charakterizovan konstantnim chemickym potenciadlem, objemem a teplotou,
tedy [, V,T]. Stény takového systému tedy umoziuji prenos jak energie tak i
latky (Gastic). Pro takovy soubor se zavadi grandkanonicka parti¢ni funkce Z=.
Jeji odvozeni se provadi opét na zakladé Lagrangeovy metody.
Grandkanonicka parti¢ni funkce se znaci Z a vyjadiuje se vztahem

= Z Z e BN e N, (4.4)
N j

kde —v = pBu. Logaritmus grandkanonické parti¢ni funkce je roven
PV
KT

(1]

[

In

(4.5)
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Na zékladé obecnych tivah o tvaru grandkanonické parti¢ni funkce, lze odvo-
dit Fermiovu-Diracovu a Boseovu-Einsteinovu statistiku. Oznac¢me symbolem
A\ = e tzv. absolutni aktivitu a piepisme grandkanonickou parti¢ni funkci
do tvaru

== i :i)\N > e T (4.6)
N=0 N=0 {n;}

kde {n;} znamena, Ze s¢itani se provadi pfes vSechny sady ¢isel n;, jejichz
soucet je N. Vztah lze dale upravit na tvar

oo P P oo
E=) ) A me? mu =N T[(e ). (4.7)
N=0{n;} N=0{n;} J

Protoze je prvni soucet predepsan pres vSechna N do oo, lze nechat probihat
n; vSechny mozné hodnoty, jichZ mohou nabyvat, a psat

ZEI]IM%%—HZMM% (4.8)

n1=0n9=0 j n;=0

[I]

tak jsme ziskali vychozi rovnici pro urceni grandkanonické parti¢ni funkce. Pro
fermiony plati, Ze kazdé n; mize nabyvat pouze dvou hodnot 0, 1. Pak plati
Y, =1+ e apak

EFD = H (1 + )\efﬁej) . (49)
J
V piipadé bosonti nabyva n; celocislenych hodnot a soucet je pak souctem
geometrické fady s kvocientem e a pak

Epp = [ J(1 = AeP9)". (4.10)

J

Na zaveér této casti o statistickych souborech je tfeba dodat, ze volba vhod-
ného souborového systému zavisi obvykle na povaze studovaného systému. Vy-
hodné z tohoto pohledu je platnost tzv. termodynamické limity, které rika, ze
souborové pruméry vypoctené z riznych souborovych systémi jsou si rovny.
To vsak neplati pro fluktuacni veli¢iny (srov. 5.10, 5.11).
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Kapitola 5

Parti¢cni a termodynamické
funkce

Ptfed odvozovanim termodynamickyjch veli¢in z parti¢nich funkci je dobré si
pripomenout prvni postulat statistické termodynamiky, jehoz disledkem pro
kanonicky soubor je, Ze plati

(A) 0

(5.1)

5.1 Zakladni termodynamické funkce

Jak jiz bylo naznaceno, lze z kanonické particni funkce vypocitat termody-
namické veli¢iny, nap¥. z rovnice (4.2) lze vypocist vnitini energii systému.
Odvodime nyni i dalsi vztahy mezi () a termodynamickymi funkcemi.

Tlak P souvisi s derivaci energie F podle objemu V'

1 OF;
P=(P\=_—-=_ —J —BE; 5.2
P =53 (5) . (5:2)
J
diferencujeme-li In () podle objemu a srovname s predchozim vztahem
v o Q ; <av . v (5:3)
7 posledniho vztahu lze snadno odvodit, ze
PV 0ln@
M . 4
kKT O0lnV (54)

23
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Na zakladé srovnani vztahd pro <%>Nﬁ a (g—g)NT, lze shledat, ze 3 =
(KT)~" [3].
Plati i dalsi vztah mezi parti¢ni funkci a vnitini energii
om@ =
o3 or -
Vyraz pro entalpii 1ze odvodit z termodynamické relace H = U + PV, obdobné

vztah pro Helmholtzovu a Gibbsovu energii lze ziskat ze relaci A=U —TS a
G=H-TS=A + PV. Entropie se vypocte ze svého defini¢niho vztahu

(5.5)

S =—k> pilnp;. (5.6)
Plati tedy
Oln@Q
A =—kT1 G = —kT 5.7
0 Q. (Giv) - 5.7)
vztah pro entropii si lze snadno zpétné odvodit z Helmholtzovy energie, nebot
plati
0A Oln@Q U
S <8T>V nQ + ( 5T ) nQ—I—T (5.8)
P¥i préci s partiéni funkei izobarického souboru [N,P,T] plati, ze

G = —]CTIIIQNPT. (59)

Priklad 5.12 Vypoctéte entropii souboru nezavislych harmonickych oscilatori
a vyhodnofte ji pro I pfi 25 °C s uzitim dat z vibra¢nich spekter (vibrac¢ni
vlnocet je 214,6 cm™!). ReSeni: Molekularni parti¢ni funkece je: ¢ = 1/(1 —
e~P¢). Vnitini energie: U — U(0) = —(N/q)(dq/93)y. Entropie je tedy: S =
Nk(Be/(eP — 1) —In(1 — e P¢). Pro I, pii 25 °C je Be = 1,036 (viz pt. 3.5)
a S, = 8,38 JK 'mol~!. Celkova entropie molekuly mtiZze byt pfipsana jejich
riznym formam pohybu, v tomto pripadé vibracim molekuly I,. O
Priklad 5.13 Vyhodnofte molarni entropii N systému se dvéma hladinami
energie a znazornéte vysledek. Jaka je entropie, jsou-li oba stavy stejné tepelné
dosazitelné? ReSeni: S/Nk = (Be/(e’ + 1) +1In(1 4+ e77)), S = NkIn2, volte
€e=1.10"%, O

5.2 Fluktuace

Nejvyznamnéjsi fluktuaci v kanonickém souboru je fluktuace energie. Fluktuace

se chépe jako rozptyl veli¢iny kolem jeji stiedni hodnoty 0% = (E?) — (E)2.



5.2. FLUKTUACE
Derivuje-li se vyraz —g—g pri konstantnim N, V', ziskdme vztah

oU oU
— = = kT? (—> = kT%Cy = 2.
(86>N,V orT N,V ' :

Obdobné lze ziskat tepelnou kapacitu za konstantniho tlaku

oU OH
— = = kT? (—) = kT?’Cp = o2,
(aﬁ)N,P T ) y.p e

25

(5.10)

(5.11)

Tepelna kapacita za konstantniho objemu ¢i tlaku tak patii mezi tzv. luktu-
acni veli¢iny, jejichz velikost lze vy¢islit pravé na zakladé fluktuaci mecha-

nické veli¢iny.

Je vidét, ze fluktuace jsou ve srovnani s celkovou energii velmi malé. Vy-
sledkem je, ze celkové rozlozeni pravdépodobnosti energie t.j. pravdépodobnost
vyskytu systému s energii F; je funkci energie s ostrym maximem. Vétsina ¢lent
kanonického souboru mé energii velmi blizkou stfedni hodnoté energie (viz ob-

razek 5.1).

Energie

Obrazek 5.1: Celkové rozlozeni pravdépodobnosti energie pg, n je pocet stavi

a p je pravdépodobnost stavu.
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5.3 Entropie

St¥edni hodnota energie je ddna, z prvého postulétu, vyrazem (E) = > p;E;.
Uvazujme nyni infinitezimalni zménu stiedni hodnoty energie pak

d(B) => Edp;+ > pdE, (5.12)

Protoze vlastni hodnoty energie zaviseji pouze na poctu c¢astic a objemu sou-
stavy, 1ze druhy ¢len prepsat do tvaru

A =Y B+ o (G1) v (5.13)

z ¢ehoz je patrné, ze druhy c¢len udava reversibilni praci. Podle prvni véty ter-
modynamiky pak bude prvni ¢len udavat reversibilni teplo 7'dS. Vyjadiime E;
pomoci pravdépodobnosti z Boltzmanova vztahu pro pravdépodobnost (srov-
nej s 3.8), dostaneme

= %(—lnpi — Q) (5.14)

dosadime-li, ziskdme pak (plati, ze > dp; = 0)

1
> Edp; = Ed(_ > pilnp). (5.15)
Srovnanim tohoto vztahu se vztahem 7'dS plyne po integraci vyraz

S =—k Zpi Inp; + C, (5.16)

polozime-li C' = 0 ve shodé s t¥eti vétou termodynamiky, dostaneme univerzalni
vztah pro entropii.

Rezidualni entropie Jak plyne z predchoziho textu mohou byt entropie
vypocteny na zakladé spektroskopickych dat (srovnej pf. 5.12). V fadé piipadi
je shoda vypoctené entropie s experimentalné zmérenou hodnotou dobra, avsak
v nékterych pfipadech dochézi k vyznamnym odchylkam. Jednou z moznych
pri¢in, mtize byt nenulova hodnota entropie pii 1" = 0. Pokud je entropie pii
absolutni nule nenulova, nazyvame ji rezidualni entropii a jeji pivod vychazi
z neusporadanosti v tuhé latce pii 7' = 0 K.

Reziduélni entropii lze vypocist na zakladé ivah o mozném usporadani sys-
tému pii absolutni nule. Napf¥. sestava-li molekula z atom AB (napt. molekula
CO), nemusi byt nutné usporadana jako systém ...AB AB AB..., ale muze
dojit k usporadani ... AB BA BA.... Rezidualni entropii mtzeme vypocitat
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0

; A molekula vody
( ; - H H
hO’ E '?" ------ vodikova vazba

Obréazek 5.2: Struktura ledu.

na zakladé Boltzmanova vztahu: S = k InW. Maji-li molekuly z pfedcho-
ziho prikladu 2 mozné a stejné pravdépodobné orientace a sklada-li se vzorek
z N molekul, mfize byt stejné energie realizovana 2V rfiznymi zptisoby. Odtud
plyne, ze W =2V atedy S = k In2¥ = kN In2 = nRIn 2. Molarni rezidualni
entropie je v tom piipadé rovna S,, = RIn2 = 5,8 JK 'mol~!. Pro mole-
kulu CO ¢ini zméfend reziduilni entropie 5 JK~'mol™!, coz je v dobré shodé
s teoretickou hodnotou. Je-li moznych s-orientaci pak S,, = Rlns.

Napftiklad molekula FCIO3 miize mit 4 orientace, odtud pak S,, = Rln4 =
11,5 JK 'mol™! a experimentalni hodnota ¢ini 10,1 JK 'mol™!. U molekuly
H,O0 pii struktufe ledu s vodikovymi mistky ¢ini R In(3/2) = 0,40 R, coz je v
dobré shodé s experimentalnim tdajem (0,41 + 0, 03)R.

Piiklad 5.14 Stanovte rezidualni entropii ledu za absolutni nuly ReSeni:
V molekulovém krystalu ledu (obr. 5.2), ma kazdy kyslikovy atom ¢tyfi sou-
sedy ve vrcholech tetraedru. Jednotlivé molekuly vody jsou vzajemné svazany
vodikovymi vazbami a to bud's konfiguraci OH- - -O nebo O- - -HO. Pro N mole-
kul vody v krystalu mame 2N vodikovych vazeb a tedy 22V konfiguraci. Nyni
je ale treba vzit v tvahu, Ze existuje omezeni, kdy jeden kyslik musi souse-
dit se dvéma blizkymi a dvéma vzdalenymi vodiky. Budeme-li uvazovat jednu
molekulu vody obklopenou ¢tyfmi dalsimi, zjistime, zZe muze obsadit jen 6 kon-
figuraci, zatimco pro 4 vodikové vazby nase pfedchozi ivahy pocitaly s 2¢ = 16
konfiguracemi. Z fyzikalniho hlediska jsou mozné jen 3/8 vSech konfiguraci.

Tento faktor musi byt pouzit na vsechny atomy kysliku, tak dostavame, ze
W =22N.(3/8)N = (3/2)V. O

Piehled nékterych vztahi pro kanonicky soubor

Q _ Ze—Ei/kT

o~ Ei/kT

Q

n, =
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U = U(0)+kT? (M)
y

oT
0ln@Q 0A
— k1 T - (%
5 = klhQ+k ( oT )V (aT)v

B oA\ 0ln@Q
- _(W>T"“T< oV >

A = U —TS=A(0)— kThQ.

5.4 Parti¢ni funkce idealniho plynu

Budeme se zabyvat vztahem molekularni parti¢ni funkce k obecnéjsi kanonické
parti¢ni funkci. Jsou-li molekuly rozligitelné, pak vztah mezi Q a ¢ je Q = ¢",
je-li N nezavislych molekul.

Pro celkovou energii stavu i soustavy plati E; = ¢;(1) + €(2) + ...+ &(N),
kde c¢isla oznacuji molekuly systému ve stavu i. Kanonicka parti¢ni funkce je
pak

Q= Z e Ble()+.+e(N)) Z e Pei Z e Be Z e B — qN. (5.17)

Sumu lze totiz provést misto pfes stavy systému pfes individuélni stavy molekul
1,2,...,N.

Jsou-li molekuly nerozlisitelné, je potieba zohlednit nerozlisitelnost fakto-
rem 1/N!, odtud pak plyne vztah mezi kanonickou a molekularni parti¢ni funkci

o=21_ (5.18)

5.5 Entropie jednoatomového plynu

Na zékladé uvahy, zZe molekularni parti¢ni funkce idealniho jednoatomového
plynu je tvofena pouze prispévkem translacnim, lze odvodit vztah pro entropii
idealniho plynu tzv. Sackurovu-Tetrodovu rovnici.

Vyjdeme-li ze vztahu pro entropii kanonického souboru a dosadime-li za
kanonickou parti¢ni funkci molekularni parti¢ni funkci, ziskdme vztah

S =U/T+kNIng—Fk InN!=kN(Inqg—InN +5/2), (5.19)

nebof translaéni pfispévek k vnitini energii je roven Uy, = %N ET'. Dosadime-
li dale za parti¢ni funkci z rovnice (3.23), ziskdme koneény tvar Sackurovy-
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Tetrodovy rovnice

(5.20)

5/2T
S :ann<6 i ),

PA3

kde A je vlnova délka molekuly viz rovnice (3.25). Pfi velmi nizkych teplotach
Sackurova-Tetrodova rovnice neplati, nebot neplati odvozeni transla¢ni par-
ti¢ni funkce (soucet nelze nahradit integrélem).

Priklad 5.15 Vypoctéte standardni molarni entropii plynného argonu pii
25 °C. Reseni: Pro vipocet standardni molarni hodnoty entropie je S,, = S/n
a tlak P je 1 bar. Relativni molekulova hmotnost Ar je 39,95 a jeho tepelna
vlnova délka pri 25 ° C je 16 pm. Dosazenim do Sackurovy-Tetrodovy rovnice
dostaneme: S,, = 18,6 R = 154,82 JK 'mol~!. Experimentilni hodnota je

154,84 JK'mol 1. O
Priklad 5.16 Vypoctéte transla¢ni prispévek k standardni molarni entropii
H, pii 25 °C. ReSeni: 14,15 R. O

Pro zménu entropie pii isotermni expanzi dostaneme ze Sackurovy-Tetro-
deovy rovnice

AS =nRIn(aVien) — nRIn(aVye:) = nRIn Vkm, (5.21)

poc

coz je vyraz identicky s vyrazem, odvozenym v klasické termodynamice pro
tento proces.

5.6 Chemické aplikace statistické termodyna-
miky

Odvodime vztah mezi molekularni particni funkci idealniho plynu a Gibbsovou
energil. Vyjdeme ze vztahu G = A + PV a z platnosti vztahu PV = nRT pro
idealni plyn, ¢imz obdrzime

G=G(0)—kTInQ + nRT, (5.22)

dosadime-li dale ze vztahu mezi kanonickou parti¢ni funkci a molekularni par-
ti¢éni funkci Q = ¢V /N! obdrZime

G—-G(0)=—NkTIlng+ NkT'In N — NkT + nRT = —nRTlanm. (5.23)

Vzhledem k tomu, zZe plati N = n/N4 je vyhodné zavést molarni parti¢ni funkci
¢m = q/n . Potom napf. G = G(0) — nRT In(¢,,/Na).

Priklad 5.17 Vypoctéte entalpii idealniho jednoatomového plynu pii tep-
loté T. ReSeni: Pro vnitfni energii jsme vypocetli U — U(0) = 2nRT a
pV =nRT. Proto H — H(0) = 2nRT. O
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5.7 Prispévky k molekularni parti¢ni funkci

Energie molekuly je sumou pfispévki od riznych modi pohybu, translace,
rotace, vibrace a excitace elektronti. Tato sumace je pouze priblizna, protoze
pohybové mdédy nejsou nezavislé. Ve vétsiné pripadh je vSak tato predstava
prijatelna. Tak napf. separace rotacniho a vibra¢niho médu pohybu plati, po-
kud miizeme molekulu povazovat za tuhy rotor. Pfijmeme-li vySe uvedenou
sumaci energie, pak parti¢ni funkce se faktorizuje na pfispévky od kazdého
moédu pohybu

qd = 4t4r4vQe- (524)

Tato faktorizace znamend, ze muzeme kazdy prispévek studovat oddélené (viz
kap. 3.1).

Translacni prispévek Pro transla¢ni parti¢ni funkci molekuly o hmotnosti
M v objemu V jsme odvodili jiz dfive vztah (viz rov (3.23)) ¢, = V/A3. Pro
T — oo je i ¢ — oo. Podminkou, za niz plati vztah ¢, = V/A? je, aby bylo
mnoho stavi obsazeno, tedy aby ¢; bylo velké ¢islo. A musi byt tedy malé ve
srovnani s linedrnimi rozméry nadoby. Napf. pro Hy pti 25 °C je A = 71 pm,
coz je podstatné mensi nez rozmeéry obvyklych nadob, ale srovnatelné napft.
s velikosti otvori v zeolitech.

Rotacni prispévek Pro particni funkci linedrniho nesymetrického rotoru
plati

=Y (2] + 1)e MBI =N "(9] 4 1)e 0 DT (5.25)

kde 6, = h?/87*I k = hcB/k a nazyva se rotaéni teplota, I je hlavni
moment setrvacnosti molekuly a B rota¢ni konstanta. Hodnotu parti¢ni funkce
Ize zjistit pfimo dosazenim experimentalnich hodnot hladin rota¢ni energie do
tohoto vyrazu a numerickym sectenim c¢lent fady.

Piiklad 5.18 Vypoctéte rotaéni partiéni funkei pro HCI pii 25 °C. ReSeni:
Je zjisténo B = 10,591 cm™! a plati kT /hc = 207,22 cm™? pti 298,15 K.

J 0 1 2 3 4 ... 10
(2J + 1)e 00U+ 1 271 368 3,79 3,24 ... 0,08
Sec¢teme-li prvnich deset ¢lentt dostaneme ¢, = 19,9, je vidét, Ze populace

hladin s J > 10 je zanedbatelnd i vzhledem k jejich 2J + 1 nasobné dege-
neraci. Soucet pro 50 hladin dava ¢, = 19,902. ¢, lze aproximovat vyrazem
¢» ~ kT /hcB, ktery v tomto pfipadé dava hodnotu ¢, = 19, 6. O
Priklad 5.19 Vypoctéte rota¢ni parti¢ni funkci pro molekulu HCI pii 25 °C.
Reseni: 19,90. O
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Pro ptipad, kdy je T' > 60,, lze snadno odvodit piiblizny vyraz, kde se
soucet ve vyrazu (5.25) nahradi integrélem.

0 o T kT
= 2 1 —GTJ(J+1)/Td :/ —GTJ(J—&-I)/Td 1 - =
q /0 (2J 4 1)e J i e J(J+1) 6. = heB

(5.26)

Pro nelinearni rotor 1ze podobné aproximovat parti¢ni funkci vztahem

kT %2 T o\ 1/2
o= <E) (AB(J) ! (5.27)

kde A, B, C jsou rota¢ni konstanty nelinearni molekuly.

Pro nizsi teploty nez asi 0,2 6, nejsou posledni aproximativni vztahy zcela
opravnéné. Pokud teplota neni prili§ nizka, 1ze pouzit Euleriv-MacLauriniv
rozvoj vedouci k tvaru

T 0, 62
= aer(1+3_T+ s T ) (5.28)

4r

kde o je ¢islo symetrie (viz déle).

Molekuly s velkym momentem setrvacnosti maji velkou hodnotu rotac¢ni
particni funkce, malé hodnoty rotacnich konstant a tedy nizké 6,.. Nékteré
hodnoty 6,: Hy 88 K, HC1 9,4 K, I; 0,053 K. Energie rota¢nich hladin takovych
molekul jsou si blizké a za normalni teploty je jich mnoho obsazeno, maji
velkou cCetnost obsazeni neboli velkou populaci. Z uvedenych rotac¢nich teplot
je patrné, Ze nejvétsi 6, ma vodik, u néhoz je tfeba brat v tvahu teplotu, pri
niz se studuje.

Pro symetrické linedrni molekuly (CO,, CyHs) rotace o 180° vede k ne-
rozlisitelnému stavu, proto particni funkce je polovi¢ni nez pro nesymetrické
linedrni molekuly tedy g. = kT /2hcB. Obecné lze psét tento vyraz jako

¢ = kT /ohceB, (5.29)

kde o je ¢islo symetrie. Nékteré hodnoty o: H,O 2, NH3 3, CH, 12 a CgHg 12.
Priklad 5.20 Odvodte vyraz pro rotacni parti¢éni funkci vodiku. ReSeni: Vo-
dik se v prirodé vyskytuje jako smés ortho- a paravodiku. U paravodiku maji
obé jadra Hy maji antiparalelni spin a proto mohou obsazovat pouze hladiny se
sudou hodnotou J. Jadra mayji jen jednu orientaci, vyhovujici podmince. U or-
tovodiku maji obé jadra Hy maji paralelni spin (nenulovy vysledny spinovy
moment) a mohou obsazovat pouze hladiny s lichou hodnotou J. Jadra maji 3
mozné orientace spint, které vyhovuji podmince. Rota¢ni parti¢ni funkce smeési
vodiku se ziska jako vaZeny pramér: ¢, = 1(3°(2.J +1)e PheB/UH) L 35727 +
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1)e=PheBI(JH1)) "kde prvni suma se s¢ité pres suda a druha pies liché .J. Vysle-
dek je g, = 2 (27 + 1)e~PreBIUHD) "kdyz secitdme pies vSechna J. Pro vodik
je 8, =88 K. O
Cviceni 5.2 Nacrtnéte graf pribéhu parti¢ni funkce pro vodik. O
Priklad 5.21 Odhadnéte rotacni partiéni funkci ethylenu HyCo=CyH, pii
25 °C, je-li dano: A = 4,828 cm™!, B = 1,0012 cm™ !, C = 0,828 cm~'. ReSeni:
o=4,q, =661. O
Priklad 5.22 Vypoctéte rotacni parti¢ni funkei pyridinu, pti 25 °C, je-li dano:
A =02014cm™ !, B=0,1936 cm~*, C = 0,0987 cm~'. ReSeni: 4,3.10%, 0 = 2.
O

Vibracni prispévek Vibra¢ni parti¢ni funkci molekuly lze principialné vy-
pocist dosazenim jednotlivych vibrac¢nich energetickych hladin do vyrazu pro
parti¢ni funkci a numerickym sectenim. Ve viceatomové molekule ma kazdy
normalni vibraéni méd svou particni funkei (pokud je anharmonicita vibraci
malé a médy jsou nezévislé). Celkova vibra¢ni particni funkce je pak soucinem
parti¢nich funkei jednotlivych vibrac¢nich média ¢, = ¢,(1)g,(2) ... ¢, (K), kde
parti¢ni funkce K-tého normélniho moédu je vypoctena primou sumaci namé-
fenych spektroskopickych hladin.

Priklad 5.23 Odhadnéte celkovou vibra¢ni parti¢ni funkci nelinedrni mole-
kuly skladajici se z 10 atomd, jestlize vite, ze vibra¢ni parti¢ni funkce jednoho
normalniho vibra¢niho médu je 1,1. Reseni: ¢, = (1,1)", kde n = 3N —6 (pro

nelinedrni molekulu s N atomy). Tudiz ¢, = (1,1)** =9, 85. 0
Priklad 5.24 Vypoctéte ¢, linearni molekuly obsahujici 10 atomi (pro linearni
molekuly s N atomy je n = 3N — 5). ReSeni: ¢, = (1,1)% = 10, 83. O

Neni-li vibra¢ni excitace prilis velka, plati aproximace harmonického osci-
latoru, jehoz vibracni energetické hladiny lze popsat vztahem

1 1
E,=(n+ §)hy =(n+ §)hc?7, (5.30)

kde 7 je vlnocet v ecm ™! a n je vibra¢ni kvantové ¢islo n = 0,1, 2, ... Mé&ime-li
energie od nulové hladiny (viz obr. 5.3), mizeme pséat parti¢ni funkci ve tvaru

oo

Gy = Y e (5.31)

n=0

—hv/ET

coz predstavuje soucet geometrické rady s kvocientem e a parti¢ni funkci

pak lze prepsat do tvaru
1



5.7. PRISPEVKY K MOLEKULARNI PARTICNI FUNKCI 33

A

E

Obrazek 5.3: Prubéh energie pro molekulu Hy, kde Dy je disociacni energie a
Dg je elektronicka energie, rozdil mezi obéma energiemi je dan energii zakladni
vibra¢ni hladiny 1/2hv.

Zahrneme-li i energii zakladniho vibra¢niho médu pfepiseme parti¢ni funkci

(5.32) do tvaru
e—hu/2kT

"= T (5.33)

K urceni vibra¢ni parti¢ni funkce tedy postaci znalost hodnoty charakteristické
frekvence v.

Priklad 5.25 Vypoctéte vibracni parti¢ni funkci HoO prfi 1500 K. Normélni
vibra¢ni médy jsou: 3656,7; 1594,8 a 3755,8 cm~!. ReSeni: pii 1500 K je
kT /hc =1042,6 cm ™.

méd: 1 2 3
7/em~' 3656,7 1594,8 37558
hev/KT 3,507 1,530 3,602
" 1,031 1276 1,028

Celkova g, = 1,031 - 1,276 - 1,028 = 1,353. I pti 1500 K je vétsina molekul
H,O v zékladnim vibrac¢nim stavu. O
Piiklad 5.26 Vypoctéte vibracni partiéni funkci pfi 1500 K pro molekulu
COs,. Jeji vibraéni vlnocty jsou 1388, 667,4 a 2349 cm™~!. Druhy z nich piislusi
deformaéni, dvojnisobné degenerované, vibraci. ReSeni: 6,42. a

Vétsinou je hev/kT > 1 a tedy ¢, = 1 (H2O, CHy ...). Je-li vazba atomi
v molekule slabsi (mensi 7) nebo teplota vyssi, bude hev/kT < 1 a expo-
nencialni funkci ve jmenovateli ¢, 1ze rozvést v fadu a zanedbat ¢leny vyssich
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mocnin a vibracni parti¢ni funkce nabude tvaru

kT
 hev’
Obdobné jako u rotacnich prispévkiu se definuje vibraéni teplota 6, vztahem
0, = hcv/k = hv/k. Partiéni funkci (5.33) lze s vyuzitim pravé zavedené
vibrac¢ni teploty prepsat do tvaru

Qo (5.34)

o—00/2T

Vibrac¢ni teploty nékterych dvouatomovych molekul.

molekula I, Br, Cl, F, CO O, N, HBr HCI H,
0,/K 309 463 805 1280 2256 3103 3374 3787 4227 6330

Elektronovy prispévek Rozdil energie hladin elektront od energie zaklad-
niho stavu je obvykle velky, a tedy vétsinou je g. = 1. Vyjimkou je degenerovany
zakladni elektronovy stav, kdy je ¢. = g., kde g. je degenerace stavu (napf.
alkalické kovy maji g. = 2, dvé orientace spinu elektronu). Jinou vyjimkou
je molekula NO, kterd ma nizko lezici a tedy snadno dostupné elektronicky
excitované stavy, diky elektronové konfiguraci 7!. Spin-orbitalni vazba tohoto
elektronu je spojena s rozdilem energii obou stavii 121 cm~!. Oznacime-li tuto
energii jako ¢, pak je parti¢ni funkce dana vztahem: q. = Y g;e 7% = 2+2e 77,
kde s¢itame pies hladiny j. Pribéh této funkce lze znézornit graficky (viz pti-
klad 3.3) a méni se od ¢. = 2 pii 7' = 0 do ¢g. = 4 pfi vysoké teploté (podle
dosazitelnosti stavit). Pro 25 °C je ¢, = 2, 8.
Cviceni 5.3 Nakreslete graf zavislosti elektronové partiéni funkce na teploté.
O

Celkova parti¢ni funkce, ktera je souc¢inem elektronového, translacniho, vib-
racniho a rotac¢niho prispévku, je vSak pouhou aproximaci predpokladajici, ze
rotacni hladiny jsou si blizké a vibrace harmonické. Pfesnou hodnotu parti¢ni
funkce dostaneme pouzitim hodnot energie energetickych hladin naméfenych
spektroskopicky.
Piiklad 5.27 Vypoctéte standardni Gibbsovu energii G2, — G2,(0) pro H,O
pfi 1500 K. Je ddno A = 27,8778 cm ™!, B = 14,5092 cm !, C = 9,2869 cm !
s vyuzitim udaji z predeslého prikladu o vibrac¢nich vlnoc¢tech normaélnich
médi HyO. ReSeni: G, — G°,(0) = —RT'In(¢,/Na) (viz 5.23). Vypodcteme
qm- Pro tuto Cy, molekulu je ¢islo symetrie o0 = 2 a m = 18,015 u. ¢, =
1,706.10% mol™!. ¢, = 1,353 jsme jiz vypocetli diive. Rotacni piispévek bude
q. = 486, 7. Celkov4 parti¢ni funkce bude tedy ¢%, /N4 = 1,151.10'" a G2, —
G° (0) = —RTIn(gn/Na4) = —317,6 kJmol L. O
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Priklad 5.28 Vypoctéte standardni Gibbsovu energii oxidu uhli¢itého COs.
Pouzijte vibra¢ni data z pfedeslého pifkladu a B = 0,3902 cm~'. ReSeni:
—375,0 kJmol . a

5.8 Vypocet stfedni energie

Stiedni energii kazdého médu pohybu lze vypocist podle vztahu

(em) = — (algﬁqm)v. (5.36)

Stfedni transla¢ni energie Uvazujme transla¢ni parti¢éni funkci podle rov-
nice (3.23) ve zjednoduseném tvaru jako funkci ¢,(3) = a3~%/2, pak

53/2 o 3 3/2 3—5/2 3

=2 2 _Z = —kT. 5.37

e a5 20 " 2 (5.37)

Zavér souhlasi s ekvipartiénim teorémem (stfedni energie kazdého kvadratic-

kého ptispévku k celkové energii molekuly - prispévku timérného druhé moc-

niné rychlosti nebo polohy - je stejné a rovna (1/2)kT) i s termodynamickym
faktem, ze vnitini energie idealniho plynu nezavisi na jeho objemu.

Stfedni rotacni energie Pro vypocet stfedni energie linearni molekuly vy-
jdeme z parti¢ni funkce dané rovnici: ¢, = > (2J + 1)e PheB/UU+D  Jeli teplota
nizka (T' < 6,.), musime fadu se¢ist ¢len po ¢lenu g, = 1+ 3¢~ 2PheB 4 5o—65heB 4
... a pro stfedni hodnotu energie podle rovnice (5.36) dostaneme (o = hcB)

(e) = a Ge2P> 4 30e 60> 4 .
€ ) =
1+ 3e26o 4 560 |

Funkci lze graficky znézornit (viz cviceni 5.4) a ukazuje se, Ze pfi vysokych
teplotach je rotacni energie primo tmeérna teploté v souladu s ekviparti¢nim
teorémem.
CvicCeni 5.4 Nadrtnéte zavislost stfedni rotacni energie na teploté podle rov-
nice (5.38). O

Pii vysokych teplotach (7' > 6,.) plati pro ¢, vztah odvozeny dfive (5.26)
qr = 1/(BoheB), pro stfedni energii

0«

<67"> = 5/62

Tento vysledek je rovnéz v souladu s ekviparti¢nim teorémem, protoze energie
linedrniho rotoru je kvadratickou funkci polohy (E = (1/2)(Iw?)), kde I je
moment setrvacnosti molekuly.

(5.38)

— kT. (5.39)
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Stfedni vibraéni energie Vibra¢ni parti¢ni funkce je ddna rovnici (5.31).
Jelikoz je nezévisla na objemu, dostaneme pro derivaci

0 0

Top T 3

Odtud lehce dojdeme k vyrazu pro stfedni vibracni energii

In(1—e ™). (5.40)

hv 0,k
(w) = 1 = T 1 (5.41)

Tento vztah plati exaktné, energii nulové hladiny (1/2)hv lze podle potieby
k rovnici (5.41) pfic¢ist. Prubéh stfedni energie v zavislosti na teploté lze zna-
zornit graficky (viz cviceni 5.5). Je-li teplota vysoka T' > 0,, lze vyjadfit
exponencialni funkci fadou a zanedbat ¢leny vyssich mocnin

hv 1
) =G )15 M (542)

Energii jednorozmérného oscilatoru lze vyjadiit jako F = (1/2)mv2 + (1/2)kx?
a jedna se tedy opét o kvadraticky prispévek, pro néjz podle ekviparti¢niho
teorému bude (e,) = kT.

Cviceni 5.5 Nacrtnéte graf zavislosti stfedni vibracni energie na teploté. O
Priklad 5.29 Vypoctéte stfedni energii harmonického oscilatoru pfi teploté T°
v klasickém pfiblizeni, t.j. pro h — 0. ReSeni: kT. O

5.9 Vypocdet tepelné kapacity

Vztah pro tepelnou kapacitu byl odvozen v kapitole o fluktuacich veli¢in. Pfi-
pomenme, zZe tepelnd kapacita pfi konstantnim objemu je definovana jako
Cy = (0U/OT)y. Vzhledem k tomu, Ze vnitini energie je sou¢tem prispévki
jednotlivych médi pohybu molekul k celkové jeji energii, je i tepelna kapacita
souctem prislusnych prispévkia méda M

Cyar =N (%?)V. (5.43)

Prispévky k tepelné kapacité Pro idedlni plyn je stfedni transla¢ni energie
je rovna (3/2)kT, pokud je teplota plynu dostatecné vysoké (nad teplotou kon-
denzace). Proto pro Cy plati Cy v, = Na(3/2)kdT/dT = (3/2)R. Transla¢ni
pohyb je jediny mdéd pohybu pro jednoatomové plyny jako jsou He, Ne, ...,
které maji hodnotu Ci v, = (3/2)R = 12,47 JK"'mol ™.
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ProtozZe pro idealni plyny je C),,, = Cv,, + R, 1ze pro jednoatomovy ideélni
plyn psat C,,, = (5/2)R = 20,78 JK 'mol .

Pro molekulové idealni plyny pfichézi v iivahu i pfispévky rotac¢ni a vib-
racni. Je-li teplota dosti vysokd (7 > 6,), lze pro linedrni rotor s particni
funkci (5.39) psét

Crvm = R. (5.44)

Podobné pro nelinearni rotor (g, = a373/?) stiedni rota¢ni energie vzroste na
(3/2)kT, takze molarni rota¢ni mérné teplo je C,v., = (3/2)R.

Je-1i teplota pfilis nizka, je obsazen jen nejnizsi energeticky stav a rotace
nepiispiva k tepelné kapacité C, v, = 0. Teplotni zavislost se graficky znézorni
ve cviceni (5.6), kde se méni od 0 do R. Vzhledem k tomu, Ze transla¢ni pfispé-
vek je pfitomen prakticky vzdy, mizeme ocekavat, ze molarni tepelné kapacita
plynu dvouatomovych molekul rovna (C;y + C,.) poroste od 12,5 JK~'mol !
misto od nuly, prekroc¢i-li teplota hodnotu 6,.

Vibracni prispévek je vyznamny pouze pro 1" >> 6,. Ekviparti¢ni hodnota
energie je k1" pro jeden vibra¢ni méd, maximéalni prispévek k molarni tepelné
kapacité je R. Tato situace vSak nastane zridka, takze je vhodnéjsi pouzit uplny
vyraz

[ 6—0/,, /2T

_ p _ O
Coym = Rf7, = T1 oo/l

(5.45)

Je vidét, ze teprve nad vibracni teplotou 6, se blizi ekviparti¢ni hodnoté R.
Cviceni 5.6 Znazornéte graf zavislosti rota¢niho prispévku k tepelné kapacité

na teploté, spojte rovnice (5.38) a (5.43). a
Cviceni 5.7 Znazornéte graf zavislosti vibra¢niho prispévku k tepelné kapacité
na teploté podle rovnice (5.45). O

Celkova tepelna kapacita Celkova tepelné kapacita se ziska sec¢tenim pri-
spévki. Plati-li ekvipartiéni teorém (7" > 6,,,) pro piislusny méd M, miizeme
odhadnout tepelnou kapacitu tak, ze odhadneme pocet aktivnich moédi. Pro
molekulové idealni plyny plati, ze translacni méd je vzdy pfitomen s prispév-
kem (3/2)R. Rota¢ni méd je pfitomen pii normalnich teplotach a pro linedrni
molekuly ¢ini jeho pfispévek R pro nelinedrni ¢ini (3/2)R. Vibraéni méd pii
normalnich teplotach neprispiva a nad vibracni teplotou ¢ini prispévek od kaz-
dého médu R. Celkovou tepelnou kapacitu lze tedy vyjadrit jako soucet

1
Cyu = 5(3 + rot 4+ 2vib) R, (5.46)
kde vib je pocet vibra¢nich médi, rot = 2 pro linedrni molekuly a rot = 3 pro

nelinearni molekuly.
Piiklad 5.30 Odhadnéte tepelnou kapacitu pii konstantnim objemu Cy, pro
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H,O (g) pfi 100 °C. Vibra¢ni vlnoéty prevezméte z predchoziho ptikladu (pf.
5.25 a 5.27), rota¢ni konstanty B jsou 27,9; 14,5; 9,3 cm—!. ReSeni: Nejprve vy-
pocteme charakteristické teploty, abychom mohli posoudit, zda jsou prislusné
mody aktivni: 6, jsou 5300, 2300, 5400 K a vibrace jsou tedy pii 373 K neak-
tivni, 6, jsou 40, 21, 13 K a jsou tedy pii 373 K aktivni. Transla¢ni médy jsou
aktivni vzdy. Ptispévky jsou tedy (3/2)R + (3/2)R = 3R =25 JK 'mol™!. O
Piiklad 5.31 Vypoctéte Cy,, pro I (g) pii 25 °C. (B = 0,037 cm™!). ReSeni:
21 JK~tmol 1. O

5.10 Stavova rovnice
Vztah (5.3) je vlastné stavovou rovnici P = f(n,V,T). Proto je dulezitou

cestou ke stavové rovnici redlného plynu vyjadieni pomoci meziatomovych sil.
Pro nezévislé, nerozlisitelné molekuly plati Q = ¢ /N!, kde ¢ = V/A3. Potom

plati, ze
kT NET
p_ ML (0Q) _NM(0q) (5.47)
Q \oV ), q ov ),
odtud uz lze dosazenim za q odvodit, ze plati
A3 1 nRT

coz je znama stavova rovnice idealniho plynu. Jen pro tplnost je tieba pripo-
menout, ze NET = nNkT = nRT.

5.11 Chemicka rovnovaha

Gibbsova energie soustavy nezavislych molekul je vyjadiena rovnici G—G(0) =
—nRT In(gy,/Na), kde ¢, je molarni parti¢ni funkce, ¢/n. Rovnovazna kon-
stanta a standardni Gibbsova energie reakce jsou spojeny znamou rovnici:
A,G, = —RTIn K. Pro vypocet K musime spojit obé rovnice a uvazovat re-
akce v plynné fazi, kde je K vyjadfena parcidlnimi tlaky reaktantii a produktt
reakce.

Rovnovazna konstanta a parti¢ni funkce Zavedeme standardni molarni
parti¢ni funkci ¢°, pti tlaku P = 1 bar!. Na tlaku zavisi pouze transla¢ni slozka,
proto ve vyrazu pro parti¢ni funkci nahradime V' vyrazem V° = RT/p° . Pro

11 bar = 10° Pa
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slozku j plati
0
4q;.
Gin =G5, — RTn Jif_: (5.49)
rovnovaznou konstantu dostaneme po tupravach ve tvaru

0 Vj
q; _
K =]] <N—JA> e ALo/RT (5.50)

kde AEy je rozdil energii zakladniho stavu produktti a reaktanti.

Odvozeni vztahu pro rovnovaznou konstantu vychazi z nasledujicich avah.
Uvazujeme obecnou reakci: 0 = > v;J. Standardni molarni Gibbsova energie
pro tuto reakci je: A, G = ) v;G5,, = > v;G5,.(0) — RT ) v;In(qf,,/Na).
Protoze pro T' = 0 pro idealni plyn plati pV' = RT podle definic funkeci G(0) =
U(0), je prvni ¢len na pravé strané rovnice roven A,U°(0). Tato veli¢ina je dana
rozdilem molarnich nulovych hladin energie reaktantii a produkti vazenych
stechiometrickymi koeficienty a zavedli jsme pro ni oznaceni AE, = v;U5(0).
Rovnici pro standardni molarni reakéni Gibbsovu energii mtizeme tedy psat

AG = AE,—RTY In (qu>yj:—RT< AE°+1 H(qﬂm> )

(5.51)

S vyuzitim vztahu pro rovnovaznou konstantu dostaneme

mK = —AEO i (q“”) (5.52)

coz je logaritmovana forma odvozovaného vztahu.

Priklad 5.32 Vypoctéte rozdil molarnich nulovych hladin energie reaktanti
a produktii pro reakci: No(g) + 3 Hy(g) — 2 NH;(g). ReSeni: Uréime stechi-
ometrické koeficienty a vypocteme AEy = Y7 1;U2(0). Vnitini energie mohou
byt vyjadfeny vzhledem k vnitfnim energiim (pfi 7' = 0 K) volnych atomt a
tedy pomoci disocia¢nich energii Dy latek. 0 = -No(g) - 3 Ha(g) + 2 NHs(g),
Ey =2Unp, —Un, —3Upy, =2-3Do(N — H) — Do(N = N) —3Dy(H — H). O
Priklad 5.33 Vyjadiete AE, pro reakci tvorby vody 2 Hy(g) + Oq(g) —
2 Hy0(g) pomoci disocia¢nich energii vazeb. ReSeni: a

Disociaéni rovnovaha Uvazujme nejjednodussi disocia¢ni rovnovahu
Xa(g) <« 2 X(g)-

Chemickou reakci lze zapsat ve tvaru 0 = 2X(g) — X2(g). Rovnovaznou kon-
stantu lze psat

T N) i e

P Px,
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S vyuzitim odvozeného vztahu mezi rovnovaznou konstantou a parti¢ni funkei
Ize psat

(q())(,m)Q —AEyg/RT
Xao,m

kde AFj je rovno disocia¢ni energii Dy molekuly X, (viz obr. 5.3).

Molarni parti¢ni funkce atomt X se vztahuji pouze k jejich transla¢nimu
pohybu a elektronové degeneraci ¢% ,,, = gx(V,)/A%), kde V), = RT/p°. Dvou-
atomova molekula X5 méa navic jesté vibrac¢ni a rotacni stupné volnosti qg(%m =
9x:0R,x,9v.x5 (Vo /A% ). Rovnovézna konstanta je potom

K

B S A/ U e

5.55
gx, A%NA qr.Xs Quv,X» ( )

kde vSechny veli¢iny mohou byt vypocteny ze spektroskopickych dat.

Priklad 5.34 Vypoctéte rovnovaznou konstantu disociace Nay(g) pii 103 K
pomoci téchto tdaji: B = 0,1547 cm ™!, v = 159,2 cm™ !, Dy = 70,4 kJmol !
(0,73 eV). Atomy Na maji zakladni term dublet. ReSeni: Parti¢ni funkce a dalsi
veli¢iny jsou: A(Nag) = 8,14 pm, A(Na) = 11,5 pm, ¢,(Nag)=2246, q,(Nay) =
4,885, g(Nay) = 1, g(Na) = 2, V% = 8206.1072 m*mol ™!, K = 242. O
Priklad 5.35 Vyhodnotte K této reakce pii 1500 K. ReSeni: K = 40,9. O

Piispévky k rovnovazné konstanté Uvazujme rovnovéhu A(g) < B(g).
Maji-li obé latky podobné vzdalenosti energetickych hladin a nulova hladina
B lezi vyse nez nulova hladina A, pak Boltzmannovo rozdéleni se vztahuje
k soustavé jako celku (nezédlezi na tom, zda dany stav p¥islusi latce A nebo B)
a je tedy obsazeno vice energetickych stavu latky A nez latky B, v rovnovaze
prevlada latka A ve smési (viz obrazek 5.4a). Jestlize vSak m4 latka B podstatné
vyssi hustotu energetickych stavi nez latka A, pak muze byt obsazeno vice
energetickych stava latky B nez latky A a v rovnovaze prevladne latka B ve
smési (viz. obrazek 5.4b).

Lze odvodit, Ze rovnovazna konstanta K = Ng/N4 = (qg/qa)e
Populace stavu i smési (A+B) je n; = (N/q)e ™’ kde N je celkovy pocet
molekul. Celkovy pocet molekul A je soucet téchto populaci pres stavy patiici
A, oznacované a, jejichz energie je €, a totéz pro pocet molekul latky B, Ny =
S ng = (N/q) Y e P« Np =13 ny, kde prvni suma je pies a, druh4 suma pies
b. To znamend, Ze mame co ¢init s partiénimi funkcemi (soucet pres vSechny
dosazitelné stavy) Na = (N/q)qa, Ng = (N/q)q}y, kde vsak €] se vztahuji
k zakladnimu stavu celého systému, coz je zakladni stav latky A: €, = €, + Ay,
kde A€y je rozdil nulovych hladin energie latek A a B (viz obrazek 5.4b).

—AEo/RT
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A A
B B

I

Ag

a b

Obrazek 5.4: Energetické hladiny reaktanti (A) a produktd (B) pro rizné
hustoty stavii molekul a riizné rozdily zakladnich energetickych hladin.

Dosadime-li za Ng dostaneme

K =28 _ 15 -aponD) (5.56)

Na  qa '
Piiklad 5.36 Necht A mé jedinou dosazitelnou energetickou hladinu (g4 = 1)
a necht B ma mnoho rovnomérné rozloZenych energetickych hladin, s malymi
rozdily energie hladin (¢g = kT'/€). Vypoctéte rovnovaznou konstantu K. Pro-
vedte diskusi vztahu pro ruzné velké hodnoty AE, (konst.T) a pro rizné velké
hodnoty 7' (konst. AE;). Reseni: O slozeni reakéni smési v rovnovéze rozho-

duje nejen entalpie (AEy) reakce, nybrz i entropie (hustota stavii - €) reakce.
([
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Kapitola 6

Realny plyn

6.1 Mezimolekulové sily

Zakladnim rozdilem mezi idealnim a realnym plynem je predpoklad existence
mezimolekulovych sil. Prispévky k potencialni energii se pii studiu realnych
plynti omezuji na parové piispévky (model parového potencidlu ).

U(Rl, Ce ,RN) = Zu(Ri,Rj) + Z U(Ri,Rj,Rj) + ... (61)

i<j i<j<k

Prispévky tripletniho a vysSich potencialt se zanedbévaji (aproximace parové
aditivity). Dalsi aproximace, lze €init v ramci pribéhu parového potencialu.
Potencialni energie dvou ¢astic 1ze totiz chapat jako soucet atrakéniho a re-
pulzniho ¢lenu. Z kvantové mechaniky Ize pro repulzni ¢len odvodit aproximaci
Upep(r) ~ 7", kde @ > 0. V praxi se vSak Castéji pouziva jednodussi vyraz
Uyep(r) = konst.r™™, kde m > 12. Pro pfitazlivou ¢ast potencialu se pouziva
vztah Uy, (r) = >, g5 Kir ™', kde K; jsou konstanty daného systému. Parovy
potencial pak lze ziskat spojenim obou ¢lent ve tvaru U(r) = A r~" — Br~—™.
Zavedeme dale nové pojmy jednoduché tekutiny, jejiz castice jsou kulové sy-
metrické, a molekularni tekutiny. Pro jednoduché tekutiny je pak potencialni
energie funkei vzdélenosti U(r), avSak pro molekuldrni tekutiny pfistupuje i
orienta¢ni faktor U(r, @)

Existuje fada modelti pro vyjadfeni interakce paru castic; model tuhych
kouli, model pravoihlé jamy, Sutherlandtiv model, Lennardtv-Jonesiiv model
(LJ) aj. Parovy potencial podle LJ-modelu, ktery dobfe vyhovuje pro jedno-
duché tekutiny je dan vyrazem

v =4 ((7)7- (0)) = () -2 (%)) oo

43
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kde E(c) =0, E(v/2 ¢) = min = ¢, a oqw /2 je van der Waalstiv polomér. Prii-
béh Lennardova-Jonesova potencidlu je zndzornén na obrazku 6.1. Lennardv-

Jonestiv potencial dobfe vyhovuje pro r — oo, kdy odpovida experimentalni
zavislosti & = konst.r—%. Repulzni ¢ast byla zvolena ve tvaru r—'2 i s ohledem

na vypocetni metody, nebot je snadné vypodist 2.

0.6 —

0.4 -

0.2 <

E relative

0.0

-0.2 —

'0.4 T I T I T I T I T I
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 20
r/Angstrom

Obréazek 6.1: Pritbéh Lennardova-Jonesova potencidlu pro o = 1,06 A (1 A=
107%m), ¢, = —0,25, o = 1,18 A.

V pripadé, Ze popisujeme systém, kde jsou jednotlivé ¢astice nabité, je tfeba
pouzit coulombicky potencial ve tvaru

I qi1ge
_— 6.3
dmeg T (6.3)

Ucoulomb -

kde ¢; a ¢ jsou ndboje na interagujicich atomech a ¢, je permitivita vakua.
V molekularnich simulacich se jako naboje ¢; voli parcialni naboje na atomech,
které se nastavuji tak, aby reprezentovaly rozlozeni elektronové hustoty v mo-
lekule.

Cviceni 6.8 Nacrtnéte graf pro Lennardav-Jonestuv potencial pro interakci
atomii helia (0 = 2,551 A, ¢/k = 10.22 K), argonu (0 = 3,542 A, ¢/k =
93.30 K), kysliku (0 = 3,467 A, ¢/k = 106.70 K), nebo dusiku (o = 3,798 A,
e/k = 7140 K). O
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6.2 Partic¢ni funkce pro N zavislych nerozlisi-
telnych castic

Redlny plyn je souborem zavislych ¢astic (systémti). Vedle individuélni ener-
gie ¢astic (jako u idedlniho plynu) je nutno piicist energii interakce molekuly
se sousednimi molekulami tzv. konfiguracni energii Ej;. Aditivita energii je
ekvivalentni multiplikativité parti¢nich funkci Zj;.

Konfiguraéni parti¢ni funkce Konfigura¢ni partiéni funkce, nékdy také
konfiguracni integral, je zakladem pro vypocet vSech termodynamickych funkci
¢i konfiguracnich prispévkt k nim.

Pro 3N nerozlisitelnych zavislych castic plati Q) = % [12;. Ze semiklasic-
kych avah vyplyva, ze lze ) vyjadrit jako

1 _
Q= ~iaw / . / e e TT dp; dgs, (6.4)

kde H(p, q) je celkova vnéjsi energie studovaného souboru molekul s hybnostmi
p; a souradnicemi ¢; a potencidlni energii U(q). Pravé potencialni energie odli-
Suje idealni plyn od realného. Uvedeny integral zahrnuje soucin ¢lenu s kinetic-
kou a ¢lenu s potencialni energii. Clen s potencidlni energii (konfiguracéni) lze

zapsat ve tvaru
/. . ./e—ﬂU > avi. (6.5)

Pro ideélni plyn je potencialni energie nulova a tedy integrél je roven V. Clen
pro kinetickou energii je pro idedlni i realny plyn stejny. Parti¢ni funkci pro
soustavu identickych nerozlisitelnych a vzajemné se ovliviiujicich molekul lze

psat jako
1 N
2= (%) / = / e PUTdry dry (6.6)

V rovnici (6.6) se vicendsobny integral nazyva konfiguraéni integral a znaci
se Zn. S vyuzitim konfigura¢niho integralu je vyjadfeni parti¢ni funkce reél-
ného plynu obzvlasté elegantni

Q= % (%)N Zn, (6.7)

kde ¢ je parti¢ni funkce odpovidajici vnitinim médium pohybu (rotaci, vib-
raci, ... ), u nichz se predpokladd, Ze je interakce s okolnimi molekulami neo-
vliviiuji a tudiz se prejimaji vyrazy odvozené pro idealni plyn.
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Pokud bude mezimolekularni potencial roven nule, bude konfiguracni inte-
gral roven objemu umocnénému na pocet c¢astic, ¢imz prejde parti¢ni funkce
na parti¢ni funkci pro idealni plyn.

Pted dalsimi tivahami se jesté podivejme na konkrétni metody vypoctu
konfigura¢niho integralu Zy. Metody lze rozdélit

e analytické metody

— exaktné fesitelné problémy: idealni plyn, idealni krystal, 2D-miizka

— rozsiteni nékterych modeli: viridlni expanze, nizko- a vysokoteplotni
rozsiteni, neidealni pevné latky

teorie stfedniho pole: zanedbani fluktuaci

— symetrické triky: renormaliza¢ni grupa
e simula¢ni metody.

Pti vsech téchto typech feseni vsak stejné vzdy potfebujeme znat tvar poten-
cidlu U(p, q).

Parti¢ni funkci pro redlny plyn lze dale upravit s ivahou, ze mizeme v par-
tiéni funkci separovat vnitini prispévky a prispévek translacni, kde transla¢ni
prispévek bude shodny s translacnim prispévkem odvozenym pro idealni plyn
V/A3. Parti¢ni funkce pak nabyva tvaru

L,
Q= mA N Zn (6.8)

Helmholtzovu energii redlného plynu, lze vyjadrit jako soucet Helmholtzovy
energie pro idealni plyn A;; a konfiguracniho prispévku

A=Ay — kT (%/../e—ﬁUZdvi) . (6.9)

Integral lze dale zjednodusit s uvazovanim pouze parovych interakci. Piedpo-
kladame-li dale nizkou hustotu plynu, lze uvazovat pouze srazky dvojic mo-
lekul a v zadném okamziku nenastanou soucasné 2 srazky. Dvojici srazejicich
se molekul lze volit N(N — 1)/2 zptisoby (energie interakce je Ujy). Pak lze
Helmholtzovu energii upravit na tvar

N(N -1
A = Aid — kT In (% / . / (eiﬁUlQ — 1) d%d%dVN72 + 1) ’
(6.10)
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kde integrujeme pres vsechny ostatni N — 2 atomy a proto misto V¥ bude
V=2 a pro velké N plati N(N — 1) ~ N2 Nakonec dostaneme

N2
A =Ay—kTln (2—V2 // (712 — 1) dVy dVs + 1) , (6.11)

s aproximativni ivahou, Ze z < 1jeln (1+ z)~ =z, ziskdme

N2
A = A — kT (2—‘/2 // (e7PU2 — 1) dW; de) : (6.12)

Vyraz (e7?12 — 1) = fi, se nazyva Mayerova funkce (viz obrazek 6.2).
Budeme-li posledni rovnici integrovat ptes relativni sourfadnice obdrzime vztah

0.8 —

0.4 —

0.0

-1.2 ' I ' I ' |

0.0 1.0 20 3.0
r

Obrazek 6.2: Zavislost Mayerovy funkce fiona vzdalenosti ¢astic r jejichz inter-
akce je vyjadifena LJ potencidlem, tence je vyznacen ptivodni parovy potencial.

N2
A=Ay — kT (W / (e P2 —1) AV ) : (6.13)

ktery se obvykle piSe ve tvaru

4w () (B0, 619
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kde 1) = 1 [(1—¢ #V12)dV a B je druhy viridlni koeficient z viridlové stavové
rovnice

PV
2 = ——
NET
kde z je kompresibilitni faktor a ¢ = N/V je hustota. P¥i odvozovani vyrazt pro

viridlni koeficienty se vychézi z grandkanonického souboru, nebot Ize s vyhodou
vyuzit vztahu pro grandkanonickou parti¢ni funkci

=1+Bo+Bd*+..., (6.15)

PV
— =1InZ. 6.16
o o (6.16)
Z vyrazu pro Helmholtzovu energii 1ze odvodit i vztah pro tlak plynu, nebot
plati
0A
P=—-|— 6.17
(7). 619
odkud potom ziskame
NET NB(T)
P=—|14+———=|. 6.18
v ( TN ) (6.18)

Cviceni 6.9 Nacrtnéte graf pro Meyerovu funkci pro systémy ze cviceni
6.8. O

B pro potencial tuhych kouli Potencial tuhych kouli je skokova funkce,
ktera pro r > o, kde ¢ je polomér koule, nabyva hodnoty Uy, =0 a pror < o
nabyva hodnoty Uy = oo, coz je vyjadfeni neproniknutelnosti dvou tuhych
kouli. Vypoctéme tedy druhy viridlni koeficient pro potencial tuhych kouli.

Vyjdeme z rovnice

1

B = —/ (1—eP2)av, (6.19)
2 |4

a prejdeme k integraci podle soutadnic
B= 27r/ (1 — e PU2)r2,d V7. (6.20)
0
Dosadime-li pro potencial tuhych kouli, obdrzime vztah

B = 27r/ 11ydr, (6.21)
0

odkud uz lehce integraci ziskdme B = %7703.
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Jouleuv-Thomsonuv koeficient 7 druhého viridlniho koeficientu B lze vy-
pocist dalsi termodynamické veli¢iny, nap¥. izotermicky Jouletiv-Thomsontiv!

koeficient pp
oOH
=|== 6.22

ktery je s Jouleovym-Thomsonovym koeficientem p svazan vztahem pp =
—uCp. Pro izotermicky Jouletiv-Thomsoniv koeficient plati
dB

6.3 Van der Waalsova rovnice

P1i odvozeni Van der Waalsovy rovnice z hlediska statistické termodynamiky
se vychazi z kanonické parti¢ni funkce tekutin (6.8)

1
Q=37 A" 2, (6.24)

kde A je tepelnéd vinova délka molekuly a Zy je konfiguraéni integral. Poten-
cialni energie U vystupujici v konfiguraénim integralu je ddna parovym (napt.
pravouhelnikovym) potencidlem. Uréime nyni potencialni energii ptipadajici na
jednu molekulu u, ktera je vzhledem k péarovosti potencidlu, N/2 ¢asti celkové
potencialni energie soustavy U ; tedy U = Nu/2. Uvédomime-li si, ze v ele-
mentarnim objemu 47r?dr je N/V = p molekul, kde p je priimérnd hustota a
ze kazd4 Castice prispéje k potencidlni energii hodnotou u(r) muzeme psét

U= g (471',0 /:O u(T)T2dr> , (6.25)

kde se vzhledem k pravothelnikovému potenciadlu integruje od o, castice se
nemohou protinat. PTi integraci se dale integra¢ni mez rozdéli na dva inervaly
o <r <vrsu(r) = —e (hloubka potencidlové jamy), r > ~yr s u(r) = 0. Po

integraci obdrzime
_ 3 _ 1 3
U =2Nrp (%) . (6.26)

Posledni rovnici lze také prepsat do tvaru —Nu/2 = pa, kde a je kladné kon-
stanta, shrnujici tvar interakéniho potencialu. S touto tivahou snadno nalez-
neme tvar konfigura¢niho integralu

Zy = erMy N, (6.27)

Ipozdéji lord Kelvin
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kde V¥ je tzv. volny objem, coz je objem soustavy zmenseny o objem ostatnich
N — 1 molekul . Bude-li jedna molekula zaujimat objem b = (2/3)7c3, Ize psat
Vi =V — Nb a tedy

Q= %A_?’Ne”“/kT(V — Nb). (6.28)

Zlogaritmujeme-li particni funkci a zdiferencujeme-li ji podle objemu dosta-
neme znamou van der Waalsovu rovnici

Oln@Q a 9Jp N ap? N P

9V KTOV  V_Nb NKT V_Nb kT (6.29)

Pro tplnost dodejme, Ze vzhledem k definici p = N/V, plati 9p/0V = —N/V?2.
Velmi precizni rozbor pouzitych uvah pii odvozeni van der Waalsovy rovnice
z hlediska statistické termodynamiky je podan v knize Boublikové [3].



Kapitola 7
Kapaliny

Pro kapaliny vySe uvedeny postup (uvazujici o jednotlivych molekuldch) neni
vhodny. Vyhodnéjsi je pouzit predstavy, které vychazeji z krystalické faze, ne-
bot je prokéazano, ze zvlasté za nizkych teplot vykazuji kapaliny zna¢nou miru
uspotradani. Meze pouzitelnosti predstav zalozenych na teoriich krystalti tedy
na jakési pseudomfrizce, vsak nejsou také prilis Siroké. Proto bylo pro kapaliny
vypracovano nékolik specifickych modeli.

7.1 Bunkova teorie kapalin

Tato teorie vychazi prave z predstav krystalické faze a postuluje pro kapalinu
tzv. kvazimrizku. Kvazimfizka mé symetrii krystalu, z néhoz vznikla kapalina
tanim. Jednotlivé molekuly kapaliny vSak na rozdil od krystalu mohou vyko-
navat translacni pohyb. Na zakladé predstav o kvazimiizce byla vytvofena i
bunkovéa teorie kapalin. Pfedpoklady, na nichz je bunkova teorie zalozena, jsou
takové, ze stény bunky tvoii silové pole ,sousedi“. Silové pole sousedti ptiso-
bici na kazdou molekulu je nezavislé na case a je kulové symetrické. Migrace
molekul mezi buitkami je povolena!.

Necht mé burika polomér r a sousedni molekula je od stfedu butiky vzdélena
a. Vzdalenost molekuly v bodé uvnitt buitkky vzdalené r od jejiho stfedu od
sousedni molekuly je d*> = (a® + r*> — 2ar cos #). Priimérnd potencialni energie
molekuly v buiice vii¢i sousedni molekule vzdalené a od stfedu buiiky je

u(r) = %/Oﬂ u(d) sin 6d0 (7.1)

Je obvyklé pro potencialovou funkei u(d) pfijmout LJ potencial 12-6. Vzdéle-
nost sousedit souvisi s celkovym objemem souboru V vztahem a='2 = (N/V)*

1y ptivodnim modelu buiikové teorie migrace povolena nebyla

o1
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resp. a9 = (N/V)2. Soutadnice minima LJ potencialové kiivky u(r)y a 7o jsou
umeérné kritickému objemu V* = Nry. Po ipravach dostaneme pro konfiguracni
integral (konfigura¢ni partiéni funkci) pro jednu molekulu

a/2
Qif = 47T/ r2e P —ul0) gy, (7.2)
0

Pro migrujici nerozlisitelné molekuly bude celkova parti¢ni funkce souboru
rovna Qis = (Ngxs)™/N! a po tpravach dostaneme pro jeji logaritmus vy-
raz

Q= N (1 +In 27?7%3/)‘/ + Clg’g) (g (“//)Z - % <“//)4>> (7.3)

kde v je konstanta imérnosti zahrnujici vlivy geometrie burtiky, g(y) je funkce
y = (r/a)?, c je geometricka konstanta tedy pocet sousedii v butice.

7.1.1 Kritické veliciny

Tlak plynu slozeného z N nerozlisitelnych molekul pii teploté T lze vypocist
pomoci celkové partiéni funkce souboru

Qg
~ NIA3NS

Jelikoz plati p = kT (0In Q/OV )y n = kT(0In Qs /OV )7 n. Dosazeni za Qs a
upravy vedou k zavislosti tlaku p (pV*/NkT) na objemu V' (V/V*) pii kon-
stantni teploté, ktera ma pri vyssich teplotach monoténné klesajici priitbéh a pri
nizsich teplotach pribéh s minimem, které odpovida kondenzaci par. Teplota,
pfi niz ma kiivka inflexni bod, je teplota kriticka. Shoda vypoctenych hodnot
kritické teploty s experimentalné stanovenymi neni ani u inertnich plynia (He,
Ne, Ar) lepsi nez 5%.

Predpokladame-li, ze molekuly nejsou lokalizovany v bunkach, nebude vyse
uvedeny vypodet zcela korektni, nebot jsme podcitali pii derivaci In Z s kon-
stantnim celkovym poc¢tem molekul N. Protoze vsak je migrace molekul rychla,
miizeme predpoklad konstantniho N pfijmout i v pripadé nelokalizovanych mo-
lekul.

Q (7.4)

7.1.2 Rovnovaha kapalina a para

Rovnovazny tlak mtzeme statisticky vypocitat, porovname-li Gibbsovu energii
N molekul pti teploté T' ve stavu idealniho plynu s Gibbsovou energii stejnych
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molekul kondenzovanych (nelokalizovanych) do bunék ve stavu kapaliny. Pro
idealni plyn plati (pV;q = NkT) a diive odvozeny vztah

kT
Gig = —kTInQy + pVig = —NKT (— InA% +1In ?) ) (7.5)

Pro Gibbsovu energii kapalin plati
Qs

Gkap = kT In W,

(7.6)
kde Qs je konfiguraéni parti¢éni funkce viz. (7.3). Porovnanim G,q = Gygp
dostaneme

NET €0 1
27T/yg(y>vkap kT 7

coz lze odlogaritmovanim prevést na integralni formu Clausiovy-Clapeyronovy
rovnice P = C(T)e~AHv/ET

InP=1In (7.7)

— RT 6—(N60+RT)/RT' (78)
ZW/yg(y)Vkap

Numerické feSeni rovnice pro vypocet tlaku souboru molekul

0l
p— kr (2% (7.9)
oV Jrn
vede k vyrazu
B Ncug ClUyg
InP=1,916 +In 7 0, 678ﬁ. (7.10)

Tato rovnice je splnéna, je-li Tyor/Tirie = 0,6, kdy by mélo platit, Ze uy =~
kT,qr1,25. Soulad vypoctené a experimentalni T, se pohybuje v jednotkach

. Pro dlnP\ AH
n vyp ClUg
— - -0 11
( oT > NkET? 0 678/<;T2’ (7.11)
odtud Troutonovo pravidlo (c=12)
AH,
— %P — 1, 25Nkc0,678 = 84,5 JK 'mol . (7.12)

var

7.1.3 Teorie volného objemu

V této teorii se definuje konfigurac¢ni parti¢ni funkce pro kapalinu s N moleku-
lami
Qup = Ve Wm/AET (7.13)
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kde V} je volny objem v kapaliné v némz se mtize N molekul pohybovat a W, je
potencialni energie jednoho molu kapaliny (primér pres vSechny konfigurace),
kterou lze ztotoznit s molarni vyparnou vnitini energii AU,,, pfechodu mole-
kul z kapaliny do stavu idealniho plynu. Predstavu buriky tato teorie ptebira
s tim, Ze uvnit¥ a vné buiiky mé molekula rizné potencialni energie u; = W, /N
a u, = 00. Podobné jako v bunkové teorii mohou byt molekuly lokalizovany
nebo nelokalizovany do vlastniho volného objemu. Tato teorie umoziiuje zjisto-
vat volny objem kapalin (vypoétem na zakladé geometrickych avah, z termody-
namickych dat, pfedev$im z molarni vyparné vnitini energie, z rychlosti sifeni
zvuku v kapaliné a v jejich parach) a tim ovliviiovat nase predstavy o struk-
tute kapalin. Za nejpfesnéjsi se povazuje posledni z metod (akustickd) pfi niz
hybnosti a pro pomér rychlosti sifeni zvuku v kapaliné wu,, a v parach u, lze
pséat Upap/Uy = (Vin/Vim)Y?, coz po dosazeni dava pro molarni volny objem

V. 3 RT~p 3/2
— .14
Vim <ukap> ( M > ’ (7.14)

kde vp je Poissonova konstanta, M je molarni hmotnost. Hodnoty molarnich
volnych objemt takto stanovenych se pohybuji v desetindch cm®mol~!. Z ter-
modynamického pohledu je tlak dan parcidlni derivaci parti¢ni funkce podle ob-
jemu za konstantni teploty, coz vede k vyjadieni tlaku pomoci volného objemu
a vyparné vnitini energie. Odtud lze vyjadiit molarni vnitini objem kapaliny
priblizné jako

bRT )3 , (7.15)

AU,y
kde b je geometricky faktor, pro kubickou kvazimrizku je roven 2. Podobné jako

v bunkové teorii lze napsat i zde pro Clausiovu-Clapeyronovu rovnici vztah,
v némz vystupuje molarni volny objem

Vf,m = Vm (

RT
pP= i e~ (BHvu)/RT (7.16)

7.2 Distribuéni funkce

V jednoatomovych kapalinach ma centralni molekula kulové symetrické po-
tencidlové pole symetricky obsazené molekulami (v objemu V' je N stejnych
molekul). Celkova potencialni energie souboru je W = > u(r;;), seCteno pres
vsech N molekul. Hled4 se vyraz pro pravdépodobnost umisténi urcitého po-
¢tu molekul v jednotlivych objemovych elementech. Distribu¢ni funkce p, pro
N nerozlisitelnych molekul v n objemovych elementech v limité predstavuje



7.2. DISTRIBUCNI FUNKCE %)

pravdépodobnost, Ze se vSechny molekuly nachézeji ve sledovaném objemu V'
a tedy je rovna n-té mocniné molekulové hustoty N/V

. N\"
Jim py, = (7> (7.17)

Pro zjednoduSeni zapisu se zavadi radialni distribuéni (korela¢ni) funkce? g,
vztahem p, = g,(N/V)", napf. pro dvé molekuly r* = (N/V)?g(ry2), kde

N(N -1
g(r2) = %/.../6_5U(T1"'TN)dr3...d7’N. (7.18)
P*QNvT

Radialni distribu¢ni (korelacni) funkei lze graficky znézornit (viz obr. 7.1).
7 obrazku je patrné, ze v blizkosti stfedu molekuly, kde jsou velké odpudivé
sily, klesa g(r) k nule. Za touto repulzni vzdélenosti za¢inaji prevladat pritazlivé
sily a v této vzdalenosti, kterd odpovida prvnimu maximu g(r), se shromazduji
okolni molekuly a vytvareji tzv. vrstvu nejblizsich sousedt (v systémech solut-
solvent prvni solvatac¢ni sféru). Nésleduje zéna repulze nejblizsich sousedi a
dalsi vrstva (popf. solvata¢ni sféra), postupné funkce vyhasina.

p(r)

Obrazek 7.1: Radialni distribu¢ni funkce pro kapaliny.

2pérova korelaéni funkce
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7.2.1 Vypocet vnitfni energie

Na rozdil od plynt, kde jsme se zabyvali vnitinimi pohyby v molekulach (ro-
tace, vibrace, translace), budeme se u kapalin zabyvat pouze ptispévky exter-
nich modi pohybu a externich interakci k vnitini energii kapaliny. Zfejmé bude
i zde platit Qere = Qrr/(N!AY). Konfiguracni integral (parti¢ni funkei) Qs
vyjadfime pomoci radidlni distribuéni (korela¢ni) funkce g(r) a potencidlové
funkce u(r)

8Qkf 2 © 9
Zxer = dr. 7.19
(%), =i | usterar (7.19)
Vnitini energie spojend s externimi médy pohybu je
1 exr
Ussr = KT (%) (7.20)
orT VN
takze vyjadiime-li nyni Qepr = Qrs/(N!A?Y), dostaneme nakonec z (7.19)
3
Uert = 2Nk;T + 27r—/ Yr2dr = U + W, (7.21)

kde W je ptispévek potencialni (interakéni) energie pari molekul.

7.2.2 Vypocet tlaku

Pro vyjadreni tlaku potfebujeme znat parcialni derivaci parti¢ni funkce podle
objemu

910 Z., NkT — 27N? [ du(r)
P=kT — - 3 22
( oV )TN v 3v2/0 rylr) =g —dr (1:22)

coz umoznuje vyjadrit druhy viridlni koeficient porovnanim s rozvojem pro
kompresibilitni faktor idealniho plynu
2 [ Ju(r)
B(T) = — r3g(r
D=5z [, 7905,

dr. (7.23)

7.2.3 Vypocet Helmholtzovy energie

Pro soubor N nerozliSitelnych molekul plati F' = —kT'In Q. = —kT In N%’\“g’N.
Po tpravach dospéjeme k vyjadieni chemického potencialu jako funkci radialni

distribuéni (korela¢ni) funkce g(r) a potencidlni energie u(r) molekul
N A3 4 N
= kTn z // Oulr, '5 (r, €)r2dé dr, (7.24)

kde ¢ je tzv. zapojovaci koeficient cha,rakterlzupm zapojeni molekul do vazeb
a nabyva hodnoty od 0 do 1.
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Idealni krystal

V idealnim krystalu pfedpokladame, Ze se ¢astice (atomy, molekuly) nachazeji
v uzlech krystalové miize a mohou vykonavat pouze kmitavy pohyb kolem této
polohy.

Na zakladé experimentalnich fakt postulovali P. L. Dulong a A. T. Petit
(1819) zdkon, Ze tepelné kapacity tuhych prvki lezi okolo hodnoty 3R. To
odpovida klasické teorii, ze vibrac¢ni energie oscilatoru nezavisi na jeho frekvenci
a vibra¢ni energie krystalu o NV atomech je rovna vidy F = 3NkT (a odtud
Cy = 3Nk = 3R). Za nizké teploty vsak klesa Cy k nule.

8.1 Einsteinuv model

Pro vlastni energii vibrace plati jiz vyse uvedeny vztah F = hv(n + %), odkud
pak plyne vztah pro parti¢ni funkci

Q — 6—6hu/2 + €—3ﬂhu/2 + 6—5517,1//2 +..., (81)

coz je vlastné soucet geometrické fady’, ktery lze piepsat ve tvaru

e*,ﬁhu/Q
Posledni vztah 1ze upravit zavedenim Einsteinovy teploty g = % na tvar
o—08/2T
Q= 1 ota/T (8.3)
Iplati, Ze a + ab+ ab® + ab® + ... = 1%, kde a = e P/2 g p = ¢=Fhv

57
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Pomoci parti¢ni funkce lze vycislit dalsi termodynamické funkce krystalu

A = %quTln(l—e_gE/T)
kOge=0e/T
- _ _ e fe/Ty, _MEE
S = —kln(l—e"* )+T(1—€_9E/T)

kOg k@Ee_gE/T
2 1— e 9/T

2 —0p/T
o= k() <"
T ) = etery

V Einsteinové modelu se vychazi z vysSe uvedenych vztaht a pfedpoklada
se, ze

e kazdy atom mé urcitou rovnovaznou polohu v miizce
e vibrace jsou harmonické a maji vSechny stejnou frekcenci v.

Takze mame 3/N harmonickych oscilatort a tedy

05 2 e~ 0s/T

tento vztah lze zjednodusit zavedenim proménné x

re®
Cvm=3R|—— |, 8.5
i =3 | (&9)
kde x = hv/kT = 0g/T. Funkce v hranatych zavorkach definuje Einsteinovu
funkci Fp. Grafické znazornéni Einsteinovy funkce ukazuje (obr. 8.1), Ze pro-
bih& od 0 do 1 s teplotou rostouci od 0 do co. Z exaktniho vySetfeni limit
plyne
r%e®
li —=1 :
:c—>01,£ﬂn—><>o (ezp - 1)2 ’ (8 6)
odtud plyne, zZe pro vysoké teploty je Cv,, = 3R, coz odpovidd Dulongovu-
Petitovu zakonu. Pro nizké teploty naopak plati

2, x
xrre 2

lim roe ”, (8.7)

i (7 — 1)2 -
coz sice pro T = 0 dava Cy = 0, ale pribéh neodpovidd experimenttim, nebot
v oblasti nizkych teplot jsou experimentalni hodnoty tepelné kapacity C' oc T,
na rozdil od predpovédi Einsteinovy teorie C' oc T—2e=0=/T.

Cviceni 8.10 Znazornéte graficky Einsteinovu funkci. O
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1.0

0.8 —

0.6 —

Cv/3Nk

0.4 —

0.2 —

0-0 T I T I T I T I T I

0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 20
X

Obréazek 8.1: Tepelna kapacita za konstantniho objemu jako funkce x = 7'/0p

8.2 Debyetiv model

Debyetiv model vychézi stejné jako Einsteiniv model z rovnice (8.2). Zlogarit-
mujeme-li tento vyraz (nulovou energii opét nebudeme uvazovat), dostaneme

3N—6 o—Bhv/2
InQ = Zln( mw) (8.8)

pro zjednoduseni lze nahradit sumaci integralem (ovSem pres frekvence v; a
abychom zohlednili distribuci frekvenci, zavedeme do vyrazu jejich distribu¢ni
funkci). Po tpravé tedy dostaneme

Vmaz e —Bhv/2
n@Q = / In ( —Bhu> g(v)dv, (8.9)

kde Ve je nejvyssi fundamentélni energie krystalu, ¢i Debyeova frekvence,
pomoci niz se také zavadi tzv. Debyeova teplota 0p = hvpe./ k2. Jelikoz se
ukazalo, ze predpoklad nezavislych harmonickych oscilatort s jedinou frekvenci
je prilis zjednodusujici, uvazoval Debye o kmitech celého krystalu, s celym spek-
trem frekvenci vibrace, omezenym na strané vyssich frekvenci tzv. Debyeovou
frekvenci.

2Debyeovy teploty pro nékteré krystaly: Mg 406, Cr 402, Fe 467, Cu 399, Ag 225 v K
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Debye definoval také tvar pro distribu¢ni funkci frekvenci

4
g(v)dv ~ ™V

vidv, (8.10)

3
c
kterd navic musi spliiovat normovaci podminku ve tvaru [~ g(v)dv = 3N.
Dosadime-li Debyeovu distribu¢ni funkci do integralu, dostaneme

9Nh7/maa: 9N Vmaz 2 7Bh1j
In@ = - ST i ), veIn(l — e "")dy, (8.11)

max

po zavedeni x = hv/kT pak

3 p0q/T
InQ = —gNe—D - 9N N / 2% In(1 — e~ *)da. (8.12)
8 T eD 0

Bez dalsiho odvozovani pouze zavedme tzv. Debyeovu funkci D(7), kde
T=20 D / T

D(T):% /O LA, (8.13)

et —1 "7
kterou pouzijeme pro vyjadreni tepelné kapacity idealniho krystalu v Debyeové
modelu jako funkci redukované teploty 7

eT —1

Cv = 3Nk (4D(T) _ T ) . (8.14)

Debyetiv model spliuje vysokoteplotni i nizkoteplotni limitu pro chovani
idedlniho krystalu a na rozdil od Einsteinova modelu vykazuje v oblasti niz-
kych teplot lepsi shodu s experimentalnimi daty. Je tfeba dodat, Ze byly vy-
pracovany i presnéjsi modely. Nebot zjednoduSeni zavedena Debyem o rozdé-
leni vibraci v krystalu obecné neplati. Experimentéalni stanoveni spektra roz-
déleni vibracnich frekvenci v krystalu se provadi méfenim rozptylu pomalych
neutront krystalem.

8.2.1 Fonony

Na zakladé kvantové teorie krystali byl zaveden predpoklad existence kvazicas-
tic, které odpovidaji kvantiim pole kmitt krystalové mtize, které byly nazvany
fonony. Tyto kvazicastice jsou bosonové povahy, nejsou vazany k miizkovym
bodlim a jejich vlastni hodnoty jsou kvantovany. Pti nulové absolutni teploté,
kdy jsou obsazeny pouze zakladni stavy a mfiizka ma energii nulovych kmit,
je splnén Heisenbergtv princip neurcitosti.

Zavedeni predpokladu existence fonont dovoluje popis fady jevi, jako jsou
interakce svétla s krystaly (nezafivé prechody), neelasticky rozptyl neutront
v krystalech, elektricky odpor kovii, Mdssbaueriv jev aj.
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Roztoky

Vedle vibra¢ni entropie, uvazované dosud pii tvahach o tepelné kapacité je
tfeba pocitat i s entropii, spojenou s riznym rozmisténim atomi do poloh
v krystalové mfizce, t.zv. konfiguracni entropii, kterd se uplatiiuje pfi miseni
atomu rizného druhu v teorii roztoki. (Véaha nejpravdépodobnéjsi konfigurace
W v Boltzmannové vztahu.)

9.1 Hildebrandova teorie regularniho roztoku

Hildebrandova (1928) teorie regularniho roztoku je zaloZena na nékolika pred-
pokladech

e molekuly v roztoku jsou rozmistény nahodné, prestoze maji nenulovou
entalpii miseni, coz je rozporny predpoklad!

e molekuly obou slozek roztoku se prilis nelisi velikosti, takze pocet nej-
blizsich sousedii v miizce Cistych slozek je stejny jako pocet nejblizsich
sousedtl v roztoku

e molekularni interakce jsou omezeny na nejblizsi sousedy

e vazebnd energie mezi nestejnymi molekulami e;; nezavisi na sloZeni a na
teploté, je zaporna a vztahuje se k reakei N;(g) + N;(g) = N(roztok -
tuhy ¢ kapalny - s ZN/2 vazbami), kde N; a N, jsou po¢ty molekul i, j
a N = N, + N, je Avogadrova konstanta (1 mol ¢astic).

Je-li Z koordina¢ni ¢islo, s pocet nejblizsich sousedu, pak je Z/2 pocet
vazeb na 1 molekulu. Podobné je ZN,/2 vazeb typu i —i, a ZN;/2 vazeb typu
j — j. Pravdépodobnost, Ze je molekula i ve vybraném misté je timérna x;,
molarnimu zlomku v roztoku, pravdépodobnost vyskytu vazby ¢ — i je tedy

61
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x;x;. Celkova pravdépodobnost je jistota x;x; + x;2; + xj2; + xj2; = 1. Tento
vztah lze snadno zobecnit na roztok s vice slozkami.

Vzhledem k tomu, zZe kazda vazba ma svou vazebnou energii e;;, €;; resp.
eij, je celkova energie 1 molu roztoku

E = ?(w?e” + 2zimjei; + xies;). (9.1)
Predpokladame, ze £ = H, protoze souc¢in PV je za normalnich tlaki
zanedbatelny proti £ v kondenzovanych fazich. Entalpie x; N molekul cisté
kondenzované slozky i je z;H? = (ZN/2)x;ey, kde H? se vztahuje k jednomu
molu latky ¢ a podobny vztah plati také pro j. Pro miseni plati z; +2; =1 mol
roztoku 7 — j.
Molarni smésovaci entalpie je pak

ZN
AH = Hij —ZL'ZHlO —SC]HJO = T(JZ’ZQGM—FQZ'ZCEJQU +£L’j2€jj — X;€44 —xjejj). (92)

Vzhledem k tomu, ze 27 = z;(1 — x;) = x; — z;2;, plati

kde W;; = (Z/2)(2e;; — eii — e;;) je tzv. vyménna energie. Vztah lze snadno
rozsirit na viceslozkové roztoky

AH = NWzix; + NWyxix, + NWigz,xy, (9.4)

kde kazdy ¢len odpovida prispévku entalpie prislusného binarniho roztoku. Par-
cialni entalpie slozek jsou HE = NWiyxs, H2E = NWisx,. Vyménnou energii
lze urcit z jedné experimentalni hodnoty AH nebo H;, Hs pfi vhodné kon-
centraci ;. Predpoklad ndhodného rozlozeni atomt slozek znamena nulovou
hodnotu dodatkové smésovaci entropie. Proto dodatkova Gibbsova energie je
rovna primo smésovaci entalpii

GF = AH = HY = NWyr1my = 21 RT Iny; + 25 RT In v, (9.5)

GE¥ = HF = NWya2 = RTIny,
GY = Hy = NWyri = RT In,,
kde 7; jsou aktivitni koeficienty jednotlivych slozek. Rovnost GF = HF zna-

mend, Ze je-li HE # 0 je SE = 0, ale roztok s HY # 0 mé nestejné energie
vazeb i —i, j —j ai—j (W, # 0) a je vysoce nepravdépodobné, ze jeho
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molekuly budou rozdéleny nahodné. Tato symetrickd aproximace je nékdy na-
zyvana Braggovou-Williamsovou aproximaci. Nedostatky této tzv. nulté apro-
ximace jsou ¢astecné odstranény v tzv. prvni aproximaci. V prvni aproximaci
jsou zménény predpoklady, na nichz je zalozena nulta aproximace a jsou pfi-
pustény permutace vazeb a pocet vazeb ¢ — j v neidealnim roztoku je polozen
roven ZY, kde Z je pocet nejblizsich sousedii (koordinaé¢ni ¢islo) a Y je para-
metr. Pocet vazeb i — i je roven (Z/2)(N; —Y') a pocet vazeb j — j je roven
(Z/2)(N; —Y), kde N; a N; jsou pocty atomt i resp. j. Parametr Y je vazan
vztahem (N; —Y) + (N; —Y) +2Y = N. Pro energii systému lze psat

2 + 2

kde e;;, €j; a e;; jsou energie pro piislusné typy vazeb, jako diive. Dosazenim
za W = W;; dostaneme
]\/vZZGZZ szejj

Pro konfiguraéni partiéni funkei plati Q = 3° Dy e E/FT | s¢itédno pies hodnoty
Y. Dyy je pocet moznych konfiguraci dané energie pro dané Y.

Nahradime-li sumu jejim nejvétsim ¢lenem dostaneme

OQraw = DkfefE/kT _ Dkfe(fNiZen/2fNjZejj/27YW)/kT. (9.8)

Hodnotu Y, pfi niz mé () maximalni hodnotu, ziskame ze vztahu

6 ln Qmaac

= 0. (9.9)

Po tipravich dostaneme vztah Y2/[(N; —Y)(N,; —Y)] = e "W/¥T' Z této rovnice
vypoéteme Y a pomoci ného hodnoty H”.

Vysledky pro —0,5 < W/kT < 0,5 lze shrnout do nésledujicich pfibliznych
vztahi

Y =~ Nzl —zx;(W/ET)]

HEY = YW

HY = GF+TS*

GP ~ NWaxz,[l — z2;(W/2kT)) (9.10)
SE = —N/2k(Waxx;/T)?.

I tato aproximace je vSak symetrickd vzhledem ke slozeni.
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Priimérny pocet part lze urcit z podminky

0ln Qs

— 9.11
kde Q,,, je miizkova parti¢ni funkce. Vysledek pro AGF
1 ZNa — (Nap) ZNp — (Nap)
AGP = ZRTZ (x4l 1 9.12
2 (“ NN, TR TN ) (01

kde (Nap) je prumérny pocet parai A — B, N4y je pocet pari A — B pii
nahodilém miseni, Z je pocet nejblizsich sousedii, pfipomina tvarem vyraz
pro rovnovaznou konstantu a je oznacovan jako Guggenheimova kvazichemicka
aproximace.

Nesymetrie se do modelu regularnich roztokii zavadi empiricky modelem
subregularnich roztoki, coz jsou tiiparametrové zavislosti Margulesova (9.13)
¢i Redlichova-Kisterova (9.14) typu

G¥ = ;(1 — x;)[A + Bx; + Ca3]. (9.13)

GP = 2;(1 — 2)[A + B(1 — 2x;) + C(1 — 21;)?). (9.14)

Jejich platnost je vSak rovnéz omezena na nepftilis velké odchylky od idedl-
niho chovani roztokt (—0,5 < W/kKT < 0,5).

Cviceni 9.11 Znazornéte graficky koncentracéni zavislost G¥ podle rovnice
(9.5) a (9.10). O

9.2 Strukturni teorie roztoku

Floryho-Hugginsova teorie roztokti polymerd Teorie vznikla v roce
1942 jako rozsifeni miizkového modelu roztok (modelu regularniho roztoku).
Flexibilni fetézce smési r-meru (r jednotek monomeru) s monomerem (nebo
rozpoustédlem s podobnym objemem). R-mer obsadi r mfizkovych bodu a
monomer jeden (viz obrazek 9.1). Pfedpoklady

e vymeénna energie (z teorie regularnich roztokt) W;; = 0

e dodatkové funkce zahrnuji pouze konfigura¢ni pfispévek (mikrokanonicky
soubor-neni vymeéna ¢astic ani energie).

Ulohou pak je urcit pocet konfiguraci smési. Po¢et molekul monomeru nebo
rozpoustédla je Ny. Pocet molekul r-meru je Np a obsadi r N mriizkovych
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Obrazek 9.1: Dvourozmérné znazornéni polymerni molekuly v mfizce rozpous-
tédla

bodi. Celkem bodt miizky N4 + rNg. Vlozime-li ¢-molekul r-meru do mtizky
je pravdépodobnost, Ze je miizkovy bod jiz obsazen, dana vztahem

Ty

R S— 9.15
NA+TNB ( )

pi
a zustava (N4 +rNp — r;) volnych miizkovych mist. Do libovolné volné pozice
lze umistit prvni segment ¢ + 1 molekuly r-meru. Dalsi segment lze umistit
do jedné z n pozic nejblizsich sousedii, neobsazené nékterym segmentem pred-
chozich ¢ molekul r-meru. Celkovy pocet konfiguraci ¢ + 1 molekuly r-meru
je

NA+TNB —Ti)r_l -

Wip1 = (NA—l-rNB—ri)n(n—l)’"_z( NN
N Np — ir _1r—2
_ ( A+7TNpB T)n(n ) . (916)
(NA—FTNB)T_l

A7 zaradime do mfizky vsech Np molekul r-meru a N4 molekul monomeru,
nebo rozpoustédla tak je celkovy pocet konfiguraci €2, dan souc¢inem pocti kon-
figuraci odpovidajicich zatfazeni Ng molekul nasobeny N 4!; z téchto konfiguraci
je NA!Np! stejnych. Proto

Np—1

L 1
Q, = N_JB!Jl;[le:N_IS! gwi—f—l
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(A (32 o

Zlogaritmovanim a tupravou lze obdrzet
InQy= Np(lnn(n—1)"2—InNg+1In(Nas+rNg) — (r — 1))
—NA<1I1NA—1I1(NA+TNB)). (918)

Pro urceni smésovaci entropie uvazme pro zjednoduseni, jen pfipady zara-
zeni pouze N molekul r-meru do miizky (latka B)

InQp = N(lnn(n —1)"2=InN +1In(rN) — (r — 1)) (9.19)
Po dosazeni do vztahu pro entropii
A Ssmes Sap —xaSs—xpS
? — 248 IAkA BB =InQs —x4In(l) —25nQp
T’NB NA
= —Npgln——— — Nyln ————. 9.20
BN T rNg AN, NG (9.20)

Déle pro jednoduchost budeme predpokladat, ze poméry v logaritmech se rov-
naji objemovym zlomktim f; latek po radé B a A. Bude

AS*™ INk = —Sx;Inf;
AGsmég/Nk’T == Sx,lnfl

Je-li vSak W;; # 0, ale malé, 1ze uvazovat analogicky jako pfi odvozeni vztaht
pro regularni roztok a psat:

AGsméé/NkT = SLU,L In fz + fiij7 (921)

kde x = W;;/2kT. Veli¢ina x mé zakladni vyznam pii popisu rovnovazného
chovani roztoki polymerti. Je tmérna rozdilu interakénich energii r-meru s mo-
lekulami rozpoustédla zmensena o interak¢ni energie molekul r-meru navzajem
a molekul rozpoustédla navzajem, podobné jako v teorii regularniho roztoku.

Teorie distribuc¢nich funkci Podobné jako pro ¢isté latky lze urcit i v roz-
tocich radidlni distribu¢ni funkce. Z jejich hodnot opét lze urcit vsechny ter-
modynamické funkce roztoku.

Poruchové rozvoje pro roztoky Podle strmosti repulzni ¢asti parového
potencialu lze vyjadiit particni funkci idedlniho roztoku jako referenc¢ni sou-
stavy (napf. smési tuhych kouli). Parti¢ni funkce redlného roztoku a odtud
jeho termodynamické funkce se urci jako korekéni ¢leny uvedenych idealnich
parti¢nich funkci tedy jako poruchy.



Kapitola 10

Adsorpce

Pochody na rozhrani dvou fazi pevné a plynné nazyvame adsorpci. Pevna faze
mé pravidelné usporadéani ¢astic a ovliviiuje molekuly plynu (tekutiny) v bliz-
kosti rozhrani zejména hustotu ¢astic, strukturu a orientaci molekul. Prakticky
vyznam: katalyza, separace.

Fenomenologicky popis rozlisuje fyzisorpci a chemisorpci. Fyzisorpce je
rychly d&j pod kritickou teplotou, AH% < 50 kJmol ™!, zahiatim desorbuje
neporusend molekula. Chemisorpce miize nasledovat po fyzisorpci, AH >
50 kJmol ™!, a dochézi pfi ni k tvorbé chemické vazby mezi molekulami pevné
a plynné faze. Desorbuji pak molekuly jiného typu nez adsorbujici se molekuly
plynu, probéhla tedy chemickd pfeména.

Na popis téchto jevi byly vytvoreny jednoduché miizkové teorie, kde se kon-
statuje vznik kvazimolekuly, které tvori adsorp¢ni centrum a naadsorbovana
molekula. Kvazimolekuly se vzajemné neovliviiuji! Vysledné vztahy jsou empi-
ricky adjustovany na experimentalni adsorpc¢ni data, nejsou urcovany z vlast-
nosti individualnich molekul plynu a pevné latky.

Pro adsorpci lze rozlisit dvé mezni situace

e molekula plynu (tekutiny) interaguje se sténou jako s kontinuem a po-
tencial stény zavisi pouze na vzdalenosti od ni

e molekula plynu (tekutiny) interaguje s jednotlivymi misty stény (realis-
£iCtEs0).

V druhém piipadé se mize na jednom centru vézat jedna molekula (che-
misorpce, Langmuirova isoterma zavislosti naadsorbované tekutiny na tlaku)
nebo byt na jednom centru vazano vice molekul (fyzisorpce, Brunauer-Emmett-
Tellerova izoterma).
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10.1 Langmuirova izoterma

Tekutina se povazuje za idealni plyn. Pro chemicky potencial jednoatomového
plynu plati

Aty N
kT—lnAp—lnP—i—lnkT. (10.1)

Parti¢ni funkce pro adsorbovanou vrstvu je dana vyrazem

(M B gV M!
Qm = <N>QN = N!(M——N)!’ (10.2)

kde M je pocet mist schopnych adsorpce, N pocet naadsorbovanych molekul,
N/M stupen pokryti ©, kvazimolekuly jsou nerozlisitelné, a parti¢ni funkce ¢
se sklada ze tii vibrac¢nich pfispévki a exponencialni funkce zahrnujici energii
vazby mezi molekulou a centrem adsorbce. Detailni znalost parti¢ni funkce ¢
vsak neni pro odvozeni Langmuirovy izotermy nutna. Pro Helmholtzovu funkci
mizeme psat

A
ﬁ:—MlnM+N1nN+(M—N)ln(M—N)—Nlnq. (10.3)
Z derivace podle poctu naadsorbovanych molekul N pfi stdlém poctu adsorp-
¢nich center M, coz je podminka konstantniho objemu, dostaneme

N
M—m—ln —Ilng=1In

o= — ~lna (10.4)

Z podminky rovnosti chemickych potenciali plyne vztah mezi zlomkem pokryti
a tlakem

A3 )
P—=——=¢cP 10.5
coz je tvar Langmuirovy izotermy
cP
0= . 10.6
14 cP ( )

Prakticky se povazuje ¢ za nastavitelny parametr z experimentalnich adsorp-
¢nich dat.

Cviceni 10.12 Znéazornéte graficky Langmuirovu izotermu podle rovnice
(10.6). O
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O O

Obréazek 10.1: Piedstavy o adsorpci pro odvozeni Langmuirovy (A) a BET
(B) izotermy. Cisla oznacuji jednotlivé vrstvy u modelu pouzitém pii odvozeni
BET izotermy.

10.2 Izoterma BET

Je postavena na uvaze, ze se miize vice molekul plynné faze adsorbovat na
jedno adsorp¢ni centrum. Celkovy pocet center M je dan souctem center bez
naadsorbované molekuly mg, s jednou naadsorbovanou molekulou m;, se dvémi
naadsorbovanymi molekulami ms . .. (srovnej obr. 10.1)

M= m. (10.7)

0

Celkovy pocet c¢astic, které jsou naadsorbované, je dan vyrazem

k
N=> im;. (10.8)
0
Parti¢ni funkce adsorbované faze () pak bude

M! . . .
Qv = Z molmyIms! .. .Q(O) "a(1)™q(2)™ (10.9)
{m}

kde sumace probihd pies vSechna uspotfadani, ktera spliiuji podminku (10.7).
Uvazujme nyni grandkanonickou parti¢ni funkei systému ve tvaru (4.6), po
dosazeni za @)y lze psat

= = [g(0) + Ag(1) + N2q(2) + ... + Nq(k)] " = ¢, (10.10)
kde ¢

€= Z Ng(i). (10.11)
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Pro zjednoduseni posledniho vyrazu se predpokladé, ze od druhé vrstvy na-
adsorbovani dalsi molekuly na piedchozi vrstvu pfispiva stejné (napt. ¢(3) =
¢1G292), jako naadsorbovani molekuly na prvni vrstu (¢(2) = ¢1¢q2). Pak lze ¢
vyjadrit jako soucet geometrické rady,

@1\

E=14+aM1+ @A+ (A2 +..)=1+ ,
1—(]2)\

(10.12)

s piihlédnutim, ze ¢(0) =1 a ¢(1) = ¢1.

Primérny pocet naadsorbovanych molekul © na jednom centru lze ziskat
jako podil primérného celkového poétu naadsorbovanych molekul (N) ku po-
¢tu center M

(N) A 0mE ¢

© M M O\ A o\ (10.13)
Po dosazeni za £ dostavame pak
o N (10.14)

(1= @A+ @A) (1 —gN)

Pokud dale vyjadiime absolutni aktivitu stejné jako pii odvozeni Langmuirovy
izotermy (10.1), coz si mtizeme dovolit, nebot v rovnovaze jsou si chemické
potencialy naadsorbované faze i plynné faze rovny, dostaneme konec¢ny vztah
pro izotermu BET

a P cx

O = (1—cP+aP)(1—cP) (I—z+c)(l—2) (10.15)

kde ¢; = A3 /KT, co = N3 /KT, c = ¢1/co a x = o P.
Cviceni 10.13 Graficky znazornéte priubéh izotermy BET podle rovnice
(10.15). O
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Brownuv pohyb

(Jak daleko dojde tplné opily ndmoinik od hospody Jamaica?) Budeme se za-
byvat pripady, kdy se méni mira pravdépodobnosti s ¢asem. Typickym ptikla-
dem takového procesu je Browntv pohyb, makroskopicky pozorovatelny ,zig-
zag" pohyb malé tuhé castice v kapaliné.

Budeme fesit jednorozmérny pohyb, kdy ¢astice miize se stejnou pravdépo-
dobnosti pfeskocit do uzlového bodu vpravo (coz budeme povazovat za ispésny
pteskok s) nebo do uzlového bodu vlevo. Je-li vzdalenost uzlovych bodu x, pak
po uskutec¢néni n preskokti o elementarni vzdalenost a se bude ¢astice nacha-
zet v bodé z = a(s — (n — s)) = a(2s — n). Pocet Gspésnych pfeskoki bude
s =n/2+ ax/2. Oznacime-li ¢as elementarniho preskoku 7, bude ¢as pot¥ebny
pro provedeni n preskokl roven ¢t = n7. Oznac¢ime pravdépodobnost ispésného
preskoku p a netspésného ¢ s vaznou podminkou p+ ¢ = 1. Pro pravdépodob-
nost nalezeni konfigurace s n pokusy, z nichz je s ispésnych, je

P(s,n) = <Z> (%)n (11.1)

coz plyne z binomického rozdéleni s hodnotami p = ¢ = 1/2. Hodnoty n a s lze
nahradit pfimo méritelnymi veli¢inami z a t a nalézt pravdépodobnost vyskytu
castice v Case t v misté x

P(x,t) = P(s,n) = (t/zrtfma) (%)tﬁ. (11.2)

Upravy obsahuji pouziti presnéjsi Stirlingovy formule n! = e "n™y/27n na

vztah | N
P(s,n) = <§> . (11.3)

sl(n —s)!

Vysledny vztah pro P(z,t) dostaneme nakonec ve tvaru

P(z,t) = 2a(2xDt)~/2e=%"/2Pt (11.4)
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kde D = 7/a?. Tato distribu¢ni funkce pro hustotu pravdépodobnosti je znam4
jako Gaussova funkce chyb (Gaussova error funkce). Udava pravdépodobnost
nalezeni ¢astice po Case t v intervalu (z,x + dz), viz obr 11.1. Je zfejmé,
ze pravdépodobnost, Ze se ¢astice vzdali od pocatku, je nenulova. Umistime-li

tl\ .

2
3
4
\
-4 -2 0 2 4
25-n=m

Obrazek 11.1: Distribu¢ni funkce pro hustotu pravdépodobnosti polohy ¢astice

mezi dva sousedni miizkové body diafragmu, usmérnujici pohyb ¢astic pouze do
sméru vpravo (aspéch s), bude Browntiv pohyb usmérnény. Pravdépodobnost
uspésného preskoku p = 1 a pocet preskoktt n = s. Potom bude

P(s,n) = dsn, (11.5)

kde 6,5, je Kroneckerovo delta (ds,, = 1 pro s = n, ds,, = 0 pro s # n),
v pripadé spojitych zmén Diracova d-funkce.

Pro popis ¢asové zmény pravdépodobnosti zavedeme pravdépodobnost pre-
chodu ¢astice z polohy m —1 do m w(m, m—1) = p(= 1/2). Pravdépodobnost,
Ze Castici nalezneme v poloze m po n + 1 preskocich, je

P(m,n+1)=w(m,m —1)P(m —1,n) + w(m,m+ 1)P(m+ 1,n), (11.6)
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protoze castice mize do m prejit jak z m + 1 tak z m — 1. Plati p+ ¢q =
w(m,m+ 1) + w(m,m — 1) = 1. Uvazujeme-li pravdépodobnost pfechodu za
jednotku ¢asu w; = w/7, dostaneme po upravich tzv. fidici rovnici (master
equation) ve tvaru

dP(m,t) _ P(m,n+1) — P(m,n)
dt T
= wy(m,m—1)P(m —1,t) + w,(m,m+ 1)P(m + 1,t)
—(we(m +1,m) + we(m — 1,m))P(m,t). (11.7)

Ve staciondrnim stavu je pravdépodobnost P na ¢ase nezavisla a plati dP/dt =
0. To znamené, ze musi byt pocet preskokli zleva doprava stejny jako zprava
doleva. Tento princip detailni rovnovahy lze zapsat jako wi(m, m)P(m,n) =
wy(m, m)P(m,n).

2 —

, X

vzdalenost od

0 5 10 15 20
podet kroki, N

Obrazek 11.2: Dvé dréhy Brownova pohybu po N = 18 krocich

Znéazornime-li dvé drahy Brownova pohybu (viz obr. 11.2) miZzeme psat pro
pravdépodobnost nalezeni ¢astice v bodé m,, v ¢ase t,: B, (mp, tn;...;mq,t1) -
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spojend pravdépodobnost. Zajiméame-li se o pravdépodobnost nalezeni ¢astice
v bodé m,, v Case t,,, zavedeme podminénou pravdépodobnost

Pn(mn7 tna <My, tl)

(11.8)

P(mn, tn\mn,l, tnfl, ..My, tl) =
Pn—l(mn—17 tn—17 ...my, tl)
coz znamena, ze o pravdépodobnosti pro polohu c¢éastice v case t,, rozhoduje
pouze rozdéleni pravdépodobnosti v ¢ase t, ;1 a nikoliv dfive (¢astice nemd
pamét). Takové procesy se nazyvaji Markovovy procesy .
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Priloha A

Vypocet termodynamickych
parametru programem Gaussian

Program Gaussian, ktery se pouziva pro kvantové-chemické vypocty dovo-
luje také vypocet termodynamickych parametri na zakladé vztaht statistické
termodynamiky. Jako ukazku vypocteme termodynamické charakteristiky pro
molekulu vody v fidké plynné fazi.

Pro vypocet pouzijeme metodu funkcionlu hustoty (DFT) ve formé hyb-
ridniho funkcionalu B3LYP, jako baze bude pouzita ,augmented“ korelacné
konzistentni VTZ baze. Pred vlastnim vypoc¢tem je nejprve potfeba provést
optimalizaci geometrie (opt) a néasledné vypodist vibracéni frekvence z matice
druhych derivaci energie podle soutadnic tzv. Hessovy matice (freq). Geome-
trie molekuly vody je zadana, spolu s celkovym nébojem (0) a multiplicitou
systému (1), ve vnitinich soufadnicich zadanych formou tzv. Z-matice.

# b3lyp/aug-cc-pVTZ opt freq

water molecule

01

0

H,1,B1

H,1,B2,2,A1
Variables:

B1=0.95860051

B2=0.95860051
A1=104.29062807

Po optimalizaci geometrie je znovu vypoctena vlnova funkce SCF procedu-
rou a vyslednd energie (v A.U. atomic unit, pro energii A.U. = Hartree =

7
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625,5095 kcal/mol) je uvedena ve vystupu.

SCF Done: E(RB+HF-LYP) = -76.4661962028 A.U. after 1 cycles
Convg = 0.3082D-09 -V/T = 2.0060
Sxx2 = 0.0000

Ve vysledném vystupu jsou obsazeny frekvence zakladnich méda (3N — 6 frek-
venci). A navic i jednotky, ve kterych jsou jednotlivé veli¢iny udany.

Harmonic frequencies (cm**-1), IR intensities (KM/Mole),
reducedimasses (AMU), force constants (mDyne/A)

1 2 3

Al A1 B2
Frequencies —— 1629.0146 3793.0984 3894.7810
Red. masses —- 1.0833 1.0446 1.0823
Frc consts -- 1.6938 8.8546 9.6731
IR Inten - 75.5366 4.6394 62.5256

Ve vystupu je dale uvedena teplota, pro kterou bude vypocet proveden a tlak.
Temperature  298.150 Kelvin. Pressure 1.00000 Atm.
Néasleduje vypocet rotacnich prispévkii.

Atom 1 has atomic number 8 and mass 15.99491
Atom 2 has atomic number 1 and mass 1.00783
Atom 3 has atomic number 1 and mass 1.00783

Molecular mass: 18.01056 amu.
Principal axes and moments of inertia in atomic units:
1 2 3
EIGENVALUES -- 2.19527 4.19135 6.38662
X 0.00000 0.00000 1.00000
Y 1.00000 0.00000 0.00000
Z 0.00000  1.00000  0.00000

This molecule is an asymmetric top.

Rotational symmetry number 2.

Rotational temperatures (Kelvin) 39.45481 20.66490 13.56177
Rotational constants (GHZ): 822.10576 430.58709 282.58174

Néasleduje vypis energie zakladniho vibra¢niho médu a vibrac¢nich teplot.

Zero-point vibrational energy 55727.4 (Joules/Mol)
13.31917 (Kcal/Mol)
Vibrational temperatures: 2343.79 5457.42 5603.71
(Kelvin)
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Nakonec jsou vypocteny dostupné zakladni termodynamické charakteristiky,
vzdy se uvadi celkova velicina a pak jeji elektronicky, translac¢ni, rotacni a
vibra¢ni ptispévek. U parti¢nich funkei je uveden vibra¢ni piispévek (BOT),
ktery se pocité tak, Ze nulova energie odpovida elektronickému minimu (z FeSeni
Schrodingerovy rovnice), a prispévek (V=0), kde se jako nulova energie bere
energie zakladni vibra¢ni hladiny.

Zero-point correction (Hartree/Particle)= 0.021225
Thermal correction to Energy= 0.024061
Thermal correction to Enthalpy= 0.025005
Thermal correction to Gibbs Free Energy= 0.003582
Sum of electronic and zero-point Energies= -76.444971
Sum of electronic and thermal Energies= -76.442135
Sum of electronic and thermal Enthalpies= -76.441191
Sum of electronic and thermal Free Energies= -76.462614

E (Thermal) Cv S

KCal/Mol Cal/Mol-Kelvin Cal/Mol-Kelvin
Total 15.098 6.009 45.088
Electronic 0.000 0.000 0.000
Translational 0.889 2.981 34.608
Rotational 0.889 2.981 10.473
Vibrational 13.321 0.047 0.007

Q Log10(Q) Ln(Q)

Total Bot 0.225050D-01 -1.647721 -3.794018
Total V=0 0.130403D+09 8.115286 18.686137
Vib (Bot) 0.172648D-09 -9.762840 -22.479769
Vib (V=0) 0.100039D+01 0.000167 0.000386
Electronic 0.100000D+01 0.000000 0.000000
Translational 0.300432D+07 6.477746 14.915562
Rotational 0.433883D+02 1.637372 3.770189
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PRILOHA A. GAUSSIAN A TERMODYNAMIKA



Priloha B

Reseni priklada a cviéeni pro
MAPLE

Priklad 2.1
>solve(x=18!/(1!*0!*3!*51%81x11) x);
{220540320}

> solve(x=18!/(31*3!1%31%3!1%31%3!) ,x);
{137225088000}

CvicCeni 3.1

>solve (x=6.62608E-34%2.99792E8*214 .6E2/1.38066E-23) ;
{308.7590452%}

> plot3d(exp(-x/308/y)*(1-exp(-308/y)) ,x=0..5000,y=0..1000,
axes=B0OXED,orientation=[340,35] ,color=[1,0,0]);

Priklad 3.4
> plot(1/(1+exp(-308/y)),y=0..2000,color=[0,0,1]);
> plot(exp(-308/y)/(1+exp(-308/y)),y=0..2000,color=[0,0,1]);

Pfiklad 3.6

> solve(1/2=exp(-6.62608E-34%2.99792E8%214 .6E2/
1.38066E-23/x)) ;

{445 .4451433}

P¥iklad 3.7

>evalf (L=6.62608E-34/sqrt (2*3.14159%3.345e-27*
1.381E-23%298.15));

{L = .7122863424 10E-10}

>evalf (q=100e-6/(.7122863424e-10) "3) ;

81



82 PRILOHA B. RESENI PRIKLADU A CVICENI

{q = .2767171962 10E27}

P¥iklad 3.9
>evalf (L=6.62608E-34/sqrt (2+3.14159%4x1.67262E-27*1.38066E-23%1)) ;
{L = .8697509552 10E-9}

Priklad 3.10
>plot(6.02214e+23%1.6022e-21/ (1+exp(1.6022e-21/1.38066e-23/x))
,x=1..500);

Priklad 3.11

>plot ((6.02214e+23% (1.6022e-21) “2*exp(1.6022e-21/(1.38066e-23%x))
/1.38066e-23/(x) "2/ (1+exp(1.6022e-21/(1.38066e-23%*x)))"2),
x=1..500);

Priklad 5.12

>evalf (1.38066E-23%6.02214E+23*(1.036/ (exp(1.036)-1)-1n
(1-exp(-1.036))));

{8.382596340}

P¥iklad 5.13

>plot (1n(1+exp(-1E-21/1.38066E-23/T))+1E-21/1.38066E-23/T/
(exp(1E-21/1.38066E-23/T)

+1),T=10...1000) ;

P¥iklad 5.14
>evalf (1.38066E-23%6.02214e+23%1n(3/2));
{3.371250918%}

P¥iklad 5.15
>evalf (1%8.314x1n(exp(5/2)*1.38E-23%298/100000/ (16E-12"3))) ;
{154.8240692%}

Priklad 5.16

>evalf (L=(6.626E-34/sqrt(2%3.14159%2.016%1.6726E-27%*
1.38066E-23%298.15))) ;

>evalf (1n(exp(5/2)*1.38E-23%298.15/(.7095117507e-10) 3/
1E+5));

{L = .7095117507 10E-10}

{14.15438506}
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Priklad 5.18

> plot ((2*x+1)*exp(-0.05111*x*(x+1)),x=0...20);

> evalf (6.626E-34%2.9979E+8/1.3806E-23/298.15%1059.1) ;
{.05110964437%}

> evalf(1/(6.626E-34%2.9979E+8/1.3806E-23/298.15%1059.1));
{19.56577887}

Priklad 5.20 a Cviceni 5.2

> plot(0.5%(2*x+1)*exp(-88/298.15*x* (x+1)) ,x=0..20);

> sum(’0.5%(2*x+1) *exp(-88/298. 15*x*(x+1))’,’x=0..0");
{.5000000000}

> sum(’0.5%(2*x+1) *exp(-88/298.16xx* (x+1))’,’x=0..1°);
{1.331235788%}

> sum(’0.5%(2*x+1) *exp (-88/298.16xx* (x+1))’,’x=0..2’);
{1.756676386}

> sum(’0.5%(2*x+1) *exp(-88/298.16xx* (x+1))’,’x=0..3");
{1.858036219%}

> sum(’0.5%(2*x+1) *exp(-88/298.16xx* (x+1))’,’x=0. .4’);
{1.870325946%

> sum(’0.5%(2*x+1) *exp(-88/298. 15*x*(x+1))’,’x=0..5");
{1.871110924%}

> sum(’0.5%(2*x+1) *exp(-88/298.16xx* (x+1))’,’x=0..6°) ;
{1.871137790%}

> sum(’0.5%(2*x+1) *exp (-88/298.15xx* (x+1))’,’x=0..7’);
{1.871138287}

P¥iklad 5.21
>evalf ((sqrt(1.38066E-23%298.15/6.626E-34/2.9979E+8)) ~3x*
sqrt(Pi/482.8/100.12/82.8)/4);

{660.7469996}

P¥iklad 5.22

>evalf ((sqrt(1.38066E-23%298.15/6.626E-34/2.9979E+8)) ~3x*
sqrt(Pi1/20.14/19.36/9.87)/2);

{42617.05441}%

Priklad 5.23
>evalf(1.1°24);
{9.849732676}

Priklad 5.24



84 PRILOHA B. RESENI PRIKLADU A CVICENI

> evalf(1.1°25);
{10.83470594}

Priklad 5.25

> evalf(1/(1-exp(-6.626E-34*x365670%2.9979E+8/1.38066E-23/
1500)));

{1.030902385}

> evalf(1/(1-exp(-6.626E-34*x159480%2.9979E+8/1.38066E-23/
1500)));

{1.276499917}

> evalf (1/(1-exp(-6.626E-34%375580%2.9979E+8/1.38066E-23/
1500)));

{1.028021794%}

> evalf(1.030902385%1.276499917+1.028021794) ;
{1.352821999}

Ptiklad 5.26
> evalf (1/(1-exp(-6.626E-34%138800%2.9979E+8/1.38066E-23/
1500))) ;

{1.358936309%}

> evalf(1/(1-exp(-6.626E-34%x66740%2.9979E+8/1.38066E-23/
1500)));

{2.115136180}

> evalf (1/(1-exp(-6.626E-34%234900%2.9979E+8/1.38066E-23/
1500)));

{1.117414250%

> evalf(1.358936309%2%2.115136180%1.117414250) ;
{6.423646567}

Cviceni 5.3
> plot(2+2xexp(-6.626E-34%12100%2.9979E+8/1.38066E-23/x)
,x=0..2000) ;

Priklad 5.27 (vyuzit P¥ikladu 5.25: qv=1.353)

> evalf ((sqrt(1.38066E-23%1500/6.626E-34/2.9979E+8)) ~3%
sqrt (Pi/2787.78/1450.92/928.69)/2) ;

{486.7687801}

> evalf (1.38066E-23%x1500%6.02214E+23/1.0E+5/(6.626E-34/
sqrt (2¥Pi*18.015%1.6726E-27*1.38066E-23%x1500)) ~3) ;
{.1052569784 10E33}

> evalf (1.353%486.7687801%.1052569784e33) ;
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{.6932205225 10E35}

> evalf(.6932205225e35/6.02214E+23) ;

{.1151119905 10E12}

> evalf (-1.38066E-23%x1500%6.02214E+23*1n(.1151119905e12)) ;
{-317646.2000}

P¥iklad 5.28 (vyuzit P¥ikladu 5.26: qv=6.42)

> evalf(1.38066E-23%1500/6.626E-34/2.9979E+8/39.02) ;
{2671.912078%}

> evalf(1.38066E-23%1500%6.02214E+23/1.0E+5/(6.626E-34/
sqrt (2%Pi*44x%1.6726E-27*1.38066E-23%1500)) "3) ;
{.4017709332 10E33}

evalf (6.42%2671.912078%.4017709332e33) ;

.6891848230 10E37}

evalf (.6891848230e37/6.02214E+23) ;

.1144418468 10E14}

evalf (-1.38066E-23*x1500%6.02214E+23%1n(.1144418468e14)) ;
{-375008.1046}

V AV AV

Cviceni 5.4

plot ((6*exp(-2%6.626E-34%2.9979E+8%5059/1.38066E-23/T) +30%*
exp (-6*6.626E-34*2.9979E+8*5059/1.38066E-23/T) ) / (1+3*

exp (-2%6.626E-34%2.9979E+8%5059/1.38066E-23+T) +5%

exp (-6%6.626E-34*2.9979E+8x5059/1.38066E-23/T)) ,T=10...1000) ;

Cvic€eni 5.5 (zvolte I2 : vlnodet = 214,6 cm-1)
>plot (6.626E-34%2.9979E+8%21400/ (exp (6.626E-34%*2.9979E+8%
21400/1.38066E-23/T)-1),T=10...1000);

CvicCeni 5.6

>plot (6.023E+23%(-1) /T"2/1.38066E-23%1.9864E-25%10059%
(-12%1.9864E-25%10059*exp (-2*1.9864E-25%10059/1.38066E-23/T) *
(1+3*exp(-2*1.9864E-25%10059/1.38066E-23/T) ) +36%*1.9864E-25%
10059%exp (-4*1.9864E-25%10059/1.38066E-23/T) ) / (1+3*
exp(-2%1.9864E-25%10059/1.38066E-23/T))~2,T=10...100) ;

Cviceni 5.7 (Volte vibracéni teplotu = 300 K)
> plot (300/T*exp(-300/2/T)/(1-exp(-300/T)),T=10...1000) ;

Priklad 5.34
>evalf (272x%8.14E-12"3%8.206E-2/11.5E-12"6/6.022E+23/
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2246/4.885%exp(-70400/8.314/1000)); {2.434507601}

Priklad 5.35
> evalf (272%8.14E-12"3%8.206E-2/11.5E-12"6/6.022E+23/
2246/4.885%exp(-70400/8.314/1500) ) ; {40.94758487}

Pfiklad 6.37
>plot (((1.06/x)"(12)-(1.06/x)~(6)) ,x=1..2);

Priklad 6.38
>plot ((exp(-(1.06/x)"12+(1.06/x)"6))-1,x=0..3);

Priklad 7.39
>plot (1+exp (- (5*%r-5)/5)*sin(6*r-5) ,r=0.5..10);

Priklad 8.40
>plot ((1/x) "2xexp(1/x)/(exp(1/x)-1)"2,x=0..2);

Priklad 9.41
>plot (2*%x*(1-x) ,x=0..1);
>plot (2xx* (1-x) * (1-x*(1-x)*(-0.2)/100) ,x=0..1) ;

Priklad 10.42
>plot (10*x/(1+10%*x) ,x=0..1);

Priklad 10.43
>plot (10*x/ ((1-x+10*x)*(1-x)) ,x=0..1);
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