Sada domacich tikoltu do Specialni relativity
(deadline: odevzdat alespon tyden pred tim, nez budete chtit jit na
zkousku)

1. [2 body] Lorentzovsky boost v obecném sméru (pro ¢ = 1) je dan jako blokova matice
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kde v™ je vektor rychlosti tohoto boostu a « je piislusny lorentzovsky faktor. Odvodte
tvar tohoto boostu. (Hint: Muzete vyuzit toho, jak se transformuji prostorové vektory &
kolmé a rovnobézné k rychlosti ¥ pti boostu podél souradnicové osy. Tato vlastnost bude
zachovéna i pro obecny smér.)

2. [4 body] Ukazte, jak se transformuji vektory elektrické intenzity Ea magnetické indukce

B pfti boostu v libovolném sméru. Muzete bez dukazu vyuzit tvar obecného Lorentzova
boostu z predchoziho prikladu.

3. [2 body] Cestujici ve vlaku, ktery jede rychlosti v = Z¢, chvili sviti laserovym uka-
zovatkem kolmo z okna (tj. vysle kratky svételny paprsek kolmo z vlaku). Jaky je thel
mezi timto paprskem a kolejemi (v klidové soustavé koleji)?

4. [1 bod] Je grupa
SO(2) = {A € Maty,o(R) | ATA=1,det A =1},

kde je operaci maticové nasobeni, komutativni? Pokud ano, dokazte, pokud ne, najdéte
dvé matice, které spolu nekomutuji.

5. [3 body] Urcete trajektorii, po které se pohybuje relativistickd ¢dstice s ndbojem e a
hmotnosti m v uniformnim konstantnim magnetickém poli B = (0,0, B).

6. Ukazte, ze plati:

a)[0,1 bodu] u*p, = mc,
b)[0,2 bodu] d,z, = g,

d)[0,2 bodu] P*u, = 0,

)
)
¢)[0,5 bodu] u“% =0,
ds
)
e)[0,5 bodu] PP, = 6/ — utu, = P,

kde u* je 4-rychlost, p* je 4-hybnost, a# = (ct,x,y,%2), 0, = (%,%,%,%), Guv je

Minkowskiho metrika a

PHY = g —ulu”.
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[3 body] Ukazte, ze vyraz
_ ISP

)
CQ

W2

kde W je hustota energie a S je Poytinguv vektor, je invariantni vuci Lorentzovym trans-
formacim. V kazdé vztazné soustavé potom plati
g2
w2 158 > 0.

c2

Jaky je fyzikalni vyznam této nerovnosti? (Hustota energie a Poytinguv vektor jsou dany
jako W =1 (6052 + ﬁ§2> a S = jﬁ x B.)

[3 body] Ukazte, ze invariant F),, (xF'*) se da psat ve tvaru 4-divergence
29, (77 A,9,A,)

(Proto tento invariant neni v lagrangidnu pro elektromagnetické pole.) Hodgeho duél je
déan jako

1 o
*FNV = §€/u/p0'Fp .

Ptiklady za bonusové body:

[1 bod] Dejte piiklad podélného elektromagnetické vinéni ve vakuu. Pokud takové vinéni
neexistuje, dokazte to. (Elektromagnetické vinéni znamend, ze vektory EaB vyhovuji
jak Maxwellovym rovnicim, tak vinové rovnici. Podélné vinéni znamend, ze vektory Ea
B jsou rovnobézné se smérem §itenf viny.)

[2 body] Znovu teste piiklad ¢loveéka bézici s zebiikem (desaté cviceni, tieti piiklad).
Mejte ale tentokrate jako klidovou soustavu soustavu ¢lovéka a jako pohybujici se sou-
stavu soustavu mistnosti. Nakreslete cely prostorocasovy diagram a spoctéte souradnice, v
obou vztaznych soustavach, bodu prichodu ¢lovéka dvermi a bodu, kdy ke dvefim prileti
svetelny signal od bodu narazu zebiiku do zadni zdi.

[2 body] Killingovo vektorové pole X" je vektorové pole, které generuje isometrie
(pseudo-)Riemannovych variet (v nasem piipadé Minkowskiho prostoru). To, Ze ,gene-
ruje isometrie“, znamend, ze tok Killingova vektorového pole (resp. integralni kiivka k
tomuto vektorovému poli) je spojita isometrie variety. V piripadé Minkowskiho prostoru
se Killingovo vektorové pole najde jako feSeni soustavy diferencidlnich rovnic

0,X, +0,X, = 0.

Najdéte, pokud mozno vSechna, linearné nezavisla Killingova vektorova pole. Hint: Sou-
stavu rovnic piimo nefeste, ale na zakladé toho, jak vypadaji symetrie Minkowskiho pro-
storu (tvori Poincarého grupu), Killingova vektorové pole tipnéte a jen ukazte, ze opravdu
splnuji soustavu diferencidlnich rovnic.



