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Ustav fyzikalni elektroniky
Prirodovédecka fakulta, Masarykova univerzita, Brno

Fyzikalni praktikum 1

Uloha €. 4: Méreni gravitacni konstanty

a tihového zrychleni

jarni semestr 2015

1 Meéreni tihového zrychleni reverznim kyvadlem

1.1 Tihové zrychleni na Zemi

Tihové zrychleni g je definovano jako zrychleni volného padu télesa ve vakuu. V daném bodé je pro
vSechna télesa stejné. Tihové zrychleni obecné zavisi na zemépisné §ifce ¢ a nadmorské vysce H dle
empirické relace ]

g = 9,780 356(1 4 0,005 288 5sin? ¢ — 0,000 005 9sin? 26) — 0,000 003 086 H] ms~2. (1)

Zrychleni muze navic kolisat dle lokdlnich nepravidelnosti a nehomogenit zemského télesa v fadu
1073 ms~2 od hodnoty uréené pomoci . Fyzikalni tabulky [6] udavaji pro Brno g = 9,809 980 ms~2.

1.2 MozZné postupy k urceni tihového zrychleni
Meéfeni tihového zrychleni pfimo z definice, tj. méfenim zrychleni volného padu, je pristrojové velmi

narocné. Pomérné presné a pritom piistrojové nenaroéné méreni vyuziva kyvadel. Obecné lze pouzit
libovolné fyzické kyvadlo, jehoZ perioda je dédna vztahem

[ 1 11 173
T(om) =274/ — (14 = om> + —= om” mo 2
(o) =27 mgm( TP T30 P T30 ¥ ) @)

kde g je tthové zrychleni, J je moment setrvacnosti kyvadla vzhledem k ose otaceni, m jeho hmotnost,

x vzdalenost osy otaceni (zavésu) od tézisté kyvadla, ¢, amplituda kmitia v obloukové mife. Pro
amplitudu kmitt jdouci limitné k nule (tzv. nulové kmity) dostaneme

J
T:27r”m—gm. (3)

YJursa, A. S. Ed., Handbook of Geophysics and the Space Enviroment, 4th ed. Air Force Geophysics Laboratory,
1985, p. 14-17
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Nerespektovani{ zavislosti periody na amplitudé je jednim z potenciélnich zdroja systematické chyby.
Napiiklad relativni odchylka periody pro amplitudu 5° (tj. ¢m ~ 8,7-1072 rad) od periody nulovych

kmitua
AT 1

T ~ 16

je srovnatelné s relativni nejistotou zptisobenou 0,1% nejistotou urc¢eni délky matematického kyvadla.
Uvazujme téleso libovolného tvaru, které muze kmitat vzhledem ke dvéma riznym osam o1, 09
tak, ze doby kmitu k pfislusnym osam jsou shodné Ty = T3 (viz obr. . Pro doby kmitu vzhledem

(pm)* = 5107 (4)

'0]

A

Z

Obréazek 1: Fyzické kyvadlo a reverzni kyvadlo. Symboly x1, z2 oznacuji vzdélenosti os o1, 05 od
téziste T.

k osdm 01 a 0o muZeme psét

Ji 2 Ji 2
T1:27T1/M, T2:27n/w, (5)
mgry mgxsa

Podminka rovnosti dob kmitu vede na rovnici

Jo+ma?  Jo+ ma}

(6)

mgzry mgzre

Zavedme redukovanou délku [ = x1 + zo. Pokud vyjadiime nap¥. zo = | — z1, dostaneme z rov-
nice @ vztah
B Jo + mx%
 omay

l (7)

Porovnanim rovnice s rovnici dostaneme vyslednou periodu

T1 = 271'\/5. (8)
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Obdobny postupem bychom ziskali stejny vztah i pro 75

T2 == 27T\/§. (9)

K tomuto vysledku lze dospét jesté jinym zptisobem, ze kterého je ziejméjsi, jak ovliviuje vzda-
K praktickému provedeni méfeni tithového zrychleni pomoci kyvadla je zapotiebi specidlni kon-
strukce kyvadla — tzv. reverzni kyvadlo.

2

1.3 Postup méreni

Rovnice a @D plati zcela obecné pro fyzické kyvadlo libovolného tvaru. Jedinou podminkou je
rovnost dob kmitu ke dvéma riznym osam. Pro méreni tihového zrychleni tedy staci

1. zajistit platnost rovnosti 17 = T,
2. zméfit dobu kmitu,

3. urcit redukovanou délku I = x1 + x, ktera je pfimo rovna vzdalenosti os otaceni, pokud obé
osy a tézisté lezi v jedné piimece.

Nejveétsi problém je zajistit rovnost dob kmitu ke dvéma riznym osdm. Technicky jednodussi nez
postup umoziuje reverzni kyvadlo (viz obr. . Kyvadlo kyve zavéSeno na britech, polohu tézisté je
mozné ménit posuvem piidavného zavazi Z. Ma-li byt redukované délka rovna vzdalenosti os otaceni,
zajisténo symetrii konstrukce.

P1i vlastnim méreni postupujeme tak, ze méfime zéavislost doby kmitu na poloze zévazi pro obé
osy. Polohu zavazi ur¢ujeme pomoci linearniho méritka vzhledem k néjaké vhodné zvolené referenéni
pozici y.

V principu by méfitko nemuselo byt ani metrické, jedinou podminkou je linearita a dostatec¢né
jemné déleni k zajisténi potfebné piesnosti. Jednou z moznosti je vyuzit mm stupnici vyrytou na
ty¢i, jejiz nevyhoda je v malé presnosti odectu i nastaveni, ne lepsi nez 0,5 mm. Druhou moznost{ je
vztahnout pozici spodni hrany zavazi k hrané blizsitho bfitu a pozici odmérovat posuvnym méritkem.
Dosazitelna pfesnost je pod 0,1 mm.

Po vyneseni obou zavislosti do grafu najdeme polohu zavazi yg takovou, pii které obé doby kmitu
splynou (viz obr. . Do této polohy muzeme zéavazi vratit a zmérit jesté jednou a co nejpeclivéji doby
kmitu 77 a T> k obéma osam. Tato operace méa ovSem smysl, jen kdyZ pouzijeme k stanoveni polohy
zévazi posuvku.

Jsou-li obé periody dostatecné blizké, mtuzeme pouzit pro vypocet tthového zrychleni ze vztahu
jednu z naméfenych hodnot anebo priamér z takto ziskanych hodnot (promyslete si sami). Kritériem
blizkosti je srovnatelnost rozdilu period s diferenci periody odpovidajici posunuti zévazi o nejistotu,
s jakou lze zavazi nastavit na danou pozici.

Pro aspésné provedeni celého méfeni je nutné béhem praktika zkonstruovat graf T'(y) a ziskat
hodnotu yo (viz obr. [2)) . K dispozici je po¢ita¢ s programem QtiPlot.

1.4 Meéreni casu pomoci pocitace

Doby kmitu kyvadla méfime pomoci optické zavory, pfipojené na sériovy port pocitace. Pri pruchodu
kyvadla zavorou dojde k zastinéni fotodiody a ke zvySeni jejiho odporu (je zapojena v zavérném
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Obrazek 2: Ukézka nalezeni polohy zévazi se stejnou dobou kmitu 77, T5.

sméru). K zaznamu prichodu kyvadla zavorou a ke stanoveni doby kmitu slouzi program Stopky. Po
rozkmitani kyvadla spustime méfeni tlac¢itkem Start. Program registruje jednotlivé prichody, méri
jejich Casy t; a vynasi je do grafu. RozliSuje prichody tam a zpét. Po zaznamenéni asi deseti prichodu
proklada body v grafu linearni zavislosti

t(l) = bo —+ bli

kde t je ¢as prichodu a ¢ index priichodu, a vypisuje parametry by a by stanovené metodou nejmensich
¢tvercu. Casy pruchodu lze v programu ulozit do textového souboru a nezavisle vyhodnotit napf.
v programu QtiPlot.

Pred mérenim odpovézte na otazku:
Jak se stanovi doba kmitu a jeji nejistota z parametru by a b1?7 UvaZte, Ze smérnice primky je rovna

i+ Ai) — 1)

b pe—
! Ai

1.5 Meéreni redukované délky

Za osu otac¢eni muzeme v prvnim pribliZzeni brat hranu britu. Pfesnéjsi urceni polohy vyzaduje kinema-
tickou analyzu zavésu. Nejistotu uréeni redukované délky v disledku této aproximace 1ze odhadnout
na 0,05 mm.
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aretacni Srouby aretace drzék na velké koule

Obréazek 3: Cavendishovy torzni vahy, nakres a skutecné realizace. Vyroba Pasco Scientific.

2 Meéreni gravita¢ni konstanty Cavendishovou metodou

2.1 Gravitaéni sila

Kazdé dvé ¢astice o hmotnosti mq a moy ve vzdalenosti r, které lze povazovat s dostateénou presnosti
za hmotné body, se pritahuji silou danou Newtonovym gravita¢nim zakonem

mimsa
2

F=k (10)

r
kde r je gravitaéni konstanta (k = 6,67384(80).107* m3kg~'s72 s relativni nejistotou udévanou
v soucasné dobé (leden 2012) na 1,2.107%). Stejny vztah plati i pro télesa s kulové symetrickym
rozlozenim hustoty, r pak predstavuje vzdalenost stfedu kulové symetrie téles.

Pro pfedstavu o velikosti této sily uvazujme dvé koule o hmotnosti 1 kg ve vzdalenosti stiedi 0,1 m.
Vysledna sila bude podle Newtonova gravitac¢niho zakona rovna 6,67.10~2 N. To odpovida tihové sile
pisobici na zavazi o hmotnosti 0,667 ng.

Z toho je zfejmé, ze tak malou silu lze na pozadi tihové sily mérit jen obtizné. Pro pfredstavu:
znamenalo by to, ze vahy s jednokilogramovym zavazim na misce zvazi hmotnost pfidaného pfivazku
0,667 ng, tj. relativni citlivost vah by byla lepsi nez 10713,

AvsSak pohyb, ktery by tato sila sama o sobé zptsobila, méfitelny je. Napfiklad za 100s by sila
rovnomérné zrychlenym pohybem posunula kouli o hmotnosti 1kg o ~ 33 um.

Problém je zjevné v separaci této malé sily od ostatnich sil, od dominantni tihové sily (hmotnost
Zemé 5,973 6-10%* kg, polomér 6378 km), od parazitni elektrostatické nebo obecné elektromagnetické
sily, a dale od rusivych vlivi, jako jsou vibrace a cirkulace vzduchu.

Jedna z konstrukei, ktera témto pozadavkim vyhovuje, se nazyva Cavendishovy torzni Véhyﬂ

2.2 Cavendishova metoda torznich vah

Méienou veli¢inou u Cavendishovych vah je moment sil Mg,y od gravitacni interakce mezi dvéma
vldkné (viz obr. |3). Zatimco tihova sila namahé vlakno v tahu, gravitacni interakce mezi koulemi
naméha vldkno v torzi. Vhodnym usporadédnim lze dosahnout velké tuhosti zavésu ve sméru tihové
sily, a pfitom minimalni tuhosti neboli direkénitho momentu v krutu.

2I kdyz sam Cavendish nebyl vynalezcem t&chto vah.
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Uhlové zkrouceni zavésu ¢ je doprovazeno vratnym silovym momentem M

M(p) = —D, (11)

kde D je pravé veli¢ina zvana direkéni moment.
Dvé stejné kulicky o hmotnosti m a poloméru p, které jsou spojené vahadélkem zanedbatelné
hmotnosti pfi vzajemné vzdalenosti jejich stfedt 2d, maji vzhledem k ose zavésu moment setrvacnosti

J = 2m( §p2 + d?) (12)

a na zavésu tak tvori tlumeny torzni harmonicky osilator, jehoz volné kmity jsou popsané diferencialni
rovnici
JP+7p+ Do = Mgray, (13)
7 je konstanta amérnosti mezi brzdnym momentem a thlovou rychlosti otaceni.
Resenim diferencialni rovnice jsou tlumené harmonické kmity

o(t) = pm e Plsin(wt +¥) + po, (14)
kde
B = % je koeficient tlumenti, (15)
w = Vwy?— 2 je thlova frekvence tlumeného kmitani, (16)
D
wo = 4/ 7 je thlova frekvence netlumeného kmiténi. (17)

V experimentu vliv tlumeni zanedbame, a tedy w ~ wy = \/%. Odhad chyby zptisobené touto
aproximaci je proveden v priloze @ Zanedbame-li dale proménnost momentu gravitacnich sil Mgray
béhem torznich kmitt vahadélka, viz pfiloha [C] moment zptisobuje pouze posun rovnovazné polohy

Mgray
0y = . 18
0 D (18)

Zname-li D a posun rovnovazné polohy g, mizeme urcit velikost momentu gravita¢nich sil a pii
znalosti hmotnosti kouli a geometrickych pomért i gravitaéni konstantu.

Velikost momentu gravitaénich sil Moment gravitac¢nich sil ma smér zavésu. Vzhledem k syme-
trii staci spocitat moment jen od jedné velké koule a vysledek nasobit dvéma. Dale je zapotiebi vzit
v avahu, ze velka koule ptisobi na obé kulicky a ze momenty téchto sil jsou orientovany proti sobé.
Pro velikost momentu pak dostaneme

1 r
MraVZQIiMmd _— . 19
. (M m) ( (WW);) (19)
Vyjadfime-li r jako dil d

T = é‘d, <20)

pak pro relativni odchylku momentu se zapoc¢itdnim vlivu vzdéalené koule od momentu bez tohoto
vlivu dostaneme

M — M, 3
SM = o___¢ - (21)
Mo (4+€2)>
Je-li r = d, pak
1
SM=-——" ~-9%. (22)

N|w

(4+1))
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e

Obrazek 4: K urceni momentu gravitacnich sil.

Vlastnosti zavésu Klicovym prvkem Cavendishovych vah je vlakno zévésu. Tuhost vlakna v krutu
(direk¢éni moment D) musi byt pro dosazeni potiebné citlivost co nejmensi.

Direkéni moment D zavésu v podobé vldkna kruhového prifezu o poloméru o a délce [ z materidlu
s modulem pruZnosti v torzi G je roven (viz tloha ¢. 5 MéFeni modulu pruznosti)

Grot
D =
21

Zaveés vSak obecné nemusi byt z vlakna kruhového priifezu. Napf. u aparatuty v této tloze mé formu
uzkého pésku a jeho direkéni moment je urcen jinym vztahem.

Nosnost vladkna je umérna prifezu. Konstanta imérnosti f je mezni napéti v tahu s urcitou
technickou rezervou. Minimélni polomér o je pro dvojici kuli¢ek o hmotnosti 2m dan vztahem

To’f=2my, G:”M (24)
mf

2
2mg
D— GW(W) _2m?¢® (G (25)
N 21 o7l f2
Velikost momentu gravitac¢ni sily je dana vztahem . Pro tcely nasledujici ivahy zjednodusme
vyraz na

(23)

Dosazenim do dostaneme

Mm
Mgray = 2nd( 2 ) (26)
Velikost vychylky ¢ torzniho zavésu bude podle (11f) rovna
Mo 2 dw dl M 2
o= _ M ESSLU (he i (27)
D 2m2lg2 ( f% ) g’r2 \'m G

Moment setrva¢nosti dvojice zavazi ((12)) zjednodusme na

J = 2md>. (28)
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A vyjadfeme periodu netlumenych kmita

Tsz/%:QW

o, d f2\ wl

cvv

napi. metodou tif kyvit), viz vyraz (29).

Jak je vidét, pokud je s hmotnosti vahadélka upravovan prufez vlakna tak, aby bylo vzdy na-
mahéano stejnym napétim (platnost vztahu pro pevné zvolené f), citlivost je nepfimo tmérna
hmotnosti kuli¢ek vahadélka. Perioda vlastnich kmiti je nepfimo imérné jeji druhé odmocniné. Snizo-
vani hmotnosti pohyblivé ¢asti mé své meze dané vyrobnimi moznostmi taZzeni velmi tenkych vlaken.

Zvétsovanim vzdalenosti d kulicek vahadélka zvySujeme citlivost linearné, ale stejné roste i perioda
vlastnich kmitt. Optimalni je maximalizovat parametr %2, kde vétsi vahu méa praktickd mez pevnosti
v tahu, nez Youngliv modul pruznosti ve smyku.

Citlivost roste linearné také s délkou zavésu [, perioda jen s jeji druhou odmocninou, coz je
vyhodné, ale i prodluzovani délky zavésu mé své limity, které nejsou uz tak ziejmé a jsou z Césti
technické povahy.

Pokud jde o zavislost citlivosti na hmotnosti vnéjsich kouli, dokud nedojde ke vzajemné fyzické
kolizi interagujicich kouli, citlivost roste timérné jejich hmotnosti. Pokud je nutno vzdalovat polohu
stfedu velkych kouli od malych, je tfeba vzit v Givahu, Ze ptisobi na obé z dvojice kuli¢ek na vahadélku.
7 geometrického nézoru je ziejmé, zZe momenty téchto sil jsou orientovany proti sobé a pro stfed vnéjsi
koule v nekone¢nu se vzajemné kompenzuji bez ohledu na velikost sil.

2.3 Popis aparatury

e Aparatura sestava z dvojice woframovych kulicek o poloméru p = 8,19 mm a hmotnosti m =
(38,3 £0,2) g, ukotvenych na vahadélku zanedbatelné hmotnosti ve vzdélenosti 2d = 100 mm.

e Vahadélko je zavéSeno na pasku z beryliové bronzi délky I =260 mm a priFezu 2,55.1073 mm?

(0,017 x 0,150 mm).

e Vngjsi wolframové koule o poloméru 27,6 mm a hmotnostech M =1,5kg jsou umistény otoéné

poloze, ve které se velké koule pravé dotykaji stény komory vahadélka.

e Vahadélko je pevné spojeno se zrcatkem, odrazejici laserovy paprsek. Jeho svételna stopa na
sténé poskytuje informaci o thlové vychylce vahadélka. Sténa s laserovou stopou je sniméana
IP kamerou se zaznamem. Pro automatické nalezeni stopy ve snimcich je pFipraven program
Cavendish. exe.

e Soustava vahadélka, dvojice malych kouli a zrcatka je umisténa v zakrytované komote (viz

obr. .

2.4 Hlavni zasady

e Torzni Cavendishovy vahy jsou extrémné citlivé zafizeni a vyzaduji velmi jemné zachazeni.
Klicovym prvkem je zéves z beryliové bronzi, ktery nese vahadlo s wolframovymi kulickami
o celkové hmotnosti 76,6 g, toto zatiZzeni vytvaii v zavésu napéti v tahu ptiblizné 300 MPa.
Mez pevnosti beryliové bronzi dosahuje az 1300 MPa, takZe staticka rezerva je dostatecna. To
v8ak neplati pro dynamické naméahéani, protoze systém je velmi tuhy a tedy schopnost zavésu
absorbovat energii je velmi mal&. [ slaby naraz muze vést k destrukci zavésu!
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Obrazek 5: Ke stanoveni rovnovazné polohy metodou tif kyvi. ¢o = [(¢1 + ¢3)/2 + ¢2]/2, ¢y =
(1 +#3) /2 + ¢b]/2.

2.5

e Vlastni frekvence torznich kmita s relativné slabym tlumenim je cca 8 minut. Je tedy tieba se

vyvarovat takové manipulace, ktera kmity budi. Jakdkoliv jina manipulace s vahami s vyjimkou
presunuti velkych wolframovych kouli je zakdzana! Aparatura je jiz sefizena podle manualu
k aparatufe.

2

Postup meéreni

. Na pocitaci spuste z plochy odkaz Kamera-www. Otevie se stranka s obrazem z kamery, kde

muzete podle potfeby zménit zabér kamery nebo jas (aby byla stopa dostateéné kontrastni).
Automaticky zdznam spustite tlac¢itkem Trigger. Snimky naleznete na pocitaci ve slozce, na
kterou ukazuje odkaz Kamera-snimky na plose. Pfed méfenim staré snimky vymazte.

Velmi opatrné nastavte oto¢ny drzak velkych kouli do jedné krajni polohy, ktera je urcena
dotykem wolframové koule se sténou komory vahadla. Davejte pozor, aby koule pfi manipulaci
nenarazily do komory vahadélka. Sledujete laserovou stopu ukazatele na stupnici, jeho hodnotu
prepocitejte na thlovou vychylku vahadélka. Zaznamenejte tii po sobé jdouci krajni polohy (1,
2, @3 (viz obr. . Pouzijte program Cavendish.exe. Z namérenych hodnot uréete metodou tii
kyvi (viz pfiloha [Bf) rovnovaznou polohu na stinitku ¢ pro jednu pozici vnéjsich kouli.

Premistéte otoény drzak do druhé symetrické polohy. Pro zmenSeni vybuzené amplitudy roz-
lozte presun velkych kouli do dvou fazi. Napfed natocte drzak do polohy stfedové a teprve
po kulminaci ukazatele v krajni poloze ve sméru nové rovnovazné polohy dokoncete premisténi
kouli. Na stupnici stinitka opét sledujte stopu ukazatele a zaznamenejte t¥i po sobé jdouci krajni
polohy. Stejnym zptsobem jako v pfedchozim bodé urcete druhou rovnovaznou polohu ¢ pro
opacnou pozici vnéjsich kouli.
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4. Zmérte vlastni frekvenci torznich kmiti a ze vztahu pomoci urcete direkéni moment D.

5. Ze vztahu ¢g — ¢ = QM%“ urcete moment gravitacnich sil Mg,y a ze vztahu urcete

gravitacni konstantu x.

6. Po skonceni méfeni vypnéte tlac¢itkem Trigger ukladéni snimkt a vymaZte snimky ze slozky
Kamera-snimky.

Ukoly

1. Zmé&ite tihové zrychleni reverznim kyvadlem. Proméite zéavislost 71 (y) a T»(y) aspon pro pét
poloh zavazi, sestrojte v programu QtiPlot graf a najdéte polohu yg. V jejim okoli zméite periodu
kmitt podrobnéji tak, abyste upfesnili prusecik kiivek 77 (y) a To(y). Zméite redukovanou délku
kyvadla a stanovte hodnotu tihového zrychleni véetné nejistoty. Porovnejte vysledek s mistni
hodnotou.

2. Zmérte gravitacni konstantu Cavendishovymi torznimi vahami.

A Stanoveni direkéniho momentu tlumeného torzniho oscilatoru

Méjme torzni oscilator v podobé dvou kuli¢ek na vahadélku zavésenych na vldknu. Vzdélenost stiedt
kulicek je 2d. Vahadélko na zavésu vykonéva tlumené torzni kmity popsané diferencidlni rovnici

Jo+vp+ Dy =0, (30)

jejim TeSenim je
p(t) = pme™ sin(wt + ) + o, (31)

D
w= 1w~ w= \/; =L, (32)

©m je amplituda a g rovnovazna poloha. Z periody téchto kmiti

kde

T =27

1 1
S, Y S
Vws — 52 " /D _ g2

it (ﬁ)] | (34)

Zanedbanim druhého ¢lenu v rovnici se dopustime relativni chyby
6D B\?
a2 . 35
5~ (2) (35)

Urceni koeficientu tlumeni § z tlumenych kmitu

1ze urcit direkéni moment

Tlumené harmonické kmity jsou popsény vztahem . Pomér amplitud po n periodach je

o(t) poe st +9) g 56)

ot +nT)  poe=PtnD) sin(w(t + nT) + 1)
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Odtud pro S plyne
1 e(t)
b=ormm (w(t n nT)) ‘ (37)

Pokud napriklad poklesne amplituda za 1 hodinu na %, je B~ 1,9107* s71. Je-li perioda kmitii
8 min, pak podle vztahu je relativni chyba %3 ~ 21074
B Urceni rovnovazné polohy metodou tii kyvii

V neékterych ptipadech, napf. u slabé tlumeného harmonického oscilatoru, je nepraktické ¢ekat na
utlumeni kmit a je zapotiebi urcit neznamou rovnovaznou polohu béhem kmitan{ oscilatoru. K tomu
slouzi metoda tii kyvt. Vyjdeme z rovnice . Pro vhodné zvoleny pocétek faze a méfeni ¢asu plati
pro tii po sobé nasledujici krajni polohy

T _ 3T _
01 =¢(0) = pm+ o, P2=¢ <2> = —pme P2 + 9o, @3=0(T)=pme T +py,  (38)

kde ¢, je amplituda, g rovnovazna poloha. Ozna¢me
a= e*ﬁ%, tj. o? = e T (39)

a rovnice prepiSeme s pomoci na

Y1 = $Ym+ ¥o (40)
Y2 = —Pma+ @o (41)
Y3 = Pma®+ py. (42)

Od rovnice odeéteme rovnici a od rovnice ZNovu rovnici

p1—p2 = ¢pm(l+a) (43)
p3— 2 = pma(l+a) (44)
Rovnici podélime rovnici
=592 (45)
$1— P2

Rovnice (40) vynasobme « a seCteme s rovnici (41])

v1a+ o2 = po(l + ). (46)
Vyjadiime ¢ a dosadime za « z (45))
oy = P1P ¥ (47)
P14 @3 — 22

Pokud je BT malé ¢islo, mizeme priblizné psét

T
a:e_ﬁgwl—ﬁaa 2
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Potom rovnice a a maji tvar

P1 = Pm+ o (49)
T
¢ = —vu(1+63) +00 (50)
03 = om(l+8T) + ¥o. (51)
Secteme rovnici s rovnici a vyjadiime g
+ T
po=2 o (1485 ). (52)
2 2
Dosadime-li za o, (1 + B%) Z 1’
+
o=w+<ﬂ2—<ﬂoj (53)

pro nezndmou rovnovaznou polohu g dostaneme zjednoduseny vztah

1 +
Yo ~ B (9012@3 + %02) . (54)

Zméiime-li tedy souradnice tii po sobé nasledujicich kyvi (napiiklad thlovou vychylku nebo
polohu ukazatele na stinitku), dostaneme pomoci vztahu , pripadné (H4) (za predpokladu, Ze se
jedna o slabé tlumeny harmonicky pohyb), soufadnici rovnovazné polohy oscilatoru.

C Vliv momentu gravitac¢nich sil na vlastni frekvenci torzniho osci-
latoru

Predpokladejme pro piehlednost, ze moment gravitacnich sil je dan pouze interakci velké koule s blizs{
kulickou. Dale predpokladejme, Ze vzdalenost rg malé kulicky od velké odpovidé rovnovazné poloze
mezi momentem nakrouceného vldkna a momentem gravitacnich sil

Mgrav(ro) — Do = 0. (55)
Pokud vahadélko osciluje malymi kmity, plati pro vzdalenost malé kulicky od velké

r o= 1o+ 0r, (56)
or = —ded, (57)
d je vzdalenost stfedu kulicky od osy torznich kmiti, d¢ je vychylka malych torznich kmita v thlové

mite. Zvétsi-li se ihlova vychylka, kulicky se k sobé priblizi, r je tedy zaporné.
Moment gravitacnich sil je pak

Mm
Meray (T + 1) = Kd——. 58
sl ) = (53)
Omezime-li se v Taylorové rozvoji na linearni ¢len, dostaneme
M M
Mgrav(ro + 6r) = Kkd Tr; — 2kd 77; 6—T, (59)
(ro) (ro)” 7o
20r
Mgrav(ro + 57') ~ Mgrav(r[)) - Mgrav(ro)i- (60)

7o
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Dosazenim za or z (57))

2dd
Mgrav(TO + 57") ~ Mgrav(TO) + MgraV(TO) T‘O(p' (61)

Nachazi-li se vahadélko v blizkosti gravitujici koule, je tifeba diferencialni rovnici pro tlumené
kmity upravit. Malé kmity vahadélka vztdhneme k rovnovazné poloze v gravitacnim poli koule
podle rovnice (55))

=0+ dp. (62)

Dale doplnime mmoment gravitacnich sil podle (61)

d?(po + 6 d(po + 6 950d
J (W;ﬁ %) oy (Wodt 2 + D(6¢ + 90) = Myray (o) + Myray (r0) 22 (63)
0
Po tpravé
7 ) 20pd
J(SQO + ’75@ + D(S(,O = —DQOO + Mgrav('ro) + Mgrav(r[)) " . (64)
0

Upravime za pouziti (55 a dostaneme rovnici pro tlumené harmonické kmity oscilatoru

. . 2d
Jop +yop + (D - Mgrav(?”o)m> d0p =0. (65)
Konstantni moment vypadl v souladu s tim, ze Tayloriv rozvoj byl proveden kolem bodu rovnovahy
mezi momentem gravita¢ni sily a vratnym momentem vlakna. Je vidét, ze efektivni hodnota direkéniho
momentu D* je mensi

2d
D* = D — Mgray(ro)—. (66)
To
Dynamicki metoda méreni direkéniho momentu vldkna je tedy pro piipad, Ze se vahadélko nachazi
pod vyraznéjsim vlivem vnéjsich kouli, zatiZena systematickou chybou. Jeji relativni hodnota je

62 o Mgrav(r())%

67
D D ro (67)
Dosadime-li za Mg#"(m) 7 rovnice 1’ dostaneme
0D 2d
— = . 68
D n? (68)

Explicitné jsme uvazovali jen jednu vnéjsi kouli, ale vysledek plati i pro dvojici vnéjsich kouli. P¥i
vypoctu jsme zanedbali efekt interakce se vzdalen&jsi kouli a predpokladali jsme, Ze spojnice malé
a velké kulicky je kolma na vahadélko. Systematicka relativni chyba urceni direkénfho mometu vldkna
dynamickou metodou v dusledku gravita¢ni interakce s blizkou kouli je imérna vychyleni rovnovazné
polohy v obloukové mife v duasledku této interakce. Z geometrickych pomérta vyplyva, ze konstanta
amérnosti 2d/ry je velmi pfiblizné rovna 2.

Tuto chybu je mozné ¢asteéné korigovat. S vyuzitim (55)) upravime rovnici
2d

2d 2d
:D*+D<por— zD*—i-D*(pgr— = D*(1+ ¢o—). (69)
0 0

. 2d
D = D -+ Mgrav(ro) o

To

Vzhledem k tomu, Ze ve vztahu pro gravita¢ni konstantu s vystupuje direkéni moment linearné,
prenasi se tato relativni chyba i do relativni chyby urceni gravita¢ni konstanty.
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Obrazek 6: Bezrozmérna perioda kyvadla jako funkce bezrozmérné vzdalenosti osy otéceni od tézisté.

Zavér. Ptes moznost ¢astecné pocetné korigovat vliv gravitujicich kouli je samoziejmé spravnéjsi,
pokud to ¢asové moznosti experimentu dovoli, nespojovat méieni direké¢nfho momentu zavésu s mé-
Fenim posuvu rovnovazné polohy, ale povést ho v usporadéani bez gravitujicich kouli.

D Odvozeni vztahu pro redukovanou délku a pro periodu fyzického
kyvadla

VysSetfeme nyni zéavislost periody fyzického kyvadla na vzdalenosti z osy otaceni od osy prochézejici

vvvvvvvv

2
T(x) = 2my [ 2T (70)
mgzx

Yy

Pro znézornéni zavislosti periody na vzdalenosti osy vii¢i tézisti je vyhodné zavést bezrozmérné
parametry

nulovych kmiti dostaneme

L =, TP ——. (71)
ao 2, /%
\V 9

Pro bezrozmérnou periodu T* potom dostaneme jednoduchou funkci

ag = —
m

14 &2
§

jejiz prubéh je vykreslen na obrazku[6] Z uvedeného vztahu a grafu je zfejmé, Ze perioda ma minimum

vy

T = : (72)

Yy

zfejmé, Ze pro kazdou delsi periodu existuji dvé rizné vzdalenosti €1, &3 os otaceni, které jsou fesenim
kvadratické rovnice )
1+

- T+

T*2
§

tedy €2 —T*?¢+1=0 (73)
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T* 2 T*4 T* 2 T* 4
= — 1 = —
gl 9 + 4 ) 52 2 4

Secteme-li obé FeSeni, dostaneme bezrozmérnou tzv. redukovanou délku kyvadla, ktera je piimo
rovna kvadratu bezrozmérné periody

~1. (74)

*2

f1+52=2T =T, (75)

2

Dosadime-li za bezrozmérnou periodu, dostaneme po tupraveé

7 (& +&)ao (z1 + 22)
+&=T"= — T? = (27)? 2202 — (o) =2 76
&1+6& (%)2%0 (2m) p (2m) p (76)
Oznacime-li redukovanou délkou | = x1 + x2, obdrZime pro periodu
l
T=2my/— (77)
g

formalné shodny vztah se vztahem pro matematické kyvadlo, kde uz nevystupuji obtizné zjisti-
telné veli¢iny jako J a x. Tento vztah je tedy vhodny pro urcéeni tihového zrychleni.

E Profesionidlni méreni gravitacni konstanty

Metoda Cavendishovych vah se s uzitim riznych vylepSeni a modifikaci pro méfeni gravita¢ni kon-
stanty stale pouzivd a méreni gravitacni konstanty je i v dneSni dobé oteviené a aktualni téma.
V poslednich letech bylo totiz provedeno nékolik nezévislych experiment pro zjisténi gravita¢ni kon-
stanty s vysokou pfesnosti za uziti riznych méficich technik. Pfekvapivé ne vSechna tato méfeni se
mezi sebou shoduji.

Prehled téchto méfeni lze nalézt na strance [1]. V roce 2000 napi. publikovali Gundlach a Mer-
kowitz [2| vysledky méfeni zaloZeného na vylepsené Cavendishové metodé s vysledkem x = 6,674
215.107 1 m3kg~!s™? se standardni relativni nejistotou 1,4 .107°. Tato hodnota byla v dobré shodé
s dalsim méfenim publikovanym v roce 2006 Schlammingerem a kolektivem [3], které bylo zaloZeno
na jiném méficim postupu. V roce 2009 publikoval Luo a kolektiv [4] méFeni gravita¢ni konstanty
zaloZené na zjisténi doby kmitt torzniho kyvadla pro rizné vzdalenosti budicich hmot s vysledkem s
— 6,673 49 .10~ " m3kg~'s~2 a standardni relativni nejistotou 2,6 . 107°. Toto méfeni se pies veskeré
asili o nalezeni systematickych chyb neshoduje s méfenim Gundlacha a Merkowitze. Dalsi méfeni
publikované v roce 2010 Fallerem a Parksem [5] dava dokonce je$té nizsi hodnotu konstanty k =
6,672 34 - 107" m3kg~'s™? se standardni relativni nejistotou 2,1 - 107°. Jejich metoda je zaloZena
na interferometrickém méreni vychylky kyvadel vystavenych gravitaénimu ptisobeni zdrojové hmoty
a jejich vysledek se neshoduje ani s Gundlachem a Merkowitzem ani s Luem.

Rozdily jednotlivych vysledki jsou patrné zpusobeny systematickymi chybami, které se objevily
v dtsledku nezapocteni nékterych ne zcela ocividnych vlivii. Nalezeni téchto vlivii je otevienym
problémem.

Hodnota gravita¢ni konstanty uvedena v navodu k praktiku, tj. £ = 6,673 84(80) -10~1! m3kg=1s 2
se standardni relativni nejistotou 1,2 .107%, je hodnota publikovana v CODATA 2010. Tato hodnota
jiz zohlednuje néktera vyse uvedend méteni. (Pro zajimavost hodnota publikovana v CODATA 2006
je k = 6,674 28 .10~ m3kg~'s~? se standardni relativni nejistotou 107%.)
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