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Fyzikální praktikum
Zpracování měření
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Měření

Měření

proces experimentálního získávání jedné nebo více hodnot veličiny,
které mohou být důvodně přiřazeny veličině

Žádné měření není přesné. Výsledek měření závisí na měřicím
systému, metodě, dovednostech obsluhy, laboratorních
podmínkách apod.
I při snaze zachovat všechny parametry měření dostáváme
různé hodnoty.
Měřená hodnota je tedy pouze přiblížením či odhadem měřené
veličiny a musí být doplněna o hodnocení kvality tohoto odhadu.
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Měření

Pro porovnání výsledků měření (hodnot) používáme mezinárodní
soustavu jednotek SI.
Pro porovnání kvality měření bychom se měli řídit

BIPM: JCGM 100:2008 „Evaluation of measurement data – Guide to the
expression of uncertainty in measurement“
ČSN P ENV 13005 Směrnice pro vyjádření nejistoty měření
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Koncept chyby měření a nejistoty měření

chyba měření

naměřená hodnota veličiny mínus pravá hodnota veličiny

nejistota měření

parametr přidružený k výsledku měření, který charakterizuje
rozptýlení hodnot, jež by mohly být důvodně přisuzovány k měřené
veličině
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(Konvenční) pravá hodnota fyzikální veličiny

Pravou hodnotu bychom změřili v ideálním měření, které však
neexistuje. Pravá hodnota je tedy v principu nepoznatelná.

Př. Rydbergova konstanta (nejpřesněji známá konstanta)

R∞ = 10973731,568508(65) m−1, r(R∞) = 5,9·10−12, variace . 10−15 /rok

Př. gravitační konstanta

TABLE XXVII. Summary of the measurements of the Newtonian constant of gravitation relevant to the 2006 adjustment together
with the 2002 and 2006 CODATA recommended values.

Item Source Identificationa Method
10 G

−2m3 kg−1 s
Rel. stand.
uncert. ur

2002 CODATA adjustment CODATA-02 6.6742�10� 1.5
10−4

a. Karagioz and Izmailov, 1996 TR&D-96 Fiber torsion balance, 6.6729�5� 7.5
10−5

dynamic mode
b. Bagley and Luther, 1997 LANL-97 Fiber torsion balance, 6.6740�7� 1.0
10−4

dynamic mode
c. Gundlach and Merkowitz, UWash-00 Fiber torsion balance, 6.674 255�92� 1.4
10−5

2000, 2002, dynamic compensation
d. Quinn et al., 2001 BIPM-01 Strip torsion balance, 6.675 59�27� 4.0
10−5

compensation mode,
static deflection

e. Kleinvoß, 2002, Kleinvoß UWup-02 Suspended body, 6.674 22�98� 1.5
10−4

et al., 2002 displacement
f. Armstrong and Fitzgerald, MSL-03 Strip torsion balance, 6.673 87�27� 4.0
10−5

2003 compensation mode
g. Hu et al., 2005 HUST-05 Fiber torsion balance, 6.6723�9� 1.3
10−4

dynamic mode
h. Schlamminger et al., 2006 UZur-06 Stationary body, 6.674 25�12� 1.9
10−5

weight change
2006 CODATA adjustment CODATA-06 6.674 28 67 1.0
10−4� �

municated to the Task Group by the HUST researchers
in 2003 and included in the HUST value of G used in the
2002 adjustment.

The HUST revised value of G, including the addi-
tional component of uncertainty due to the measure-

G/(10−11 m3 kg−1 s−2)

6.670 6.672 6.674 6.676 6.678

6.670 6.672 6.674 6.676 6.678

−410 G

UWup-02

HUST-05

LANL-97

TR&D-96

BIPM-01

MSL-03

UZur-06

UWash-00

CODATA-02

CODATA-06

FIG. 2. Values of the Newtonian constant of gravitation G.

ment of the eccentricities eA and eB, is item g in Table
XXVII.

2. University of Zurich

The University of Zurich result for G discussed
in CODATA-02 and used in the 2002 adjustment,
G=6.674 07�22� G0 �3.3
10−5�, was reported by Schlam-
minger et al. �2002�. It was based on the weighted mean
of three highly consistent values obtained from three
series of measurements carried out at the Paul Scherrer
Institute �PSI�, Villigen, Switzerland, in 2001 and 2002
and denoted Cu, Ta I, and Ta II. The designation Cu
means that the test masses were gold plated copper, and
the designation Ta means that they were tantalum. Fol-
lowing the publication of Schlamminger et al. �2002�, an
extensive reanalysis of the original data was carried out
by these authors together with other University of Zur-
ich researchers, the result being the value of G in Table
XXVII, item h, as given in the detailed final report on
the experiment �Schlamminger et al., 2006�.

In the University of Zurich approach to determining
G, a modified commercial single-pan balance is used to
measure the change in the difference in weight of two
cylindrical test masses when the relative position of two
source masses is changed. The quantity measured is the

aTR&D: Tribotech Research and Development Company, Moscow, Russian Federation; LANL: Los Alamos National Labora-
tory, Los Alamos, New Mexico, USA; UWash: University of Washington, Seattle, Washington, USA; BIPM: International Bureau
of Weights and Measures, Sèvres, France; UWup: University of Wuppertal, Wuppertal, Germany; MSL: Measurement Standards
Laboratory, Lower Hutt, New Zealand; HUST: Huazhong University of Science and Technology, Wuhan, PRC; UZur: University
of Zurich, Zurich, Switzerland.

11

687Mohr, Taylor, and Newell: CODATA recommended values of the fundamental …

Rev. Mod. Phys., Vol. 80, No. 2, April–June 2008

κ = 6,67384(80) · 10−11 m3 kg−1 s−2, r(κ) = 1,2 · 10−4 (CODATA 2010)
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Vlivy ovlivňující měření

hrubé chyby a omyly
systematické vlivy – ovlivňují měření deterministickým
způsobem, za předpokladu dobré znalosti těchto jevů lze vlivy
odstranit korekcemi.
náhodné vlivy – ovlivňující měření nepředvídatelným
způsobem, nelze je vyloučit ani kompenzovat→ musíme měřit
vícekrát a data statisticky zpracovat.
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\begin{figure}
\centering\includegraphics[width=0.6\textwidth]{FP101-img/kappa.pdf}
%\caption{CODATA 2006}
\label{fg}
\end{figure}{\vspace{-1em}\small

\begin{figure}
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%\caption{CODATA 2006}
\label{fg}
\end{figure}{\vspace{-1em}\small

nepravdivé
neprecizní 
nepřesné

nepravdivé 
precizní 
nepřesné

pravdivé
neprecizní
nepřesné

pravdivé 
precizní
přesné

přesnost (accuracy) = pravdivost (správnost, trueness) + preciznost (precision) 

systematické vlivy
popisuje systematická chyba

 
popisuje chyba měření

náhodné vlivy
popisuje směrodatná odchylka

Terminologie r. 2008, dříve jinak (přesnost byla správnost, preciznost byla přesnost).
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Simulovaný experiment 1
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Simulovaný experiment 2
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Normální (Gaussovo) rozdělení

rozdělení je vyjádřeno pomocí hustoty pravděpodobnosti:

fgauss(x) =
1√
2πσ

exp

(
− (x − µ)2

2σ2

)
,

µ je střední hodnota, σ směrodatná odchylka.
obecný význam hustoty pravděpodobnosti:

pst(a < X < b) =

b∫
a

f (x)dx ,

∞∫
−∞

f (x)dx = 1
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Statistický význam směrodatné odchylky
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p = 0,6827
(zelená plocha)

p = 0,9973
(zelená + modrá  plocha)

σ

κ

σ – směrodatná odchylka,
µ+σ∫
µ−σ

f (x)dx .
= 0,6827

κ = 3σ – krajní odchylka,
µ+κ∫
µ−κ

f (x)dx .
= 0,9973
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Odhad parametrů Gaussova rozdělení

Ideální je získat velké množství hodnot, zkonstruovat histogram a
nalézt jeho střední hodnotu a šířku. To většinou nelze.
Nejlepším odhadem střední hodnoty µ je aritmetický průměr

µ̂ = x ≡ 1
N

N∑
i=1

xi .

Nejlepším odhadem směrodatné odchylky σ je

σ̂ = s(x) ≡

√∑N
i=1 (xi − x̄)2

N − 1
.

QtiPlot

směrodatná odchylka = standard deviation
směrodatná odchylka aritmetického průměru = standard error
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Výsledek měření, nejistota typu A

Výsledkem opakovaného měření fyzikální veličiny X je
aritmetický průměr x̄ z naměřených hodnot.
Za odhad nejistoty měření u(x) se proto bere směrodatná
odchylka aritmetického průměru

u(x) ≡ s(x̄) ≡ s(x)√
N

=

√∑N
i=1 (xi − x̄)2

N · (N − 1)
.

Průměrováním se rozptýlení hodnot snižuje. Směrodatná
odchylka aritmetického průměru s(x̄) je proto menší než
směrodatná odchylka s(x) a nelze je vzájemně zaměňovat.
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Rozšířená nejistota U(x)

Kolem aritmetického průměru můžeme pomocí nejistoty zkonstruovat
interval

x̄ − u(x) ≤ X ≤ x̄ + u(x),

kvalita stanovení u(x) však závisí na počtu měření.
Chceme-li jej považovat za interval, který zahrne velkou část
rozdělení s určitou pravděpodobností (tzv. hladinou spolehlivosti),
spočteme rozšířenou nejistotu

U(x) = tp,νu(x),

kde tp,ν je Studentův koeficient pro hladinu p a stupňů volnosti
ν = N − 1. Do intervalu

x̄ − tp,νu(x) ≤ X ≤ x̄ + tp,νu(x)

pak opakované měření aritmetického průměru x̄ spadne
s pravděpodobností p.

Excel

Studentův koeficient počítá funkce tp,ν = TINV(1− p; ν).
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Test konzistence – odstranění hrubých chyb

Spočteme-li krajní odchylku κ(x) a některá měřená hodnota leží
mimo interval daný κ(x), je pravděpodobnější, že vychýlení měřené
hodnoty způsobila hrubá chyba, než souhlasné působení mnoha
náhodných vlivů (s pravděpodobností 1 − 0,9973).
Postup:

1 Určete aritmetický průměr x̄ a odhad krajní odchylky

κ̂(x) = 3σ̂(x) = 3

√∑N
i=1 (xi − x̄)2

N − 1
.

Pokud počet měření N je malý, místo trojky můžeme vzít lépe
Studentův koeficient t0,9973,N−1.

2 Určete hraniční body intervalu x̄ − κ̂(x) ≤ X ≤ x̄ + κ̂(x) a
vyškrtejte ty naměřené hodnoty, které leží vně tohoto intervalu.

3 Tento postup opakujte tak dlouho, dokud všechny veličiny neleží
uvnitř uvedeného intervalu.
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Nejistota typu B

Nejistotu měření můžeme získat i jiným postupem než statisticky,
např. ze specifikace přístroje od výrobce.
Typicky nejistota přístrojů, konstant, hodnot etalonů apod. (např.
konstanta A Ubbelohdeho viskozimetru)
Nejistota typu B zahrnuje systematické i náhodné vlivy.
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Nejistota typu B, kombinovaná nejistota

Existují dvě situace:
1 Čtená hodnota na přístroji se při opakovaném měření nemění,

nebot’ náhodné fluktuace jsou menší než poslední zobrazené
místo (obvykle měření elektrických veličin nebo vážení).
V tomto případě měříme jen jedenkrát a nejistota měření je
dána nejistotou uB.

2 Čtená hodnota na přístroji se při opakovaném měření mění.
Ukazuje-li přístroj při opakovaném měření různé hodnoty,
statistickým zpracováním stanovíme nejistotu uA. Celkovou
kombinovanou nejistotu vypočteme jako

uC(x) =
√

u2
A(x) + u2

B(x)
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Nalezení nejistoty typu B

Výrobce většinou udává krajní nejistotu „accuracy“ jako ±a.
Standardní nejistotu spočteme podle vztahu

uB(x) = a/k ,

k závisí na typu předpokládaného statistického rozdělení.

Rozdělení k Příklad užití

normální

a = κu
B 

 = σ x

f(x)

3 kalibrované přístroje
(multimetry, váhy)

rovnoměrné
f(x)

xa

√
3 odhad z nejmenšího dílku

(měřítka délky)

bimodální Diracovo

x

f(x)

a

1 třída přesnosti
(analogová el. měřidla)

U analogových přístrojů nejistotu můžeme odhadnout podle nejmenšího dílku, který je
typicky 1 mm (a = 0,5 mm).
Počet stupňů volnosti u nejistoty specifikované výrobcem je ≈ 30 – 50 — „dobře změřeno“.
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Nejistota typu B digitálních vah

Výrobce vah udává většinou dva údaje
citlivost, readout d – nejmenší hodnota čtená na displeji, může
být shodná s reprodukovatelností,
ověřovací dílek, verification value e – nejvyšší dovolený rozdíl
mezi údajem vah a etalony hmotnosti použitými při ověření vah.

Za krajní nejistotu měření tedy vezmeme ověřovací dílek e.
Standardní nejistota je tedy uB = e/3.
V praktiku máme váhy, u kterých platí e = 10d .

Nejdůležitějším údajem vah je ovšem váživost.
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Nejistota typu B digitálních měřidel elektrických veličin

nejistota je udána v závislosti na aktuální měřené hodnotě i na
maximální hodnotě rozsahu
Př. V manuálu multimetru Metra nalezneme „základní chybu“
z = 100 ppm MH + 20 ppm MHMR, po určení MHMR v tabulce rozsahů
spočteme standardní nejistotu jako uB = z/3.
Př. U multimetru UNI-T krajní nejistotu stanovíme z měřené hodnoty a
z posledního zobrazeného místa digit. Termín „accuracy“ (přesnost)
zahrnuje náhodné i systematické odchylky.
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Nejistota typu B ručkových měřidel elektrických veličin

třída přesnosti přístroje je
uvedena nad symbolem
měření stejnosměrné/střídavé
veličiny
je to standardní nejistota typu
B uvedená jako procento
z rozsahu (k = 1)
rozsah je dán použitými
svorkami přístroje
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Standardní zápis výsledku s rozšířenou nejistotou

Zápis výsledku:

x = (x̄ ± UC(x)) j (p = . . . , ν = . . .)

Nejistota se zaokrouhlí na jednu platnou číslici, aritmetický průměr pak na
stejné desetinné místo.

Příklady

l = (209,9± 0,1) m (p = 0,6827, ν = 9)
l = (2099± 1) dm (p = 0,6827, ν = 9)
l = (20990± 10) cm (p = 0,6827, ν = 9)

Výjimkou je zápis nejistoty, která by zaokrouhlením značně klesla (vzrostla)
l = (20990± 14) cm (p = 0,6827, ν = 9)
l = (20990± 15) cm (p = 0,6827, ν = 9)
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Zákon šíření nejistoty (ZŠN)

Necht’ nepřímo měřená veličina y závisí na nezávislých, přímo
měřených veličinách x1, x2, . . . , xp

y = f (x1, x2, . . . , xp).

Necht’ tyto veličiny mají standardní kombinované nejistoty
uc(x1),uc(x2), . . . ,uc(xp). Pak nejistotu nepřímo měřené veličiny lze
určit jako

uc(y) =

√√√√ p∑
k=1

(
∂f
∂xk

)2

[x1=x̄1,x2=x̄2,...,xp=x̄p]

u2
c (xk ),

kde x̄1, x̄2, . . . , x̄p jsou odhady přímo měřených veličin.
Derivace funkce f podle zvolené proměnné xk jsou parciální, čili při
tomto derivování považujeme ostatní proměnné
x1, x2, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xp za konstanty.
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Pravidla pro počítání s nejistotami

Necht’ x1, x2 jsou přímo měřené veličiny se standardními
(kombinovanými) nejistotami u(x1), u(x2) a y je nepřímo měřená
veličina z nich počítaná. Dále označme r(x) = u(x)

x̄ relativní nejistotu
veličiny x .

y = x2 ± x1 u(y) =
√

u2(x1) + u2(x2)
y = A · x1 u(y) = |A| · u(x1)

y = x1 · x2, y = x1
x2

r(y) =
√

r2(x1) + r2(x2)

y = xn r(y) = |n| · r(x)
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Rozšířená nejistota nepřímo měřené veličiny

Postup podle GUM
1 Do ZŠN nebo pravidel pro počítání s nejistotami dosadíme

standardní nejistoty uC(x1) . . . uC(xp) přímo měřených veličin
x1 . . . xp (kombinované nejistoty nerozšířené Studentovým
koeficientem).

2 Při tomto výpočtu si všimneme příspěvků od jednotlivých
přímých měření ui (y):

uc(y) =

√(
∂f
∂x1

)2
u2

c (x1) + . . .+

(
∂f
∂xp

)2
u2

c (xp) =
√

u2
1(y) + . . .+ u2

p (y).

3 Rozšířenou nejistotu nepřímo měřené veličiny y pak spočteme

U(y) = tp,νeffu(y),

kde však νeff označuje efektivní počet stupňů volnosti, počítaný
Welchovou-Satterthwaiteovou formulí

νeff =
u4(y)
p∑

i=1

u4
i (y)

νi

.
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Rozšířená nejistota nepřímo měřené veličiny

Alternativy – jak si ulehčit práci:
Za efektivní počet stupňů volnosti vezmeme nejnižší hodnotu:
νeff = min(νi ).
Stanovíme pouze standardní kombinovanou nejistotu uC(y),
výsledek ale zapíšeme jiným způsobem, protože interval
〈ȳ − uC(y), ȳ + uC(y)〉 nemá stanovenou spolehlivost.
Standardní nejistota se píše do závorky za aritmetický průměr:

x = x̄(uC(x)) jedn.

Např. současné měření gravitační konstanty κ (CODATA 2010)
má standardní nejistotu 80 · 10−16 m3 kg−1 s−2. Možné zápisy
jsou

κ = 6,673 84(80) · 10−11 m3 kg−1 s−2

κ = 6,673 84(0,000 80) · 10−11 m3 kg−1 s−2
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Jak (ne)má vypadat graf
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Jak (ne)má vypadat graf

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
-15

-10

-5

0

5

10

15

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

Hust  m ené závislosti (spektra, osciloskopická m ení) kreslíme arami.

 

 
El

ek
tri
ck

ý 
pr

ou
d 

(m
A)

as (µs)

El
ek

tri
ck

é 
na
p

tí 
(k

V)



Úvod Trochu statistiky Nejistota přímo měřené veličiny Nejistota nepřímo měřené veličiny Grafy Aproximace Interpolace

Jak (ne)má vypadat graf

0.00

5.30

10.20

14.80

19.90

25.30

31.00

0.00

0.01

0.01

0.02

0.02

0.03

0.03

0.04

0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 35.00

0.00

5.30

10.20

14.80

19.90

25.30

31.00

Standardní nastavení programu nemusí být vždy to ne jlepší
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Jak má vypadat graf

Na vodorovnou osu vynášíme nezávisle proměnnou, na svislou
závisle proměnnou.
Jednotky na osách, počátek os a další parametry grafu volíme
tak, aby graf pokryl na šířku i výšku cca 80% plochy, graf by
neměl být natěsnán v úzkém proužku.
Do grafů nezakreslujeme mřížky ani pozadí.
Stupnice popisujeme rovnoměrně, nevynášíme na ně naměřené
hodnoty. Vhodné řady pro popis úseček jsou

0,1,2,3 . . . 0,2,4,6 . . .
0,5,10,15,20 . . . 0,25,50,75,100 . . .

U každé osy uvdedeme měřenou veličinu a její vhodnou jednotku
(1011 Pa, µA).
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Jak má vypadat graf

Body vyznačujeme křížky, kolečky, čtverečky atd. vhodné
velikosti, ne tečkami, nikdy k nim nevypisujeme hodnoty.
Místo propojení jednotlivých bodů se snažíme body proložit
předpokládaný typ závislosti.
Pokud pro stanovení výsledku měření bylo nutné body proložit
křivku (regrese), proložená křivka musí být součástí grafu.
Je-li v grafu více křivek, odlišíme je barevně i typem čáry
a přidáme legendu.
Do záhlaví grafu nebo do popisku obrázku zapíšeme název
vystihující obsah grafu.

Doporučený program

Máme kampusovou licenci k programu QtiPlot (obdoba Originu).
Ke stažení na https://is.muni.cz/auth/el/1431/jaro2011/

F2180/um/25320694/QtiPlot.zip.

https://is.muni.cz/auth/el/1431/jaro2011/F2180/um/25320694/QtiPlot.zip
https://is.muni.cz/auth/el/1431/jaro2011/F2180/um/25320694/QtiPlot.zip
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Aproximace závislostí

Máme změřenou závislost y = f (x), tj. řadu dvojic [xi , yi ].
Hledáme funkční průběh, který ji nejlépe aproximuje.
Nepožadujeme, aby průběh změřenými hodnotami procházel.
Jak zvolit prokládanou funkci y = f (x)?
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Metoda nejmenších čtverců

Typ a hodnoty parametrů funkce f (x ; b0,b1,b2 . . .) hledáme tak, aby
tzv. suma čtverců S měla minimální hodnotu

S =
n∑

i=1

(f (xi )− yi )
2

y[Y]

x[X]

y=f(x)y=f(x)

yy
ii

f(x )f(x )ii

(f  (x)-y ) (f  (x)-y )                   iiii

22

 y - f(x) y - f(x)                iiii(f  (x)-y ) (f  (x)-y )                   iiii
22

 f(x  ) - y f(x  ) - y                iiii

Kdyby byl proklad přesný, bylo by S = 0, obvykle je S malé kladné
číslo.
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Metoda nejmenších čtverců

Hledání optimálních hodnot parametrů bi funkce f , při které suma S
nabývá minima, se provádí derivováním S podle parametrů bi a
položením derivací rovným nule. Řeší se tak systém m rovnic

∂S
∂bi

= 0, i = 1,2, . . . ,m.

Je vhodné rozlišit dva případy:
lineární regrese

funkce f závisí lineárně na parametrech b0,b1 . . .

Př: f (x ; b0,b1,b2) = b0 + b1x + b2x2

Obecné vztahy pro optimální hodnoty parametrů odvodit lze.

nelineární regrese

Př: f (x ; b0,b1) = b0 · eb1x

Obecné vztahy odvodit nelze, optimální hodnoty se hledají iteračně
(někdy je možnost, jak převést druhý případ na první – linearizace).
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Lineární regrese lineární závislostí y = b0 + b1x

Měření poskytlo n dvojic [xi , yi ], n ≥ 3

Odhady optimálních hodnot parametrů (sčítáme přes všechna n)

b0 =
∑

x2
i
∑

yi−
∑

xi
∑

xi yi

n
∑

x2
i −(

∑
xi )

2 , b1 = n
∑

xi yi−
∑

xi
∑

yi

n
∑

x2
i −(

∑
xi )

2

Odhady nejistot parametrů jsou

u(b0) = s ·
√ ∑

x2
i

n·
∑

x2
i −(

∑
xi )

2 , u(b1) = s ·
√

n
n·
∑

x2
i −(

∑
xi )

2

s =

√
S0

n − 2
, S0 =

∑
(b0 + b1xi − yi )

2

Výsledkem je tedy intervalový odhad parametrů b0 a b1

b0 = b0 ± u(b0)tp,n−2 b1 = b1 ± u(b1)tp,n−2,

kde tp,n−2 jsou koeficienty Studentova rozdělení.
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Lineární regrese v QtiPlotu
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Lineární regrese v QtiPlotu
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Lineární regrese polynomem
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b0 = -1,0951615687136e+03 +/- 4,0833667822550e+02
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--------------------------------------------------------------------------------------
Chî 2/doF = 6,8995383221064e+05
R 2̂ = 0,8763526690231
Adjusted R 2̂ = 0,8557447805269
RMSE (Root Mean Squared Error) = 830,6345960834
RSS (Residual Sum of Squares) = 8 969 399,818738
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 měřená data
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Chî 2/doF = 1,1973336119463e+02
R 2̂ = 0,9999818436217
Adjusted R 2̂ = 0,9999745810704
RMSE (Root Mean Squared Error) = 10,94227404129
RSS (Residual Sum of Squares) = 1 317,066973141P

ro
ud

 (A
)

0

1

2

3

4

5

6

7

8

Napětí (V)
0 2 4 6 8 10 12 14

 měřená data
 polynom čtvrtého stupně

I=b0+b1*U+b2*U2+b3*U3+b4*U4

b0 = -1,0951615687136e+03 +/- 4,0833667822550e+02
b1 = 4,7648557758731e+02 +/- 4,9639911657090e+01
b2 = 4,6008211629567e+01 +/- 2,1883921764807e+00
b3 = 1,6054468499383e+00 +/- 3,4629617407968e-01
b4 = 1,5116872342210e-02 +/- 1,2264363822171e-02
--------------------------------------------------------------------------------------
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b0 = 3,0042085071655e+02 +/- 9,5817263060738e+01
b1 = -1,6762938522663e+02 +/- 3,1768138824359e+01
b2 = 4,6008211629567e+01 +/- 2,1883921764807e+00
--------------------------------------------------------------------------------------
Chî 2/doF = 1,9756470165527e+04
R 2̂ = 0,9967317748948
Adjusted R 2̂ = 0,9958404407752
RMSE (Root Mean Squared Error) = 140,5577111564
RSS (Residual Sum of Squares) = 237 077,6419863
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 měřená data
 polynom třetího stupně

I=b0+b1*U+b2*U2+b3*U3

b0 = 7,8884705829749e+01 +/- 8,9758388596951e+00
b1 = 6,2833124472464e+01 +/- 5,7524133522498e+00
b2 = 3,4051068436433e+00 +/- 9,7509089394799e-01
b3 = 2,0287192755202e+00 +/- 4,5718708304110e-02
--------------------------------------------------------------------------------------
Chî 2/doF = 1,1973336119463e+02
R 2̂ = 0,9999818436217
Adjusted R 2̂ = 0,9999745810704
RMSE (Root Mean Squared Error) = 10,94227404129
RSS (Residual Sum of Squares) = 1 317,066973141P
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 měřená data
 polynom čtvrtého stupně

I=b0+b1*U+b2*U2+b3*U3+b4*U4

b0 = -1,0951615687136e+03 +/- 4,0833667822550e+02
b1 = 4,7648557758731e+02 +/- 4,9639911657090e+01
b2 = 4,6008211629567e+01 +/- 2,1883921764807e+00
b3 = 1,6054468499383e+00 +/- 3,4629617407968e-01
b4 = 1,5116872342210e-02 +/- 1,2264363822171e-02
--------------------------------------------------------------------------------------
Chî 2/doF = 1,1433601450617e+02
R 2̂ = 0,9999842382508
Adjusted R 2̂ = 0,9999754817235
RMSE (Root Mean Squared Error) = 10,69280199509
RSS (Residual Sum of Squares) = 1 143,360145062
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 měřená data
 polynom pátého stupně

I=b0+b1*U+b2*U2+b3*U3+b4*U4+b5*U5

b0 = 8,9647484229078e+01 +/- 9,1409927040152e+00
b1 = 2,9845841016634e+01 +/- 1,4892402566839e+01
b2 = 1,9755625163605e+01 +/- 7,2065364153795e+00
b3 = -9,0575257796255e-01 +/- 1,3547788235624e+00
b4 = 2,1978125003659e-01 +/- 1,0807258982063e-01
b5 = -5,8475536484108e-03 +/- 3,0719970945320e-03
--------------------------------------------------------------------------------------
Chî 2/doF = 9,0575224363121e+01
R 2̂ = 0,9999887624072
Adjusted R 2̂ = 0,9999803342126
RMSE (Root Mean Squared Error) = 9,517101678721
RSS (Residual Sum of Squares) = 815,1770192681

I(U) = 80 + 60U + 4U2 + 2U3 + N(0, σ) mA, [U] = V, σ = 10 mA
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Nelineární regrese v QtiPlotu

Přesné nalezení rovnovážné polohy, frekvence kmitání a koeficientu
tlumení Cavendishových torzních vah

y(t) = y0 + Ae−γ(t−t0) sin(ωt + φ)
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Platnost metody nejmenších čtverců

Mezi veličinami x a y opravdu existuje závislost.
K určení hledaných parametrů funkce f stačí teoreticky naměřit
alespoň tolik různých dvojic [xi , yi ], kolik je hledaných parametrů
(např. na proklad přímkou y = b0 + b1x alespoň dvě dvojice).
Ve skutečnosti potřebujeme mnohem více hodnot. Např. 10 – 12
pro posouzeni linearity.
Předpokládáme, že hodnoty x nejsou zatíženy žádnou chybou.
(Pokud tento předpoklad neplatí, používáme tento postup
vědomě se systematickou chybou. Přesnější je v takovémto
případě použít ortogonální regresi.)
Hodnoty yi jsou náhodné, nejsou však zatíženy hrubými nebo
systematickými chybami.
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Linearizace exponenciální závislosti y = b0 · eb1x

Závislost převedeme na lineární tvar:

y = b0 · eb1x

ln y = ln
(
b0 · eb1x)

ln y = ln b0 + ln
(
eb1x)

ln y︸︷︷︸
ozn. Y

= ln b0︸︷︷︸
ozn. B0

+ (b1x)

Y = B0 + b1x .

Stačí tedy do grafu vynášet místo dvojic hodnot [x , y ] dvojice
hodnot [x , ln y ] = [x ,Y ], a pak těmito body proložit přímku. ln y si
předem spočítáme v tabulce.
Prokladem stanovíme optimální hodnoty a nejistoty konstant B0
a b1. Optimální hodnoty a nejistoty původních konstant b0 a b1
dopočítáme.
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Interpolace a extrapolace

Interpolace a extrapolace jsou metody nalezení odhadu hodnoty
veličiny uvnitř a vně intervalu dvojic veličin [xi , yi ], i = 1, . . . ,n, n ≥ 2

Typické použití: přesný odečet hodnoty funkce dané tabulkou.
Hodnoty, ze kterých vycházíme, považujeme za přesné.
Požadujeme tedy, aby závislost body procházela.
Interpolace přímkou, polynomem, splajnem . . .
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Interpolace a extrapolace

Pokud o závislosti nic nevíme, použijeme většinou lineární
interpolaci. Předpokládáme, že hodnoty v tabulce jsou natolik blízké,
aby funkční závislost mezi nimi byla přibližně lineární.
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Lineární interpolace a extrapolace
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Hledanou hodnotu y příslušnou k danému x vypočteme ze vztahu:

y = y1 +
y2 − y1

x2 − x1
(x − x1).
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Lineární interpolace a extrapolace
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Lineární interpolace a extrapolace
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Lineární interpolace a extrapolace
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Interpolace v tabulce

21,3 °C 

1014,1 Pa 
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Extrapolace – odstrašující případ
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Extrapolace – odstrašující případ
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Extrapolace – odstrašující případ
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