Jana Jurmanova, Zdenék Navratil

Ustav fyzikalni elektroniky Pfirodovédecké fakulty Masarykovy univerzity, Brno

Gnor 2017

4«0 «F>r « =) 4

>

DA




Uvod Trochu statistiky Nejistota pfimo mérené veliciny Nejistota nepfimo mérené veliciny Grafy Aproximace Interpolace

Méreni

Méreni

proces experimentalniho ziskavani jedné nebo vice hodnot veli€iny,
které mohou byt diivodné pfifazeny veli¢iné

@ Zadné méfeni neni presné. Vysledek méfeni zavisi na méficim
systému, metodé, dovednostech obsluhy, laboratornich
podminkach apod.

@ | pfi snaze zachovat véechny parametry méreni dostavame
rizné hodnoty.

@ Mérena hodnota je tedy pouze pfiblizenim ¢i odhadem mérené
veli¢iny a musi byt doplnéna o hodnoceni kvality tohoto odhadu.
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Méreni

@ Pro porovnani vysledk( méfeni (hodnot) pouzivame mezinarodni
soustavu jednotek Sl.

@ Pro porovnani kvality méfeni bychom se méli Fidit

@ BIPM: JCGM 100:2008 ,Evaluation of measurement data — Guide to the
expression of uncertainty in measurement*
@ CSN P ENV 13005 Smérnice pro vyjadreni nejistoty méreni
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Koncept chyby méfeni a nejistoty méreni

chyba méfeni
namefena hodnota veli¢iny minus prava hodnota veliciny

nejistota méreni

parametr pfidruzeny k vysledku meéfeni, ktery charakterizuje
rozptyleni hodnot, jez by mohly byt divodné pfisuzovany k mérené
veliciné
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(Konvenéni) prava hodnota fyzikalni veliciny
Pravou hodnotu bychom zméfili v idealnim méfeni, které vsak
neexistuje. Prava hodnota je tedy v principu nepoznatelna.
@ PF. Rydbergova konstanta (nejpfesnéji znama konstanta)
R.. = 10973731,568508(65)m~ ', r(R) = 5,9-10" %, variace < 10~ '° /rok

@ PY. gravitacni konstanta
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k= 6,67384(80) - 10~ m®kg~'s72, r(x) = 1,2 - 10~* (CODATA 2010)
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Vlivy ovlivhujici méreni

@ hrubé chyby a omyly

@ systematickeé vlivy — ovliviuji méfeni deterministickym
zplsobem, za pfedpokladu dobré znalosti téchto jevu Ize vlivy
odstranit korekcemi.

@ nahodné vlivy — ovliviiujici méreni nepredvidatelnym
zpusobem, nelze je vyloucit ani kompenzovat — musime méfrit
vicekrat a data statisticky zpracovat.

X nepravdivé nepravdivé pravdivé pravdivé
neprecizni precizni neprecizni precizni
nepresné nepfesné nepiesné presné

presnost (accuracy) = pravdivost (spravnost, trueness) + preciznost (precision)

systematické vlivy nahodné vlivy
popisuje chyba méreni popisuje systematicka chyba popisuje smérodatné odchylka

Terminologie r. 2008, dfive jinak (pfesnost byla spravnost, preciznost byla presnost).
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Normalni (Gaussovo) rozdéleni
@ rozdéleni je vyjadfeno pomoci hustoty pravdépodobnosti:
1 (x — )
= exp | ———— |,
\/ZO’ p ( 202

1 je stfredni hodnota, o smérodatna odchylka.
@ obecny vyznam hustoty pravdépodobnosti:

fgauss (X)

b 0o
pst(a< X < b) = /f(x)dx, / f(x)dx =1

Hustota pravdépodobnosti
2
T

Hustota pravdépodobnosti

T T N T T
"a b T i 0 5 10 15 20
Nahodni veli¢ina ud N&hodna velicina
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Nejistota nepfimo méfené veliciny Grafy

Statisticky vyznam smérodatné odchylky

" p=09973
(zelena + modra plocha)
012 |
p=0,6827
0,10 (zelend plocha)

Hustota pravdépodobnosti
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Interpolace



Uvod Trochu statistiky Nejistota pfimo mérené veliciny Nejistota nepfimo mérené veliciny Grafy Aproximace Interpolace

Odhad parametrd Gaussova rozdéleni

@ Idealni je ziskat velké mnozstvi hodnot, zkonstruovat histogram a
nalézt jeho stredni hodnotu a $itku. To vétSinou nelze.
@ Nejlepsim odhadem stfedni hodnoty p je aritmeticky primér

StandardDevIY] | StandardErrorlyEr] VariancelY]

- u i
] I 257 56 0,6519202405203 0,2915475947423 0,425 =
<

| >

@ smeérodatna odchylka = standard deviation
@ smeérodatna odchylka aritmetického primeéru = standard error
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Vysledek méreni, nejistota typu A

@ Vysledkem opakovaného méreni fyzikalni veliiny X je
aritmeticky primeér x z namérenych hodnot.

@ Za odhad nejistoty méreni u(x) se proto bere smérodatna
odchylka aritmetického priaméru

2 S() Sy (xi — X)?
uix)=8sx)= = .
(x) (%) VN N-(N-1)
@ Prdmérovanim se rozptyleni hodnot snizuje. Smérodatna

odchylka aritmetického primeéru s(x) je proto mensi nez
smérodatna odchylka s(x) a nelze je vzajemné zaménovat.

Interpolace
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v rv 7 .
RozSifena nejistota U(x)

Kolem aritmetického priiméru mdzeme pomoci nejistoty zkonstruovat
interval

X —u(x) < X <X+ u(x),
kvalita stanoveni u(x) v8ak zavisi na po€tu méfeni.
Chceme-li jej povazovat za interval, ktery zahrne velkou Cast
rozdéleni s urcitou pravdépodobnosti (tzv. hladinou spolehlivosti),
spoCteme rozsifenou nejistotu

U(x) = tp,u(x),

kde t, ., je Studentiv koeficient pro hladinu p a stupiid volnosti
v =N —1. Do intervalu

X =l u(x) <X <X+ b u(x)

pak opakované meéreni aritmetického priméru x spadne
s pravdépodobnosti p.

Studentiv koeficient pocita funkce t,, = TINV(1 — p; v).
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Test konzistence — odstranéni hrubych chyb

Spocteme-li krajni odchylku «(x) a néktera méfena hodnota lezi

hodnoty zpusobila hruba chyba, nez souhlasné plsobeni mnoha
nahodnych vlivd (s pravdépodobnosti 1 — 0,9973).
Postup:

@ Urcete aritmeticky prumér x a odhad krajni odchylky

R(x) = 35(x) = 3\/2"&1’\1(’(’1’?)2.

Pokud pocet méfeni N je maly, misto trojky mGzeme vzit |épe
Studenttv koeficient t0,9973,N71-
@ Urcete hrani¢ni body intervalu x — #(x) < X < X + #(x) a
vyskrtejte ty namérené hodnoty, které lezi vné tohoto intervalu.
@ Tento postup opakujte tak dlouho, dokud vSechny veli¢iny nelezi
uvnitf uvedeného intervalu.
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Nejistota typu B

@ Nejistotu méfeni mizeme ziskat i jinym postupem nez statisticky,
napr. ze specifikace pfistroje od vyrobce.

@ Typicky nejistota pfistrojli, konstant, hodnot etalond apod. (napf.
konstanta A Ubbelohdeho viskozimetru)

@ Nejistota typu B zahrnuje systematické i nahodné vlivy.
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Nejistota typu B, kombinovana nejistota

Existuji dvé situace:

@ Ctena hodnota na pristroji se pii opakovaném méfeni nemént,
nebot nahodné fluktuace jsou mensi nez posledni zobrazené
misto (obvykle méfeni elektrickych veli¢in nebo vazeni).

V tomto pripadé mérime jen jedenkrat a nejistota méreni je
dana nejistotou ug.

@ Ctena hodnota na pfistroji se pfi opakovaném méfeni méni.
Ukazuje-li pristroj pfi opakovaném mérfeni rlizné hodnoty,
statistickym zpracovanim stanovime nejistotu u,. Celkovou
kombinovanou nejistotu vypocteme jako

uc(x) = /U3 (x) + ug(x)
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Nalezeni nejistoty typu B

@ Vyrobce vétSinou udava krajni nejistotu ,.accuracy“jako +a.
@ Standardni nejistotu spocteme podle vztahu
ug(x) = a/k,

k zavisi na typu pfedpokladaného statistického rozdéleni.

Rozdéleni k Priklad uziti
f(x)
- kalibrované pfistroje
normalni o 3 . .
[ I (multimetry, vahy)
U, =0 a=k x

2
=

rovnomarné V3 odhad z nejmensiho dilku
:: (méfitka délky)
<——>'X

f(x)
. et A tfida presnosti
bimodalni Diracovo 1 (analogové el. méFidla)

@ U analogovych pristroju nejistotu mizeme odhadnout podle nejmensiho dilku, ktery je
typicky 1mm (a = 0,5 mm).

Interpolace

@ Pocet stupnl volnosti u nejistoty specifikované vyrobcem je ~ 30—-50 — ,dobfe zméfeno*.
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Nejistota typu B digitalnich vah

Vyrobce vah udava vétsinou dva Udaje

@ citlivost, readout d — nejmensi hodnota ¢tena na displeji, mize
byt shodna s reprodukovatelnosti,

@ overovaci dilek, verification value e — nejvyssi dovoleny rozdil
mezi Udajem vah a etalony hmotnosti pouzitymi pfi ovérfeni vah.

Za krajni nejistotu méreni tedy vezmeme ovérovaci dilek e.
Standardni nejistota je tedy ug = e/3.
V praktiku mame vahy, u kterych plati e = 10d.

vvvvvv
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Nejistota nepfimo mérené veliciny

Grafy

Aproximace

Interpolace

Nejistota typu B digitalnich méfidel elektrickych velicin

@ nejistota je udana v zavislosti na aktualni méfené hodnoté i na
maximalni hodnoté rozsahu

@ Pr. V manualu multimetru Metra nalezneme ,zakladni chybu“
z =100 ppm MH + 20 ppm MHMR, po uréeni MHMR v tabulce rozsahu
spocteme standardni nejistotu jako ug = z/3.

@ PY. U multimetru UNI-T krajni nejistotu stanovime z méfené hodnoty a
z posledniho zobrazeného mista digit. Termin ,accuracy“ (pfesnost)

zahrnuje nahodné i systematické odchylky.

Accuracy Specification (1)

Operating temperature: 23°C + 5°C.
Relative humidity: <80%.

Accuracy: +(a% reading + b digits), guarantee for 1 year.

A. DC Voltage
Range [Resolution| A y |Overload Pr
400mV| 100puV  |+(0.8%+3)
4V 1mV
40V 10"vl1V +(0.8%+1) 1000vDC
+(0.8%
750V AC
400V [ 100mV
1000V 1V +(1%+3)
Remarks: Input impedance 210MQ.
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Nejistota typu B ruckovych mérfidel elektrickych velicin

@ tfida presnosti pristroje je
uvedena nad symbolem
méreni stejnosmérné/stridavé
veli€iny

@ je to standardni nejistota typu
B uvedena jako procento
zrozsahu (k = 1)

@ rozsah je dan pouzitymi
svorkami pfistroje

e 0'5@
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Nejistota pfimo méfené veliciny Nejistota nepfimo méfené veliciny

Standardni zapis vysledku s rozSifenou nejistotou

Zépisvysledku:
x = (X Uc(x))]

(p=...,v=...)
Nejistota se zaokrouhli na jednu platnou &islici, aritmeticky primér pak na
stejné desetinné misto.

v
| =(209,9+0,1)m (p=0,6827,v=09)
/= (2099 £ 1)dm (p =0,6827,v =9)
I = (20990 + 10) cm

(p=0,6827,v =9)

| = (20990 + 14) cm

Vyjimkou je zapis nejistoty, ktera by zaokrouhlenim znaéné klesla (vzrostla)
(p = 0,6827,v = 9)
/= (20990 + 15) cm

(p=0,6827,v =9)

Interpolace
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Zakon Siteni nejistoty (ZSN)
Necht nepfimo méfend veli€ina y zavisi na nezavislych, pfimo
méfenych veliCinach x1, x2,..., Xp
Y= f(X17X27"'aXP)'

Necht tyto veliC¢iny maji standardni kombinované nejistoty
Uc(X1), Ue(X2), . .., Uc(Xp). Pak nejistotu nepfimo métené veliCiny Ize
urcit jako

W)= |3 (jxfk) W),

k=1 [X1 =X ;X2:)-(2’~~~7Xp:)-(p]

kde X1, X2, . .., Xp jsou odhady pfimo méfenych veliCin.

Derivace funkce f podle zvolené proménné x jsou parcialni, ¢ili pfi
tomto derivovani povazujeme ostatni proménné

X1, X2, ooy X1y Xk15 - - - Xp Z8 konstanty.
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Pravidla pro pocitani s nejistotami

Necht xq, xo jsou pfimo méfené veliCiny se standardnimi
(kombinovanymi) nejistotami u(xy), u(x2) a y je nepfimo méfena
veli¢ina z nich po¢itana. Dale oznaéme r(x) = = relativni nejistotu

veliCiny x.
y = Xp & Xy u(y) = Vue(x1) + UP(x2)
y=Ax u(y) = |Al - u(x)
y=xi-Xe, ¥y =35 r(y)=/r?x)+ré(x)
y=x" r(y) = Inl - r(x)
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RozS8ifena nejistota nepfimo mérené veliCiny

Postup podle GUM
@ Do ZSN nebo pravidel pro poéitani s nejistotami dosadime
standardni nejistoty uc(x1) ... uc(X,) pfimo métenych veli€in
X1 ... X, (kombinované nejistoty neroz$ifené Studentovym
koeficientem).
@ P¥i tomto vypoctu si vS§imneme prispévkd od jednotlivych
primych méfeni u;(y):

uc(y)

© Rozsitenou nejistotu nepfimo mérené veliCiny y pak spocteme

U(y) = tpyVeffu(y)7

kde vSak v 0znacuje efektivni pocet stupnli volnosti, poc&itany
Welchovou-Satterthwaiteovou formuli

u(y)

Veff = .
i Ui (y)
B vj
i=1

Interpolace
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RozS8ifena nejistota nepfimo mérené veliCiny

Alternativy — jak si ulehgit praci:
Vesr = min(v;).
@ Stanovime pouze standardni kombinovanou nejistotu uc(y),
vysledek ale zapiSeme jinym zpUsobem, protoze interval
(y — uc(y),y + uc(y)) nema stanovenou spolehlivost.

Standardni nejistota se piSe do zavorky za aritmeticky pramér:

X = X(Uc(x)) jedn.

Napf. sou¢asné méreni gravitaCni konstanty « (CODATA 2010)

ma standardni nejistotu 80 - 10~ '® m3kg~" s~2. Mozné zéapisy
jsou
k= 6,67384(80) - 10~ "' m’ kg~ ! s72

K = 6,67384(0,00080) - 10~ "' m*kg "' s~2

Interpolace
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Jak (ne)ma vypadat graf

Elektricky proud (mA)

0 5 10
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Nejistota nepfimo méfené veliciny
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Nejistota pfimo méfené veliciny Nejistota nepfimo méfené veliciny Grafy Aproximace

Jak (ne)ma vypadat graf

Elektricky proud (mA)

nestandardni pozadi
zbyte€na mrizka, neslouzi-li graf k odectu

0 5 10 15 20 25 30
Elektrické napéti (V)

Interpolace
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Jak (ne)ma vypadat graf
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Jak (ne)ma vypadat graf
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Jak (ne)ma vypadat graf
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Jak (ne)ma vypadat graf
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Jak (ne)ma vypadat graf
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Jak (ne)ma vypadat graf
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Jak (ne)ma vypadat graf
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Jak (ne)ma vypadat graf

Elektricky proud (mA)
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Nejistota pfimo mérené veliciny

Nejistota nepfimo mérené veliciny

Jak (ne)ma vypadat graf

Elektricky proud (mA)
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Nejistota pfimo mérené veliciny Nejistota nepfimo méfené veliciny

Jak (ne)ma vypadat graf

Elektricky proud (mA)
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Uvod

Trochu statistiky

Nejistota pfimo mérené veliciny Nejistota nepfimo méfené veliciny Grafy

Jak (ne)ma vypadat graf

Aproximace
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Jak (ne)ma vypadat graf

Husté mérené zavislosti (spektra, osciloskopicka méreni) kreslime ¢arami.
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Jak ma vypadat graf
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Jak ma vypadat graf

@ Na vodorovnou osu vynasime nezavisle proménnou, na svislou
zavisle proménnou.

@ Jednotky na osach, pocCatek os a dal§i parametry grafu volime
tak, aby graf pokryl na $itku i vy$ku cca 80% plochy, graf by
nemél byt natésnan v Gzkém prouzku.

@ Do grafli nezakreslujeme mfizky ani pozadi.

@ Stupnice popisujeme rovnomérng, nevynasime na né nameéfrené
hodnoty. Vhodné fady pro popis Usecek jsou

0,1,2,3 ... 0,2,4,6 ...
0,5,10,15,20 ... 0,25,50,75,100 ...

@ U kazdé osy uvdedeme méfenou veli¢inu a jeji vhodnou jednotku
(10" Pa, pA).
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Jak ma vypadat graf

@ Body vyznacujeme kfizky, kolecky, ¢tvereCky atd. vhodné
velikosti, ne teCkami, nikdy k nim nevypisujeme hodnoty.

@ Misto propojeni jednotlivych bodl se snazime body prolozit
predpokladany typ zavislosti.

@ Pokud pro stanoveni vysledku méreni bylo nutné body prolozit
kfivku (regrese), prolozena kfivka musi byt soucasti grafu.

@ Je-li v grafu vice kfivek, odliSime je barevné i typem &ary
a pfidame legendu.

@ Do zéhlavi grafu nebo do popisku obrazku zapideme nazev
vystihujici obsah grafu.

Mame kampusovou licenci k programu QtiPlot (obdoba Originu).
Ke stazeni na https://is.muni.cz/auth/el/1431/jaroc2011/
F2180/um/25320694/QtiPlot.zip.



https://is.muni.cz/auth/el/1431/jaro2011/F2180/um/25320694/QtiPlot.zip
https://is.muni.cz/auth/el/1431/jaro2011/F2180/um/25320694/QtiPlot.zip

Uvod Trochu statistiky

Nejistota pfimo mérené veliciny Nejistota nepfimo méfené veliciny Grafy Aproximace

Aproximace zavislosti

@ Mame zméfenou zavislost y = f(x), tj. fadu dvojic [x;, yi]-
Hledame funkéni prabéh, ktery ji nejlépe aproximuje.

@ Nepozadujeme, aby pribéh zméfenymi hodnotami prochazel.

@ Jak zvolit prokladanou funkci y = f(x)?

Proud (mA)

6

Napéti (V)

Interpolace
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Aproximace zavislosti

@ Mame zméfenou zavislost y = f(x), tj. fadu dvojic [x;, yi]-
Hledame funkéni prabéh, ktery ji nejlépe aproximuje.

@ Nepozadujeme, aby pribéh zméfenymi hodnotami prochazel.

@ Jak zvolit prokladanou funkci y = f(x)?

6 [ ]

Proud (mA)

Napéti (V)

Interpolace
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Aproximace zavislosti

@ Mame zméfenou zavislost y = f(x), tj. fadu dvojic [x;, yi]-
Hledame funkéni prabéh, ktery ji nejlépe aproximuje.

@ Nepozadujeme, aby pribéh zméfenymi hodnotami prochazel.

@ Jak zvolit prokladanou funkci y = f(x)?

Proud (mA)

6
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Nejistota pfimo mérené veliciny Nejistota nepfimo méfené veliciny Grafy Aproximace

Aproximace zavislosti

@ Mame zméfenou zavislost y = f(x), tj. fadu dvojic [x;, yi]-
Hledame funkéni prabéh, ktery ji nejlépe aproximuje.

@ Nepozadujeme, aby pribéh zméfenymi hodnotami prochazel.

@ Jak zvolit prokladanou funkci y = f(x)?

Proud (mA)

6

Napéti (V)

Interpolace



Uvod Trochu statistiky

Nejistota pfimo mérené veliciny Nejistota nepfimo mérené veliciny Grafy
Metoda nejmensich Ctvercl

Aproximace

Interpolace

Typ a hodnoty parametrd funkce f(x; bo, b1, bo ...) hledame tak, aby
tzv. suma Ctverctl S méla minimalni hodnotu
yLY]

S=Y"(f(x) - yi)?
i=1

f(x) y=f(x)
I

foq)-y,

¢éislo.

x[X]
Kdyby byl proklad pfesny, bylo by S = 0, obvykle je S malé kladné

[m]

=
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Trochu statistiky Nejistota pfimo mérené veliciny Nejistota nepfimo mérené veliciny Grafy Aproximace

Metoda nejmensich &tvercl

Hledani optimalnich hodnot parametrl b; funkce f, pfi které suma S
nabyva minima, se provadi derivovanim S podle parametru b; a
polozenim derivaci rovnym nule. ReSi se tak systém m rovnic

0S

— = =12
ob; 0, i

) yr

m.

Je vhodné rozlisit dva pfipady:
linearni regrese
funkce f zavisi linearné na parametrech by, b; . ..
PY: f(X; bo,b17b2) = by + bix + b2X2
Obecné vztahy pro optimalni hodnoty parametr(i odvodit Ize.
nelinearni regrese

Pr: f(X; bo, b1) = bo . gbrx
Obecné vztahy odvodit nelze, optimalni hodnoty se hledaji iteratné
(nékdy je moznost, jak pfevést druhy pfipad na prvni — linearizace).

Interpolace
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Linearni regrese linearni zavislosti y = by + by x
Méreni poskytlo n dvojic [x;, yi], n > 3

Odhady optimalnich hodnot parametr( (s¢itame pres vSechna n)
by = DO /) DED LT/ S WD OF 3T L. DIV

NS xX—(o e 0 Ny X2~ (3 X)?

Odhady nejistot parametrud jsou

2
u(bo) = 5\t Ub) =5 oty

S
SZ\/n_OZ So =" (bo + brx; — y;)?

Vysledkem je tedy intervalovy odhad parametr(i by a by

by = by + U(bo)tp,n_z by =bi = U(b1)tp,n—27

kde t, »—» jsou koeficienty Studentova rozdéleni.

Interpolace
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Nejistota pfimo mérené veliciny

Nejistota nepfimo mérené veliciny

Linearni regrese v QtiPlotu

£ QtiPlot - untitled

Grafy

Aproximace
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Interpolace
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. 7 Ve .
Linearni regrese v QtiPlotu

£ QtiPlot - untitled

Fle Edit View Sciptng Graph Data Analysis Format Windows Help
] CEEFEER s S ect QEHio-= == il Q% R
x|k B iRQ-t# s bR T2 D0B@ oo 2w
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dal ™ 2Iv] ]
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0 r T r r T
o g — Dataset; Table1_2
= i Function: A*x+B /
args i < 15[ Chi*2/doF = 4.7248484848485e-01 . ]
kX E RA2 = 0.9879579125491
2l SEEE | © [ | B=85454545454545e-02 +/- 4.0400747340550e-01
= 2 S || £ | A= 1.03878787878790+00 +/- 7.6677533472911e-02
[ |l 5 0 ]
4 B HE || o
z | R || - 3 .
[ E [ = 5
i £ [
[ — : w w \ J
a E: 1 ¢ 2 A s & 10
s I Napétf (V)
'I Results Log A X
2 [Linear Regression of dataset: Table1_2, using function: A% 48 a
Weighting Method: No weighting =
i} gr(ﬂy"::t;rtepl) R /- 4,04007473405502-01
e A (slope) = 1.938787878787%e+00 +/- 7.5677533472911e-02
Chi~2/doF = 4.7248484848485e-01
T R~2 =0.9879579125491
Adjusted R"~2 = 0,9845173161345 L
+B | RMSE (Root Mean Sauared Error) = 0.6873753330495
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Trochu statistiky Nejistota pfimo mérené veliciny Nejistota nepfimo mérené veliciny Grafy Aproximace
Line&rni regrese polynomem
I(U) = 80 + 60U + 4U% + 2U°% + N(0, o) mA, [U] =V, o = 10mA
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Line&rni regrese polynomem

I(U) = 80 + 60U + 4U% + 2U°% + N(0, o) mA, [U] =V, o = 10mA

8 ]
[ @ mienadata

7L —— polynom prvniho stupné ® 7

E o 1=bU 1

[ b =-1,0951615687136e+03 +/- 4,08336678225506+02 ]

B b =4,76485577587316+02 +/- 4,96399116570906+01 ° =

[ ChioidoF = 6,8995363221064e+05
_SF R2=0,8763526690231 .
< [ Adusted R = 0,8557447805269 1
= [ RVSE (Root Mean Squared Error) = 830,6345060834 ]
B 4L RsS(Residual Sum of Squares) = 8 969 399,818738 -
St ]
3k ]
2L ]
1 ]

[ PP R B

o
o

\d

e

Napéti (V)
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Line&rni regrese polynomem

I(U) = 80 + 60U + 4U% + 2U°% + N(0, o) mA, [U] =V, o = 10mA

b mri i i mr—m—m—4————r———r———1—— 11
. ® menadata 3

7L —— polynom druhého stupné ¢ 4

[ I=tb Ut 2 ]

[ by =3,0042085071655+02 +- 9,5817263060738e+01 .

6L b =-1,6762938522663¢+02 +- 3,1768138824359¢+01 4

[ b, =4,6008211629567e+01 +- 2,1883921764807e+00 ]
__OF  Chito/doF =1,9756470165527e+04 ]
< [ R2=09967317748%48 ]
~ | Adusted R2 =0,9958404407752 ]
B 4L  RWVSE (Root Mean Squared Error) = 140,5577111564 -
O [ RSS(Residual Sum of Squares) =237 077,6419863 ]
a,f ]
3L ]
2L ]
(= .
(0] Y PR R B

0 2 4 6 8 10 12 14
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Line&rni regrese polynomem

I(U) = 80 + 60U + 4U% + 2U°% + N(0, o) mA, [U] =V, o = 10mA

b mri i i mr—m—m—4————r———r———1—— 11
3 ®  menadata 1

7L —— polynom tretiho stupné -

[ 120t Uty Ut e ]

[ by =7,8884705829749+01 +- 8,9758388506951€+00 1

6 b =62833124472464e+01 +- 5,7524133522498e+00 A

[ b, =3,4051068436433e+00 +/- 9,750908939479%-01 ]

[ by =2,0287192755202e+00 +/- 4,5718708304110e-02 1

5L ]
L [ Chio/doF =1,19733361194636+02 1
= | R2=0,9999818436217 1
B 4L  Adusted R2 =0,9999745810704 3
© [ RVBE(Root Mean Squared Ermor) = 10,94227404129 ]
a,f RSS (Residual Sum of Squares) = 1 317,066973141 1
2L ]
1L -
oL PR R B
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Line&rni regrese polynomem

I(U) = 80 + 60U + 4U% + 2U°% + N(0, o) mA, [U] =V, o = 10mA

g——— T
3 ®  menadata 1

7L —— polynom étvrtého stupné .

[ 1ty Ut U, Ustb U ]

[ b =-1,0951615687136e+03 +/- 4,0833067822550e+02 1

B b =4,7648557758731e+02 +/- 4,9639911657090e+01 .

[ b, =4,6008211629567e+01 +- 2,1883921764807e+00 1

[ b, =1,6054468499383e+00 +- 3,4629617407968¢-01 ]

5F b =1,516872342210e-02 +/- 1,2264363822171e-02 7
< [ Chiro/doF = 1,1433601450617e+02
T 4L R2=09999842362508 .
D [ Adusted R2=09999754817235 ]
Q@ . [  RVSE(Root Mean Squared Ermor) = 10,69280199509 1
3 - RSS(Residual Sum of Squares) =1 143,360145062 -
2L ]
1L -
oL PR R B
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Line&rni regrese polynomem

I(U) = 80 + 60U + 4U% + 2U°% + N(0, o) mA, [U] =V, o = 10mA

8_.,...,...,...,...,...,...,...,._
. ® menadata 3

7L —— polynom patého stupné .

[ 1=yt U, Ut Us oy *Usds*Us ]

[ by =8,9647484220078e+01 +- 9,1409927040152e+00 .
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5L b, =2197812500365%-01 +- 1,0807258982063e-01 .
L [ b =-5:8475536484108e-03 +/- 3,0719970045320e-03 ;
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Nelinearni regrese v QtiPlotu

Pfesné nalezeni rovnovazné polohy, frekvence kmitani a koeficientu
tlumeni Cavendishovych torznich vah

y(t) = yo + Ae7(=0) sin(wt + ¢)
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Platnost metody nejmensich ¢tvercl

@ Mezi veliCinami x a y opravdu existuje zavislost.

@ Kur€eni hledanych parametrd funkce f stali teoreticky naméfit
alespon tolik riznych dvojic [x;, yi], kolik je hledanych parametrd
(napf. na proklad pfimkou y = by + b x alespori dvé dvojice).

@ Ve skute¢nosti potfebujeme mnohem vice hodnot. Napf. 10—12
pro posouzeni linearity.

@ Predpokladame, Ze hodnoty x nejsou zatizeny Zadnou chybou.
(Pokud tento pfedpoklad neplati, pouzivame tento postup

pripadé pouzit ortogonaini regresi.)
@ Hodnoty y; jsou nahodné, nejsou vSak zatizeny hrubymi nebo
systematickymi chybami.
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Linearizace exponencialni zavislosti y = by - e?'*

Zavislost pfevedeme na linearni tvar:

y — bO . eb1X
Iny = In(bp-e)
Iny = Inbg+In(e”¥)
Iny = Inby +(bix)
~~ —~—
ozn. Y ozn. By
Y = By+bix.

@ Stadi tedy do grafu vynaset misto dvojic hodnot [x, y] dvojice
hodnot [x,In y] = [x, Y], a pak témito body prolozit pfimku. In y si
predem spocitame v tabulce.

@ Prokladem stanovime optimalni hodnoty a nejistoty konstant By

a by. Optimalni hodnoty a nejistoty plvodnich konstant by a by
dopocitame.
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Interpolace a extrapolace

Interpolace a extrapolace jsou metody nalezeni odhadu hodnoty
veli¢iny uvnitf a vné intervalu dvojic velicin [x;, yi], i=1,...,n,n > 2
@ Typické pouziti: pfesny odecet hodnoty funkce dané tabulkou.

@ Hodnoty, ze kterych vychazime, povazujeme za presné.
Pozadujeme tedy, aby zavislost body prochazela.

@ Interpolace pfimkou, polynomem, splajnem...
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Interpolace a extrapolace

Pokud o zavislosti nic nevime, pouzijeme vétsinou linearni
interpolaci. Pfredpokladame, ze hodnoty v tabulce jsou natolik blizké,
aby funkéni zavislost mezi nimi byla pfiblizné linearni.

Napéti (V)

=
B L L L L
k 025 03 035 04
© Cas (ms)
=z
4 1 1 1 1 1
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Lined&rni interpolace a extrapolace

A
y[Y]
Yo fecmmecmmmeiecaaeenes +
et s
X Xinter X2 x[X]

Hledanou hodnotu y pfislusnou k danému x vypocteme ze vztahu:

}’2—}/1(

X — X1).
X2 — X4 )

y=»n-+
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Lined&rni interpolace a extrapolace
ylY]

Yy b

X Xinter X2 x[X]

Hledanou hodnotu y pfislusnou k danému x vypocteme ze vztahu:

}’2—}/1(

X — X1).
X2 — X4 )

y=»n-+
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Lined&rni interpolace a extrapolace

1 Xinter ) X[X]

X

Hledanou hodnotu y pfislusnou k danému x vypocteme ze vztahu:

Y2—}/1(

X — X1).
X2 — X4 )

y=»n-+
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Lined&rni interpolace a extrapolace

1 Xinter ) X[X]

X

Hledanou hodnotu y pfislusnou k danému x vypocteme ze vztahu:

Y2—}/1(

X — X1).
X2 — X4 )

y=»n-+
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Interpolace v tabulce

4E. Hustota vzduchu v zdvislosti na tlaku a teploté

vz [kg:m™] - hustota suchého vzduchu. 1014,1 Pa
tlak [hPa] 993 1000 1007 1011 1013 1016 1019 1021 1024 1027 1033
tlak [mmHg] 745 750 755 758 760 762 764 766 768 770 775
teplota [°C] Pz Pu Pu Pw 2 pv Pv pu Pu Pu pw
15 1,201 1,210 1,218 1223 1,226 1,229 1232 1,236 1,239 1,242 1,250
16 1,197 1,205 1213 1,218 1,221 1,224 1,228 1,231 1,235 1,238 1,246
17 1,193 1,201 1,209 1214 1,217 1,220 1,223 1,227 1,230 1,233 1,241
18 1,189 1,197 1,205 1210 1,213 1,216 1219 1,223 1,226 1,229 1,237
19 1,185 1,193 1,201 1,206 1,209 1,212 1,215 1,219 1,222 1,225 1,233
20 1,181 1,189 1,197 1,202 1,205 1,208 1,211 1,215 1,218 1,221 1,229
213°C 21 1,177 1,185 1,193 1,198 1,201 1,204 1,207 1,210 1,213 1,216 1,224
! 22 1,173 1,181 1,189 1,194 1,197 1,200 1,203 1,206 1,209 1212 1,220
23 1,169 1,177 1,185 1,190 1,193 1,196 1,199 1,202 1,205 1,208 1,216
24 1,165 1,173 1,181 1,186 1,189 1,192 1,195 1,198 1,201 1,204 1,212
25 1,161 1,169 1,177 1,182 1,185 1,188 1,191 1,194 1,197 1,200 1,208
26 1,157 1,165 1,173 1,178 1,181 1,184 1,187 1,190 1,193 1,196 1,204
27 1,153 1,161 1,169 1,174 1,177 1,180 1,183 1,186 1,189 1,192 1,200
28 1,150 1,157 1,165 1,170 1,573 1,176 1,179 1,182 1,185 1,188 1,196
29 1,146 1,153 1,161 1,166 1,169 1172 1,175 1,178 1,181 1,184 1,192
30 1,142 1,150 1,158 1,163 1,165 1,168 1,171 1,174 1,177 1,180 1,188
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