F6150 Pokrocilé numerické metody — zadani uloh

1. Variac¢ni reSeni molekuly Hs

Molekula vodiku je nejjednodussi neutralni molekulou obsahujici pouze dva protony a dva
elektrony. Méfime-li vzdélenosti v Bohrovych polomérech (ag ~ 0.0529 nm) a energii v jed-
notce Hartree (1 Ha &~ 27.21 eV), md Hamiltonidn obzvlasté jednoduchy tvar
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Jednotlivé vzdalenosti jsou zndzornény v obrazku:

Odhadnéte zavislost energie zakladniho stavu molekuly Hs na vzdalenosti jader R varia¢nim
postupem se zkusSebni funkci

V(ry,me) = ¢a(1)05(2) + 5(1)9a(2) + Ada(1)0a(2) + (1)¢5(2)] -
Spinova cast zkusebni funkce je singlet \/Li(| L) —|41)). Ve vyrazu pro ¥ jsou
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skalované vlnové funkce zakladniho stavu atomu vodiku na pozici jddra A a B. Nejlepsi
vysledek 1ze ziskat soucasnou minimalizaci vuci skalovacimu parametru « a parametru A
urcujicimu zapojeni ionizovanych stavu, kdy pro kazdou vzdalenost jader stanovime

. V|H|P
E(R) = mingy %
Porovnejte ziskanou kiivku F(R) s postupy

e \ =1, a =1 — molekularni orbital

e A\ =1, a volné — skalovany molekularni orbital

e A\ =0, a =1 — Heitlerova-Londonova aproximace

e )\ =0, a volné — Heitlerova-Londonova aproximace se skalovanim

Muzete téz provérit, jak vypadd vysledek pro nulovou vzdalenost jader (systém je pak
ekvivalentni atomu hélia), a limitu velkého R, kdy bychom méli dojit ke dvéma izolovanym
atomum vodiku.



Pomocné integraly, uzito oznaceni w = aR, C' = 0.57722 (Eulerova konstanta), Ey(z) = [~ e~"/t dt :
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2. Vypoéet /2 s libovolnou piesnosti

Diskrétni Fourierovu transformaci lze prekvapivé vyuzit i k vypoctum s libovolnou presnosti.
Predstavime-li si totiz dvé cisla v dekadickém zapisu

A= i a,10™ | B = i b,10™ |

kde a,, b, € {0,1,2,...,9} jsou ¢islice zépisu, 1ze ndsobeni téchto ¢isel chapat jako diskrétni
konvoluci
AB= > [ > an_mbm] 107,

snadno vyé¢islitelnou pravé diskrétni Fourierovou transformaci. Jako ukazku moznosti to-
hoto postupu vypoététe hodnotu +/2 na 4000 platnych mist (jedna strana strojopisu).
Vyuzijte pritom iteracni formuli

1
Tpy1 = 5(1 —a3),

kterd konverguje k v/2 — 1. Vysetiete rychlost konvergence a porovnejte s analytickym
odhadem.



3. Kvazikrystal

Kvazikrystaly objevené v roce 1982 izraelskym fyzikem Danielem Sechtmanem jsou ma-
teridly s pravidelnou strukturou, kterd ovSem neni periodicka jako u obycejnych krystalu.
Jejich objev donutil IUCr zménit oficidlni definici krystalu na soucasnou podobu: Krys-
tal je jakakoli pevna latka, jejiz difrakéni diagram je bodovy. Priklad kvazikrystalu a jeho
konstrukee je na obrdzku. Osad'te kvazikrystal vhodnymi atomy (napi. gaussovskymi piky)
a proved te Fourierovu transformaci vzniklé hustoty. Totéz proved’te pro hexagonalni miizku
a vysledky srovnejte.
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4. Frekvence srazek molekul plynu
Uvazujme o plynu molekul s koncentraci n, jejichz rychlosti maji Maxwellovo rozdéleni.

Za predpokladu, ze srazky molekul v plynu muzeme popisovat jako srazky tuhych kouli
s prumérem d, 1ze pro frekvenci srazek v jednotce objemu plynu odvodit vyraz

+o00
1
7 = §n27rd2 ////// c(u, v, w, v, v, W) f(u,v,w) f(u', 0", w'") dudo dw du’ dv’ dw” .

kde ¢ = \/(u—u')2 + (v —v')2 + (w — w')? je velikost relativn{ rychlosti a

3
m o \? m(u? + v* + w?)
flu,v,w) = <2kaT) P {_ kT

Metodou Monte-Carlo vypoctéte bezrozmérnou konstantu
4

n2nd?cy ’

v niz ¢g = \/3kpT /m znadi sttedni kvadratickou rychlost molekul plynu, a porovnejte svij
vysledek ziskany s ruznym poctem vyéisleni integrandu s presnou hodnotou 2/+v/37. Pii
vypoctu je vyhodné prevést integral do bezrozmérnych velic¢in @ = u /m/kgT atd.
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5. Thomsoniv problém

Na povrchu koule s jednotkovym polomérem je rozmisténo N stejnych bodovych naboju,
které se mohou po povrchu volné pohybovat. Minimalizaci elektrostatické energie odpu-
zovani ndboju najdéte jejich rovnovaznou konfiguraci pro mald N < 12.

6. Hylleraasovo variacni reSeni atomu hélia

Par elektront v elektronovém obalu atomu hélia se tidi dvoucasticovou Schrédingerovou
rovnici (vyjadrena v atomovych jednotkéch)

1 1 2 2 1
(—§A1—§A2————+—)¢:E¢

1 r2 T2
Hylleraas v roce 1929 ziskal varia¢nim postupem velmi presnou aproximaci energie zakladniho
stavu (s relativni chybou 107*). Pouzil ptitom zkusebn{ funkci

= e ks/2 (1 + Ayu + Asu? + Bys + Bys® + CtQ)

vyjadienou v soutradnicich s = r| + ry, t = r; — r9, u = 715. Maticovy element hamil-
tonianu mezi dvéma symetrickymi funkcemi f,, a f,, 1ze v téchto soutradnicich vypocist jako
(spolecny faktor w2 vynechdn)

H, - /0 " ds /O " du /0 at (5 1) (DufoDofon + Ouuhfon + Oufuuf)

+5(U* %) (D fnOs fin + Os [ Oufn) HE(5*=17) (OufrOrfi + OrfrOu frn)+ (s =2 =85u) f fim |

prekryvovy integral je pak roven

Snm:/ ds/ du/ dt u(s® — ) fufm -
0 0 0

Minimalizaci stfedni hodnoty hamiltonidnu E(k, A1, Ay, By, B2, C) = (Y|H|vY) /{¥|¢)) najdéte
pribliznou hodnotu energie zakladniho stavu. K minimalizaci pouzijte pfimo nékterou z me-
vyuziti linearity v parametrech Ay, Ay, By, By a C, vu¢i nimz lze provést minimalizaci
feSenim vlastniho problému. Zbyva pak jednorozmérnd minimalizace toho minima vuci
parametru k.

Pozn.: K vypoctu smite pouzit pocitac. Egil Hylleraas jej k dispozici nemél, presto dokazal
vypocet provést a zanedlouho jej rozsitit dokonce na 38 varia¢nich parametru. Jeho vysledky
prispély k vSeobecnému prijeti Schrodingerovy rovnice jako velmi presného nédstroje popisu
mikrosvéta pomérné zahy po jejim publikovani.

7. Rotace galaxie

Rozlozeni zarivé hmoty v nasi galaxii je dle odhadu popsaného v ¢lanku M. Weber a W.
De Boer, Astronomy & Astrophysics 509, A25 (2010) ptiblizné vystizeno hustotou

z® + y? 22 x? 4 y? z
p(x,y,z) = py exp | ——— exp|——= | +paexp| ——]exp|—— ],
ry 2 T4 Zd




pficemz stiedovd vydut je ddna parametry p, = 15 Mg pc=3, 1, = 0.6 kpe, 2, = 0.37 kpc
a galakticky disk parametry pg = 2.7 Mg pc3, vy = 2.3 kpe, zg = 0.32 kpc. ReSenim
Poissonovy rovnice pro gravita¢ni potencial

Vi = 4nGp

najdéte gravitacni silové pole puisobici v galaxii. Za predpokladu, ze tvar galaxie je stabilni,
urcete rychlost otdaceni jednotlivych ¢ésti galaxie. Srovnanim se skute¢nou rotaéni krivkou
bylo ve zminovaném clanku odhadnuto rozlozeni temné hmoty.

Pti feseni Poissonovy rovnice pouzijte diskrétni Fourierovu transformaci a periodické okra-
jové podminky. Dlouhovinnou singularitu je tfeba vhodné oSetfit.

8. Fourierovska spektroskopie

Nastudujte princip Fourierovy spektroskopie, napt. z knihy H. Kuzmany, Solid-State Spectro-
scopy, Springer 2009. Pri vykladu v zapoctové prezentaci kromé zakladniho principu dis-
kutujte i o faktorech urcujicich rozliseni a spektralni rozsah pifstroje. Proved'te analyzu
zadanych interferogramu a demonstrujte vliv apodizace a rozsiteni rozsahu interferogramu
nulovymi hodnotami.
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9. ReSeni 2D Schrodingerovy rovnice Lanczosovou diagonalizaci

Stacionarni Schrédingerovu rovnici v dvourozmérném piipadé

h: [ 92 0?
(w%—w

- ) W) + V) W) = BV

lze Tesit prevedenim na linedrné-algebraicky problém. Spojitou funkei ¥(z,y) pfitom na-
hradime diskrétni sadou hodnot ¥, ; v uzlech ¢tvercové miizky s miiZovym parametrem A
a laplacian ptiblizné vyjadiime pomoci koneénych diferenci jako

82 o2 Ui 4+ Wi+ U 4+ W — 4T,
o B I ol i+1,7 1,] 2,7+ 1,7 )
(5 + 35 ) W =




Pritom se omezime na kone¢nou oblast o rozmérech L x L. Aproximace stacionarnich stavu
je nyni mozné nalézt diagonalizaci matice odpovidajici levé strané Schrodingerovy rovnice.
V jednorozmérném piipadé lze jesté provést diagonalizaci obvyklymi metodami, v dvou-
rozmérném piipadé jiz vSak narazime na nepiiznivé skalovani potiebného vypocetniho casu,
ktery je imérny (L/A)S. Matice k diagonalizaci je vsak i{dk4 a zajimdme se pouze o nékolik
uzit Lanczosovy metody diagonalizace.

Vasim tkolem bude tesit 2D Schrodingerovu rovnici na oblasti 10 nm x 10 nm se stfedem
v pocatku pokryté miizkou s 201 x 201 uzly pro dva potencidly:

e rotacné symetricky gaussovsky potencidl s grupou symetrie O(2)

%+ y2
202 ’

V('Tvy) = _Vb eXp (_

kde Vo =2¢eV a o =2nm

e potencidl s grupou symetrie Cg, pripominajici molekulu benzenu

6 :
(r — Rcos ®)? + (y — Rsin %F)?
Vo) = %Y e |- o :
n=1

s parametry Vo =2eV, 0 = 0.8nm, R = 2 nm.

V obou ptipadech najdéte vinové funkce a hustoty pravdépodobnosti odpovidajici dvanacti
reprezentaci ptislusné grupy symetrie.

Prozkoumejte konvergenci Lanczosovy metody pro jednotlivé stavy a vySetiete ztratu or-
togonality Lanczosovych vektoru v zavislosti na poctu iteraci.

10. Difrakéni jevy v teleskopu

Pomoci diskrétni Fourierovy transformace naleznéte zdénlivy obraz bodového zdroje po-
zorovany dalekohledem. Piedpoklddame, ze dalekohled je osvétlen rovinnou monochroma-
tickou vlnou ze vzdaleného zdroje postupujici ve sméru osy z totozné s osou dalekohledu.
Popiseme-li propustnost vstupni éasti tubusu dalekohledu funkei T'(x, y), ziskdme difrakéni
obrazec Fourierovou transformaci

2
I = ‘// T(x,y) e Feahut) qudy | |

kde k,, jsou slozky vlnového vektoru difraktovanych fotonu. Zddnlivy obraz nejsnadnéji
zachytime jako intenzitu zavislou na odchylkach ¢, , od osy z. Porovnejte nejprve piipad
prostého kruhového otvoru se znamym analytickym fesenim. Poté pridejte kruhovou prekazku
predstavujici sekundarni zrcadlo a prozkoumejte vliv jejtho poloméru. Realisticky difrakéni
obrazec ziskame zakomponovanim ¢tyframenného a trojramenného drzaku sekundarniho
zrcadla, popiipadé trojramenného drzaku s polokruhovymi rameny.

Pocitejte pro vlnovou délku A = 500nm a prumér vstupniho otvoru v desitkach centimetru.
Relevantni jednotkou pro odchylky ¢, , je pak thlové vtefina.
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11. Spektralni rozklad odezvy dolni propusti

Dolni propust slouzi v elektronice k potlaceni nezadoucich vysokofrekvencénich slozek signalu.
Jeji nejjednodussi realizaci ziskame sériovym spojenim rezistoru s odporem R a kondenzato-
ru s kapacitou C' (na obrazku vlevo). Na toto spojeni privedeme vstupni signdl U; (). Napéti
na kondenzatoru pak predstavuje vystupni signal U,(t). Tato propust, charakterizovand pro
harmonicky signdl (~ ¢*?) s frekvenci w komplexnim pomérem amplitud

Us(w) 1
Ui(w) 14+ iwRC

Alw) =

ovSem neposkytuje dostatecné rychle rostouci tutlum se zvysujici se frekvenci. Dokonalejsi
realizaci dolni propusti je obvod z pravé ¢asti obrazku vyuzivajici operacni zesilovac.

C
|
N
R R R - L
o— }—9+—o0 o— F——+1 1} *
U, m— \Uo Ui\ \U* — U,
2
O O O O

Je charakterizovana pomérem

A =
(W) 1— w2CngR2 -+ 2ZWCQR ’

ktery s rostouci frekvenci klesa vyrazné rychleji. Kvantitativni popis chovani propusti
umoznuje soustava diferencidlnich rovnic

1 1 N 1 1 2 1 1
dUO:__Uo+_U*7 dU: - - Uo_ - - U*—l__Uzv
dt Ty T dt T T T

kde 7o = RC},. Jsou odvozeny za predpokladu idedlnitho operacniho zesilovace s ne-
konecnym zesilenim, nekoneé¢nym vstupnim odporem, nulovym vystupnim odporem a oka-
mzitou odezvou.

Numericky vyfeste tyto diferencialni rovnice pro nize uvedené prubéhy vstupnich napéti
a diskrétni Fourierovou transformaci U;(t) a U,(t) najdéte v jednotlivych piipadech |A(w)].
Parametry soucastek jsou R = 3.3 k2, C; = 22 nF a Cy = 4.7 nF. Porovnejte s pripadem
C, = 6.8 nF. Pracujte s ¢asovym intervalem o délce 10 ms a spektrum signali a odezvovou
funkci A(w) vysetiujte do frekvence 20 kHz.



e U;(t) = +1 v intervalu [tg — At to] a —1 v intervalu [to, to + At], kde tg = 5 ms,
At = 0.47 ms, 0.50 ms a 0.53 ms
U

oc=5ms ! k=1kHzms™!

12. Fourierova analyza chaotického oscilatoru

Tlumené matematické kyvadlo rozkmitdvané harmonickou silou se pti vhodném skalovani
veli¢in tidi diferencialni rovnici

Y =—sinp —q+ bcoswyt .

Charakter feseni zavisi na amplitudé budici sily, je-1i ptilis velka, vykazuje kyvadlo chaotické
chovéni. Reste pohybovou rovnici s parametry ¢ = 0.5 a wy = 2 /3 v dostatecné dlouhém
casovém intervalu. Jako poc¢ateéni podminky piitom volte ¢(0) = 0 a ¢(0) = 2. Fourierovou
transformaci pak najdéte odpovidajici spektrum vykonu ¥t (w)|? pro b v intervalu 0.8 az
1.2, ve kterém by mél nastat pfechod mezi nechaotickym a chaotickym chovanim. Vhodné
je znazornit spektrum v logaritmickém grafu.



