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Priklady z teoretické mechaniky pro domaci pocitani
1. Pocet bodu: 1 _
Téleso o lunotnosti m je spojené s lanem. které se bez tfeni navingje na kladku o himotnosti
A polomdrn B a momenti setrvacnosti T = A7 R2 /2. Gravitacni sila plisobi vertikalng smérem
dolit. Uréete zrvehileni télesa o hotnosti m.
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2. Podet bodi: 1
Urcete zryvehleni télesa o hotnosti mey pomoc Lagrangeovech rovnie.
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3. Podet boddé: 1

Valee o lanotnosti A, polom@ira B o momentu setrvadtosti 7
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dolu po naklonénd roving, Urtete zevehlend valee,
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4. Pocet bodie: 1
Uréete zrychleni télesa o hmotnosti oy polwod Lagrangeovich rovnic. Kladka se polivbuie se

zrvellenim A nahoru. Zrvellenim rozumime zrveldeni vehledem k Zemi.
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5 Podet boda: 2
Uréete zrvehlend t8lesa o lunotnoesti iy, Naklonénd rovina je v klidu,
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X, =T COSQ ¥y = ~rsina
Xy =Fcosa y, = —Fsina
% =7%cos?a yi =r?sin @
Xy =0 v, =1l—r
X, =0 vy = —T
% =0 yi =7

1
T= —2—(1711 + my )i?
Vo= —mygrsing + myg(l — 1)

L= E{ml +my)F? + mygrsing — myg(l — 1)

oL |
Fr = 7{m, +my)
doL N
Qa7 - Ut mg)
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P mygsing + m,g
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=
™y + nm,

6. Pocet boda: 2

Blok o hinotnosti s klonze bez tfeni po télese ve tvart naklondud roviny o himotoosti M, kieréd
se mige pohybovat v horizontalnd roving také bez tieni. Urdete polivhové rovnice hloku o na-

klonéné roviay.

Xy =X Y =0
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2
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dt ar
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ar g
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alL .
= ME — mF cosa + max
ax
dé‘L_M.. . -
ET P X —-mFcosa + m¥
6L_
dx

0 = M¥ — micosa+my

7. Poéet bodd: 2
Bod zévesu matenmatického kyvvadla kens vertikding polivh v gravitadnim peli podle zékona
¢ = f{t}. kde h(2) je dand funkes. Zapiste Lagrangeovy polivbevé rovnice. Ukazte. e polivbujici
se kyvadlo se chova jako matematicks kyvadlo nia peviem zavésu v gravitadnim poli ¢ + k. kde
tecky madi piisluinou devivaci podle ¢asi,

h{)
j ~ 1 4 b 2 iz .2

*g T=§m((Ra+hsma) + A% cos a)

/ -

. "1/ hhcos «

h{t} sin 0&\ = —-mgR cosa + mgh

1 , : . .
R > L= 7m ((Rd + ksin cz)z + h? cos? a’) + mgR cosa ~ mgh

1 . i .
L= —z—mch'rz + mRdhsina + Emh2 + mgR cosa — mgh

ar , .
— = mR%¢ + mRising

da
d L ) . -
——— = mR*iF + mRhsina + mRhd cos a
deda

Fyvi mRhd cos @ — mgRsina
mR%i + mRhsina = — mgR sing
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-
T =5 mR%d?
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9. Pocet 7*2&@ b4

<

R !
Ryvadlo je m‘u eno télesein o hmotuosti ;o a pruzinou o konstanté pruznosii &, Délka mena-
piaté pruzing J@\ZQ Svetem je wmistén ve vertikélnim gravitadnim poll. zfapzmtt Lagf{.:;{ugouv‘\;’

olvizové rovnice.
; \\

e
e
x = | Sty ™
%= lcosa Ny = —lsing
52 = 2 =[?sin o
1 1 %,
T =3 {cos® a + sin® ) ="~2~m12
= —klcosa +mglsina
1
p, ﬂimlz +klcosa —mglsing \\
ff al =0
}f" dd N
;’f d dL —0
/ oL dtda
- = —klsina — mglcosa
/ da

klsinag +mglcosa =10
. Poéet bodu: 2
E\omlek o hiotnosti m klouze bey tieni podél dratu, kfers ma tvar paraboly ¢ = Ar?. Gravi-
tadni pole je vertikdlni. ZapiSte Lagrangeovy pohyvhové rovnice.

X=X y = Ax?
i=i = 24%%
xZ :x 2 24A2x2x2

1 1 )
T = Em(ﬂ'c?' + 442240 = Em:‘cz + Z2ma’xZx?
V = mgAx*

1 )
L= Em}é‘z + 2mAx2x? — mgAx?

daL .
— = mi + 4mAixx
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d oL
—— = m¥ + BmA®xi? + 4mAZxey
dtﬁxa

i 4mA*xx? — 2mgAx
mi + BmA*xx® + 4mA*x*% = 4mA%xi? - 2mgAx

o+ AA%x%% + 4A%xx% + 2gAx = 0
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11, Pocet boda: @

Castice o hmotnosti m klouge po viiting plose kuzeln. Osa kugzelu je orientovand vertikalng s
vicholem dobd. Zapidste Lagrangeovy polivbové roviice a vvijddiete momernt hivhuosti édstice ve
vertikdlnim smém (osa =3,

2 stupné volnostir, ¢
r..vzdalenost télesa od osy kujele
¢..Ghel mezi télesem a osou x

X=rcos@sing
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y=rsingsinga
y=rsingsina+r¢’cosgsina
y? = (Fsingsina + rg? cos g sin a)?

Z=rcosq
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1
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= = mr? sin® & — mg cos o
-

mi = mrg*sin’ @ ~ mg cos

?«; =mri@sing
d dL L .
EE% = 2mrig sin® @ + mr?¢ sin® a
o
dg

Zrigsin*a + 2 sin®a = ¢
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L...moment hybnosti
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12 Pofet bodi: 2
Drvé castice o lunotnostech g, myp jsowr spojeny tulou tyel zanedbateiné hmotnosti a délky 1.
Této énky ma byt pouzito jako kyvadla, V jalé vzdalenosti » od stiedu tyvée musi prochizet

oma obdfend, ma-ii bt doba kmitu tohoto kyvadla minimalni?

1 1
T = Emla —rya? + —z—mz?‘za':z
Ve=mg{l—-r)coseg —m,grcosa

1 1 ,
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Pro malé vychylky platisine = o

o (mr —myt—-1))g
a a=10
my{l — )% +myr?

Ide o diferencidini rovnici 2. fadu kde
, My —m(—1))g

B ml(l - T)z + m2T2

Kde
27 e o o 2 - o
w = — = aby T bylo minimaln{ - o musl byt maximaini — w® musi byt maximaint

o) = (mor —my(l—1))g B (my +my)rg —mylg
T om =1+ myr? T (my +myir? = 2mylr +my 12

df(r)  (my +my)gllmy +myyr? ~ 2mylr + my I*] - [(my +mydrg — mylgll2(my +my)dr — 2myl]
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dr
(m, + mgllm, + mydr? — 2mylr + myl?] = [(my + my)rg — mlgli2(m, + my)r ~ 2m, 1]

Po Upravé:
—g(m, + my)*r? + 2gim,(m, +m)r + gl*m,(m, ~m,) =0
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D = 4% Pm ymy(m; +m,)?

'\[5 = 4gl(m1 + mz)ﬂ'mlmz

- —2glmy (my + my) & 2gl(my + mp)mym,
o —2g(my +m,)?
_ Imy — lWmym,
_ lm, ¥ lymym, n= my +m,
my +my Im, + lymym,

ry = —————  VYHOVUJE
m; +m,

. NEVYHOVUJE

imy+l/mymy

Nejmensi periodu kmitd ma kyvadlo ve vzdalenosti r = od spodniho zavaii, tedy [r - %l od stfedu.

ey g
13, Podet bodi: 3
Lagrangeova funkee nabité éastice v elektromagnetickém poli popsaném skaldrnim potencidlem
¢ a vektorovim potencidlem A je

1. -
L= 5)11&'“’ + g AT — 2

{n) Naleznéte Lagrangeovy polivhové roviice a ukadte, ze pro zrvehlend ¢astice plati

e

"= = q(E-&— % };?\
=

kie £E=-Vp—2 0 B=Vx A
(b} Naleznéte Hamiltonovu funkei a Hamiltonovy polivbové roviice. Je kanonicka hybnost 5

rovina mechanické hyvbuosti mef?
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- (a o, Ve 04 +an”)_ 04, 04, 04, ag
T T A\ Ty dy Ty ) T g Tx Ty v T
. 94, 94, 04, B4, 04, 84, 94, dp
mvy+q(§— Fx U 3;17},+Evz =q @wvx+—55’—vy+—5?vz —qay
, a4, 84, 084,  aA, 04, 04,  BA, B
i +a (5 ‘a?”x*ﬁ}”y*‘é?’z)—q az VT vt z)“qa
o, OA 04, 04, Bp  0A,
M= 3 W dy e Ve T e ) TGy T
94,  8A, 04, 84, do a4,
mvyh—q(wam}—]-vx——-a?vx -'57172-—?2“172 —Q@— *-aT
. [3A. a4, +6A a4, dp 94,
= A Gy T T ay ) 798 T
mv, q(E +(v><‘7><A)x)
my, q(E +(v><V><A))
my, = q (B, + (9 xVx4) )
d* o
e gE+¥#xB)

1
- Em(uﬁ +vf +v7) — qlAvy + Ay, + A,0,) + g

1
H =-Z-m(v§+vf,+vﬁ) +qp

b o LPEH DI+ D7 — 22qAys - 2pyqdy — 2p,q4, FYALAGI @A o
2 ™m
ad, 94,

P 94 ~pr = pqaxwﬁka"wgf

s g4, . 84, *

. e T B T

m m —py = - + q_a___

P04 a4, 94, g

m om P At AGE  agp

—Pz = 2 £+ q—

m dz

L .y " - , . .
Dle 37 1€ patrne, ze kanonicka hybnost p neni rovna mechanické hybnosti mu

14, Pecet bodi: 2

Retéz délky 7 je polozen rovné na stole tak. 7e ielo isek délky o visi volné pies wanu stolu. V.
Y oje] .

okamziku f = 0 fetéz vvolnime

Za jakou ol sklouzne Fotir

I...délka {ana
p...délkovd hustota

, takZe zatne bez treni klouzat ze stolu. Vvietiete polish fetozn.
cel¥ ze stolu, je-li{f = 2w a0 = 0.2 m7?

T=slpy?
=5lpy

dV =-~dypgy ,

y
V=-pg fydy=—pg§"
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1 2 1 2z
L=gipy*+5pgy

7
o _,
daL_
acay PV
o

5 =Py
. g

y-7y=0
2-2=o

!

y= Cle\f + Che ‘F
e el 1

Pocdtetni podminky:
t=0—=y=a
t=0-y=0

a=C1+C2

) g
GmclJ;—Czﬁ

2°¢ 2

Die zadani:
I =2m
a=102m
y=0

g _ 14
2= o,1eJ;t +0,1e V2

ngtane _ ez %t
; _, [
[
)
an{)m\/;t
Z
= 1—1In20
g

t = 1,358
V ase t = 1, 355 spadne cely fetéz ze stolu.
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ih. Pocet bodu: 2
Najdéte pohvbové rovnice sférického kvvadla (jde o matematické kvvadlo, které nemusi kivat v
roving). Za zobecnéné soufadnice zvolte Ghly 0, ¢ mndmé ze sfévicki el soufacluic, Jaks veliding
se zachovavd béhem pohyhu?

x=rsinfcosug
y=rsinfsina
Z=1rcos8

X = r(cos@ f cosa - sinf sin g c'c)
y=7r{cos# Osina +sinfcosa @)
F=—yrsing 4§

%% =r?cos? 6 % cos?a —2r¥cosf BeosasinBsing @ +risin Osin’ a a?
y? =72c0os? @ 8% sin* @ + 2r’ cos B OsinasinBcosa ¢ + r? sin® @ cos®a &2
% =r?sin® g 42

. 1 .
7= Emrzﬂ"’ + Emrz sin? g a?
V =mgrcos@

1 . .
L=c-mrig?+ Emrz sin® 8 a? —mgr cos @

2
o
- = mr-f
08
do.
= = mrf
dt 3o
al _ . ‘
Fr i mr? sin 0 cos 8 a? + mgrsin 0

mr?8 = mr®sin 0 cos 6 a? + mgrsin @

oL
— == mrisin®f g
da

QoL _ o
Tigg S isin?fa
oL,
da
mrisin? @& =0

d ’2 - 2 L 2 - 2 15
&—E(mr sin“ 8ir} = 0 - mr°sin® @& = I = const

Momeni hybnosti vzhiedem k ose se zachovava
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16, Poéet bodu: i
Valee o polomnéru ry a hstoté pp a koule o polomdru rs a hustoté py se vali po téZe naklonéné ro-
viné. ICteré z obou téles dosiline vétsiho zryveldeni? Jak zavisi odpoved na hodnotich pyo arpo?

Koule
A
— 2
= =Myl
Ik R

1 2z 1 2 “a
T= -jjkw +Emv = 5 X —I-uz—
V= -—m,gxsine

r2 — 2
mzxz - “{dmzxz

L= —i—dmzxg* + mygx, sina

oL 7
9x, 52
daL 7
dtdx, 5 2%z
aL

—— = m,gsing
3%, 28

7
gmzﬁéz =m,ysina
-
X, = —gsin

2 .79' 1324

Valec
1 2
.= Emirl

Loa a1 1o 3,
Tzzjuw -§—§mv =gm1x1 +«im1xl =2(-mlx1
V=—nmygxsing

L= Zmle + m, gx, sina
aL _ 3
ax, 2
d oL 3

Sy

— = Mg sineg
e 14
3 .
Emlxl - mlg sin @
L2
Xy = ig sing

Zrychleni koule je vidy vétsi nez zrychleni valce bez zavislostinapar
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24, Podet hodid: |
Vypodtéte Poissonovy zavorky slozek L, L, vektorn momentu hybunosti a dile Poissonovn
zivorku {L2 L.}, kde L? = L7 + L2 + L2,

L=rxp
it 7 F
X y = (ypz - Zpy)uf"" (zpy — xpz)j+ (XPy - ypx)E
Bxr Dy Pz
Ly =vp, — Zpy
Ly = Ay — XDy
Lz = XPy — VPy

1?2 = y2pl — 2yp,zp, + 2°p} + 2°pE — 22p,xp, + x*pE + 222 — 2xp,yp, + yipE

(Lo Ly} = {aLx L, OL, 6Ly] L, 3L, oL, L, [aLx L, L, GLy]
R dx dp, Ip, Ox dy dp, dp, Gy dz dp, Op, 8z
{Lo Ly} = pyx -y
2o 0K OLs 0L 0L [0L* 0L, 9L OL,) [OF AL, OLF oL

7 ldx dp. Ope 0x| {8y 9p, 9p, dy| |0z dp, dp, Oz

{L¢,L,) =
(2xpZ + 2xp3 — 22p.p; — 20y ¥0: ) (—¥) — (22%p, + 2y%p, ~ 22xp, — 2xpy ¥ )y +
(2ypZ + 2yp} ~ 2p,2zp, — 2xpypy)x — (22%py + 2x%py, — 2yp,z — 25y, ) (—Px)

{L8,L,1=0

25, Podet boda: 2
Homogemni vélec o polomérn » se vali uvniti valeové dutiny o polomérn B. Najdéte jeho Lagran-
geovi funkel a aréete frekvenct mal¥el: kmitd valee.

j=—2-m?'2
v =R+ (R -2r)

v

ar

(R—m)¢

(1 == smrme—
Ia

1
T =—2—]&)2

3
T = Em(H — )i’
V =-—mg(R ~r)cose¢
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3
L= Zm(R — 7))@t +mg(R —r)cosg

0L 3 nmye
g 3mR-TIe
daL 3

e e == R — 2
diap 2RI
aL

—=-—mg(R —7)sing

3

Em(R—r)zq?i+mg(R ~7r)sing =0
., 2 g :
{p+3(}?-r)

sing =0

Pro malé vychytky platisina = o
2 g

P30
/2 g

w= g(R_r)—erf
i /2 g

f=3z 3R -1)

26. Podet hoda: ¥
Uréete zrvelileni klinn na abrdzku. Viechna tfenl zanedbdvime.

r..délka lana od prvniho télesa ke kladce

[...délka fana
Podet stuphd volnosti 2 -7, x

X, = x
X=X
£ = z*
X, =X —TCOSH Va
X, =X —TFcosa ¥
¥

%% = %% - 2xrcosa + i costa

X3 =x+(~r)sina
Xy =X —7rsina
i% = %% — 2%rsine + 7 sin a

s
vi

i =0
v=0
yi=0

= —rsing
= —fsing
=+2sin’a

vy ={l-r)cosu

= —FCOSQ
=rlcosty
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1 1 1 1 i, 1
T= EMJ‘CZ + Em;‘rz — AT cosq + -z—mf"z cos? o + Emfﬂz sin® @ + Em;icz — mivsing + Emi’z sin @ + —mf? cos? @

1
T o= -Z—Mx'?' +mi? -~ mir(cos a + sin @) + mi?

V=-mgrsinag+mg{l-1)cosa
1
L= Esz +mx? —mir(cosa + sina@) + mi? + mgr(sina + cosa) — mgl cosa
aL ) ] )
Frie Mx + Zmx — mi(cos @ + sina)
O\ o — i |
Tras = ME+2mE —mi(cos & + sin o)
aL 0
ax

Mi 4+ Zmi — mi{cosa +sing) = 0

JL
Fr = —mi(cosa + sina) + Zm7
LOL __ cosee sina) & 2m
Tigr = —m(cose sina) + Zmf
5= mg(sina + cos a)

—~m¥{cos a + sina) + Zm¥ = mg(sina + cosa)

i
F o E(sin a+cosa)g + %)
3 mg(cos a + sin a)?
" 2M + 4m — m(cos & + sin a)?




