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kapitola 1

METODA NEJMENŠÍCH ČTVERCŮ

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u je regresńı analýza. Snaž́ıme se naj́ıt ten
nejlepš́ı sklon př́ımky a výšky pr̊useč́ıku s osou y, tak aby plocha čtverc̊u
byla co nejmenš́ı. V tomto př́ıpadě se optimalizuj́ı dva parametry. Čtverce
znázorňuj́ı kvadráty odchylek naměřených hodnot od ”modelových”.

Např́ıklad měřeńım jsme źıskali tři body (0; 1), (2; 1) a (3; 4) a budeme
hledat lineárńı funkci, která bude nejlépe popisovat jejich pr̊uběh. Zkuśıme
si to nakreslit a přibližně proložit lineárńı funkćı.

x

y

Obrázek 1.1: Vynesené body a odhad lineárńı funkce.

Toto je však pouhý odhad, potřebujeme znát přesnou hodnotu sklonu
př́ımky a jej́ı pr̊useč́ık s osou y. To zjist́ıme z těchto vztah̊u:

a ·
N∑
i=1

x2
i + b ·

N∑
i=1

xi =
N∑
i=1

xi · yi , (1.1)

a ·
N∑
i=1

xi + b · n =
N∑
i=1

yi , (1.2)
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kde a je sklon př́ımky, b je pr̊useč́ık s osou y a n je počet bod̊u v grafu.
Vyjádř́ım si nejdř́ıve hodnoty pro jednotlivé sumy:

3∑
i=1

xi = x1 + x2 + x3 = 0 + 2 + 3 = 5 , (1.3)

3∑
i=1

x2
i = x2

1 + x2
2 + x2

3 = 0 + 4 + 9 = 13 , (1.4)

3∑
i=1

yi = y1 + y2 + y3 = 1 + 1 + 4 = 6 , (1.5)

3∑
i=1

xi · yi = x1 · y1 + x2 · y2 + x3 · y3 = 0 · 1 + 2 · 1 + 3 · 4 = 14 . (1.6)

Do rovnic 1.1 dosad́ıme hodnoty pro jednotlivé sumy a źıskáme:

13 · a + 5 · b = 14 , (1.7)

5 · a + 3 · b = 6 . (1.8)

Z těchto dvou lineárńıch rovnic źıskáme funkci pro lineárńı fit (y = a ·x+b)
v tomto tvaru:

y =
6

7
· x +

4

7
. (1.9)

Lineárńı fit

Tuto metodu využijeme ve chv́ıli, když chceme aby se pr̊uběh dané
funkce co nejv́ıce přibĺıžil naměřeným bod̊um [xi; yi], k tomu slouž́ı měř́ıtko:

S(a;b) =
N∑
i=1

(
f(xi) − yi

)2
, (1.10)

kde i zastupuje počet měřeńı. Pro lineárńı fit z předchoźıho př́ıkladu pak
plat́ı:

S(a;b) =
N∑
i=1

(a · xi + b− yi)
2 = (a · x1 + b− y1)

2 +

+ (a · x2 + b− y2)
2 + (a · x3 + b− y3)

2 .

(1.11)

Pro minimalizaci odchylky, je nutné nalézt minimum této funkce. Jednoduše
výraz zderivujeme podle parametr̊u a a b:
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∂S

∂a
= 2 · (a · x1 + b− y1) · x1+

+ (a · x2 + b− y2) · x2 + (a · x3 + b− y3) · x3 ,
(1.12)

∂S

∂b
= 2 · (a · x1 + b− y1) + (a · x2 + b− y2) + (a · x3 + b− y3) . (1.13)

Stač́ı provést drobné úpravy a źıskáme:

∂S

∂a
= 2 · a ·

(
x2
1 + x2

2 + x2
3

)
+ 2 · b · (x1 + x2 + x3)− (1.14)

−2 · (x1 · y1 + x2 · y2 + x3 · y3) , (1.15)

∂S

∂b
= 2 · a · (x1 + x2 + x3) + 2 · 3 · b− 2 · (y1 + y2 + y3) . (1.16)

Nyńı stač́ı pouze položit rovno nule a źıskáme dvě rovnice:

2 · a ·
(
x2
1 + x2

2 + x2
3

)
+ 2 · b · (x1 + x2 + x3) = (1.17)

= 2 · (x1 · y1 + x2 · y2 + x3 · y3) , (1.18)

2 · a · (x1 + x2 + x3) + 2 · 3 · b = 2 · (y1 + y2 + y3) . (1.19)

Tyto rovnice nyńı můžeme vynásobit 1/2 a součty v závorkách nahradit
sumami:

a ·
3∑

i=1

x2
i + b ·

3∑
i=1

xi =
3∑

i=1

xi · yi , (1.20)

a ·
3∑

i=1

xi + 3 · b =
3∑

i=1

yi . (1.21)

Č́ıslo 3 zastupuje počet měřeńı. Pro výpočet parametr̊u lineárńıho fitu
máme tedy tyto dva vztahy:

a ·
N∑
i=1

x2
i + b ·

N∑
i=1

xi =
N∑
i=1

xi · yi , (1.22)

a ·
N∑
i=1

xi + n · b =
N∑
i=1

yi . (1.23)

Dále si můžeme odvodit vztah pro a a b, který bude platit pro libovolný
počet měřeńı při použit́ı lineárńı regrese. Na začátek vyjdeme ze vzorce
1.23, ze kterého si vyjádř́ıme b:

b =

∑N
i=1 yi − a ·

∑N
i=1 xi

n
. (1.24)
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Tento vztah si nyńı dosad́ıme do rovnice 1.22 a budeme vyjadřovat para-
metr a :

a ·
N∑
i=1

x2
i +

N∑
i=1

xi ·
∑N

i=1 yi
n

− a ·
N∑
i=1

xi ·
∑N

i=1 xi

n
=

N∑
i=1

xi · yi , (1.25)

celý vztah nyńı vynásob́ıme n:

a · n ·
N∑
i=1

x2
i +

N∑
i=1

xi ·
N∑
i=1

yi − a ·
N∑
i=1

xi ·
N∑
i=1

xi = n ·
N∑
i=1

xi · yi (1.26)

a z tohoto výrazu si vyjádř́ıme a

a =
n ·
∑N

i=1 xi · yi −
∑N

i=1 xi ·
∑N

i=1 yi

n ·
∑N

i=1 x
2
i −

∑N
i=1 xi ·

∑N
i=1 yi

. (1.27)

Máme tedy výraz pro sklon a a pr̊useč́ık osou y daný parametrem b, který si
můžeme upravit:

b =

∑N
i=1 yi − a ·

∑N
i=1 xi

n
= ŷ − a · x̂ , (1.28)

kde ŷ a x̂ jsou aritmetické pr̊uměry těchto hodnot.
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Polynom druhého a vyšš́ıho stupně

Pro odvozeńı vztah̊u pro polynom použijeme obdobný zp̊usob, pro jed-
noduchost použiji polynom druhého stupně. Budeme poč́ıtat pouze pro dvě
měřeńı:

S(a;b) =
N∑
i=1

(
f(xi) − yi

)2
=

N∑
i=1

(
a · x2

i + b · xi + c
)2

, (1.29)

opět zderivujeme tento výraz podle a, b a c:

∂S

∂a
= 2 · x21 ·

(
a · x21 + b · x1 + c− y1

)
+ 2 · x22 ·

(
a · x22 + b · x2 + c− y2

)
= (1.30)

= 2 ·a ·
(
x41 + x42

)
+2 ·b ·

(
x31 + x32

)
+2 ·c ·

(
x21 + x22

)
−2 ·

(
x21 · y1 + x22 · y2

)
. (1.31)

∂S

∂b
= 2 · x1 ·

(
a · x21 + b · x1 + c− y1

)
+ 2 · x2 ·

(
a · x22 + b · x2 + c− y2

)
= (1.32)

= 2 ·a ·
(
x31 + x32

)
+2 ·b ·

(
x21 + x22

)
+2 ·c ·(x1 + x2)−2 ·(x1 · y1 + x2 · y2) . (1.33)

∂S

∂c
= 2 ·

(
a · x21 + b · x1 + c− y1

)
+ 2 ·

(
a · x22 + b · x2 + c− y2

)
= (1.34)

= 2 · a ·
(
x21 + x22

)
+ 2 · b · (x1 + x2) + 2 · c− 2 · (y1 + y2) . (1.35)

Dvojka ve výrazu 2 · c zastupuje počet měřeńı. Nyńı opět stač́ı výsledky
položit rovny nule a vynásobit 1/2.

a ·
(
x4
1 + x4

2

)
+ b ·

(
x3
1 + x3

2

)
+ c ·

(
x2
1 + x2

2

)
=
(
x2
1 · y1 + x2

2 · y2
)

(1.36)

a ·
(
x3
1 + x3

2

)
+ b ·

(
x2
1 + x2

2

)
+ c · (x1 + x2) = (x1 · y1 + x2 · y2) (1.37)

a ·
(
x2
1 + x2

2

)
+ b · (x1 + x2) + c = (y1 + y2) . (1.38)

Tyto vztahy lze pomoćı sumy přepsat pro libovolný počet měřeńı:

a ·
N∑
i=1

x4
i + b ·

N∑
i=1

x3
i + c ·

N∑
i=1

x2
i =

N∑
i=1

x2
i · yi (1.39)
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a ·
N∑
i=1

x3
i + b ·

N∑
i=1

x2
i + c ·

N∑
i=1

xi =
N∑
i=1

xi · yi (1.40)

a ·
N∑
i=1

x2
i + b ·

N∑
i=1

xi + n · c =
N∑
i=1

yi . (1.41)

Tuto soustavu tř́ı rovnic (kvartické , kubické a kvadratické) lze přepsat do
matice:∑N

i=1 x
4
i

∑N
i=1 x

3
i

∑N
i=1 x

2
i∑N

i=1 x
3
i

∑N
i=1 x

2
i

∑N
i=1 xi∑N

i=1 x
2
i

∑N
i=1 xi n

 ·

a
b
c

 =

∑N
i=1 x

2
i · yi∑N

i=1 xi · yi∑N
i=1 yi

 . (1.42)

Tento výsledek je nyńı možné přepsat do tvaru, pro předem neurčený stupeň
polynomu:

y = as · xs + · · · + a1 · x1 + a0 (1.43)


∑N

i=1 x
2s
i . . .

∑N
i=1 x

s+1
i

∑N
i=1 x

s
i

...
. . .

...
...∑N

i=1 x
s+1
i

∑N
i=1 x

2
i

∑N
i=1 xi∑N

i=1 x
s
i

∑N
i=1 xi n

 ·


as
...
a1
a0

 =


∑N

i=1 x
s
i · yi

...∑N
i=1 xi · yi∑N

i=1 yi

 (1.44)

Použit́ım metody nejmenš́ıch čtverc̊u předpokládáme, že drtivá většina od-
chylek patř́ı do normálového rozděleńı (Gaussovka [zvonovka]). Když si vy-
kresĺıme histogram, tak muśım mı́t tvar normálového rozděleńı.


