Metoda nejmensich ctvercu

Zapisky z internetu, poznamek z predmétu Prakticka
astrofyzika a skript

Posledni uprava: 9. ¢ervna 2015



KAPITOLA 1

METODA NEJMENSICH CTVERCU

Metoda nejmensich ¢tvercu je regresni analyza. Snazime se najit ten
nejlepsi sklon piimky a vysky pruseciku s osou y, tak aby plocha ¢tverci
byla co nejmensi. V tomto pifpadé se optimalizuji dva parametry. Ctverce
znazornuji kvadraty odchylek namérenych hodnot od "modelovych”.

Napiiklad méfenim jsme ziskali t¥i body (0;1), (2;1) a (3;4) a budeme
hledat linearni funkci, ktera bude nejlépe popisovat jejich prubéh. Zkusime
si to nakreslit a pfiblizné prolozit linearni funkci.

Obrazek 1.1: Vynesené body a odhad linearni funkce.

Toto je vsak pouhy odhad, potiebujeme znéat presnou hodnotu sklonu
piimky a jeji prusecik s osou y. To zjistime z téchto vztahu:

N N N
a-Za:?—Fb-in:in-yi , (1.1)
=1 N =1 1;1
a‘z:ri—l—b‘n:z:yi , (1.2)
i=1 i=1
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kde a je sklon primky, b je prusecik s osou y a n je pocet bodu v grafu.
Vyjadiim si nejdiive hodnoty pro jednotlivé sumy:

3

=1
3
=1
3
Zyi:y1+y2+y3=1+1+4=6, (1.5)
=1

3
Saiyi=a oo tasys=0-1+2-1+3-4=14 . (L6)

i=1
Do rovnic 1.1 dosadime hodnoty pro jednotlivé sumy a ziskdme:
13-a+5-b=14 , (1.7)

5-a+3-b=6 . (1.8)

Z téchto dvou linedrnich rovnic ziskdme funkei pro linedrni fit (y = a-x+0b)
v tomto tvaru:

6 4
— o4+ 1.
y=r-r+ (1.9)

Linearni fit
Tuto metodu vyuzijeme ve chvili, kdyz chceme aby se prubéh dané
funkce co nejvice ptiblizil namérenym bodum [z;; y;], k tomu slouzi méfitko:

N

2
Sasp) = Z (f(xi) - yz) ) (1.10)
i=1
kde ¢ zastupuje pocet méreni. Pro linearni fit z predchoziho piikladu pak
plati:

N
Sy =Y _(a-zi+b—y)* = (a-z1+b—1y)*+
=1
t(a - m+b—p) +(a 25 +b—1ys) .

(1.11)

Pro minimalizaci odchylky, je nutné nalézt minimum této funkce. Jednoduse
vyraz zderivujeme podle parametru a a b:



KAPITOLA 1. METODA NEJMENSICH CTVERCU 4

oS
g0~ 2Tt op) o (112
+(a-zo+b—ys) -xa+(a-z3+b—y3) x5 ,
oS
%:2-(a-a:l+b—y1)+(a-x2+b—y2)—|—(a-$3+b—y3) . (1.13)
Staci provést drobné upravy a ziskdme:
a5 2, .2, 2
%:2-(1'(Z‘1+I2+Z‘3)+2'b~($1+l‘2+$3)— (1.14)
—2- (211 + 22 Y2+ a3 Y3) (1.15)
08
%:2-a~(x1+x2+x3)+2«3'b—2'(y1+y2+y3) . (1.16)
Nyni staci pouze polozit rovno nule a ziskdme dvé rovnice:
2-a- (] +25+25) +2-b- (21 + 22+ 23) = (1.17)
=2 (z1 Y+ T2 Y2+ a3 Y3) (1.18)
2-a-(r1+x9+23) +2-3:0=2-(y1 +y2+y3) . (1.19)

Tyto rovnice nyni muzeme vynésobit 1/2 a sou¢ty v zavorkach nahradit

sumami: 5 ; s
a-Zm?+b~in:Zm~y@ , (1.20)
i=1 i=1 i=1

3 3
=1 =1

Cislo 3 zastupuje pocet méfeni. Pro vypocet parametri linedrniho fitu
mame tedy tyto dva vztahy:

N N N
a-2$?+b-2xi22xi-yi , (1.22)
i=1 i=1 i=1

N N
a-inJrn-b:Zyi ) (1.23)
i=1 i=1

Dale si muzeme odvodit vztah pro a a b, ktery bude platit pro libovolny
pocet métfeni pri pouziti linearni regrese. Na zacatek vyjdeme ze vzorce
1.23, ze kterého si vyjadiime b:

N N
b — Zi:l Yi a Zi:l Ly ) (124)
n
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Tento vztah si nyni dosadime do rovnice 1.22 a budeme vyjadiovat para-
metr a :

ZI +ZIL‘Z Z 1yl— sz 1xl sz Yi (125)

cely vztah nyni vyndsobime n:
N N N N N N
a-n-Zx?—i—in-Zyi—a~2xi-2xi:n-in-yi (1.26)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
a z tohoto vyrazu si vyjadiime a
N N N
MY i T Yi = D Ti D iy Ui (1.27)
N N N : :
UEDDASE ZED DARE D SARE

Mame tedy vyraz pro sklon a a prusecik osou y dany parametrem b, ktery si
muzeme upravit:

N N
VST IV ST (1.28)

y—a-x ,
n

kde g a & jsou aritmetické prumeéry téchto hodnot.
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Polynom druhého a vyssiho stupné

Pro odvozeni vztahu pro polynom pouzijeme obdobny zptusob, pro jed-
noduchost pouziji polynom druhého stupné. Budeme pocitat pouze pro dvé
meéreni:

N

N
Sany =3 (fen—v)' =Y (a-a?+b-z;+c)” | (1.29)

i=1 i=1
opét zderivujeme tento vyraz podle a, b a c:

S
%:2-93%-(a~x%—|—b-x1+c—y1)—|—2-x%-(a-x%+b-x2+c—y2): (1.30)

=2-a- (2] +23)+2:b- (27 + 23) +2-c (2] + 23) =2+ (2] - y1 + 23 - y2) . (1.31)
oS

%:2-x1'(a-$%+b‘x1+c—y1)+2'm2~(a-x§+b~x2+c—y2): (1.32)

:2~a'(x?+:z§)—l—2.b-($%+x§)+2-c-(x1+332)—2~(:c1-y1+x2'y2) . (1.33)
%:2-(a-x1+b-x1+c—y1)+2-(a~m2+b-xg+c—y2): (1.34)
=2-a- (23 +23) +2-b- (1 +22)+2-c—2-(y1 +92) . (1.35)

Dvojka ve vyrazu 2 - ¢ zastupuje pocet méreni. Nyni opét staci vysledky
polozit rovny nule a vyndsobit 1/2.

a-(zf+23) +b- (2f+23) +c- (af+23) = (2 -1+ 23 - y2)  (1.36)
a-(2f+23)+b- (a7 +a3) +c (w1 +22) = (x1 1 +a2-y2) (137

a- (23 +23) +b- (1 +x2) +c=(y1 +y2) . (1.38)

Tyto vztahy lze pomoci sumy piepsat pro libovolny pocet méreni:

N N N N
a-Zx?%—b-Z:p?—kc-Zx?:Zx?-yi (1.39)
i=1 i=1 i=1 i=1



KAPITOLA 1. METODA NEJMENSICH CTVERCU 7
N N N N
a-Zx?+b-Zx?+c-2xi:in-yi (1.40)
i=1 i=1 i=1 i=1
N N N
a-Zx?—i—b-Zm—i—n-c:Zyi. (1.41)
i=1 i=1 i=1

Tuto soustavu tif rovnic (kvartické , kubické a kvadratické) lze prepsat do

matice:
N N N
i ;1 Z'ﬁl mf Zz]\:ﬁ m? Zz]\:ﬁ xlz “Yi
Zi:1 xf 2%1 x? Zi:l || b) = Zz:}vxz " Yi . (1.42)
22 Zi:l T n ¢ ZZ‘:1 Yi

Tento vysledek je nyni mozné prepsat do tvaru, pro predem neurceny stupen
polynomu:

Q

y=as -2+ +a; -2 +ag (1.43)
N N N N
Dic xZZS e Dim 517?“ D i1 T Qs D im1 TP Y
: L : : B : 1.44)
N N N N (
Zz:j\; fo Zzﬁl %2 Zi:l Ly a1 21:]1\7371 " Yi
Zi:l z; Zi:l i n o Zizl Yi

Pouzitim metody nejmensich ¢tvercu predpokladame, ze drtiva vétsina od-
chylek patii do normalového rozdéleni (Gaussovka [zvonovkal). Kdyz si vy-
kreslime histogram, tak musim mit tvar normalového rozdéleni.



