Priklady z kvantové mechaniky k domacimu
pocditani
(http://www.physics.muni.cz/ “tomtyc/kvant-priklady.pdf (nebo .ps)

1. Pocet kvant: 1
Ionizac¢ni energie atomu vodiku v zékladnim stavu je £ = 13,6 eV. Najdéte frekvenci,
vlnovou délku a vlnové ¢islo fotonu, ktery je pravé schopen atom ionizovat.

2. Pocet kvant: 1
Helium—neonovy laser emituje zareni s vinovou délkou A = 633 nm s vykonem P = 5 mW.
Kolik fotonii vyleti z tohoto laseru za jednu sekundu?

3. Pocet kvant: 1
Ke zkoumani struktury krystalti se pouzivd neutronova difrakce. Odhadnéte energii a
rychlost neutronii, které jsou pro tento el vhodné. (Vhodné jsou ty, které maji podobnou
vlnovou délku, jako je vzdélenost sousednich atomi v krystalu.)

4. Pocet kvant: 1
Vysvétlete, pro¢ v feseni Schridingerovy rovnice elektonu v atomu vodiku vyznamnym
zpusobem vystupuje osa z, ackoli potencial, v némz se elektron pohybuje, je kulové sy-
metricky a nema tedy zadnou vyznacnou osu.

5. Pocet kvant: 1
Jakou hodnotu mé energie zdkladniho stavu (a) elektronu, (b) protonu v nekone¢né hlu-
boké potencidlové jamé sirky 0,2 nm?

6. Pocet kvant: 2
Jak by se zménila vlnova délka ¢ary Balmerovy série s A = 486, 1 nm (odpovida pfechodu
n =4 — n = 2) atomu vodiku, kdyby atomové jadro ztistavalo na misté, tj. kdyby bylo
nekonecné tézké? Jaka vlnova délka odpovida stejnému prechodu n =4 — n = 2 v atomu
deutéria? Lze tak jemné rozdily vinovych délek v soucasnosti mérit?

7. Pocet kvant: 1
Elektron a foton maji oba vlnovou délku A = 0,5 nm. Urcete jejich hybnost a energii.

8. Pocet kvant: 2
Excitovany atom neonu vyzaril foton o vlnové délce 400 nm. Atom se nachazel v klidu.
Jakou rychlost ma atom po vyzafeni fotonu?

9. Pocet kvant: 2
Magneticky dipélovy moment proudové smycky je definovan vztahem p = IA, kde I, A je
po fadé proud a plocha smycky. Proudova smycka mize byt reprezentovana elektronem,
ktery krouzi kolem jadra konstantni rychlosti po kruhové draze. Ukazte klasickou tivahou,
ze magneticky dipélovy moment tohoto elektronu je dan vztahem p = eL/2m, kde e, L a
m je naboj, moment hybnosti a hmotnost elektronu.
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Pocet kvant: 1
Dokazte, ze vsechny vlastni hodnoty hermitovského operatoru jsou realné.

Pocet kvant: 2

Dokazte, ze jestlize je A hermitovsky operator, je operator oid

unitarni.

Pocet kvant: 1 S o R
Ukazte, ze operatory AAT, A + AT i(A — AT) jsou hermitovské pro libovolny A.

Pocet kvant: 1
Operator A v trojrozmérném Hilbertové prostoru je reprezentovan matici

(141 31T
A= -2 2+61 4
0 5 4-2i

Naleznéte matici reprezentujici operator Af.

Pocet kvant: 1 R
Dokazte, Ze operator parity definovany vztahem Pu(x) = ¢(—=x) je hermitovsky. Déle
ukazte, ze vlastni vektory odpovidajici vlastnim hodnotam 1 a —1 jsou ortogonalni.

Pocet kvant: 1
Odvodte komutacni relace [z, p| = ih pro operatory soufadnice a hybnosti na Hilbertové
prostoru L? kvadraticky integrovatelnych funkci ¢(z), kde piisobeni operétort Z, p je dano

vztahy
O (x)

PU(e) =abla), pila) = —ih

Pocet kvant: 2
Odvodte komutacni relace pro slozky operdtoru momentu hybnosti definovaného vztahem
L=7xp.

Pocet kvant: 2

Najdéte stacionarni feseni Schrodingerovy rovnice volné Castice v jedné dimenzi s hamil-
. s 'y h2 92 . ’ s Y ,

tonianem H = —;- - +V, kde V' je konstantni potencial. Vypoctéte fazovou a grupovou

rychlost viny. Jak si vysvétlite zavislost fazové rychlosti na potencialu V7

Pocet kvant: 3

Uvazujme fyzikalni systém a v ném fyzikalni veli¢inu A, kterd nekomutuje s Hamiltonovym
operatorem. A mé vlastni stavy tvaru ¢, = (ug +uz)/v2 a @3 = (ug —uy)/v/2 s vlastnimi
hodnotami aq, as, kde uq, us jsou vlastni stavy hamiltonianu s vlastnimi hodnotami E, Es.
Je-li v case t = 0 systém ve stavu 1, vypoctéte stfedni hodnotu veli¢iny A v case t.

Pocet kvant: 3

VInové funkce volné éastice v ¢ase t = 0 je ¥(x,0) = cexp(—x?/4A?%). UkaZte, Ze neurdi-
tost polohy ¢astice A; v ¢ase t je dana vztahem A? = A? + (Av)?t?, kde Av je neurcitost
rychlosti ¢astice v ¢ase t = 0.
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Pocet kvant: 2
Dokazte, Ze pro stacionarni stavy harmonického oscilatoru jsou stiedni hodnoty hybnosti
i souradnice nulové.

Pocet kvant: 2
Dokazte, ze pro stacionarni stavy harmonického oscilatoru je stfedni hodnota kinetické
energie stejna jako stfedni hodnota potencialni energie.

Pocet kvant: 3
Dokazte, ze pro stiedni kvadratické odchylky souradnice a hybnosti v n—tém stacionarnim
stavu harmonického oscilatoru plati AzAp = h(n + 1/2).

Pocet kvant: 3

Najdéte rekurentni diferencialni relaci mezi jednotlivymi stacionarnimi feSenimi Schrodin-
gerovy rovnice harmonického oscilatoru. Pomoci této relace odvodte tvar vinové funkce
¥1(x) pro prvni energiovou hladinu, vite-li, Zze vlnovéa funkce zdkladniho stavu (nulové

hladiny) mé tvar ¢ (z) = </mw/Th e /2",

Pocet kvant: 2

Najdéte vlnovou funkei 1y (z) zakladniho stavu harmonického oscilatoru z toho, ze vite, ze
ao(z) = 0. Anihila¢ni operator a vyjadiete v soufadnicové reprezentaci a feste vzniklou
diferencialni rovnici napt. metodou separace proménnych.

Pocet kvant: 2
V Heisenbergové obraze naleznéte pohybové rovnice operatort souradnice a hybnosti har-
monického osciladtoru s hamiltonidnem

~0 242
A D mwx
H=—+

2m 2

Pocet kvant: 3

Elektron se nachézi v harmonickém potencidlu s minimem v pocatku soutadnic, v némz
m4 frekvenci oscilaci w = 27.107 rad/s. Stfedni hodnoty operatortt hybnosti a soutadnice
elektronu v ¢ase t = 0 byly p = 1072" kg m/s a T = 10~° m. Jaké budou stiedni hodnoty
téchto operatori v ¢ase t = 2,5.1078 sekundy? Kolik kvant je pfiblizné nabuzeno?

Pocet kvant: 3

Najdéte vlastni hodnoty energie c¢astice uzaviené v dutiné tvaru kvadru o rozmeérech
L1, Ls, Ls. Kolikrat je degenerovan zakladni a prvni (nejnizsi) excitovany stav, jestlize (a)
L1 < Ly < Lg, resp. (b) Ly =1Ly = Lg?

Pocet kvant: 1
Muze se svétlo o vlnové délce 1 um (resp. 500 nm) Sifit svétlovodnym vldknem ¢tvercového
prufezu o strané 500 nm?
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Pocet kvant: 2

Kolik moznych stavi svétla (médi) ve viditelné ¢asti spektra se nachéazi v krychlové
dutiné o hrané 1 ecm? Ptiblizné kolik viditelnych fotont bude v této dutiné pii teploté (a)
20 stupnu Celsia, (b) 1500 stupriti Celsia?

Pocet kvant: 2
Najdéte vazané stavy Castice v potencidlu tvaru Diracovy delta-funkce V' = —Ad(z — xo).

Pocet kvant: 2

Céstice se nachazi v zakladnim stavu v nekonecné hluboké potencidlové jamé, jejiz stény
maji soutadnice —a/2 a a/2. Nahle stény posuneme do poloh —b/2 a b/2; kde b > a. S
jakou pravdépodobnosti bude nyni ¢astice v zdkladnim, resp. prvnim excitovaném stavu?
Jaké je jednodché zdivodnéni pro druhou odpoveéd?

Pocet kvant: 2

Céstice se nachazi v nekone¢né hluboké potencidlové jamé sifky a v prvnim excitovaném
stavu. Jak se zméni energie tohoto stavu, jestlize zapneme ptridavné elektrické pole, které
vytvoii harmonicky potencidl s rovnovaznou polohou ve stiedu jamy?

Pocet kvant: 4

Atom tritia se nachazi v zdkladnim stavu. Vtom dojde k rozpadu jadra, pii némz z jadra
vyleti velmi rychly elektron, ktery nestaci ovlivnit ptvodni orbitalni elektron atomu.
Jaka je pravdépodobnost toho, e se vznikly iont hélia 3He bude t&sné po rozpadu (a) v
zékladnim stavu, (b) ve stavu 2s? Miize se iont po rozpadu nachazet ve stavu 2p?

Pocet kvant: 3

Céstice v harmonickém potencidlu se nachézi v zdkladnim stavu. V ¢ase ¢t = 0 zapneme
na velmi kratkou dobu At poruchu V= —%, kde A je velmi mala konstanta. Vypoctéte
v prvni aproximaci teorie poruch pravdépodobnost, ze castice prejde do prvniho, resp.

druhého excitovaného stavu.

Pocet kvant: 3
Najdéte v prvni aproximaci teorie poruch energii a vinovou funkci zédkladniho stavu ¢astice
v harmonickém potencialu s poruchou. Neporuseny hamiltonian je

o) 242

A D mwa

H=— ,
2m+ 2

porucha pak V' = Az, kde A je mala konstanta. Dalo by se odpovédi dobrat i jednodussim
zptsobem nez uzitim poruchové teorie?

Pocet kvant:
Varia¢ni metodou najdéte pfibliznou vlnovou funkei zédkladniho stavu harmonického os-
cilatoru s hamiltonidnem

o) 242
A p mwa
H=-—

2m+ 2
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Hledejte ji v jednoparametrické mnoziné funkci
e—:zrz/élta2
V2rya

Jak si vysvétlite, ze feseni dava presnou vinovou funkci zakladniho stavu?

Ya(T) =

Pocet kvant: 2 .

Ukazte, ze slozky vektoru S = &= g (64, 6y,0,) sestaveného z Pauliho spinovych matic

. (01 . (0 —i . (1 0
%“=\10) %~ \i o) 27\o0 -1

splituji komutaéni relace [S,, S,] = ihS., [S,, S.] = ihS, a [S., S,] = ihS,. Najdéte tvar
a2 A,
operdtoru 5 = 3 - S a jeho vlastni hodnoty a vektory.

Pocet kvant: (a) — 2, (a) + (b) — 4, (a) + (b) + (c) - 6

(a) Odvodte vztahy pro transformaci spinové ¢asti vinové funkce elektronu (spin 1/2) pii
otoceni o thel ¢ kolem osy z, vite-li, Ze plati [¢) = exp(iapgz/h)h/)% kde S, je operétor
z-tové slozky spinu elektronu. Jak se zméni vlnova funkce pfi otoceni o plny thel 277
Ndpovéda: spinovd cast vinové funkce je reprezentovana dvourozmérngm vektorem (tedy
matict typu 2/1), operdtor S, = hé./2, kde &, je Pauliho spinovd matice, pak matici 2/2.
Ezponencidlni funkce operdtoru (matice) je definovana obvyklou Taylorovou Fadou.

(b) Totéz co v (a), ale pro rotaci o thel ¢ kolem osy y.

(c) Odvodte vztahy pro transformaci spinové ¢asti vlnové funkce pii obecné rotaci dané
Eulerovymi ahly ¢, ), 0, vite-li, Ze tuto rotaci lze provést ve tfech krocich: 1) rotace o
thel ¥ kolem osy z, 2) rotace o thel 6 kolem osy y, 3) rotace o tihel ¢ kolem osy z.

h
2

Pocet kvant: 3 )

Uvazujme dvé ¢astice, jednu se spinem 1/2 a druhou se spinem 1. Ozna¢me S = (5}, Sy, S, )
elkovy operator spinu systému obou castic. Naleznéte spolecné vlastni stavy operatort

S, a 52 pomoci analogickych vlastnich stavii pro operatory spinu obou ¢astic.

Pocet kvant: 2
Tzv. Bellovy stavy dvojice ¢astic se spinem 1/2 jsou dany takto:

o = 7<|0>|1>+|1>|o>>
) = %(\o>|1> 11))0))
B+) = 7<ro>\o>+u>|1>>
27 = = (0)10) — [DI1),

%I

(@4
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kde |0) a |1) oznacuji stavy jedné Castice se spinem ve sméru a proti zméru osy z. Pro-
vedenim stopy pres druhou castici najdéte matici hustoty prvni ¢astice pro vsechny ¢tyti
Bellovy stavy.

Pocet kvant: /
Nejobecnéjsi matice prechodu od jedné ortonormalni baze k jiné je tzv. U(2) matice

A= o < cos 6 e sin 6 >

efsing e@th) cosh

kde «, 3,7, 0 jsou redlnd ¢isla. Najdéte vyjadieni Bellovych stavi (viz piiklad 40) v nové
bézi, znate-li z predchoziho ptikladu jejich vyjadieni v ptivodni bazi.
Navod: v maticovém zapisu mame

me=() m=(7)

kde e znac¢i ptivodni bazi. Vektor v nové bazi ziskdme nasobenim vektoru ve staré bazi
zleva matici pfechodu, tedy napf.

_ 0 _ iy e sin 0 _ oty o; i(a+B-+7)
. = ( 1 )e_e (ei(aw)cos@ )e/—e sin 010 +-e cosf[1)e
Dosazenim vektort |0). a |1). v nové bazi do Bellovych stavii pak dostaneme vyjadieni

Bellovych stavii v nové bazi.)

Pocet kvant: 2
Najdéte vlastni vektory a vlastni hodnoty Pauliho matic o, a o,. Lze néjak fyzikalné
interpretovat to, ze vlastni hodnoty o, jsou stejné jako vlastni hodnoty o,?

Pocet kvant: 2
Dokazte, ze Greenberger-Horne-Zeilingertiv stav tii ¢astic

1
7 (10)10)]0) + [1)[1)[1))

je vlastnim stavem operatoru 09(01)0152)0153) (horni index oznacuje ¢astici) s vlastni hodnotou

—1 a operatoru oMo el

IGHZ) =

) s vlastni hodnotou 1.

Pocet kvant: 2

Naleznéte vyjadieni tzv. koherentniho stavu |a) harmonického oscilatoru v bazi {|n)}.
Koherentni stav |a) je vlastnim stavem anihila¢niho operatoru a s vlastni hodnotou o € C.
Pokuste se stav spravné normovat.

Pocet kvant: 3
Tzv. dvoumddove stlaceny stav dvojice harmonickych oscilatort 1ze vyjadrit jako

n) =c> " n)n),



46.

kde -1 <n < 1.

(a) najdéte konstantu ¢, aby byl tento stav spravné normovan

(b) najdéte matici hustoty pouze prvniho médu (oscilatoru) tak, ze provedete stopu
(, Trace*) celkové matice hustoty ptes druhy méd.

(c) — nepovinné — presvédcte se, ze vyslednd matice hustoty popisuje termalni stav, tedy
Ze ji lze napsat jako

e—BH

Tre—60’

kde H = hw(fi +1/2) je hamitonian systému a 3 = 1/kT je vhodna konstanta souvisejici
s konstantou 7.

p=

Pocet kvant: 3
Uvazujme spektralni rozklad hamitonidnu H = ) E,|n)(n| pomoci jeho vlastnich stavi
In) a jim piislusnych vlastnich hodnot E,. DokaZte, Ze pro evolu¢ni operator U = e H?

pak plati )
e—th _ Z e—i)\nt|n> <n’
n

Ndpovéda: vyuZijte toho, e projekéni operdtor P, = |n)(n| md jen dvé vlastni hodnoty
0 a 1 a ddle vyuzijte vlastnosti funkce operdtoru vzhledem k vlastnim wvektorum tohoto
operdatoru



